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(Nachtragliche LIBOR-Feststellung)

Schlusselbegriffe:
LIBOR in Arrears, Floater-Bewertung, Zinsswaps

Inhalt:
I ] =T (o RS 3
2 LIBOR in Arrears-ZahlUNGEN ..........coereiiierinie ettt 3
2.1 Bewertung €iNeS FIOALEIS.......ccciiiie et 4
2.2 Bewertungsprobleme bei ,unnatirlichen* Zahlungszeitpunkten.............c..c......... 6
3 Bewertung von Konvexitatsunterschieden............ccoooiiinininneeeeeesee e 8
3.1 Adjustierung der KONVEXILAL.........c.cccceiieieiieiicie et 9
3.2 Varianz einer FOrward RALE .........cccoveeieeiesiereee e 10
4 Beispielbewertung von LIBOR in Arrears-Zahlungen...........cccccevcveveeciieeseesineesneeenns 12
3|7 T S 14
0] > ] PSSR 15



1 Einleitung

In den letzten Jahren hat sich eine Vielzahl von Produkten entwickelt, bei denen der
Zahlungszeitpunkt und die Feststellung des Zinssatzes von den ,natirlichen®
Gewohnheiten des Marktes abweichen. Ein typisches Instrument sind LIBOR-
Zahlungen, deren Zinsfestellung nicht am Anfang, sondern am Ende der Periode
erfolgt. Dies kann fur den Investor (Kredithehmer) vorteilhaft sein, da sich die
Zahlungen bei steigenden (fallenden) Zinsen schneller an die prognostizierte
Entwicklung anpassen. Entsprechend gibt es inzwischen im Finanzmarkt viele
variable Zahlungsreihen, z.B. Zinsswaps und Floater, die den LIBOR nachtraglich fur
die vergangene Periode feststellen. Jedoch reichen die klassischen Methoden fir
symmetrische Instrumente bei der Bewertung nicht aus (Bohn; Meyer-Bullerdiek
1997). Im ersten Teil wird daher gezeigt, warum bei ,unnatirlichen* Zahlungsreihen
eine Adjustierung (convexity adjustment) vorgenommen werden muf3. Bisher sind
Bewertungsansatze mit sehr komplexen Modellen entwickelt worden (Li; Raghava
1996; Schmidt 1996). In diesem Aufsatz wird stattdessen eine relativ einfache
Losungsformel entwickelt, fur deren Herleitung nur Standardverfahren der Statistik
notwendig sind.

2 LIBORin Arrears-Zahlungen

Betrachten wir zunachst einen normalen LIBOR-Strom. In jeder Periode wird zum
Zeitpunkt t; der Zinssatz festgestellt und nach einem Zeitraum D in t.p gezahlt.

Abbildung: Zahlung bei einem klassischen LIBOR
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Bei einem LIBOR in Arrears- (LIAR-) Produkt verschiebt sich die Zinsfeststellung.
Hier wird in t.p der Zinssatz fur die folgende Periode festgestellt, aber fur die ver-

gangene Periode gezahlt:



Abbildung: LIBOR in Arrears-Cash Flow
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2.1 Bewertung eines Floaters

Die Bewertung einer Floating Rate Note (FRN, Floater) kann nach dem Diskontie-
rungs- oder dem Duplizierungsverfahren erfolgen. Beim zweiten Verfahren wird durch
Aufnahme und Anlage am Geldmarkt die Cash Flow-Struktur des Floaters dupliziert.
Diese Analyse fuhrt zu der Erkenntnis, daf3 der Wert eines Floaters nur von dem
zuletzt gefixten Kupon abhangt. Im folgenden werden Adressenrisiken
ausgeschlossen, so dal3 ein Floater mit einem halbjéahrlichen Kupon des 6-Monats-
LIBOR (ohne Spread) beim Fixing 100% wert sein muf3.

Im folgenden wird die Bewertung nach dem Diskontierungsverfahren vorgenommen.
Dabei werden alle relevanten zukinftigen Kupons mit Hilfe der Forwardsatze
festgestellt und dann auf heute abgezinst. Daftr werden die Spot Rates als Geld-
marktzinssatze rg definiert, die mit linearer Verzinsung von heute bis zum Zeitpunkt i
laufen. (Im weiteren wird mit einer vereinfachten Geldmarktusance gearbeitet, so dafl3
ein halbes Jahr mit 0,5 gerechnet werden kann.) Aus der Arbitragebedingung fur den
Forwardsatz folgt: Die Anlage zum Spotzins fir eine lange Periode mul3 zum gleichen
Ergebnis fiuihren wie die Sequenz der Anlage in einen kirzeren Spotzins und der
Verlangerung mit dem entsprechenden Forward. Dieser wird mit seinem
Endzeitpunkt i und der Periodenlange D als ry,; bezeichnet.

(1+ Iy "(t )><(1+ Mo +D XD) = (1+ si+p ><ti+D i to))

to)
o {ln - L))
g (1"' Fsi )(ti+D )

1
fD|+D D

s o

Als Beispiel werden aus vorgegebenen Spots einer normalen Zinsstrukturkurve die
Forwards fur ein D von 0,5 berechnet.



Abbildung: Zinsstruktur
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Die Bewertung eines zweijahrigen Floaters mit einem halbjahrigen LIBOR-Kupon
wird dadurch einfach. Mit Hilfe der Forwards werden die zukiinftigen Kupons fiir die
Bewertung festgestellt und dann mit den Spotsatzen auf heute abdiskontiert.

Abbildung: Forward-Kupons bei LIBOR-Cash Flow
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Wie erwartet liegt der Preis bei 100. Da die Forwards aus der Zinsstrukturkurve
errechnet wurden und diese den Marktpreisen entsprechen, mul3 auch der daraus
resultierende Floater zu par notieren.

Im folgenden soll nun die LIBOR in Arrears-Struktur beritcksichtigt werden. Dabei
werden die Zinsen am Ende der Periode flr den zurtickliegenden Zeitraum fest-
gestellt. Um das Diskontierungsverfahren anwenden zu kdnnen, missen zunéchst alle
Forward-Zinsen um eine Periode nach vorn verschoben werden. Zusatzlich muf3
spater die Phasenverschiebung an einem unnaturlichen Zeitpunkt bewertet werden.



Abbildung: LIBOR in Arrears ohne Convexity-Adjustierung
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Aufgrund der Phasenverschiebung erhdht sich der Preis des Papiers also um 1,39
DM. Jedoch hat beim Ubergang zur LIAR-Struktur eine Veranderung der ,natirlichen®
Modalitaten des Zinssatzes stattgefunden. Diese Wertédnderung wird im folgenden
genauer beschrieben und bewertet.

2.2 Bewertungsprobleme bei ,unnatirlichen* Zahlungszeitpunkten

Um das Problem unnaturlicher Zahlungszeitpunkte zu erklaren, soll mit Hilfe des
Forward Rate Agreements (FRA) und eines Geldmarktfutures der Konvexitats-
unterschied erlautert werden. Fuhren wir dazu jeweils einen ,kinstlichen* Geld-
marktfuture und FRA ein, deren Konstruktion, nicht aber deren Usancen (act/act statt
act/360, kein Margining bei beiden Produkten) dem Markt entsprechen. Beim Future
erwirbt der Kaufer ein Produkt, das am Ende der Laufzeit mit 100 minus LIBOR
abgerechnet wird. Bei einem FRA wird ein Kreditzins erworben, der am Ende der
Vorlaufzeit mit der abdiskontierten Zinsdifferenz ausgezahlt wird. Bei Erwartung
steigender Zinsen ergibt sich daraus, dal ein Spekulant den FRA kaufen muf3, da ein
Forward-Kreditzins von steigenden Zinsen profitiert, und den Future verkaufen muf3,
da dessen Kurs bei steigenden Zinsen fallt.

Tabelle
FUTURE vsS FRA

Zinsprognose Future FRA
steigt Verkauf Kauf
fallt Kauf Verkauf

Die Auszahlung nach Feststellung des LIBORs ergibt sich mit:

Auszahlung Future = D>([100 - LIBOR] - [100- Kaufzins_Future])
U Auszahlung Future = DXKaufzins_ Future - LIBOR)



DXLIBOR - Kaufzins_FRA)

Auszahlung FRA =
1+ LIBOR XD

Zu beachten ist, dal3 der Kaufzins der beiden Produkte unterschiedlich sein muf3.
Dies soll an folgendem Beispiel erklart werden. Geht ein Spekulant davon aus, dal3
eine Zinserhohung genauso wahrscheinlich wie eine Zinssenkung ist, wird er diese
Hypothese durch Verkauf eines FRA umsetzen. Fallt der Zins, wird aufgrund der
Abdiskontierung der Auszahlungsbetrag grof3er als bei einem entsprechenden
Zinsanstieg sein. Diesen Vorteil hat er beim Future aufgrund der linearen Berech-
nung nicht.

Tabelle

AUSZAHLUNG FUTURE Vs FRA
Kaufzins 10%; 6-Monats-LIBOR, 1 Mio DM

LIBOR-Fixing Auszahlung Future Auszahlung FRA
0f - 0,
12% 0,5 >(10% - 12%)>1Mio =-0,01Mio | 05 12% 10%) 1 i = 0,0094 Mio
1+12% 0,5
0/ - 0
8% 0,5>(10% - 8%)>1Mio =0,01Mio | 05 8% 10%) 4 i = -0,0096 Mio

1+8%x0,5

Der Unterschied der Instrumente wird deutlich, wenn man die Auszahlungsfunktionen
in Abhangigkeit des realisierten Zinssatzes darstellt. Das Profil des Futures ist eine
Gerade, wahrend die Auszahlung des FRA gebogen ist. Hedged man den Verkauf
eines FRA durch den Verkauf eines Futures, ergibt sich folgendes Bild:

Abbildung: FRA vs Future bei gleichem Kaufzins
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Ein identischer Kaufzins von FRA und Future ergabe also bei Verkauf der beiden
Instrumente einen sicheren Gewinn, da die Auszahlung fur den FRA auf einer
konvexen Kurve und die des Futures auf einer Geraden verlauft. Damit ein fairer
Preis erzielt wird, mul3 daher der Forwardkaufzins des Futures tUber dem FRA-Satz
liegen. Diese Adjustierung muf3 um so grof3er sein, je héher die Volatilitat des Zinses
ist, da dann die ,Gebogenheit* des FRA um so wertvoller ist.

Abbildung: Convexity adjustment-FRA vs Future
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Somit ist das Underlying eines Geldmarktfutures ein In Arrears-Zinssatz. Die Con-
vexity-Adjustierung eines LIBOR in Arrears-Cash Flows ist also identisch mit der
Adjustierung bei einem FRA im Vergleich zu einem Geldmarktfuture. Der LIBOR wird
am Ende der Periode festgestellt und mif3te jetzt eigentlich abdiskontiert werden. Da
die Abdiskontierung jedoch fehlt, gilt hier der gleiche Unterschied. Wahrend der FRA
einfach mit dem Forward bewertet werden kann (normale LIBOR-Zahlung), mul3 der
Zins des Future LIBOR in Arrears) nach oben korrigiert werden. Meist werden flr
diese Konvexitatsadjustierung sehr komplexe Zinsstrukturmodelle benutzt. Jedoch
kann auch eine relativ einfache geschlossene Lésungsform erarbeitet werden, die im
Regelfall den praktischen Anforderungen gentigt.

3 Bewertung von Konvexitatsunterschieden

Die Bewertung von unsicheren Zahlungen beruht auf der Duplizierung des Instruments
(z.B. Baxter; Rennie 1996). Der regulare Forward kann aus einer Kombination der
Spotzinsen risikolos dargestellt werden. Bei risikoneutraler Bewertung wird der
Erwartungswert des Forwardzinses aus der Arbitrage bestimmt. Fur die allgemeine
Notation gilt:

r.fD;Endzeitpunkt;Fixing



Beispiel: ry,,,,; ist die Forward Rate fur die Periodenlange D mit dem Endzeitpunkt
ti.p und der Zinsfeststellung in t;

Somit ergibt sich als Erwartungswert fur den ,klassischen” Forward:

E(rfD;Endzeitpunkt;Fixing) = E(rfD;i+D; i) =TIpisp

3.1 Adjustierung der Konvexitat

Bei einem LIAR verschiebt sich das Fixing, die Zinsfeststellung erfolgt also am
gleichen Zeitpunkt wie die Zahlung. Somit wird folgender Zins gesucht:

=7
rfD;i +D;LIAR .

Abbildung: Erwartungswert eines Forwardzinses
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Aufgrund der fehlenden Abdiskontierung ist es zunachst nicht mdglich, den LIAR-
Forward durch eine einfache Kombination von Spotsatzen abzubilden. Um dieses
Problem zu l6sen, wird die Zahlung mit dem bekannten Forward zunachst wieder auf
den Zeitpunkt aufgezinst, zu dem sie eigentlich gehort.

Abbildung: LIAR aufgezinst

1+ D lipivop i
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Um den LIAR zu bewerten, muld zuerst der mit sich selbst aufgezinste Forwardsatz
zum Zeitpunkt t,,,, bestimmt werden:



(1) E((rfD;i+2D;i +D) )(1+ D >q‘fD;i +2D;i +D )) = E(rfD:i+2D;i+D +D >q‘fé;i +2D;i +D) =

E(Fos s20140) * E(D 1020100 = Fog0 * D7 (1sa20100)
Aus der allgemeinen Statistik ist der Verschiebungssatz fiir die Varianz bekannt:
varan;, ) () €,
0 E(r2 ) =varianz(r,, )+E(r, )

Der unbekannte Erwartungswert der quadrierten Forward Rate kann nun substituiert
werden.

2
2 — ; — ; 2
(2) E(rfD,i+2D;i+D) =Varianz (rfD;i+2D;i+D) + (E(rfD;i+2D;i+D)) =Varianz (rfD;i +2D;ji +D) + M+

H 2 — : 2
(2 n 1) I’.fD;i +2D + D>E(rfD;i +2D;i+D) - rIfD;i +2D +D >{Var|anz (rﬂD;i+2D;i+D) + r.fD;i+D]

= Tipj+2p >(1+ D >¢fD;i+2D) + D¥Varianz (rfD;i+2D;i+D)

Um jetzt den Forward bewerten zu kénnen, muf3 die Zahlung durch Diskontierung mit
dem Kklassischen Forward wieder an den Bewertungszeitpunkt t.p verschoben
werden.

rﬂ);i+2D )<1+ DerD;i+2D) + DNarianz(rﬂD;HZD;HD)
r —

fD;i+D,LIAR 1+ D>¢fD;i+2D

D ¥arianz (rfD;i +2D;i+D)

N

U Tpivouar = Moisen +

1+D >¢fD;i +2D

convexity adjustment

3.2 Varianz einer Forward Rate

Um das convexity adjustment berechnen zu kénnnen, muf3 ein Marktpreis fur die
Varianz der Forward Rates gefunden werden. Theoretisch konnen dazu unter-
schiedliche Zinsmodelle benutzt werden. Im Regellfall wird bei Caps und Floors im
DM-Bereich das Black-Modell (Black 1976) benutzt. Da fur diese Produkte liquide
Markte vorhanden sind, erscheint es sinnvoll, die gesuchten Volatilititen daraus
abzuleiteten.

Dem Black-Modell liegt die Annahme zugrunde, daf} die Forward-Zinssatze log-
arithmisch normalverteilt sind. Als Zinsprozel3 werden die Entwicklung der Forward-

10



Zinsen mit Hilfe ihrer Volatilitdt s, einem Wienerprozel3 z und dem Zeitablauf von jetzt
to bis zum betrachteten Zeitpunkt t; beschrieben. Es ergibt sich also:

=1 . 1[[t,-to )2 0,55 24t~ o)

Auf dieser Basis kann die gesuchte Varianz ermittelt werden.
Varianz(r; ) = E(rﬁz) -E(r)°
_ 2(s 4ty 1)z~ 0,55 %t,-1,) |
- E?fzo ® ( )a' rf20

_ 2 2s%f{t-to)2-2s 2t to)+s 2t - 1) @ 2
= E?m x g~ Tro

- e 24 2\
- rfzo )Egzsx/(tl to)z-2s 2fty-to) oS fta to)g_ rfzo

I’fO

_ rf20 >E§EZ(S ATt Pe- 058 2ty-to)) s s Hurto) 8 thl-to)%_ 2

— rfzo )Eg%Z(S &' t, -ty )2- 0,58 Z%tl_to))g)e_ Sz’etl'to) )eszﬁtl‘to)

2
- r
g fo

Im Anhang wird der Erwartungswert des stochastischen Prozesses ermittelt. Es
ergibt sich:
® z(s x5 )52~ 0,5 2oft, - to))('j _ e 2.ft,- to)

Ege p

Entsprechend vereinfacht sich der Varianzausdruck zu:

Varianz(rﬁ) = erO )Eg% 2(5 "i/ t-ty 1—0,552%5.10))%%_32*1_ t0) >e32>€t1_ to) ) rfzo

esz>(11—to)
~ . 24y _ e 24t 240 240
U Varianz(r,) =r3 »e° fto] o -s™ftto) y@s™te) _ p2 2 sgsHub) 2

O Varianz(r;) =13 {esz{n- ) _ 1)

Fur den Praktiker kann dies mit Hilfe einer Taylerschen Reihe erster Ordnung weiter
vereinfacht werden. Dies ergibt in der Notation des LIAR:

. 2 2
Varianz (rfD;HD) » Ii.p ”6 isD "(ti } to)

11



Ein Cap setzt sich aus einer Summe von Einzeloptionen, den Caplets, zusammen.
Der hier gesuchte Parameter entspricht also den impliziten Volatilitidten der Caplets
fur die entsprechende Forward-Periode. Damit konnen alle Parameter marktmafig
bewertet werden. Fur die Adjustierung mit Hilfe von Black ergibt sich also:

D¥arianz (rfD;i +2D;i+D)

PR = I +
fD;i+DLIAR fDji +2D D
1+ Mipjiv20

2 2
D>¢fD;i+2D s fDji +2D >(ti+D - to)
1+ D>¢fD;i+2D

U Tpisouar = Mois2o

convexity adjustment

4 Beispielbewertung von LIBOR in Arrears-Zahlungen

Bezogen auf die Periodenlange D wird mit Hilfe des korrigierten Forwards der
Cash Flow festgelegt und abdiskontiert. Fir den letzten Kupon des zweijahrigen
Floaters ergibt sich dann bei einer Volatilitat von 20% neben der Verschiebung eine
zusatzliche Adjustierung von

DX 220 mivzotivo  0,530,07962 ¥0,22 X2
Conve)(|ty rfD;H-D;LIAR — fD;i +2D fD;i+2D D - ’ ’
1+ DX 100 1+0,5>0,0796

=0,024%.

Wird der LIAR-Floater korrekt bewertet, miissen bei den vier Zinszahlungen reben
der Phasenverschiebung auch Konvexitatsadjustierungen vorgenommen werden, um
sie dann fur den Preiseffekt entsprechend zu diskontieren. Da sich die Adjustierung
auf den Zinssatz bezieht, muf3 das Ergebnis noch auf die Periodenldnge des Kupons
(hier 0,5) bezogen werden.

€a,5x0,0585° >0,2° x0,50 &0,5>0,0664° x0,2> X0 U

& 1+05000585 o & 1+05:00664 5

é 1+0,05>05 1+0,055 %1 u
PVAdjustierung = 075 X? l;j: 0,024%

g a8,5>0,07342 x0,22 ¥,50 a®,5>0,07962 x0,2> ><2<'_jg

e 1+05>00734 g .\ & 1+05-00796 g

& 1+0,06 X5 1+0,0655 X2 H

Der gesamte Effekt auf den Preis liegt hier bei ca. 2 Pfennigen. Wéahrend der
normale Floater einen Preis von 100 hatte, mufte der LIAR-Floater bei
101,39 + 0,02 = 101,41 handeln. Bei langeren Laufzeiten wird die Adjustierung noch

12



wichtiger, da sie im Zeitablauf zunimmt. Die Entwicklung bei 20% Volatilitat und
einem Zinsniveau von 5% ist im folgenden Bild dargestellt.

Abbildung: Konvexitatsadjustierung in Abhéngigkeit von der Restlaufzeit
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Mit der in der Arbeit vorgestellten Methode ist eine schneller und marktgerechter
Weg zur Bewertung von LIBOR in Arrears-Zahlungen entwickelt worden. Da es bei
langeren Laufzeiten zu deutlichen Preisunterschieden kommt, ist eine Korrektur fur
die Konvexitat auch in der Praxis unbedingt notwendig.
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Anhang

Definiert man T =t, - t,, ergibt sich der gesuchte Erwartungswert E(es"ﬁxz) des

Wiener Prozesses z mit;

Y A 2p

v v o2 i
_a SX/‘ITE—Z% 1 _a 52;/—52;/+SX/'F>Z—Z/ 1
= e —dz=(p 72 7° 2 X——0dz
-¥ 2p -¥ «/2[1)

—e* Hhupp Ve L gy 26 xCP £ xtdz
¥ 2p ¥ \'2p
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