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Is there a Walrasian Equilibrium in Exchange Markets with
Endowment Effect?

Abstract
We provide an axiomatic framework for exchange markets with a willingness-
to-pay/willingness-to-accept discrepancy. First, we obtain a two parameter
family of market invariants under price-scaling representing the excess de-
mand. One of the parameters can be identified as endowment. The other is a
new feature, called demand-supply gap, that leads to classical general equilib-
rium if zero. Second, we provide representations of price and demand as un-
bounded operators on an infinite dimensional Hilbert space. We prove that
neither can this space be finite dimensional nor can these operators be
bounded. Third, if the demand-supply gap is not zero we obtain that price and
demand are not simultaneously sharply measurable and consequently a
Walrasian equilibrium does not exist.
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‖ξ‖2 .

��� ��
���
��� �� 	� ��
���	��� a �� X �
 ����� 	


(�a)2
ξ =

〈
(a − aξ��X)2 ξ|ξ〉

‖ξ‖2 .

� ������ ��	��
����

��� �	�� �����
� �� ���
 
������ �
 �� ������ ��� �	���� ���	��	��
 �� ���

	
�������� �	���� ����� ������
�	����� ��� ��	� �����
�� ��� (Ui(α))0<α∈R

�� 	 
������� ���������
 �	���� �� ����	�� ����	���
 �� X 
��� ��	�

U−1
i (α)piUi(α) = αpi,

����� ��� �����
��� ��	��	� �������


X
αpi �� X

U−1
i (α)

��
X

Ui(α)

��

pi

�� X

��� �	���� Ui(·) 
	��
��
 ��� �����
��� ���������
 ��� 	�� α > 0 	�� β > 0�

• Ui(1) = ��X

• Ui(α)Ui(β) = Ui(αβ) = Ui(β)Ui(α)

• U−1
i (α) = Ui

(
1
α

)

�



����� Ti(t) := Ui(e
t) ��� ����	
�

• Ti(0) = ��X

• Ti(t)Ti(s) = Ti(t + s) = Ti(s)Ti(t)

• T−1
i (t) = Ti(−t)

�
�� ������ Ti �� �� � ��	����� ���������� �	��� �� �����	� ���	���	� ������ ��

X� �
��� �
� �
��	�� �� ����� ���� ���� ����� ��� ����� ����� ! ����	�� �
�

�"������� �� � �#�$%��&���� ����	���	 Ai� ��� α = et ��� $��
 U(α) = T (ln α)

�� �����$� �
��

pi =
d

dα

(
U−1

i (α)piUi(α)
)

=
d

dα
(Ti(− ln α)piTi(ln α))

= − 1

α
Ti(− ln α)AipiTi(ln α) +

1

α
Ti(− ln α)piAiTi(ln α).

�
�������� �� α = 1 ������

[pi, Ai] = pi. �� 

����� � ����	���	 �������� $��
 �
� ��	����� ���������� �	��� �� ����	����

�� �� ������ ���� �
�� βiAi+γi��X ���� �������� $��
 Ui(α) ��	 ��� βi, γi ∈ C�

'���� βiAi +γi��X 	��	������ � ��	#�� ��
�	���� ����	 �	���%�������� (���	�

$� ��
� βiAi + γi��X �� �������� ������� $� ��	�
�	 ������� Ai�

����� �� )
���
�	 Aiξ = λξ� �
�� Aipiξ = (λ − 1)piξ�

����	� ����� piAi − Aipi = pi $� ��� �
������ �� � 
����	 ξ ��� ������

piAiξ − Aipiξ = piξ� �
� ����	���� �����$� ������������ ♦

����� Ai �� �#�$%��&���� ��� �������� �����
����� $���� �� ��	��� �����%

��	�� �
� *���� �
�� ������� �
�� Ai ���� ��� 
�
� �����
����	� ��� �����%


������ +�	��
�	� �
� ����	����� '����	� ����� X �� ������� ������������

,



����� �� ��� ������� �	��
� ����
���
 A, B �	�� An �= 0 ��� 
�� n ∈ N

����
 [A, B] �= A�

����	� �

��� [A, B] = A 
�� 

 	�����	�� �������
	
 [An, B] = nAn�

���� [An+1, B] = A [An, B] + [A, B] An = nAn+1 +An+1 = (n+1)An+1� ���

���� �
�	�
�� n ‖An‖ = ‖[An, B]‖ ≤ 2 ‖An‖ ‖B‖ �	���
 ��� ��
	��� �����
�

�	��	�� 
	��� An �= 0 ��� 
�� n ∈ N� ♦

�	��� pi 	
 ��
	�	�� ��� ����
 	
 
���	�
��� 
�� ������ 
� ��

� ��� �� ���

����
���
 pi 
�� Ai 	
 ����������

� �������� ���	
�
	������

��� �� ���	�� 
� ������	� 	��������
�	�� �� Ai� �� ���� 
���
�� ��
�

βiAi +γi	�X �����
���
 
 �
���� 	��
�	
�� ����� ��	���
�
�	�� ��� 
�� βi, γi ∈
C� �	��� Ai 	
 
����
���	�� 
�� βiAi + γi	�X ����
 �� �� 
� ��
���
���� ��

��� ��
� βi = iµi 
�� γi = ωi ��� 
��� µi, ωi ∈ R� ������������ 
	��� 
�
�	��

�� ��� ��	�� ���
 ��� 	� ����� 
�
�	�� �� ��� �����
 !	���� [pi, Uj(α)] = 0 ���

i �= j" �� �
� �
� !#" 
�� ���
	�

[pi, iµiAj − ωi	�X ] = iµipiδi,j.

��� ����
��� iµiAi + ωi	�X 	
 
� ��
���
���� 

�	
$�
 ��� 

�� ������
���

���
�	��
 

 di ��
����	���� zi 
�� 	
 	��
�	
�� ����� ��	���
�
�	��� %�����	�

	���	�	�� ��������� ��
�
 �
 �� 	����	�� ��	
 ����
��� �	�� ��� ���
�� ��
����

�	���� �&��

 ���
�� ��� ���� i 	� µi �= 0� ��� ��
� �
�
����� ωi 	
 	����	$��



 ���������� ��� ����� ��
� �
�
����� µi� ��� ���
���
����� �
�� ����

��
���
 
 ��� ��
����� '���	�	���� 	� ��

���
 ��� �	(������ �� $�
� 
���	��


�� ���� ���	�� 
 ���� ���
�
 $�
� ���	�� 
�� ���� 
���	�� ��
� ����� '�

��� �

� µi = 0� 	���� 	� ��


	�
� �����
� �)�	�	��	�� ������� ��	
 �&	
�����

��
��� ��� �
���� 	��
�	
��
 �����
��� �

 �� �� �
��� 

 
� 


����	�� *
���

���� +

�,������ ��	�
��� 
�� -���� !.//0� �� #1"2�

�� �
� �� �
�� 
��� ��
� 	� ��� �

� µ �= 0 
� ��

� ��� �� ��� ��
���
���
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pi ��� di ������ �� �������	 
��
 ���� ������� ��
�����
 ������� �������

����� ��
����� ��� �������� ��������
 ������ 
����������
�� �� �������

�
�� �������� ������ 	 !������ ��� ��
� �����
�"�� ���� ��� ���
�� ��� ���


�����������

 ���
 �� ��� �����
������� ���������� ��������
 ��� ���
�

��������
 ��� ����� ��#������ [A, B] = A �� ��� �$������� ��������% ���

[A, B] = ��X �� ������� ������	 &��� � ������ �$������� ��������� ���

����� �
% ��� ���
 �
 ��� ��
�	 '���� �� ��������
 �� ���� ������ ����������

����� �����(
������ ��� �����(���� 
��� �� ����� ��
 �� ��� �� ���
� ���������

��
������� ����������
 �� ������ ��� �� pi	 &����������� �� ���
������� ���

��)���� �� ��� � ���
������ �����(���� 
��� ��
 �� ��� �� ���
� ��������� � 
%��(

��)���� ��������	 *���� ��� �

�������
 ���� ��� �����(���� 
��� �
� �	�	 �

������ ����� 
����
 �� pi� ��� ���� iµipi �� ���� ���
�� �� ����� �
 ������	

+����� ��� 
�
��� �� �$���
 ����� ( ����� �
 ��� ���� ��� 
���
����� ���

�������� ��������� �� ������ ���������� ����� �����(
������	 ,� �������

���
��
 ��� ��������� �
 ���� �������� �
 ��������� ����� ����
������ ��

��
�����	 
� ������� ���
 ��� �����(���� 
��� �� ��� ��
������� ����������

�������� ��� �� ���
�� ����������� �� ��
����� ��� ��������	 *���� ���

�

������� ���� ��� �����(���� 
��� �
� �	�	 � ������ ����� 
����
 ��� ���


��� ���� iµ��X �
 ������ �� 
���
�� ��������� ��� -� �$���������� ��������	

,� ��� ��� �������
 ���� �����(���� 
���
� �	�	� iµipi ��� iµ��X � ��� ��
����


���� �� �� ��� �����
� ��� �$�
����� �� � ������(
����� ��� ����������� ��

��� ����
 ����� ���
���������	 
� ��� %�������� �� ��� ������
 ����� �
 
�

��� �� �$���������� �������� ��� 
��� � �����	 
��� ���� ��� ��� ����������

�� ��� ���������� ����� ��%� �����
� �� ���
� ��������� ���� �����������

�� �$���
 ����� ( ����� �������� �� ��� �����
������� �$���
 ����

������� ������	

�� ���
� ���
 
������ �� ��������� � �����
�������� ��� ��� ��
�������


pi, di ��� zi �� �� ����������� +������ 
����	 
�� ��
���
 �� ��� �������



������� ���� �� ��� ��������� ��������. 
�� +������ 
���� �
 ����� �
 X =

L2(Rn)	 &�� � ������ x := (x1, . . . , xn) ∈ R
n ��� � �������� ξ ∈ X ���

������ di : D(di) → X �
 ����� �
 � ��#�������� ��������

diξ = −iµi
d

dxi

ξ

��



���� ������

D(di) = {ξ ∈ X : ξ �	
����
�� ���������
 ��� ξ′ ∈ X}.

��
 
��


 �
���� ��
����� zi = di − ωi��X ��
 ��
 
��
 ������ �
 di�

�
��
 ��
 �������� ei : R
n → R �
 ei(x) = exi � ��
�� ��
 ����
 ��
�����

pi : D(pi) → X �
 ���
� �
 � �������������� ��
�����

piξ = ei · ξ

���� ������

D(pi) = {ξ ∈ X : ei · ξ ∈ X}.

��� ��
�����
 pi, di, zi ��
 

����������� pi �
 ��
����
� ��
 ���������� 
���
�



[pi, zi] ξ = [pi, di] ξ = −iµi

(
ei · d

dxi

ξ − ei · ξ − ei · d

dxi

ξ

)
= iµipiξ

��� ���
 ��
 ����
� �����
 ��
 �������
��

� ���������	�
�

����
 �
 �

��
� �� ����� ���� pi ��� di �� ��� �
�


����� ������


��
�
 �
 �� 
�������
��
 
���� �
�
��
�
��� ���
 �
����  ��
�� ���

������∑n
i=1 pidi! ������ 	
 �	

��
� �� � ��
��

 

�

� ��� �������� ������ 
�
� 	


�
��
� �� � ����
 ���� ���� �
 � ���

"�
��
 �� ��
 ���� ���� �� �
���
����

����
�
 ��� ������ 
�������
��
�� �

� ��
 ���� ��� �
�
����
 ��
 ����
�

#�� ���
 �� 

�� ��
 ���� �� �
�
����
 ��
 ����
 ��� ���
 ��� �����
 ����

�
���� �
�
�� ���
 ���
������� ������ 	
 �������
��
�� $��
��
�� �
 �
���


��
 ���������

�����	
�
�� 
� %�� � ����
� �� 
���
 ξ ��
 ��
�
�
���
 �� pi ��� di 
���
��

(�pi)
2
ξ (�di)

2
ξ ≥

µ2
i

4
‖√piξ‖4 .

&'



�� ��� �������	
� ���� µi �= 0� ��� 	

������� �
�� 
� ��	
���� ��	
�	 ����

��	��

������ �
��� �
���	�
�� ��� ���� �� ��� ������ �� ��� ��	� �� � �����

�� ���� �
����� ���� �� 
���	��
��� ������ ���� ‖ξ‖ = 1 ��� ����
�

(�pi)
2
ξ (�di)

2
ξ =

〈
(pi − piξ
�X)2 ξ|ξ〉 〈(

di − diξ
�X

)2
ξ|ξ

〉
.

��� ������ �����	� 
������
�� 
���
��

(�pi)
2
ξ (�di)

2
ξ ≥ 〈

(pi − piξ
�X)
(
di − diξ
�X

)
ξ|ξ〉

× 〈(
di − diξ
�X

)
(pi − piξ
�X) ξ|ξ〉 .

�
��� ab = 1
2
[a, b]+ + 1

2i
i [a, b] �
�� [a, b]+ = ab + ba �� ����
�

(�pi)
2
ξ (�di)

2
ξ ≥

〈
1

2

[
di − diξ
�X , pi − piξ
�X

]
+

ξ|ξ
〉2

+

〈
1

2i

[
di − diξ
�X , pi − piξ
�X

]
ξ|ξ

〉2

��� �
��� ��� �	�� ��	� 
� ���
�
��

(�pi)
2
ξ (�di)

2
ξ ≥

〈
1

2i

[
di − diξ
�X , pi − piξ
�X

]
ξ|ξ

〉2

≥
〈

1

2i
[di, pi] ξ|ξ

〉2

.

��� � ! ��� ��� ���� ���� ���
�
�� ���	��	������ ���� � ����	� 	��� �
����

��� ���� 
������
��

(�pi)
2
ξ (�di)

2
ξ ≥ µ2

i

4
‖√piξ‖4 .

�
��� µi

∥∥√piξ
∥∥4

��� ���� �� ��	� 
� µi 
� ��	� ��� �	����
�
�� 
� �	����� ♦

"� � ����������� �� ��
� �	����
�
�� �� ����
� ���� ������ ������ ��

 #



�������� �����	
 ��� ����� 
� ��� ��������	�� ���������� ����� ��� �
���	�

�
�� �� ����� �	���
��	 ������ ���� �����
��
�� ��� ��������
�� �	������
��� ��

������ �� � �
��� ���	�� 	���	� ��� ��		��
�� ��������	�

W (p, d) =
1

2

n∑
i=1

[pi, di]+.

���������� ���	�� 
� ��
�����
� ������� ��� ������� �� ��� ����	 ����
�
��

��� µi = 0� ���� ��� ������ ��� ��� � ��
�� p ��� � ���	�� 	���	 0 ≤ w ∈ R

��� �� ������ �� ��� ��		��
�� ��� �� �������

Bp,w,ξ =
{

d : W (p, d)ξ ≤ w
}

�	���
��		
 ��� ��� 
��������� ���������� ��	��
��� �� ��
	
�
 �����
��� u ���

��	��� ��� ���
�
���
�� ����	���

������� �� � �
	
�
 !��
�
���
�� "���	��# $
�� d ∈ Bp,w,ξ ���� ����

u(d)ξ 
� ���
��	� % ��	��
�� d(p, w, ξ) �� ��
� ����	�� 
� ��		�� � &�	���
��

������ �����
���

'� ��� �
�����
� ���� � ����
���������� ����������� �������� 

�	��

��
������ �� &�	���
�� ������ �����
��� ����� ��
���	� ������	 ������
���

�� ��� ��
	
�
 �����
��� '� ��� ��
�����
� ���� 
� 
� ����
��� ��� ��� ��������

�� ������ ��
������ ��� ��� ����
���� �� ��
� ����
��� (�� �
��� ���� �

&�	���
�� ������ �����
�� d(p, w, ξ) ��� &�	���
�� ������ ������ �����
��


� ������ ��

zi(p, ω, ξ) = di(p, W (p, ω)ξ, ξ) − ωi
�X ,

����� W (p, ω)ξ �������� ���	�� ����
��� ������� ���������� (��� �����

��
���	� �������
��� �� ��� ��
	
�
 �����
�� ��� &�	���
�� �)�
	
��
�� ��
��

������ pw �	���� �		 �������� 
����

zi(p
w, ω, ξ)ξ = 0 = di(p

w, W (pw, ω)ξ, ξ) − ωi
�X
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��� ��� ����� i �	
� 0 ≤ i ≤ n� 
���� 	� � ������	�� ���	�	��	�� �
�
� ξ 
��

������ di �� � ���� 	� ���� 
� �� 
�� ��������
 ωi ��� ����� 	
� �	�����	��

��
	���� (�di)
2
ξ � �� ������	
	�� � ��� 	���	�� µi = 0 ��� 
�� ��	� �����


�� 
�	� ���
	���

������� �� �� �� ������
�	� �������� ��� �
 ������	�� ���	�	��	��

��	��� �� ��
 ��	�
�

!� ��� ����� ��� 	� 
�� ���	"�
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� �"�� 	� 
�� �����
�	�

����� 
���� ��� ��"���� ��������� ������
	��� 
� ��
�	� 
�� ��	�
���� �� ��

���	�	��	��� #�� 
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�
	�� ������� 	� 
��
 
�� ����
	�� ��
����

��	�� ��� ������ 	� ���
 � ����
	�� ��� ��� ������ ���
��� ������
	�� �	 �

���
	��	
� �� ����
	"� ���	"�
	"�� ��	�� 
���� ����� 
� �� ��$���
 �����%

	���
�� �"	����� ��� 
�� ����
	�� ������
�� 
�� �
��� ������
	�� ��� ��
��

������� &���� ����� '��
 ()*+,- ��� � �	������ ���%��	�
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