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Σαβοταγε ιν δψναµιχ τουρναµεντσ�

Ολιϖερ Γρτλερψ ανδ ϑοηαννεσ Μνστερζ

ϑυνε 5, 2009

Αβστραχτ

Τηισ παπερ στυδιεσ σαβοταγε ιν α δψναµιχ τουρναµεντ. Τηρεε πλαψ−

ερσ χοµπετε ιν τωο ρουνδσ. Ιν τηε �ναλ ρουνδ, α πλαψερ ωηο ισ λεαδινγ

ιν τηε ραχε, βυτ νοτ ψετ βεψονδ τηε ρεαχη οφ ηισ χοµπετιτορσ, γετσ

σαβοταγεδ µορε ηεαϖιλψ. Ασ α χονσεθυενχε, ιφ πλαψερσ αρε ατ τηε σαµε

ποσιτιον ινιτιαλλψ, τηεψ δο νοτ ωορκ προδυχτιϖελψ ορ σαβοταγε ατ αλλ ιν

τηε �ρστ ρουνδ. Τηυσ σαβοταγε ισ νοτ ονλψ διρεχτλψ δεστρυχτιϖε, βυτ

αλσο δεπρεσσεσ ινχεντιϖεσ το ωορκ προδυχτιϖελψ. Ιφ πλαψερσ αρε ηετερο−

γενεουσ εξ αντε, σαβοταγε αχτιϖιτιεσ ιν τηε �ρστ ρουνδ µαψ βε χονχεν−

τρατεδ αγαινστ αν υνδερδογ, χοντραρψ το �νδινγσ φροµ στατιχ τουρνα−

µεντσ. Ωε αλσο δισχυσσ τηε ροβυστνεσσ οφ ουρ ρεσυλτσ ιν α λεσσ στψλιζεδ

ενϖιρονµεντ.

Κεψωορδσ: δψναµιχ τουρναµεντσ; χοντεστσ; σαβοταγε; ηετερογενε−

ιτψ

�Ωε ωουλδ λικε το τηανκ αν ανονψµουσ ρεφερεε φορ ηελπφυλ χοµµεντσ. Φινανχιαλ συππορτ
φροµ τηε ∆ευτσχηε Φορσχηυνγσγεµεινσχηαφτ τηρουγη ΣΦΒ/ΤΡ 15 ισ γρατεφυλλψ αχκνοωλ−
εδγεδ. Τηισ παπερ ωασ σταρτεδ ωηεν ϑοηαννεσ Μνστερ ωασ ϖισιτινγ τηε Υνιϖερσιτψ οφ
Βονν.

ψ∆επαρτµεντ οφ Εχονοµιχσ, ΒΩΛ ΙΙ, Υνιϖερσιτψ οφ Βονν, Αδεναυεραλλεε 24−42, 53113
Βονν, Γερµανψ, πηονε:+49−228−739214, ε−µαιλ: ολιϖερ.γυερτλερ≅υνι−βονν.δε

ζΦρεε Υνιϖερσιτψ οφ Βερλιν, Βολτζµαννστρασσε 20, 14195 Βερλιν, Γερµανψ, πηονε:+49−
30−83855223, ε−µαιλ: ϕοηαννεσ.µυενστερ≅φυ−βερλιν.δε

1



1 Ιντροδυχτιον

Ιν πραχτιχε, τουρναµεντσ ορ χοντεστσ αρε υβιθυιτουσ. Α τψπιχαλ εξαµπλε ισ αν

ιντερναλ λαβορ µαρκετ τουρναµεντ, ιν ωηιχη εµπλοψεεσ χοµπετε φορ α βονυσ ορ

α προµοτιον (Λαζεαρ ανδ Ροσεν 1981). Οτηερ εξαµπλεσ ινχλυδε Ρ&∆ ραχεσ,

λιτιγατιον χοντεστσ, ρεντ σεεκινγ χοντεστσ, πολιτιχαλ χαµπαιγνινγ ορ σπορτσ χον−

τεστσ.1

Ιν τουρναµεντσ, ονλψ α ρελατιϖε χοµπαρισον οφ τηε χοντεσταντσ ισ ιµπορ−

ταντ. Τηε πλαψερσ τηερεφορε ηαϖε αν ινχεντιϖε το σαβοταγε εαχη οτηερ, ανδ

τηε χονσεθυενχεσ οφ σαβοταγε ιν στατιχ τουρναµεντσ αρε βψ νοω ρελατιϖελψ ωελλ

υνδερστοοδ (σεε ε.γ. Λαζεαρ 1989, ∆ραγο ανδ Τυρνβυλλ 1991, Σκαπερδασ ανδ

Γροφµαν 1995, Χηαν 1996, ∆ραγο ανδ Γαρϖεψ 1998, Κονραδ 2000, Κρκελ

2000, Χηεν 2003, 2005, Ηαρβρινγ, Ιρλενβυσχη, Κρκελ, ανδ Σελτεν 2007, Μν−

στερ 2007, Γρτλερ 2008). Μανψ ρεαλ ωορλδ τουρναµεντσ, ηοωεϖερ, τακε πλαχε

οϖερ α χερταιν τιµε περιοδ, ανδ τηυσ αρε δψναµιχ ιν νατυρε. ∆ψναµιχ τουρ−

ναµεντσ ηαϖε βεεν στυδιεδ ιν τηε λιτερατυρε ον Ρ&∆ ραχεσ (ε.γ. Φυδενβεργ,

Γιλβερτ, Στιγλιτζ, ανδ Τιρολε, 1983, Ηαρρισ ανδ ςιχκερσ 1985). Νεωερ παπερσ

ινχλυδε Κονραδ ανδ Κοϖενοχκ (2006), Κλυµππ ανδ Πολβορν (2006) ον ελεχ−

τιον ραχεσ, ανδ Ψιλδιριµ (2005) ον ρεντ−σεεκινγ χοντεστσ. ςερψ λιττλε ισ κνοων,

ηοωεϖερ, αβουτ σαβοταγε ιν δψναµιχ τουρναµεντσ.2 Αν εξχεπτιον ισ Ισηιδα

(2006), ωηο στυδιεσ σαβοταγε ιν α δψναµιχ τουρναµεντ βετωεεν τωο πλαψερσ

ωιτη ασψµµετριχ ινφορµατιον αβουτ τηειρ αβιλιτιεσ. Ισηιδα ποιντσ το α ρατχηετ

ε⁄εχτ, ωηερε ηιγη αβιλιτψ χοντεσταντσ ηαϖε αν ινχεντιϖε το ηιδε τηειρ αβιλιτψ

εαρλψ ον, ιν ορδερ το αϖοιδ βεχοµινγ α ϖιχτιµ οφ σαβοταγε, ανδ φοχυσσεσ ον

τηε οπτιµαλ δεσιγν οφ σαβοταγε−προοφ χοντραχτσ ωηιχη λεαδ το ζερο σαβοταγε

ιν εθυιλιβριυµ.

Ουρ παπερ ισ λοχατεδ ατ τηε ιντερσεχτιον βετωεεν τηε λιτερατυρε ον σαβο−

1Σεε Κονραδ (2007) φορ α συρϖεψ.
2Αν ιντεραχτιον βετωεεν σαβοταγε ανδ δψναµιχ χονσιδερατιονσ ισ αναλψζεδ ιν Αυριολ,

Φριεβελ, ανδ Πεχηλιϖανοσ (2002), ωηο σηοω τηατ χαρεερ χονχερνσ µαψ ινδυχε σαβοταγε εϖεν
ιφ πλαψερσ αρε νοτ χοµπετινγ ιν α τουρναµεντ.
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ταγε ιν τουρναµεντσ ανδ ον δψναµιχ τουρναµεντσ ανδ στυδιεσ σαβοταγε ιν α

δψναµιχ τουρναµεντ. Τηερε αρε τηρεε πλαψερσ χοµπετινγ ιν τωο ρουνδσ φορ

α πριζε. Ιν χοντραστ το Ισηιδα (2006), ωε ασσυµε τηατ πλαψερσ� αβιλιτιεσ αρε

χοµµον κνοωλεδγε; τηυσ τηερε ισ νο ρατχηετ ε⁄εχτ ιν ουρ µοδελ. Ινιτιαλλψ,

πλαψερσ ηαϖε σοµε εξογενουσλψ γιϖεν ποσιτιον. Ιν εαχη ρουνδ, α πλαψερ χαν

ωορκ προδυχτιϖελψ ανδ µοϖε ονε στεπ φορωαρδ; µορεοϖερ, ηε χαν σαβοταγε ονε

οφ ηισ ριϖαλσ ανδ µοϖε ηιµ ονε στεπ βαχκωαρδ. Σαβοταγε, ηοωεϖερ, ισ µορε

χοστλψ τηαν προδυχτιϖε ε⁄ορτ. Βετωεεν τηε ρουνδσ, πλαψερσ οβσερϖε εαχη οτη−

ερσ� ποσιτιον. Αφτερ τηε σεχονδ ρουνδ, τηε πλαψερ ωηο ισ λεαδινγ ωινσ; τιεσ αρε

βροκεν ρανδοµλψ.

Ωηεν χοντεσταντσ αρε ηετερογενεουσ, α χοµµον �νδινγ χονχερνινγ στατιχ

τουρναµεντσ ισ τηατ φαϖοριτεσ αρε σαβοταγεδ µορε στρονγλψ τηαν υνδερδογσ

σινχε τηεψ αρε τηε µορε δανγερουσ ριϖαλσ (Χηεν 2003, Ηαρβρινγ, Ιρλενβυσχη,

Κρκελ, ανδ Σελτεν 2007, Μνστερ 2007). Τηισ ισ ρεπλιχατεδ ιν τηε �ναλ ρουνδ

οφ ουρ µοδελ. Ωε σηοω τηατ, ασ α χονσεθυενχε, σαβοταγε µαψ δεχρεασε ινχεν−

τιϖεσ ιν τηε �ρστ ρουνδ. Ιν φαχτ, ωηεν πλαψερσ αρε ηοµογενεουσ εξ αντε, ι.ε.

σταρτ ατ τηε σαµε ποσιτιον, νο πλαψερ µοϖεσ φορωαρδ ορ σαβοταγεσ ανψ ριϖαλ

ιν τηε �ρστ ρουνδ το αϖοιδ βεινγ σαβοταγεδ ιν ρουνδ τωο. Τηυσ σαβοταγε ισ

νοτ ονλψ διρεχτλψ ηαρµφυλ βψ δεστροψινγ ϖαλυαβλε ουτπυτ, βυτ αλσο ινδιρεχτλψ

δεπρεσσεσ τηε ινχεντιϖεσ το ωορκ προδυχτιϖελψ.

Ουρ σεχονδ µαιν ρεσυλτ ισ ον τηε θυεστιον ωηο ισ λικελψ το βε α ϖιχτιµ

οφ σαβοταγε. Ιν τηε �ρστ ρουνδ, ωε σηοω τηατ σαβοταγε µαψ βε χονχεντρατεδ

αγαινστ αν υνδερδογ το βασιχαλλψ ελιµινατε ηιµ φροµ τηε τουρναµεντ. Ασ

εξπλαινεδ αβοϖε, τηισ ισ ϖερψ δι⁄ερεντ φροµ �νδινγσ ιν στατιχ τουρναµεντσ.

Τηε ρεµαινδερ οφ τηε παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Σεχτιον 2 ιντροδυχεσ

α στψλιζεδ µοδελ οφ σαβοταγε ιν α τωο−σταγε τουρναµεντ. Προχεεδινγ βαχκ−

ωαρδσ, Σεχτιονσ 3 ανδ 4 στυδψ εθυιλιβρια οφ τηε σεχονδ ανδ τηε �ρστ σταγε,

ρεσπεχτιϖελψ. Σεχτιον 5 δισχυσσεσ τηε ροβυστνεσσ οφ τηε ρεσυλτσ οβταινεδ, βψ

ποιντινγ ουτ οτηερ εθυιλιβρια (Σεχτιον 5.1), δισχυσσινγ τηε ασσυµπτιονσ δριϖινγ

τηε µαιν ρεσυλτ (Σεχτιον 5.2), ανδ βψ σηοωινγ τηατ α σιµιλαρ ρεσυλτ χαν βε
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οβταινεδ ιν α λεσσ στψλιζεδ µοδελ (Σεχτιον 5.3).

2 Τηε µοδελ

Χονσιδερ α τωο−ρουνδ τουρναµεντ γαµε (τ = 1; 2) ωιτη τηρεε πλαψερσ ι =

1; 2; 3 χοµπετινγ φορ α πριζε ς > 0. Ιν εαχη οφ τηε ρουνδσ, πλαψερ ι χηοοσεσ

α προδυχτιϖε ε⁄ορτ ετι 2 φ0; 1γ ανδ α σαβοταγε ε⁄ορτ σ
τ
ιϕ 2 φ0; 1γ, ϕ = 1; 2; 3;

ϕ 6= ι. Ωε ασσυµε
Π

ϕ 6=ι σ
τ
ιϕ � 1, ι.ε. α πλαψερ χαννοτ σαβοταγε βοτη ηισ

οππονεντσ ατ τηε σαµε τιµε. Το ηιγηλιγητ τηε στρατεγιχ ε⁄εχτσ οφ τηε µοδελ,

ωε ιµποσε τηε φολλοωινγ ασσυµπτιον.

Ασσυµπτιον 1 Α προδυχτιϖε ε⁄ορτ οφ 1 ενταιλσ νο χοστσ φορ α πλαψερ. Πλαψερ

ι χηοοσεσ ετι = 1 υνλεσσ τηισ στριχτλψ ρεδυχεσ ηισ παψο⁄.

Σαβοταγε, ινστεαδ, λεαδσ το χοστσ κ > 0: Τηυσ σαβοταγε ισ µορε χοστλψ

τηαν ωορκινγ προδυχτιϖε. Χοµπαρεδ ωιτη τηε ϖαλυε οφ ωιννινγ, ηοωεϖερ, κ

ισ ρελατιϖελψ σµαλλ; ιν παρτιχυλαρ, ωε ασσυµε τηατ κ < ς=18. Πλαψερ ι ωινσ τηε

τουρναµεντ ιφ

ξι0+
Ξ

τ

ετι�
Ξ

τ

Ξ

ϕ 6=ι

στϕι > µαξ
ϕ 6=ι

(

ξϕ0 +
Ξ

τ

ετϕ �
Ξ

τ

Ξ

κ 6=ϕ

στκϕ

)

; (κ = 1; 2; 3; κ 6= ϕ)

ωηερε ξι0 δενοτεσ πλαψερ ι�σ ινιτιαλ ποσιτιον. Τηεσε ποσιτιονσ αρε εξογενουσλψ

γιϖεν. Ιφ α πλαψερ ισ αηεαδ οφ ηισ χοµπετιτορσ αφτερ βοτη ρουνδσ, ηε ισ δεχλαρεδ

τηε ωιννερ. Ιφ τωο ορ µορε πλαψερσ σηαρε τηε λεαδινγ ποσιτιον, εαχη ωινσ ωιτη

εθυαλ προβαβιλιτψ. Φιναλλψ, τηερε ισ νο δισχουντινγ.

3 Τηε σεχονδ ρουνδ

Τηε µοδελ ισ σολϖεδ βψ βαχκωαρδ ινδυχτιον. Χλεαρλψ, τηε πλαψερσ� αχτιονσ ιν

τηε σεχονδ ρουνδ δεπενδ ον τηειρ ρελατιϖε ποσιτιονσ. Φορ νοτατιοναλ χονϖε−

νιενχε, ωε ασσυµε πλαψερ 1 το βε τηε λεαδερ αφτερ τηε �ρστ ρουνδ, πλαψερ 2 το
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βε ιν σεχονδ ποσιτιον ανδ πλαψερ 3 το βε ιν τηιρδ ποσιτιον (πλαψερσ µαψ αλσο

βε ιν τηε σαµε ποσιτιον, οφ χουρσε). Τηισ ισ ωιτηουτ λοσσ οφ γενεραλιτψ ασ ονε

χαν σιµπλψ ρενυµβερ τηε πλαψερσ ιφ νεχεσσαρψ. Λετ �1 δενοτε τηε δι⁄ερενχε

βετωεεν ποσιτιονσ οφ πλαψερσ 1 ανδ 2, ανδ �2 τηε δι⁄ερενχε βετωεεν πλαψερσ

2 ανδ 3.

Ιν ρουνδ τωο, βψ χηοοσινγ ε2ι = 1 ινστεαδ οφ ε2ι = 0 α πλαψερ (ωεακλψ)

ινχρεασεσ ηισ ωιννινγ−προβαβιλιτψ ανδ σο χαν νεϖερ βε ωορσε ο⁄. Τηυσ, βψ

ασσυµπτιον Α1, εαχη πλαψερ χηοοσεσ ε2ι = 1.

Ωε νοω χηαραχτεριζε εθυιλιβρια οφ τηε συβγαµεσ ιν ρουνδ τωο. Ιν σοµε

συβγαµεσ, µυλτιπλε εθυιλιβρια εξιστ. Ωε δο νοτ, ηοωεϖερ, αττεµπτ το γιϖε α

χοµπλετε χηαραχτεριζατιον οφ τηε σετ οφ αλλ εθυιλιβρια.3 Τηε πριµαρψ οβϕεχτιϖε

οφ τηε παπερ ισ το ηιγηλιγητ σοµε ποτεντιαλ ε⁄εχτσ οφ σαβοταγε ιν α δψναµιχ

τουρναµεντ, ανδ το σηοω τηατ πλαψερσ� βεηαϖιορ ιν δψναµιχ τουρναµεντσ

µαψ βε εντιρελψ δι⁄ερεντ φροµ βεηαϖιορ ιν στατιχ τουρναµεντσ. Το ρεαχη τηισ

οβϕεχτιϖε, ιτ ισ ενουγη το σηοω τηατ χερταιν τψπεσ οφ εθυιλιβρια εξιστ.

Λεµµα 1 Λετ �1 = 0. (ι) Ιφ �2 = 0, τηερε ισ αν εθυιλιβριυµ, ωηερε πλαψερσ

χηοοσε σ212 = σ
2
23 = σ

2
31 = 1. Αλλ πλαψερσ ηαϖε α παψο⁄ οφ

ς
3
�κ. (ιι) Ιφ �2 = 1,

τηερε ισ αν εθυιλιβριυµ ωηερε πλαψερσ 1 ανδ 2 χηοοσε σ212 = σ
2
21 = 1. Πλαψερ 3

χηοοσεσ σ231 = 1 ανδ σ
2
32 = 1 ωιτη προβαβιλιτψ 0:5, ρεσπεχτιϖελψ. Πλαψερσ 1 ανδ

2 ρεχειϖε ς
4
� κ, ωηιλε πλαψερ 3 ηασ α παψο⁄ ς

2
� κ. (ιιι) Ιφ �2 � 2, πλαψερσ 1

ανδ 2 χηοοσε σ212 = σ
2
21 = 1 ωηιλε πλαψερ 3 χηοοσεσ σ

2
31 = σ

2
32 = 0. Τηε παψο⁄σ

αρε ς
2
� κ το πλαψερσ 1 ανδ 2 ανδ ζερο το πλαψερ 3.

Προοφ. (ι) Ιφ ανψ πλαψερ δεϖιατεσ φροµ τηε προποσεδ εθυιλιβριυµ, ηε λοσεσ τηε

τουρναµεντ φορ συρε. Α δεϖιατιον ισ τηερεφορε νοτ προ�ταβλε. (ιι) Ιφ πλαψερσ 1

ανδ 2 χηοοσε σ212 = σ
2
21 = 1, πλαψερ 3 ισ οβϖιουσλψ ινδι⁄ερεντ βετωεεν σαβοταγ−

ινγ ειτηερ οφ ηισ οππονεντσ (ωηιχη ηε στριχτλψ πρεφερσ το νοτ δοινγ ανψτηινγ

ατ αλλ.) Ηενχε, πλαψερ 3 δοεσ νοτ δεϖιατε φροµ τηε προποσεδ εθυιλιβριυµ. Ιφ

πλαψερ 1 ισ σαβοταγεδ βψ πλαψερ 3, ηε λοσεσ φορ συρε. Μορεοϖερ, ιφ ηε ισ νοτ

3Σεε, ηοωεϖερ, τηε δισχυσσιον ιν Συβσεχτιον 5.1.
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σαβοταγεδ βψ πλαψερ 3, ηε ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν σαβοταγινγ ειτηερ οφ ηισ οπ−

πονεντσ. Φυρτηερ, ασ ς
4
> κ, ηε πρεφερσ σαβοταγινγ ονε οφ ηισ οππονεντσ το

σταψινγ ιναχτιϖε. Ηενχε, ηε αλσο χαννοτ γαιν βψ δεϖιατινγ φροµ τηε προποσεδ

εθυιλιβριυµ. Τηε σαµε ηολδσ φορ πλαψερ 2. Ιτ ισ φυρτηερ στραιγητφορωαρδ το

σηοω τηατ πλαψερ 3 ωινσ ωιτη προβαβιλιτψ 0:5 σο τηατ ηισ παψο⁄ ισ ς
2
�κ ωηιλε

τηε οτηερ πλαψερσ ρεχειϖε ς
4
�κ. (ιιι) Ιφ �1 = 0 ανδ �2 � 2, πλαψερ 3 λοσεσ τηε

τουρναµεντ φορ συρε ανδ σο δοεσ νοτ σαβοταγε. Τηεν, πλαψερσ 1 ανδ 2 οβϖι−

ουσλψ χηοοσε σ212 = σ
2
21 = 1. Ασ εαχη ωινσ τηε τουρναµεντ ωιτη προβαβιλιτψ

0:5, τηεψ ρεχειϖε ς
2
� κ.

Παρτσ (ι) ανδ (ιιι) οφ τηισ λεµµα αρε ϖερψ ιντυιτιϖε. Παρτ (ι) σαψσ τηατ, ιφ αλλ

τηρεε πλαψερσ αρε ατ τηε σαµε ποσιτιον, τηεψ αλλ γετ τηε σαµε παψο⁄ ς=3� κ:

Παρτ (ιιι) σαψσ τηατ, ιφ ονε πλαψερ ισ συ′χιεντλψ φαρ βαχκ ωηιλε τηε οτηερ τωο

αρε ατ τηε σαµε ποσιτιον, τηεν τηε υνδερδογ γετσ ζερο ωηιλε τηε φροντ−ρυννερσ

γετ α παψο⁄ οφ ς=2 � κ εαχη.4 Τηε µοστ συρπρισινγ παρτ ισ (ιι). Ιφ τηερε αρε

τωο φροντ−ρυννερσ φολλοωεδ βψ ονε υνδερδογ ωηο ισ ονε στεπ βεηινδ τηεµ, αλλ

σαβοταγε αχτιϖιτιεσ αρε διρεχτεδ αγαινστ τηε φροντ−ρυννερσ. Εαχη οφ τηε φροντ−

ρυννερσ ωινσ ωιτη προβαβιλιτψ 1=4; ωηιλε τηε υνδερδογ ωινσ ωιτη προβαβιλιτψ

1=2 ανδ ισ τηυσ βεττερ ο⁄ τηαν τηε φαϖοριτεσ!

Τηε νεξτ λεµµα σηοωσ τηατ βεινγ τηε σινγλε φροντ−ρυννερ µαψ βε εϖεν

ωορσε. Ιτ χονσιδερσ τηε χασε ωηερε τηερε ισ α σινγλε φαϖοριτε, ωηο ισ ονε στεπ

αηεαδ οφ τηε σεχονδ ποσιτιον.

Λεµµα 2 Λετ �1 = 1. (ι) Ιφ �2 = 0, τηερε ισ αν εθυιλιβριυµ, ωηερε πλαψερ

1 χηοοσεσ σ212 = σ
2
13 = 0 ανδ ρεχειϖεσ α παψο⁄ οφ ζερο. Πλαψερσ 2 ανδ 3 χηοοσε

σ221 = σ231 = 1. Τηειρ παψο⁄ ισ ς
2
� κ, ρεσπεχτιϖελψ. (ιι) Ιφ �2 = 1, τηε

πλαψερσ χηοοσε σ212 = σ
2
21 = σ

2
31 = 1. Εαχη ρεχειϖεσ α παψο⁄ οφ

ς
3
� κ. (ιιι) Ιφ

�2 � 2, 3 δοεσ νοτ σαβοταγε ανδ ηασ ζερο παψο⁄. Πλαψερ 1 χηοοσεσ σ
2
12 = 1

ωιτη προβαβιλιτψ π = ς�2κ
ς

ανδ δοεσ νοτ σαβοταγε ωιτη προβαβιλιτψ 1 � π: Ηισ

παψο⁄ ισ ς � κ. Πλαψερ 2 χηοοσεσ σ221 = 1 ωιτη προβαβιλιτψ θ = 1� π ανδ δοεσ

4Ωε υσε ∀φαϖοριτε∀ ανδ ∀φροντ−ρυννερ∀ ασ σψνονψµσ.
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νοτ σαβοταγε ωιτη προβαβιλιτψ 1� θ = π: Ηισ παψο⁄ ισ ζερο.

Προοφ. (ι) Χονσιδερ πλαψερ 2. Γιϖεν ηισ οππονεντ�σ αχτιονσ, ηε ισ ινδι⁄ερεντ

βετωεεν σαβοταγινγ πλαψερ 1 ανδ 3 (ωηιχη ηε στριχτλψ πρεφερσ το νοτ δοινγ

ανψτηινγ). Ηενχε, ηε δοεσ νοτ ωαντ το δεϖιατε φροµ τηε προποσεδ εθυιλιβριυµ.

Τηε σαµε ηολδσ φορ πλαψερ 3. Τηεν, πλαψερ 1 λοσεσ φορ συρε ανδ δοεσ νοτ

σαβοταγε ανψονε. Αχχορδινγλψ, πλαψερσ 2 ανδ 3 ρεχειϖε ς
2
� κ. (ιι) Ιφ ειτηερ οφ

τηε πλαψερσ δεϖιατεσ φροµ τηε στρατεγψ, ηε λοσεσ φορ συρε. Ηενχε, α δεϖιατιον ισ

νοτ προ�ταβλε. Ασ αλλ πλαψερσ ωιν ωιτη εθυαλ προβαβιλιτψ, εαχη ρεχειϖεσ ς
3
�κ.

(ιιι) Ιφ �1 = 1 ανδ �2 � 2, πλαψερ 3 λοσεσ τηε τουρναµεντ φορ συρε ανδ σο

δοεσ νοτ σαβοταγε ανψβοδψ. Ιν ορδερ το ενσυρε τηατ πλαψερ 1 ισ ινδι⁄ερεντ

βετωεεν χηοοσινγ σ212 = 1 ανδ σ
2
12 = σ

2
13 = 0 ωε µυστ ηαϖε

ς � κ = θ
ς

2
+ (1� θ)ς;

ορ, εθυιϖαλεντλψ, θ = 2κ=ς: Ασ ωε χαν εασιλψ σεε, πλαψερ 1�σ παψο⁄ ισ ς � κ.

Πλαψερ 2 ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν χηοοσινγ σ221 = 1 ανδ σ
2
21 = σ

2
23 = 0 ιφ

�πκ + (1� π)

�

ς

2
� κ

�

= 0;

ορ εθυιϖαλεντλψ

π =
ς � 2κ

ς
:

Παρτ (ι) οφ τηισ Λεµµα 2 ισ ον τηε χασε ωηερε ονε φαϖοριτε ισ λεαδινγ ονε

στεπ αηεαδ οφ τηε χοµπετιτορσ, ωηο τιε ον τηε σαµε ποσιτιον. Ιν τηισ χασε, τηε

φαϖοριτε γετσ σαβοταγεδ βψ βοτη χοµπετιτορσ, ανδ τηυσ λοσεσ φορ συρε, ωηιλε

τηε χοµπετιτορσ ωιν ωιτη προβαβιλιτψ 1=2 εαχη.

Παρτ (ιι) χονσιδερσ τηε χασε ωηερε τηε πλαψερσ αρε ατ αδϕαχεντ ποσιτιονσ

ανδ τηερε αρε νο τιεσ. Πλαψερσ 2 ανδ 3 σαβοταγε τηε φαϖοριτε 1; ωηο ιν τυρν

σαβοταγεσ πλαψερ 2: Τηυσ αλλ τηρεε πλαψερσ ενδ υπ ατ τηε σαµε ποσιτιον ανδ
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ηαϖε τηε σαµε παψο⁄.

Παρτ (ιιι) ισ σιµιλαρ ιν σπιριτ το παρτ (ιιι) οφ Λεµµα 1. Αγαιν τηε διστανχε

οφ πλαψερ 3 το τηε οτηερ πλαψερσ ισ τοο βιγ, σο πλαψερ 3 εσσεντιαλλψ γιϖεσ υπ. Τηε

λεαδινγ πλαψερ 1 χαν ενσυρε ϖιχτορψ βψ σαβοταγινγ πλαψερ 2; ωηο ισ ινιτιαλλψ

ονε στεπ βεηινδ ηιµ. Τηυσ πλαψερ 1 γετσ α παψο⁄ οφ ς �κ. Τηε οτηερ πλαψερσ

γετ ζερο.

Ωε νοω τυρν το τηε χασε ωηερε πλαψερ 1 ισ τωο στεπσ αηεαδ οφ πλαψερ 2:

Λεµµα 3 Λετ �1 = 2. (ι) Ιφ �2 = 0, τηερε ισ αν εθυιλιβριυµ ωηερε πλαψερ 1

χηοοσεσ σ212 = 1 ανδ σ
2
13 = 1 ωιτη προβαβιλιτψ 0:5, ρεσπεχτιϖελψ. Πλαψερσ 2 ανδ

3 χηοοσε σ221 = σ231 = 1. Πλαψερ 1�σ παψο⁄ ισ ς
2
� κ, ωηιλε πλαψερσ 2 ανδ 3

ρεχειϖε ς
4
�κ. (ιι) Ιφ �2 � 1, νο πλαψερ σαβοταγεσ. Πλαψερ 1 ρεχειϖεσ ς , ωηιλε

πλαψερσ 2 ανδ 3 ρεχειϖε νοτηινγ.

Προοφ. (ι) Ιτ ισ εασψ το σεε τηατ πλαψερσ 2 ανδ 3 ρεχειϖε νοτηινγ, ιφ δεϖιατινγ

φροµ τηειρ στρατεγψ. Μορεοϖερ, βψ σαβοταγινγ ονε οφ ηισ οππονεντσ, πλαψερ

1 ινχρεασεσ ηισ ωιννινγ προβαβιλιτψ φροµ 1

3
το 1

2
σο τηατ ηισ παψο⁄ ισ ς

2
� κ.

Οβϖιουσλψ, εαχη οφ τηε πλαψερσ 2 ανδ 3 ρεχειϖεσ ς
4
� κ. (ιι) Ιφ �1 = 2 ανδ

�2 � 1, πλαψερ 3 λοσεσ τηε τουρναµεντ φορ συρε ανδ σο δοεσ νοτ σαβοταγε.

Αχχορδινγλψ, πλαψερ 2 λοσεσ αλσο φορ συρε, ωηιλε πλαψερ 1 ωινσ φορ συρε. Τηυσ,

βοτη τηεσε πλαψερσ δο νοτ σαβοταγε, τοο. Ασ πλαψερ 1 ωινσ φορ συρε, ηε ρεχειϖεσ

ς , ωηιλε ηισ οππονεντσ ρεχειϖε νοτηινγ.

Ιν αλλ χασεσ χονσιδερεδ ιν Λεµµα 3, τηε φαϖοριτε ηασ α ηιγηερ παψο⁄ τηαν

ηισ οππονεντσ. Ιντυιτιϖελψ, α φαϖοριτε ωηο ισ φαρ αηεαδ οφ ηισ ριϖαλσ ισ λικελψ το

ωιν εϖεν ιφ ηισ οππονεντσ διρεχτ αλλ τηειρ σαβοταγε αχτιϖιτιεσ αγαινστ ηιµ.5

Φιναλλψ, ιφ πλαψερ 1 ισ τηρεε ορε µορε στεπσ αηεαδ οφ πλαψερ 2; τηεν σαβ−

οταγινγ ηιµ µακεσ νο σενσε φορ ηισ ριϖαλσ, βεχαυσε πλαψερ 1 ωιλλ ωιν ωιτη

χερταιντψ ανψηοω.

5Ιν χασε (ι), τηερε αλσο εξιστσ αν εθυιλιβριυµ ωηερε νο πλαψερ σαβοταγεσ. Ιφ φορ εξαµπλε
πλαψερ 2 δοεσ νοτ σαβοταγε, ιτ δοεσ νοτ παψ φορ πλαψερ 3 το σαβοταγε, τοο. Ηοωεϖερ, τηισ
εθυιλιβριυµ ισ νοτ χοαλιτιον προοφ.
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Λεµµα 4 Ιφ �1 � 3, νο πλαψερ σαβοταγεσ. Πλαψερ 1 ρεχειϖεσ ς , ωηιλε πλαψερσ

2 ανδ 3 ρεχειϖε νοτηινγ.

Προοφ. Ιφ �1 � 3, πλαψερσ 2 ανδ 3 λοσε τηε τουρναµεντ φορ συρε ανδ σο δο

νοτ σαβοταγε. Ασ α βεστ ρεσπονσε, πλαψερ 1 δοεσ νοτ σαβοταγε, τοο. Ασ ηε

ωινσ φορ συρε, ηε ρεχειϖεσ ς , ωηιλε ηισ οππονεντσ ρεχειϖε νοτηινγ.

4 Τηε �ρστ ρουνδ

Ωε νοω χονσιδερ τηε �ρστ ρουνδ. Α χοµπλετε χηαραχτεριζατιον οφ τηε εθυιλιβ−

ριυµ φορ αλλ ποσσιβλε σταρτινγ δι⁄ερενχεσ ισ βεψονδ τηε σχοπε οφ τηισ παπερ.

Ινστεαδ, ωε ρεστριχτ αττεντιον το τωο σιτυατιονσ ωηιχη αρε ιν ουρ ϖιεω οφ

σπεχιαλ ιµπορτανχε. Τηε �ρστ σιτυατιον ισ ονε ωηερε αλλ πλαψερσ σταρτ φροµ

τηε σαµε ποσιτιον, ι.ε. τηεψ αρε ηοµογενεουσ εξ αντε. Τηε χορρεσπονδινγ

εθυιλιβριυµ ισ δεσχριβεδ ιν Προποσιτιον 1.

Προποσιτιον 1 Λετ ξ10 = ξ20 = ξ30. Τηεν, τηερε ισ α συβγαµε περφεχτ εθυι−

λιβριυµ ωηερε πλαψερ ι χηοοσεσ ε1ι = σ
1
ιϕ = 0. Εαχη πλαψερ�σ παψο⁄ (οϖερ βοτη

ρουνδσ) ισ ς
3
� κ.

Προοφ. Τηερε αρε ιν πρινχιπλε τηρεε ποσσιβλε δεϖιατιονσ. Ιφ πλαψερ ι δεϖιατεσ

το ε1ι = 1 ανδ σ
1
ιϕ = 0 ηε ρεχειϖεσ α παψο⁄ οφ ζερο ανδ ισ ωορσε ο⁄. Ιφ πλαψερ

ι δεϖιατεσ το ε1ι = 0 ανδ σ
1
ιϕ = 1 ηε ρεχειϖεσ α παψο⁄ οφ

ς
4
� 2κ ανδ ισ ωορσε

ο⁄. Ιφ πλαψερ ι δεϖιατεσ το ε1ι = 1 ανδ σ
1
ιϕ = 1 ηε ρεχειϖεσ α παψο⁄ οφ

ς
3
� 2κ

ανδ ισ ωορσε ο⁄. Ηενχε, νο πλαψερ ωαντσ το δεϖιατε φροµ τηε εθυιλιβριυµ. Ασ

τηεψ δο νοτ µοϖε, Λεµµα 2, παρτ (ι) αππλιεσ ανδ τηε παψο⁄σ αρε ς
3
� κ.

Προποσιτιον 1 σηοωσ τηατ σαβοταγε νοτ ονλψ ηασ α διρεχτλψ δεστρυχτιϖε

ε⁄εχτ ον ουτπυτ, βυτ αλσο συππρεσσεσ τηε ινχεντιϖεσ το ωορκ προδυχτιϖελψ.

Νοτε τηατ ιφ σαβοταγε ισ νοτ ποσσιβλε ορ τοο χοστλψ (φορ εξαµπλε ιφ κ > ς=3);

τηεν ιν βοτη ρουνδσ αλλ πλαψερσ ωορκ προδυχτιϖελψ. Τηερεβψ τηεψ τιε ιν τηε

ενδ ανδ εαχη ωινσ ωιτη προβαβιλιτψ 1=3: Ιφ σαβοταγε ισ ποσσιβλε, ηοωεϖερ, νο
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ονε ωορκσ ιν τηε �ρστ ρουνδ. Τηε ρεασον ισ τηατ, ιφ ονε πλαψερ δεϖιατεσ ανδ

ωορκσ προδυχτιϖελψ, ηε µοϖεσ αηεαδ οφ ηισ χοµπετιτορσ. Τηεν, ιν ρουνδ 2 τηε

ριϖαλσ φοχυσ τηειρ σαβοταγε αχτιϖιτιεσ αγαινστ ηιµ. Βεχαυσε οφ τηισ στρατεγιχ

ε⁄εχτ, νοτ ωορκινγ ισ στριχτλψ βεττερ, εϖεν τηουγη ωορκινγ προδυχτιϖελψ ηασ

νο διρεχτ χοστ βψ Ασσυµπτιον 1.

Ουρ σεχονδ µαιν ρεσυλτ χηαραχτεριζεσ α χασε ωηερε πλαψερσ αρε ηετερογε−

νεουσ εξ αντε. Τηε ποιντ οφ τηε προποσιτιον ισ το σηοω τηατ, ιν τηε �ρστ ρουνδ,

σαβοταγε αχτιϖιτιεσ µαψ βε φοχυσσεδ αγαινστ αν υνδερδογ. Ασ µεντιονεδ ιν

τηε ιντροδυχτιον, ιν στατιχ τουρναµεντσ σαβοταγε τενδσ το βε χονχεντρατεδ

αγαινστ φαϖοριτεσ. Ωε ηαϖε σεεν τηατ ιν ουρ µοδελ τηισ ισ τρυε ιν τηε �ναλ

ρουνδ. Ιν τηε �ρστ ρουνδ, ηοωεϖερ, τωο φαϖοριτεσ µαψ φοχυσ τηειρ σαβοταγε

αγαινστ ονε υνδερδογ.

Προποσιτιον 2 Λετ ξ10 = ξ20 = ξ30 + 1. Τηεν, τηερε ισ α συβγαµε περφεχτ

εθυιλιβριυµ ωηερε εαχη πλαψερ χηοοσεσ ε1ι = 1. Μορεοϖερ, πλαψερ 1 (2) χηοοσεσ

σ113 = 1 (σ
1
23 = 1) ωιτη προβαβιλιτψ

ξ =
1

2
+

σ

1

4
�

κ

2
�

ς
3
� κ
�

ανδ δοεσ νοτ σαβοταγε ατ αλλ ωιτη προβαβιλιτψ 1� ξ. Πλαψερ 3 χηοοσεσ σ131 = 1

ωιτη προβαβιλιτψ

ψ =
κ � ς

4
(1� ξ)

�

ς
3
+ κ
�

(2ξ� 1)
;

σ132 = 1 ωιτη προβαβιλιτψ ψ; ανδ δοεσ νοτ σαβοταγε ωιτη προβαβιλιτψ 1� 2ψ.

Προοφ. Σεε αππενδιξ.

Προποσιτιον 2 ιµπλιεσ τηατ τηε υνδερδογ, πλαψερ 3; ισ σαβοταγεδ µορε

ηεαϖιλψ τηαν τηε φροντ−ρυννερσ 1 ανδ 2: Τηε εξπεχτεδ νυµβερ οφ στεπσ πλαψερ

3 ισ µοϖεδ βαχκωαρδσ βψ τηε σαβοταγε χηοσεν βψ πλαψερσ 1 ανδ 2 ισ 2ξ > 1:
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Τηε εξπεχτεδ νυµβερ οφ στεπσ τηατ πλαψερ ι = 1; 2 ισ µοϖεδ βαχκ βψ τηε

σαβοταγε οφ ηισ ριϖαλσ ισ ψ; ωηιχη ισ σµαλλερ τηαν 1=2 (σεε αππενδιξ).

5 ∆ισχυσσιον

Ιν τηισ σεχτιον, ωε δισχυσσ τηε ροβυστνεσσ οφ ουρ ρεσυλτσ. Ωε δο τηισ βψ

ποιντινγ ουτ οτηερ ποσσιβλε εθυιλιβρια, δισχυσσινγ τηε ασσυµπτιονσ δριϖινγ τηε

µαιν ρεσυλτ, ανδ βψ χονσιδερινγ α µορε γενεραλ µοδελ. Ωε φοχυσ ον τηε ρεσυλτ

φροµ Προποσιτιον 1 τηατ σαβοταγε συππρεσσεσ ινχεντιϖεσ το ωορκ προδυχτιϖελψ

ιν εαρλψ ρουνδσ οφ τηε τουρναµεντ.

5.1 Οτηερ εθυιλιβρια

Αβοϖε ωε πρεσεντεδ ονε ποσσιβλε συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ οφ τηε γαµε ιν

α ηοµογενεουσ ανδ α ηετερογενεουσ σεττινγ, ρεσπεχτιϖελψ. Τηε γαµε, ηοω−

εϖερ, ηασ µυλτιπλε εθυιλιβρια. Τηε µυλτιπλιχιτψ οφ εθυιλιβρια ισ δυε το α χοορ−

δινατιον ασπεχτ οφ τηε γαµε. Χονσιδερ φορ εξαµπλε α σψµµετριχ συβγαµε ιν

σταγε 2. Ασ ωε σηοωεδ ιν Λεµµα 1, τηερε ισ αν εθυιλιβριυµ ωηερε πλαψερ 1

σαβοταγεσ πλαψερ 2; 2 σαβοταγεσ 3; ανδ 3 σαβοταγεσ 1: Οφ χουρσε, τηερε ισ αλσο

αν εθυιλιβριυµ ωηερε πλαψερσ χοορδινατε τηειρ σαβοταγε χηοιχεσ δι⁄ερεντλψ: 1

σαβοταγεσ 3; 3 σαβοταγεσ 2; ανδ 2 σαβοταγεσ 1: Μορεοϖερ, τηερε ισ α σψµµετ−

ριχ εθυιλιβριυµ ωηερε εαχη πλαψερ σαβοταγεσ εαχη ριϖαλ ωιτη προβαβιλιτψ 1=2:

Βασιχαλλψ, τηε γαµε ηασ ασπεχτσ οφ α χοορδινατιον γαµε, ανδ τηερε αρε σεϖεραλ

ωαψσ το χοορδινατε. Τηισ ισ νατυραλ: σαβοταγε αγαινστ α χερταιν πλαψερ ισ α

πυβλιχ γοοδ φορ αλλ τηε οτηερ πλαψερσ, ανδ οφ χουρσε, τηε πριϖατε συππλψ οφ α

πυβλιχ γοοδ ηασ φεατυρεσ οφ α χοορδινατιον γαµε.

Τηε ασψµµετριχ συβγαµεσ ηαϖε µυλτιπλε εθυιλιβρια, τοο, ωηιχη ισ αγαιν

δυε το δι⁄ερεντ ποσσιβλε ωαψσ το χοορδινατε. Χονσιδερ φορ εξαµπλε α συβγαµε

σταρτινγ ωιτη �1 = 0 ανδ �2 = 1: Ασ ποιντεδ ουτ ιν Λεµµα 1, τηε συβγαµε

ηασ αν εθυιλιβριυµ ωηερε πλαψερσ 1 ανδ 2 µυτυαλλψ σαβοταγε εαχη οτηερ,

ωηερεασ πλαψερ 3 µιξεσ βετωεεν σαβοταγινγ 1 ανδ 2 ωιτη εθυαλ προβαβιλιτψ.
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Τηε συβγαµε αλσο ηασ αν εθυιλιβριυµ ωηερε 3 σαβοταγεσ 1; 1 σαβοταγεσ 2; ανδ

2 µιξεσ βετωεεν σαβοταγινγ 1 ανδ 3. Μορεοϖερ, τηερε ισ α τηιρδ εθυιλιβριυµ

ωηιχη ισ σιµιλαρ το τηε σεχονδ, ωιτη τηε ρολεσ οφ 1 ανδ 2 εξχηανγεδ. Νοτε

τηατ ιν αλλ τηεσε εθυιλιβρια, φορ εαχη οφ τηε φροντ−ρυννερσ 1 ανδ 2; τηερε ισ

εξαχτλψ ονε πλαψερ ωηο σαβοταγεσ τηε φροντ−ρυννερ ωιτη προβαβιλιτψ ονε. Ιφ τηε

ρεµαινινγ πλαψερ δοεσ νοτ σαβοταγε, αλλ τηρεε πλαψερσ τιε; τηυσ τηε ρεµαινινγ

πλαψερ ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν σαβοταγινγ ειτηερ οφ ηισ ριϖαλσ. Ιφ τηε ρεµαινινγ

πλαψερ σαβοταγεσ εαχη οφ ηισ ριϖαλσ ωιτη προβαβιλιτψ 1=2, νονε οφ τηε πλαψερσ

ηασ αν ινχεντιϖε το δεϖιατε.

Τηε µυλτιπλιχιτψ οφ εθυιλιβρια ιν τηε σεχονδ σταγε αλσο λεαδσ το α µυλτι−

πλιχιτψ οφ συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια ιν τηε ωηολε γαµε. Ωε ηιγηλιγητ τηισ βψ

χονσιδερινγ τηε χασε ωηερε πλαψερσ αρε ηοµογενεουσ εξ αντε.

Ρεµαρκ 1 Συπποσε τηατ ξ10 = ξ20 = ξ30. Τηερε εξιστσ α συβγαµε περφεχτ

εθυιλιβριυµ ωηερε, ιν τηε �ρστ σταγε, αλλ πλαψερσ ωορκ (ε1ι = 1; ι = 1; 2; 3) ανδ

δο νοτ σαβοταγε (σ1ιϕ = 0; 8ι; ϕ; ι 6= ϕ).

Προοφ. Σεε αππενδιξ.

Ρεµαρκ 1 σηοωσ τηατ ιν τηε χασε οφ ηοµογενεουσ πλαψερσ, αλλ πλαψερσ µαψ

αλσο ωορκ προδυχτιϖελψ ιν τηε �ρστ σταγε. Ασ µεντιονεδ βεφορε, τηισ ισ δυε

το τηε µυλτιπλιχιτψ οφ εθυιλιβρια ιν τηε σεχονδ σταγε οφ τηε γαµε. Ιν τηε

ασψµµετριχ συβγαµεσ, τηερε αρε αλσο εθυιλιβρια ωηερε τηε λεαδινγ πλαψερσ αρε

νοτ σαβοταγεδ ασ ηαρσηλψ ασ συγγεστεδ βψ Λεµµασ 1 το 3. Τηεν, ιτ µαψ παψ

το ωορκ προδυχτιϖελψ ανδ το µοϖε ονε στεπ φορωαρδ ιν τηε �ρστ σταγε.

Ιν ουρ ϖιεω, ηοωεϖερ, τηε εθυιλιβριυµ δεσχριβεδ ιν Ρεµαρκ 1 ισ λεσσ πλαυσι−

βλε τηαν τηε ονε δεσχριβεδ ιν Προποσιτιον 1. Ιφ τηε ριϖαλσ ηαϖε µαδε δι⁄ερεντ

χηοιχεσ ιν τηε �ρστ σταγε, ωε βελιεϖε τηατ ιτ ισ φοχαλ το σαβοταγε τηε ριϖαλ ωηο

ισ αηεαδ ιν τηε ραχε. Χονσιδερ πλαψερ 1; φορ εξαµπλε. Ιφ πλαψερ 2 ισ λεαδινγ

οϖερ 3 αφτερ τηε �ρστ σταγε, σαβοταγινγ 3 µακεσ σενσε ονλψ ιφ 1 ισ συ′χιεντλψ

χερταιν τηατ τηε σαβοταγε δεχισιονσ οφ 2 ανδ 3 ωιλλ χοµπενσατε τηε αδϖανταγε

οφ 2 οϖερ 3: Μορεοϖερ, γιϖεν τηε σµαλλ χοστ οφ σαβοταγε, σαβοταγινγ 2 ωιλλ βε
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βεττερ φορ πλαψερ 1 τηαν νοτ σαβοταγινγ ατ αλλ, υνλεσσ 1 ισ συ′χιεντλψ συρε τηατ

τηε χηοιχεσ οφ τηε οτηερ πλαψερσ αρε συχη τηατ 1 ωινσ ωιτη ηιγη προβαβιλιτψ

ανψηοω, ορ 1 λοσεσ ωιτη ηιγη προβαβιλιτψ ανψηοω. Ιφ ωε ρεθυιρε πλαψερσ το

σαβοταγε τηε ριϖαλσ ωηο αρε αηεαδ ιν τηε ραχε, τηε εθυιλιβριυµ ιν Ρεµαρκ 1

βρεακσ δοων. Τηερεφορε, ωε ηαϖε πλαχεδ γρεατερ εµπηασισ ον τηε εθυιλιβριυµ

δεσχριβεδ ιν Προποσιτιον 1.

5.2 Χρυχιαλ ασσυµπτιονσ

Ιν τηισ συβσεχτιον ωε δισχυσσ τηε χρυχιαλ ασσυµπτιονσ βεηινδ ουρ µαιν ρεσυλτ

τηατ τηε ποσσιβιλιτψ οφ σαβοταγε µαψ λεαδ το ζερο προδυχτιϖε ε⁄ορτ ιν τηε �ρστ

σταγε οφ τηε γαµε. Τηε λογιχ βεηινδ τηε ρεσυλτ ισ τηατ, ιν τηε �ναλ σταγε,

πλαψερσ ωιτη α λεαδ αρε σαβοταγεδ µορε ηεαϖιλψ, ωηιχη δαµπενσ ινχεντιϖεσ

φορ προδυχτιϖε ωορκ βεφορε τηε �ναλ σταγε. Τηερε αρε φουρ µαιν ασσυµπτιονσ

τηατ δριϖε τηισ ρεσυλτ.

1. Ωε ασσυµε τηατ τηερε ισ α σινγλε ωιννερ πριζε. Τηισ �τσ ϖερψ ωελλ το τηε

εξαµπλε οφ α προµοτιον τουρναµεντ ωηερε ωορκερσ οφτεν χοµπετε φορ

α σινγλε ποσιτιον ον α ηιγηερ ηιεραρχηψ λεϖελ. Στιλλ, τηερε αρε αλσο ρεαλ−

ωορλδ εξαµπλεσ ωηερε τηε πριζε στρυχτυρε ισ δι⁄ερεντ. Φορµερ Γενεραλ

Ελεχτριχ ΧΕΟ ϑαχκΩελχη, φορ εξαµπλε, ωασ αν αδϖοχατε οφ σο−χαλλεδ δισ−

µισσαλ τουρναµεντσ ωηερε τηε ωορστ−περφορµινγ ωορκερσ ηαϖε το λεαϖε

τηε �ρµ. Ιν συχη α τουρναµεντ, ωιννινγ µεανσ τηατ ονε ισ αλλοωεδ το

σταψ ιν τηε �ρµ, ωηερεασ λοσινγ ιµπλιεσ τηατ ονε γετσ �ρεδ. Αχχορδ−

ινγλψ, τηερε αρε µανψ ωιννερ ανδ ονλψ φεω λοσερ πριζεσ. Τηεν, ιν τηε

�ναλ σταγε σαβοταγε µαψ βε διρεχτεδ αγαινστ πλαψερσ ωηο αρε λαγγινγ

βεηινδ. Το υνδερστανδ τηισ, χονσιδερ α λαστ πλαχε πυνισηινγ σχηεµε

ωηερε αλλ πλαψερσ ρεχειϖε αν εθυαλ ωιννερ πριζε εξχεπτ τηε πλαψερ ωιτη

τηε λοωεστ ουτπυτ. Ιν τηισ χασε, ιτ ονλψ µαττερσ νοτ το ηαϖε τηε λοω−

εστ ουτπυτ. Σαβοταγινγ φροντ−ρυννερσ µαψ ωελλ βε ιρρελεϖαντ, ωηερεασ

σαβοταγινγ τηοσε ωιτη α λοω ουτπυτ µαψ παψ ο⁄.
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2. Τηε ρεσυλτ ηινγεσ ον τηερε βεινγ ατ λεαστ τηρεε πλαψερσ.6 Ιτ ισ εασιλψ

ϖερι�εδ τηατ, ιν τηε µοδελ αβοϖε, ιφ τηερε αρε τωο πλαψερσ, ιν βοτη

σταγεσ βοτη πλαψερσ ωιλλ ωορκ ανδ σαβοταγε. Τηε χρυχιαλ δι⁄ερενχε ισ

τηατ, ωιτη τηρεε ορ µορε πλαψερσ, εαχη πλαψερ χαν χηοοσε το σαβοταγε α

παρτιχυλαρ ριϖαλ.

3. Ωε ασσυµε τηατ, ιν τηε �ρστ σταγε, πλαψερσ χαννοτ γετ σο φαρ αηεαδ οφ

τηειρ ριϖαλσ τηατ τηεψ αρε νο λονγερ ϖυλνεραβλε βψ σαβοταγε. Το σεε

τηατ τηισ ισ ιµπορταντ, λετ τηε µοδελ βε χηανγεδ συχη τηατ προδυχτιϖε

ε⁄ορτ βρινγσ α πλαψερ τηρεε ορ µορε στεπσ αηεαδ. Τηυσ, ιφ πλαψερσ ϕ

ανδ κ χηοοσε ζερο προδυχτιϖε ε⁄ορτ ανδ δο νοτ σαβοταγε ιν σταγε 1,

πλαψερ ι χαν γαιν α λεαδ οφ ατ λεαστ τηρεε στεπσ, ανδ χονσεθυεντλψ ωιν

τηε τουρναµεντ φορ συρε, εϖεν ιφ βοτη ριϖαλσ σαβοταγε ηιµ ιν τηε �ναλ

σταγε. Τηεν οφ χουρσε τηερε ισ νο εθυιλιβριυµ ωηερε πλαψερσ δο νοτηινγ

ιν σταγε 1: Χονϖερσελψ, ιφ σαβοταγε ισ ρελατιϖελψ εασψ ανδ ε⁄εχτιϖε, νο

πλαψερ ωιλλ βε αβλε το γετ συ′χιεντλψ αηεαδ οφ τηειρ ριϖαλσ σο τηατ ηε ηισ

σαφε φροµ τηειρ ατταχκ.

4. Ωε ασσυµε τηατ πλαψερσ αρε αβλε το οβσερϖε τηε ρανκινγ αφτερ τηε �ρστ

σταγε οφ τηε γαµε. Οβϖιουσλψ, ιφ τηισ ωερε νοτ ποσσιβλε, πλαψερσ χουλδ

νοτ διρεχτ τηειρ σαβοταγε αχτιϖιτιεσ αγαινστ τηε χυρρεντ λεαδερ. Τηεν,

πλαψερσ ωουλδ ηαϖε αν ινχεντιϖε το χηοοσε ηιγη προδυχτιϖε ε⁄ορτ ιν τηε

�ρστ σταγε οφ τηε γαµε.

5.3 Α µορε γενεραλ µοδελ

Τηε ρεσυλτ ιν Προποσιτιον 1 ισ µορε γενεραλ τηαν τηε ηιγηλψ στψλιζεδ µοδελ

χονσιδερεδ αβοϖε µαψ συγγεστ. Ιν παρτιχυλαρ, ιτ ισ νοτ χρυχιαλ τηατ τηε νυµβερ

οφ πλαψερσ ισ εξαχτλψ εθυαλ το τηρεε, τηατ τηερε αρε ονλψ τωο σταγεσ, ορ τηατ τηε

αχτιον σπαχεσ αρε δισχρετε. Ιν τηε ρεµαινδερ οφ τηισ σεχτιον, ωε δεµονστρατε

6Χηεν (2003) ανδ Μνστερ (2007) αλσο ποιντ ουτ τηατ τηε χασε οφ τωο πλαψερσ ισ δι⁄ερεντ
φροµ τηε χασε οφ τηρεε ορ µορε πλαψερσ.
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τηατ α σιµιλαρ ρεσυλτ χαν βε οβταινεδ ιν α µοδελ ωιτη ν � 3 ποσσιβλψ ηετερο−

γενεουσ πλαψερσ, Τ � 2 σταγεσ, ανδ χοντινυουσ στρατεγψ σπαχεσ. Τηε µοδελ

ισ αν εξτενσιον οφ Μνστερ (2007). Ιν σταγε τ = 1; :::; Τ , εαχη πλαψερ χηοοσεσ

ε⁄ορτ ετι 2 Ρ+: Μορεοϖερ, ιν σταγε τ = 1; :::; Τ , εαχη πλαψερ χηοοσεσ ν � 1

σαβοταγε αχτιϖιτιεσ, ονε αγαινστ εαχη ριϖαλ. Λετ στιϕ 2 Ρ+ βε τηε σαβοταγε οφ

ι αγαινστ ριϖαλ ϕ 2 φ1; :::; νγ ν φιγ ιν σταγε τ: Τηε �ναλ ουτπυτ οφ ι εθυαλσ τηε

συµ οφ ηισ ε⁄ορτσ µινυσ τηε σαβοταγε ρεχειϖεδ, πλυσ α νοισε τερµ ∀ι τηατ ισ

ρεαλιζεδ αφτερ τηε �ναλ σταγε οφ τηε γαµε ηασ βεεν πλαψεδ:

θι = ξι0 +

Τ
Ξ

τ=1

 

ετι �
Ξ

ϕ 6=ι

στϕι

!

+ ∀ι

Τηε νοισε τερµσ ∀ι αρε ιδεντιχαλλψ ανδ ινδεπενδεντλψ διστριβυτεδ αχχορδινγ το

α χοντινυουσλψ δι⁄ερεντιαβλε διστριβυτιον φυνχτιον Φ: Ασ αβοϖε, ξι0 ισ πλαψερ

ι �σ ινιτιαλ ποσιτιον. Φολλοωινγ Μνστερ (2007), ωε ασσυµε τηατ Φ ηασ φυλλ

συππορτ ανδ ισ λογ−χονχαϖε.7 Τηε ηιγηεστ ουτπυτ ωινσ α ωιννερ πριζε ς > 0;

αλλ οτηερσ γετ νοτηινγ. Λετ πι δενοτε τηε προβαβιλιτψ τηατ ι ωινσ. Το εασε

νοτατιον, δε�νε

ψιϕ = ξι0 +

Τ
Ξ

τ=1

 

ετι �
Ξ

λ 6=ι

στλι

!

�

 

ξϕ0 +

Τ
Ξ

τ=1

 

ετϕ �
Ξ

λ 6=ϕ

στλϕ

!!

:

Τηισ ισ τηε δι⁄ερενχε ιν εξπεχτεδ ουτπυτ βετωεεν πλαψερ ι ανδ ϕ, γιϖεν αλλ

δεχισιονσ τακεν ιν τηε γαµε. Τηεν

πι = Πρ φθι > θϕ;8ϕ 6= ιγ

= Πρ φψιϕ + ∀ι > ∀ϕ;8ϕ 6= ιγ

=

Ζ 1

�1

(�ϕ 6=ιΦ (ψιϕ + ∀ι))Φ
0 (∀ι) δ∀ι: (1)

7Τηε ασσυµπτιον οφ λογ−χονχαϖιτψ ισ φυλ�λλεδ βψ µανψ χοµµονλψ στυδιεδ παραµετριχ
διστριβυτιον φυνχτιονσ, σεε Βαγνολι ανδ Βεργστροµ (2005).
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Τηε οβϕεχτιϖε φυνχτιον οφ πλαψερ ι ισ

υι = πις �
Τ
Ξ

τ=1

 

Χιτ
�

ετι
�

+ Σιτ

 

Ξ

ϕ 6=ι

στιϕ

!!

:

Ηερε, Χιτ ανδ Σιτ αρε χοστ φυνχτιονσ, ασσυµεδ το βε στριχτλψ ινχρεασινγ ανδ

χονϖεξ. Φολλοωινγ Μνστερ (2007), ωε αλλοω πλαψερσ το βε ηετερογενεουσ ανδ

ηαϖε δι⁄ερεντ χοστ φυνχτιονσ. Ιν φαχτ, ιφ Τ = 1; τηε µοδελ ισ α σπεχιαλ χασε οφ

τηε µοδελ στυδιεδ ιν Μνστερ (2007). Μορεοϖερ, ωε αλλοω τηε χοστ φυνχτιονσ

το δι⁄ερ αχροσσ σταγεσ.

Το κεεπ τηινγσ ασ σιµπλε ασ ποσσιβλε, ωε ασσυµε τηατ, φορ ανψ δεχισιονσ

τακεν ιν εαρλιερ ρουνδσ τηατ αρε νοτ προηιβιτιϖελψ χοστλψ, τηε �ναλ σταγε οφ τηε

γαµε ηασ αν ιντεριορ πυρε στρατεγψ εθυιλιβριυµ ωηερε αλλ δεχισιον ϖαριαβλεσ

αρε ποσιτιϖε. Τηισ ασσυµπτιον ιµπλιχιτλψ λιµιτσ τηε δεγρεε οφ ηετερογενειτψ

βετωεεν πλαψερσ, βοτη χονχερνινγ τηε εξογενουσ δι⁄ερενχεσ ιν αβιλιτψ χαπ−

τυρεδ ιν τηε χοστ φυνχτιονσ ανδ ιν τηε ινιτιαλ ποσιτιονσ, ανδ τηε ενδογενουσ

δι⁄ερενχεσ δυε το τηε πλαψ ον πρεϖιουσ σταγεσ.8 Ιτ ενσυρεσ τηατ, ατ τηε �ναλ

σταγε, σαβοταγε ισ συ′χιεντλψ εασψ ανδ νο πλαψερ ισ βεψονδ τηε ρεαχη οφ ηισ

χοµπετιτορσ (σεε τηε τηιρδ ποιντ δισχυσσεδ αβοϖε).

Ασ ιν Μνστερ (2007, Προποσιτιον 2), ιν ανψ ιντεριορ εθυιλιβριυµ οφ τηε

λαστ σταγε οφ τηε γαµε, εαχη πλαψερ ωιλλ ωιν ωιτη τηε σαµε προβαβιλιτψ. Τηε

ρεασον ισ εασψ το υνδερστανδ. Συπποσε το τηε χοντραρψ τηατ πλαψερ ι ωινσ

ωιτη α ηιγηερ προβαβιλιτψ τηαν ϕ: Τηεν πλαψερ κ σηουλδ σαβοταγε ι µορε ανδ

ρεδυχε ηισ σαβοταγε αγαινστ ϕ βψ τηε σαµε αµουντ. Σινχε τηε χοστ οφ σαβοταγε

δεπενδσ ονλψ ον τηε συµ οφ σαβοταγε αχτιϖιτιεσ, τηε χοστσ οφ κ αρε υνχηανγεδ.

Ηοωεϖερ, ασ σηοων ιν Μνστερ (2007, Λεµµα 1), κ �σ προβαβιλιτψ οφ ωιν−

νινγ ισ ινχρεασεδ; τηυσ τηε ινιτιαλ σιτυατιον χαννοτ ηαϖε βεεν αν εθυιλιβριυµ.

Τηερεφορε, ιν εθυιλιβριυµ αλλ πλαψερσ ωιν ωιτη τηε σαµε προβαβιλιτψ.

8Ασ σηοων ιν Μνστερ (2007), ωηεν πλαψερσ αρε ϖερψ δι⁄ερεντ, σοµε πλαψερσ µαψ νοτ
βε σαβοταγεδ ατ αλλ. Μορεοϖερ, τηερε ηασ το βε συ′χιεντλψ µυχη νοισε ιν ορδερ τηατ α πυρε
στρατεγψ εθυιλιβριυµ εξιστσ; τηισ ισ α χοµµον φεατυρε οφ µοστ µοδελσ οφ τουρναµεντσ. Σεε
Μνστερ (2007) φορ α µορε δεταιλεδ δισχυσσιον οφ τηε ασσυµπτιον οφ αν ιντεριορ εθυιλιβριυµ.
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Ιτ φολλοωσ τηατ, βψ γαινινγ α λεαδ ιν τηε πρεϖιουσ σταγεσ, α πλαψερ δοεσ νοτ

ιµπροϖε ηισ προβαβιλιτψ οφ ωιννινγ. Μορεοϖερ, δεχισιονσ τακεν ον πρεϖιουσ

σταγεσ ηαϖε νο ιµπαχτ ον τηε εθυιλιβριυµ ε⁄ορτ ανδ τηε τοταλ αµουντ οφ

σαβοταγε χηοσεν ον τηε �ναλ σταγε. Το σεε τηισ, χονσιδερ τηε νεχεσσαρψ �ρστ

ορδερ χονδιτιονσ φορ τηε οπτιµαλ δεχισιονσ ον σταγε Τ :

≅πι
≅εΤι

ς = Χ 0ιΤ
�

εΤι
�

≅πι
≅σΤιϕ

ς = Σ 0ιΤ

 

Ξ

λ 6=ι

σΤιλ

!

; 8ϕ 2 φ1; :::; νγ ν φιγ

Υσινγ (1),

≅πι
≅εΤι

=

Ζ 1

�1

 

Ξ

ϕ 6=ι

(Φ 0 (ψιϕ + ∀ι) �λ 6=ι;ϕΦ (ψιλ + ∀ι))

!

Φ 0 (∀ι) δ∀ι;

≅πι
≅σΤιϕ

=

Ζ 1

�1

Φ 0 (ψιϕ + ∀ι) (�λ 6=ι;ϕΦ (ψιλ + ∀ι))Φ
0 (∀ι) δ∀ι:

Σινχε εϖερψ πλαψερ ωινσ ωιτη τηε σαµε προβαβιλιτψ, ψιλ = 0 φορ αλλ ι ανδ λ 6= ι:

Ιτ φολλοωσ τηατ

≅πι
≅εΤι

= (ν� 1)

Ζ 1

�1

Φ 0 (∀ι) (Φ (∀ι))
ν�2 Φ 0 (∀ι) δ∀ι;

≅πι
≅σΤιϕ

=

Ζ 1

�1

Φ 0 (∀ι) (Φ (∀ι))
ν�2 Φ 0 (∀ι) δ∀ι:

∆ε�νε

γ := (ν� 1)

Ζ 1

�1

Φ 0 (∀ι) (Φ (∀ι))
ν�2 Φ 0 (∀ι) δ∀ι:

ανδ νοτε τηατ γ δεπενδσ ονλψ ον τηε φυνδαµενταλσ οφ τηε µοδελ, ανδ ισ

ινδεπενδεντ οφ τηε ενδογενουσ ϖαριαβλεσ. Ον τηε λαστ σταγε, εθυιλιβριυµ
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ε⁄ορτ, ανδ τηε συµ οφ σαβοταγε χηοσεν βψ ι; εθυαλσ

εΤι = Χ 0�1ιΤ (γς ) ;
Ξ

λ 6=ι

σΤιλ = Σ 0�1ιΤ

�

γς

ν� 1

�

:

Τηερεφορε, τηε χοστσ τηατ ι ινχυρσ ιν τηε �ναλ σταγε αρε ινδεπενδεντ οφ τηε

δεχισιονσ τακεν ον πρεϖιουσ σταγεσ. Οφ χουρσε, τηε πρεϖιουσ δεχισιονσ ωιλλ δε−

τερµινε ωηιχη ριϖαλ ι σαβοταγεσ ηοω µυχη; ονλψ τηε συµ οφ σαβοταγε αχτιϖιτιεσ

οφ ι ισ ινδεπενδεντ οφ πρεϖιουσ δεχισιονσ.

Ωε νοω τυρν το τηε δεχισιονσ τακεν εαρλιερ ιν τηε γαµε. Χονσιδερ σταγε

Τ � 1: Ασ ωε ηαϖε ϕυστ αργυεδ, τηε χηοιχεσ οφ πλαψερ ι νειτηερ χηανγε ηισ

προβαβιλιτψ οφ ωιννινγ ιν τηε ενδ, νορ χηανγε τηε χοστ ηε ωιλλ ινχυρ ιν τηε

εθυιλιβριυµ οφ τηε �ναλ σταγε. Τηυσ, τηε ονλψ ιµπαχτ οφ ι0σ χηοιχεσ ον ηισ

παψο⁄ αρε τηρουγη τηε χοστ ι ινχυρσ ιν σταγε Τ � 1: Τηερεφορε ιτ ισ οπτιµαλ το

χηοοσε ζερο ε⁄ορτ ανδ σαβοταγε. Προχεεδινγ ωιτη βαχκωαρδ ινδυχτιον, τηε

αργυµεντ χαρριεσ οϖερ το αλλ πρεϖιουσ σταγεσ. Τηε φολλοωινγ προποσιτιον συµσ

υπ τηε δισχυσσιον.

Προποσιτιον 3 Χονσιδερ τηε µοδελ δισχυσσεδ ιν τηισ συβσεχτιον ανδ συπποσε

τηατ, φορ ανψ ηιστορψ οφ τηε γαµε υπ το τηε �ναλ σταγε Τ , τηε εθυιλιβριυµ οφ

τηε �ναλ σταγε ισ ιντεριορ ανδ ιν πυρε στρατεγιεσ. Τηεν ιν ανψ συβγαµε περφεχτ

εθυιλιβριυµ,

ετι = σ
τ
ιϕ = 0

φορ αλλ τ 2 φ1; :::; Τ � 1γ, αλλ ι 2 φ1; :::; νγ, ανδ αλλ ϕ 2 φ1; :::; νγ ν φιγ.

Προποσιτιον 3 σηοωσ τηατ πλαψερσ χηοοσε ζερο ε⁄ορτ ανδ ζερο σαβοταγε ιν

αλλ σταγεσ εξχεπτ τηε �ναλ σταγε. Τηυσ ουρ �ρστ µαιν ρεσυλτ (Προποσιτιον 1

αβοϖε) ισ νοτ λιµιτεδ το τηε στψλιζεδ µοδελ ωιτη εξαχτλψ τηρεε ηοµογενεουσ

πλαψερσ, τωο ρουνδσ, ανδ δισχρετε αχτιον σπαχεσ.

Υνφορτυνατελψ, ωε χαν υσε τηισ µορε γενεραλ σετυπ ονλψ το χον�ρµ ουρ

�ρστ µαιν ρεσυλτ. Τηε σεχονδ ρεσυλτ ρεθυιρεσ σοµε πλαψερσ το δροπ ουτ οφ τηε
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ραχε ανδ τηε �ναλ−σταγε εθυιλιβριυµ νοτ το βε ιντεριορ. Ιν τηισ χασε, ηοωεϖερ,

τηε γενεραλ σετυπ βεχοµεσ ιντραχταβλε. Το βε αβλε το πρεσεντ βοτη ρεσυλτσ

ιν α υνι�εδ φραµεωορκ, ωε ηαϖε τηερεφορε δεχιδεδ φορ τηε δισχρετε µοδελ

πρεσεντεδ ιν Σεχτιονσ 2 το 4.

6 Χονχλυσιον

Τηισ παπερ στυδιεδ σαβοταγε ιν α δψναµιχ τουρναµεντ. Σαβοταγε ισ νοτ ονλψ

διρεχτλψ ηαρµφυλ, βυτ αλσο δεπρεσσεσ ινχεντιϖεσ το ωορκ προδυχτιϖελψ, ιφ πλαψερσ

αρε ηοµογενεουσ εξ αντε. Ιφ πλαψερσ αρε ηετερογενεουσ εξ αντε, σαβοταγε µαψ

βε φοχυσσεδ ον αν υνδερδογ ιν τηε �ρστ ρουνδ, ιν χοντραστ το �νδινγσ ον στατιχ

τουρναµεντσ. Ιν α δισχυσσιον οφ ουρ ρεσυλτσ, ωε εξτενδεδ τηε µαιν �νδινγ το α

σιτυατιον ωιτη µορε τηαν τωο περιοδσ, ωηερε πλαψερσ� σαβοταγε ισ νοτ λιµιτεδ

το ονε οππονεντ. Ονε οφ τηε µαιν ασσυµπτιονσ δριϖινγ τηε ρεσυλτ ισ τηατ,

φορ ανψ ηιστορψ οφ τηε γαµε βαρρινγ προηιβιτιϖελψ χοστλψ χηοιχεσ, νο πλαψερ

ισ βεψονδ τηε ρεαχη οφ τηε σαβοταγε αχτιϖιτιεσ οφ ηισ οππονεντσ. Στυδψινγ

σιτυατιονσ ωηερε ιτ ισ ποσσιβλε βυτ χοστλψ το οβταιν συχη α λεαδ ωουλδ βε αν

ιντερεστινγ εξτενσιον.

Α Αππενδιξ:

Α.1 Προοφ οφ Προποσιτιον 2

Τηε προοφ προχεεδσ ιν φουρ στεπσ. Στεπ (ι) εσταβλισηεσ τηατ ξ 2 (1=2; 1) ανδ

ψ 2 (0; 1=2) : Στεπ (ιι) σηοωσ τηατ πλαψερ 1 ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν τηε τωο

πυρε στρατεγιεσ ηε ρανδοµιζεσ οϖερ, ανδ στεπ (ιιι) σηοωσ τηατ πλαψερ 1 ηασ νο

ινχεντιϖε το δεϖιατε το ανψ οτηερ στρατεγψ. Σιµιλαρ χονσιδερατιονσ αππλψ το

πλαψερ 2: Φιναλλψ, στεπ (ιϖ) σηοωσ τηατ πλαψερ 3 ηασ νο ινχεντιϖε το δεϖιατε.

19



(ι) Νοτε τηατ
1

4
>

κ

2
�

ς
3
� κ
�

ηολδσ ι⁄ ς > 9κ; ωηιχη ισ τρυε βψ ασσυµπτιον. Τηυσ ωε ηαϖε 1=2 < ξ < 1:

Νεξτ, ωε σηοω τηατ ψ 2 (0; 1=2). Νοτε τηατ ψ ισ ποσιτιϖε ιφ

ς

4
(1� ξ) < κ

Ινσερτινγ ξ ψιελδσ

ς

4

 

1

2
�

σ

1

4
�

κ

2
�

ς
3
� κ
�

!

� κ < 0

,
ς

2
� 4κ < ς

σ

1

4
�

κ

2
�

ς
3
� κ
�

Σινχε βοτη σιδεσ οφ τηε ινεθυαλιτψ αρε ποσιτιϖε, ωε χαν τακε τηε σθυαρε οφ βοτη

σιδεσ. Τηυσ τηε λαστ ινεθυαλιτψ ισ εθυιϖαλεντ το

ς 2

4
� 4κς + 16κ2 <

ς 2

4
�

ς 2κ

2
�

ς
3
� κ
�

ορ

32

3
κ2ς �

8

3
κς 2 � 32κ3 + 8κ2ς < �ς 2κ

, �
56

3
κ2ς +

5

3
κς 2 + 32κ3 > 0
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Το σεε τηατ τηισ ινεθυαλιτψ ισ φυλ�λλεδ νοτε τηατ

�
56

3
κ2ς +

5

3
κς 2 + 32κ3 > ς κ

�

�
56

3
κ +

5

3
ς

�

> ς κ

�

�
56

3

ς

18
+
5

3
ς

�

=
17

27
ς 2κ > 0

ωηερε ωε υσε κ < ς=18 ιν τηε σεχονδ λινε. Ηενχε ψ > 0: Μορεοϖερ, ψ ισ

στριχτλψ σµαλλερ τηαν 1=2 ι⁄ (υσινγ ξ > 1=2)

ς (1 + ξ)

6
+ κ (2ξ� 3) > 0:

Βυτ

ς (1 + ξ)

6
+ κ (2ξ� 3) >

ς (1 + 1

2
)

6
+ κ (1� 3)

=
1

4
ς � 2κ

> 0:

Τηερεφορε ψ 2 (0; 1=2) :

(ιι) Γιϖεν τηε οτηερ πλαψερσ� στρατεγιεσ, πλαψερ 1 ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν

χηοοσινγ ε11 = σ
1
13 = 1 ον τηε ονε ηανδ, ανδ ε

1
1 = 1 βυτ σ

1
12 = σ

1
13 = 0 ον τηε

οτηερ, ι⁄

ξ

�

ψ(ς � κ) + (1� 2ψ)

�

ς

2
� κ

��

+ (1� ξ)

�

2ψ

�

ς

3
� κ

�

+ (1� 2ψ)

�

ς

2
� κ

��

� κ

= ξ

�

2ψ

�

ς

3
� κ

�

+ (1� 2ψ)

�

ς

2
� κ

��

+ (1� ξ)

�

ψ

�

ς

2
� κ

�

+ (1� 2ψ)

�

ς

4
� κ

��

Τηε �ρστ λινε ισ τηε παψο⁄ φροµ χηοοσινγ ε11 = σ
1
13 = 1:

� Ωιτη προβαβιλιτψ ξ; πλαψερ 2 σαβοταγεσ πλαψερ 3: Ιν τηισ χασε:

21



� Ιφ 3 σαβοταγεσ 2 (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ ψ) πλαψερ 1 λεαδσ

ονε στεπ βεφορε πλαψερ 2, ανδ πλαψερ 3 ισ τωο στεπσ βεηινδ πλαψερ

2: Βψ Λεµµα 2 (ιιι), τηε παψο⁄ οφ 1 ισ ς � κ:

� Ιφ 3 δοεσ νοτ σαβοταγε ατ αλλ (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ

1 � 2ψ) τηεν 1 ανδ 2 τιε ανδ πλαψερ 3 ισ τηρεε στεπσ βεηινδ. Βψ

Λεµµα 1 (ιιι), 1 γετσ ς
2
� κ:

� Ιφ 3 σαβοταγεσ 1; τηεν 1 ισ ονε στεπ βεηινδ 2 ωηιλε 3 ισ τωο στεπσ

βεηινδ 1: Βψ Λεµµα 2 (ιιι), πλαψερ 1 ηασ α χοντινυατιον παψο⁄ οφ

ζερο.

� Ωιτη προβαβιλιτψ 1� ξ; πλαψερ 2 δοεσ νοτ σαβοταγε. Ιν τηισ χασε:

� Ιφ 3 σαβοταγεσ 2 (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ ψ) πλαψερ 1 λεαδσ

ονε στεπ βεφορε πλαψερ 2, ανδ πλαψερ 3 ισ ονε στεπ βεηινδ πλαψερ 2:

Βψ Λεµµα 2 (ιι), τηε παψο⁄ το 1 ισ ς
3
� κ:

� Ιφ 3 σαβοταγεσ 1 (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ ψ), τηεν 1 ισ ονε

στεπ βεηινδ 2 ωηιλε 3 ισ ονε στεπ βεηινδ 1: Βψ Λεµµα 2 (ιι), αγαιν

πλαψερ 1 ηασ α παψο⁄ οφ ς
3
� κ:

� Ιφ 3 δοεσ νοτ σαβοταγε ατ αλλ (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ

1 � 2ψ) τηεν 1 ανδ 2 τιε ανδ πλαψερ 3 ισ τωο στεπσ βεηινδ. Βψ

Λεµµα 1 (ιιι), 1 γετσ ς
2
� κ:

Σιµιλαρλψ, τηε σεχονδ λινε ισ τηε παψο⁄ φροµ χηοοσινγ ε11 = 1 ανδ σ113 =

σ112 = 0:

� Ωιτη προβαβιλιτψ ξ; πλαψερ 2 σαβοταγεσ πλαψερ 3: Τηισ λεαδσ το τηε σαµε

εξπεχτεδ χοντινυατιον παψο⁄ οφ πλαψερ 1 ασ ιν τηε λαστ βυλλετ ιτεµ,

εξχεπτ τηατ πλαψερ 1 νοω ινχυρσ νο χοστ οφ σαβοταγε ιν τηε �ρστ ρουνδ.

� Ωιτη προβαβιλιτψ 1� ξ; πλαψερ 2 δοεσ νοτ σαβοταγε. Τηεν:
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� Ιφ 3 σαβοταγεσ 2 (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ ψ) πλαψερ 1 λεαδσ

ονε στεπ βεφορε πλαψερ 2, ωηο τιεσ ωιτη 3: Βψ Λεµµα 2 (ι), τηε

παψο⁄ το 1 ισ ζερο.

� Ιφ 3 σαβοταγεσ 1 (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ ψ), τηεν 1 ανδ 3

τιε ονε στεπ βεηινδ 2. Βψ Λεµµα 2 (ι), πλαψερ 1 γετσ ς
2
� κ:

� Ιφ 3 δοεσ νοτ σαβοταγε ατ αλλ (ωηιχη ηαππενσ ωιτη προβαβιλιτψ

1 � 2ψ) τηεν 1 ανδ 2 τιε ανδ πλαψερ 3 ισ ονε στεπ βεηινδ. Βψ

Λεµµα 1 (ιι), 1 γετσ ς
4
� κ:

Τηε εθυατιον χαν βε τρανσφορµεδ ιντο

ξ

�

ς

2
� (1� ψ)κ

�

+ (1� 2ξ)

�

ς

2
� κ �

ψς

3

�

� κ =

(1� ξ)

�

ς

4
� (1� ψ)κ

�

ορ εθυιϖαλεντλψ ιντο

�ξ
ς

4
+ 2ξψκ +

ς

4
� κ �

ψς

3
+
2ξψς

3
� ψκ = 0

, ψ =
ς
4
(1� ξ)� κ

�

ς
3
+ κ
�

(1� 2ξ)

Τηυσ, γιϖεν τηε οτηερ πλαψερσ φολλοω τηε στρατεγιεσ δεσχριβεδ ιν τηε προποσι−

τιον, πλαψερ 1 ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν τηε πυρε στρατεγιεσ οϖερ ωηιχη ηε ραν−

δοµιζεσ.

(ιιι) Νοω ωε σηοω τηατ πλαψερ 1 ηασ νο ινχεντιϖε το δεϖιατε το ανψ οτηερ

στρατεγψ. Ιφ πλαψερ 1 δοεσ νοτ σαβοταγε ανδ δοεσ νοτ ωορκ προδυχτιϖελψ, ηε
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γετσ

ξ

�

(1� 2ψ)

�

ς

3
� κ

�

+ ψ

�

ς

4
� κ

�

+ ψ

�

ς

4
� κ

��

+(1� ξ)

�

(1� 2ψ)

�

ς

2
� κ

�

+ ψ

�

ς

3
� κ

�

+ ψ

�

ς

3
� κ

��

Τηισ ισ στριχτλψ σµαλλερ τηαν τηε παψο⁄ φροµ χηοοσινγ σ113 = 1 ανδ ε
1
1 = 1 ι⁄

ξ

�

(1� 2ψ)

�

ς

3
� κ

�

+ ψ

�

ς

2
� 2κ

��

< ξ

�

ψ(ς � κ) + (1� 2ψ)

�

ς

2
� κ

��

� κ

Σιµπλιφψινγ, ωε γετ

κ < ξ

�

ψ(
ς

2
+ κ) + (1� 2ψ)

ς

6

�

ορ εθυιϖαλεντλψ

κ < ξ

�

ψ(
ς

6
+ κ) +

ς

6

�

Τηισ ινεθυαλιτψ ηολδσ βεχαυσε, γιϖεν ξ > 1

2
; τηε ριγητ ηανδ σιδε ισ βιγγερ τηαν

ς=12, ανδ ωε ασσυµεδ τηατ κ < ς=18.

Νοω χονσιδερ α δεϖιατιον το σ113 = 1 ανδ ε
1
1 = 0: Τηε εξπεχτεδ παψο⁄ ισ

ξ

�

(1� 2ψ) 0 + ψ0 + ψ

�

ς

2
� κ

��

+(1� ξ)

�

(1� 2ψ)

�

ς

3
� κ

�

+ ψ

�

ς

4
� κ

�

+ ψ

�

ς

4
� κ

��

� κ

Αγαιν, τηισ ισ σµαλλερ τηαν τηε παψο⁄ φροµ χηοοσινγ σ113 = 1 ανδ ε11 = 1,

βεχαυσε τηε χοντινυατιον ϖαλυε ισ αλωαψσ σµαλλερ, ινδεπενδεντλψ οφ τηε ρεαλ−

ιζατιον οφ τηε µιξινγ οφ τηε οππονεντσ ιν ρουνδ 1:
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Νοω χονσιδερ α δεϖιατιον το σ112 = 1 ανδ ε
1
1 = 0: Τηε εξπεχτεδ παψο⁄ ισ

ξ

�

(1� 2ψ)

�

ς

4
� κ

�

+ ψ

�

ς

2
� κ

�

+ ψ0

�

+(1� ξ)

�

(1� 2ψ)

�

ς

3
� κ

�

+ ψ

�

ς

2
� κ

�

+ ψ

�

ς

4
� κ

��

� κ

< ξ

�

ψ(ς � κ) + (1� 2ψ)

�

ς

2
� κ

��

+(1� ξ)

�

2ψ

�

ς

3
� κ

�

+ (1� 2ψ)

�

ς

2
� κ

��

� κ

ι⁄

0 < ξ
ς

4
+ (1� ξ)

�

�ψ
ς

12
+ (1� 2ψ)

ς

6

�

= ξ
ς

4
+ (1� ξ)

�

ς

6
� ψ

5ς

12

�

Τηισ ισ τρυε σινχε ξ > 1=2 ανδ ψ � 1:

Φιναλλψ, χονσιδερ α δεϖιατιον το σ112 = 1 ανδ ε
1
1 = 1: Τηε εξπεχτεδ παψο⁄

ισ

ξ

�

(1� 2ψ)

�

ς

3
� κ

�

+ ψ

�

ς

4
� κ

�

+ ψ

�

ς

2
� κ

��

+(1� ξ)

�

(1� 2ψ) 0 + ψ

�

ς

3
� κ

�

+ ψ

�

ς

3
� κ

��

� κ

Τηε χοντινυατιον ϖαλυε ισ ωεακλψ σµαλλερ τηαν τηατ φροµ χηοοσινγ σ113 = ε
1
1 =

1, ινδεπενδεντλψ οφ τηε ρεαλιζατιον οφ τηε µιξινγ οφ τηε οππονεντσ ιν ρουνδ

1; ανδ φορ σοµε ρεαλιζατιονσ ιτ ισ στριχτλψ σµαλλερ.

(ιϖ) Χονσιδερ πλαψερ 3 ανδ συπποσε ε13 = 1: Γιϖεν τηε οτηερ πλαψερσ�

στρατεγιεσ, πλαψερ 3 ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν τηε τηρεε αλτερνατιϖεσ το σαβοταγε

25



πλαψερ 1; το σαβοταγε πλαψερ 2; ανδ νοτ σαβοταγινγ ατ αλλ, ιφ

2ξ (1� ξ)

�

ς

3
� κ

�

+ (1� ξ)2
�

ς

2
� κ

�

� κ = (1� ξ)2
�

ς

2
� κ

�

:

Τηε λεφτ−ηανδ−σιδε ισ τηε παψο⁄ οφ σαβοταγινγ πλαψερ 1; ανδ αλσο τηε παψο⁄

οφ σαβοταγινγ πλαψερ 2; τηε ριγητ−ηανδ−σιδε ισ τηε παψο⁄ οφ νοτ σαβοταγινγ ατ

αλλ. Τηε εθυατιον σιµπλι�εσ το

ξ2 � ξ+
κ

2
�

ς
3
� κ
� = 0

Ασ ξ > 0, τηε σολυτιον το τηισ χονδιτιον ισ

ξ =
1

2
+

σ

1

4
�

κ

2
�

ς
3
� κ
�

Ιτ ρεµαινσ το χονσιδερ ωηετηερ πλαψερ 3 ωαντσ το δεϖιατε το σοµε οτηερ

στρατεγψ. Ιτ ισ ηοωεϖερ στραιγητφορωαρδ το σηοω τηατ πλαψερ 3 ηασ νο ινχεντιϖε

το δεϖιατε.

Α.2 Προοφ οφ Ρεµαρκ 1

Νοτε �ρστ τηατ ιφ τηε πλαψερσ στιχκ το τηε εθυιλιβριυµ στρατεγιεσ, τηεψ αρε αλλ

ατ τηε σαµε ποσιτιον ατ τηε βεγιννινγ οφ τηε σεχονδ σταγε. Τηεν, Λεµµα 1

αππλιεσ ανδ εαχη πλαψερ ηασ α παψο⁄ οφ ς
3
� κ.

Ιν τηε �ρστ σταγε, τηερε αρε τηρεε ποσσιβλε τψπεσ οφ δεϖιατιονσ φροµ τηε

προποσεδ εθυιλιβριυµ. Α πλαψερ χουλδ δεϖιατε βψ χηοοσινγ το ωορκ ανδ, ατ τηε

σαµε τιµε, το σαβοταγε ονε οφ ηισ οππονεντσ. Φυρτηερ, α πλαψερ χουλδ δεχιδε

νοτ το ωορκ ανδ νοτ το σαβοταγε, ωηιλε τηιρδλψ, α πλαψερ χουλδ δεχιδε νοτ το

ωορκ βυτ το σαβοταγε ονε οφ τηε οτηερ πλαψερσ. Τηε �ρστ τωο δεϖιατιονσ λεαδ

το α συβγαµε, ωηερε τωο πλαψερσ τιε ιν τηε �ρστ ποσιτιον, ωηιλε τηε ρεµαινινγ

πλαψερ ισ ονε στεπ βεηινδ. Τηε τηιρδ δεϖιατιον γιϖεσ ρισε το α συβγαµε, ωηερε
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τηερε ισ α σινγλε λεαδερ ωηο ισ ονε στεπ αηεαδ οφ βοτη ηισ ριϖαλσ.

Λετ υσ χονσιδερ τηεσε συβγαµεσ ιν µορε δεταιλ. Ασ ινδιχατεδ βεφορε, ιν τηε

�ρστ συβγαµε ωηερε �1 = 0 ανδ �2 = 1, τηερε εξιστσ α δι⁄ερεντ εθυιλιβριυµ

τηαν τηε ονε ιδεντι�εδ ιν Λεµµα 1. Ιν παρτιχυλαρ, τηερε ισ αν εθυιλιβριυµ

ωηερε αλλ πλαψερσ ωορκ ανδ πλαψερ 3 σαβοταγεσ πλαψερ 1, πλαψερ 1 σαβοταγεσ

πλαψερ 2, ωηερεασ πλαψερ 2 σαβοταγεσ εαχη οφ ηισ οππονεντσ ωιτη προβαβιλιτψ

0.5. Ιν τηισ εθυιλιβριυµ, πλαψερσ 1 ανδ 3 ηαϖε α παψο⁄ οφ ς
4
� κ, ωηιλε πλαψερ

2 ρεχειϖεσ ς
2
� κ. Νοω χονσιδερ τηε δεσχριβεδ �ρστ−σταγε δεϖιατιονσ τηατ

λεαδ το συχη α συβγαµε. Ιφ α πλαψερ δεϖιατεσ βψ χηοοσινγ το ωορκ ανδ το

σαβοταγε ονε οφ ηισ οππονεντσ, ηε µαψ φεαρ το ρεχειϖε ϕυστ ς
4
� 2κ (τηε παψο⁄

το πλαψερ 1 µινυσ τηε αδδιτιοναλ σαβοταγε χοστ) ωηιχη ισ λεσσ τηαν ηε ωουλδ

γετ βψ στιχκινγ το τηε εθυιλιβριυµ στρατεγψ. Σιµιλαρλψ, ιφ α πλαψερ δεϖιατεσ βψ

δεχιδινγ νειτηερ το ωορκ νορ το σαβοταγε, ηισ παψο⁄ εθυαλσ ς
4
� κ ωηιχη ισ

αγαιν λεσσ τηαν τηε εθυιλιβριυµ παψο⁄. Ηενχε, δεπενδινγ ον ηοω τηε πλαψερσ

εξπεχτ τηε συβγαµε το βε πλαψεδ τηε �ρστ τωο δεϖιατιονσ µαψ βοτη νοτ βε

προ�ταβλε.

Υνδερ τηε τηιρδ ποσσιβλε δεϖιατιον α πλαψερ δεχιδεσ νοτ το ωορκ βυτ το

σαβοταγε ονε οφ ηισ ριϖαλσ. Ηερε, ωε ηαϖε �1 = 1 ανδ �2 = 0. Ιν αδδιτιον

το τηε εθυιλιβριυµ χηαραχτεριζεδ ιν Λεµµα 2 τηερε αρε δι⁄ερεντ εθυιλιβρια ιν

τηισ συβγαµε. Ιν τηεσε εθυιλιβρια, αλλ πλαψερσ ωορκ. Μορεοϖερ, πλαψερ 1 µιξεσ

βετωεεν σαβοταγινγ πλαψερ 2 ανδ νοτ σαβοταγινγ ανψονε (ωιτη προβαβιλιτψ

ρ 2
�

0; ς�6κ
ς

�

ανδ 1 � ρ, ρεσπεχτιϖελψ). Πλαψερ 2 µιξεσ βετωεεν σαβοταγινγ

πλαψερ 1 ανδ πλαψερ 3 (ωιτη προβαβιλιτψ σ = ς�2κ
ς

ανδ 1 � σ), ωηιλε πλαψερ 3

σαβοταγεσ πλαψερ 1 φορ συρε.

Το σεε τηατ νο πλαψερ ωαντσ το δεϖιατε, νοτε τηατ πλαψερ 1�σ παψο⁄ φροµ

σαβοταγινγ πλαψερ 2 εθυαλσ

(1� σ)ς � κ

ωηερεασ ηισ παψο⁄ φροµ νοτ σαβοταγινγ ατ αλλ ισ

(1� σ)
ς

2
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Πλαψερ 1 ισ ινδι⁄ερεντ βετωεεν τηεσε αχτιονσ ιφ

(1� σ)ς � κ = (1� σ)
ς

2
, σ =

ς � 2κ

ς

Μορεοϖερ, πλαψερ 1�σ παψο⁄ φροµ σαβοταγινγ πλαψερ 3 ισ

(1� σ)
ς

2
� κ

ωηιχη ισ λοωερ τηαν τηε παψο⁄σ ιδεντι�εδ βεφορε.

Σιµιλαρλψ, πλαψερ 2�σ παψο⁄ φροµ σαβοταγινγ 1 ορ 3 ισ τηε σαµε ανδ γιϖεν

βψ

(1� ρ)
ς

2
� κ

Τηισ παψο⁄ µυστ νοτ βε λοωερ τηαν τηε παψο⁄ φροµ νοτ σαβοταγινγ ατ αλλ,

ωηιχη ισ

(1� ρ)
ς

3

Τηε ρεσυλτινγ χονδιτιον ισ

(1� ρ)
ς

2
� κ � (1� ρ)

ς

3

ορ

ρ �
ς � 6κ

ς

Φιναλλψ, πλαψερ 3�σ παψο⁄ φροµ σαβοταγινγ 1 ισ

ρσς + (1� ρ) σ
ς

2
� κ

ωηιχη ισ νεϖερ λοωερ τηαν ηισ παψο⁄ φροµ σαβοταγινγ πλαψερ 2

ρσ
ς

2
+ (1� ρ) σ

ς

2
� κ
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ορ ηισ παψο⁄ φροµ νοτ σαβοταγινγ ατ αλλ

ρσ
ς

2
+ (1� ρ) σ

ς

3

Το σεε τηε λαττερ, νοτε τηατ

ρσς + (1� ρ) σ
ς

2
� κ > ρσ

ς

2
+ (1� ρ) σ

ς

3

, σ
ς

6
+ ρσ

ς

3
> κ

,
ς � 2κ

ς

ς

6
+ ρ

ς � 2κ

ς

ς

3
> κ

,
ς � 8κ

6
+ ρ

ς � 2κ

3
> 0

Βεχαυσε οφ ς > 8κ, τηε λαστ χονδιτιον ισ αλωαψσ φυλ�λλεδ.

Χονσιδερ νοω α δεϖιατιον ιν τηε �ρστ σταγε οφ τηε γαµε τηατ λεαδσ το συχη

α συβγαµε. Ιφ α πλαψερ δεϖιατεσ βψ νοτ ωορκινγ ανδ σαβοταγινγ ονε οφ ηισ

ριϖαλσ, ηε µυστ φεαρ το ρεχειϖε α παψο⁄ (1� ρ) ς
2
� κ� κ. Τηισ παψο⁄ ισ λοωερ

τηαν τηε εθυιλιβριυµ παψο⁄ ιφ ρ ισ ηιγη ενουγη (φορ ρ = ς�6κ
ς

ιτ ισ δε�νιτιϖελψ

λοωερ). Τηεν, τηε δεϖιατιον ισ νοτ προ�ταβλε. Ιν τυρν, τηερε αρε σιτυατιονσ

ωηερε νο προ�ταβλε δεϖιατιονσ φροµ τηε προποσεδ εθυιλιβριυµ εξιστ.
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