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SINOPSE
Neste trabalho, modela-se a volatilidade usando uma abordagem bayesiana para 
a estimação de modelos Generalizados Autorregressivos de Heterocedasticidade 
Condicional – Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH). 
Eventuais assimetrias são acomodadas utilizando-se modelos de transição suave para a 
variância. Apresentam-se alguns problemas relacionados a esta abordagem e discute-se 
como estes influenciam o comportamento da função de verossimilhança. Para dados 
cujas distribuições apresentam caudas mais pesadas, utiliza-se a distribuição t-Student. 
Os problemas da verossimilhança derivados da estimação dos graus de liberdade são 
resolvidos usando a priori de Jeffrey. Um estudo simulado é apresentado para evidenciar 
o potencial da metodologia. Por fim, uma aplicação da metodologia a séries de índices 
de preços ao consumidor (IPCs) no Brasil revela as vantagens da utilização de modelos 
GARCH assimétricos com distribuição t-Student. 

Palavras-chave: t-Student; modelos GARCH; abordagem bayesiana; priori de Jeffrey.

Abstracti

In this work we consider modeling the past volatilities through a Generalized 
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH) model using the Bayesian 
approach. Asymmetries in the shocks are accommodated by smooth transition models 
for the variance. We discuss problems related to the likelihood function and propose a 
solution. In order to account for heavy tails in the applications we consider Student-t 
errors. The Jeffrey’s prior is used in this context to correct problems in the estimation 
of degrees of freedom. A simulated study is presented to highlight the advantages of the 
proposed methodology and an application to the Brazilian index of prices illustrates 
the usefulness of the asymmetric GARCH model with student-t errors.

Keywords: Student-t; GARCH model; Bayesian approach; Jeffrey’s prior.

i. The versions in English of the abstracts of this series have not been edited by Ipea’s editorial department.
As versões em língua inglesa das sinopses (abstracts) desta coleção não são objeto de revisão pelo Editorial do Ipea.
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Modelos Garch Assimétricos com Inovações t-Student

1 INTRODUÇÃO 

As duas principais classes de modelos para volatilidade condicional são os Modelos 
de Volatilidade Estocástica (MVE) e os modelos Generalizados Autorregressivos 
de Heterocedasticidade Condicional – Generalized Autoregressive Conditional 
Heteroskedasticity (GARCH). Na primeira, a variância presente de uma variável é 
função de seus valores passados e de um termo estacionário gaussiano. Uma desvantagem 
dos modelos MVE básicos é que adotam como premissa a ideia de que a variância 
é independente dos choques que afetam a média das variáveis. Tentando superar tal 
limitação, Jacquier, Polson e Rossi (2004) apresentam um MVE em que as inovações da 
média condicional e da variância condicional são correlacionadas. No entanto, apesar 
de tal extensão, é difícil avaliar diretamente os efeitos defasados de inovações da média 
condicional sobre a variância condicional. Por sua vez, os modelos GARCH permitem 
a realização de testes de hipóteses para os parâmetros que relacionam as inovações 
passadas, na média, à variância condicional.  Dessa forma, um diagnóstico sobre a 
existência e sobre o quão defasado é o impacto de movimentos na média condicional 
sobre a dinâmica da variância é relativamente mais fácil de ser obtido em modelos 
GARCH. Metodologias que permitam testar adequadamente este canal de transmissão 
são úteis, pois, em séries econômicas e financeiras, é possível que inovações na média 
gerem incerteza nos agentes e, por conseguinte, maior volatilidade.

Os modelos GARCH são frequentemente estimados utilizando-se a hipótese 
de normalidade dos erros. Todavia, muitas séries econômicas e financeiras possuem 
distribuições incompatíveis com o modelo gaussiano usual. Desde Mandelbrot (1963), 
vários autores têm discutido a questão das “caudas pesadas” em conjuntos de dados de 
retornos de ativos financeiros. Bollerslev (1987) introduziu o modelo GARCH-t como 
uma solução para este problema. Além disso, no contexto da análise robusta, Harvey 
e Chakravarty (2008) apresentam um Beta-t-EGARCH, em que as volatilidades 
dependem dos scores da distribuição t-Student. Zhang et al. (2011) propuseram o uso 
de distribuições hiperbólicas generalizadas para modelar volatilidades, sendo possível 
capturar “caudas pesadas” e assimetria. Neste trabalho, flexibiliza-se a hipótese de erros 
gaussianos ao considerar um modelo com erros t-Student. Bauwens e Lubrano (2002) 
mostram como a introdução de erros t-Student no modelo GARCH pode melhorar o 
ajuste aos dados. No entanto, como discutido em Bauwens e Lubrano (1998) e Fonseca, 
et al. (2008), a função de verossimilhança do modelo GARCH com erros t-Student é mal 
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comportada. Bauwens e Lubrano (1998) propõem o uso do amostrador de Gibbs que, 
entretanto, não funciona nos casos em que a função de verossimilhança é monotônica. 
Ardia (2008) descreve uma abordagem bayesiana para modelos GARCH com erros 
t-Student usando distribuições exponenciais a priori modificadas. Esta abordagem 
apresenta problemas quando a verossimilhança é monotônica nos parâmetros. No 
modelo apresentado neste trabalho, os graus de liberdade são estimados usando a priori 
de Jeffrey, apresentado em Fonseca et al. (2008), que corrige os problemas na função 
de verossimilhança para o modelo t-Student. Investigou-se como as estimativas dos 
parâmetros do modelo GARCH-t-Student se comportam em contextos de pequenas 
amostras, diferentes distribuições a priori e especificação equivocada da distribuição 
dos erros na função de verossimilhança.

Outro aspecto importante relacionado aos modelos GARCH é que a variância 
condicional pode seguir diferentes regimes em função de choques positivos e negativos 
ou choques pequenos e grandes. É importante que o modelo seja flexível para 
considerar o fato de que as notícias têm impactos assimétricos sobre a economia. Engle 
e Ng (1993) apresentam uma revisão sobre este tópico. Awartani e Corradi (2005) 
discutem a importância das assimetrias na previsão de índices econômicos. Estas não 
linearidades podem ser acomodadas por modelos de transição suave com assimetria 
na variância condicional. Assim, diferentes especificações são utilizadas para capturar 
estes efeitos na volatilidade. Embora seja flexível, o modelo GARCH assimétrico com 
transição suave apresenta problemas na estimativa de parâmetros conforme discutido 
em Lubrano (1998) e Bauwens e Lubrano (2002). Existe uma probabilidade positiva 
de que a verossimilhança seja uma função crescente quando o parâmetro de assimetria 
(velocidade de ajustamento) tende para o infinito. Uma distribuição a priori pode 
ser utilizada para resolver estes problemas. No entanto, a escolha da distribuição 
pode dominar a inferência, e as distribuições a posteriori serão semelhantes à priori 
selecionada. Neste contexto, propõe-se uma nova priori não informativa, que visa 
oferecer a informação correta em relação à curvatura da função de verossimilhança e 
resolver os problemas da mesma.

O artigo está dividido em cinco seções, além desta introdução. Na seção 2, 
apresenta-se o modelo ARMA-GARCH-M com erros t-Student. Discutem-se as 
principais questões relacionadas com a função de verossimilhança e estimativa de 
parâmetros como o grau de liberdade, que não é normalmente estimado na literatura. 
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Apresentam-se a priori considerada para corrigir os problemas com a verossimilhança 
com erros t-Student e exemplos simulados que mostram os efeitos de uma incorreta 
especificação do modelo. A seção 3 apresenta o modelo GARCH assimétrico e a 
distribuição a priori para os parâmetros de interesse. As questões relacionadas à 
função de verossimilhança são discutidas no contexto de modelos assimétricos. A 
seção 4 apresenta um estudo de simulação para avaliar o desempenho de estimadores 
bayesianos e um teste bayesiano para a seleção de modelos. Uma aplicação para os 
dados de índices de preços ao consumidor (IPCs) no Brasil é apresentada na seção 5. 
A seção 6 conclui o trabalho com os principais resultados e desenvolvimentos futuros 
dos modelos propostos.

2 MODELOS ARMA-GARCH-M EM UM CONTEXTO DE ERROS 
   T-STUDENT 

Considere-se uma série y
t
 indexada em tempo discreto +∈t N . Para o termo da média, 

assume-se um Modelo Autorregressivo de Média Móvel – Autoregressive Moving 
Average Models (Arma) – e adiciona-se um termo heterocedasticidade condicional (M). 
Aqui, considerou-se o seguinte modelo mistura para capturar observações extremas em 
séries financeiras e econômicas. 

− − −
= = =

= µ + f + q + y +∑ ∑ ∑
1 1 1

qp k

t j t j j t j j t j t
j j j

y y u h u 	 (1)

onde 
n − = ω = + ω n n n 

1/ 2
2

, 1,..., , ~ (0,1), ~ ( / 2, / 2)t t t t t tu e h t p N e N GI .

O parâmetro n∈ℜ  é uma constante desconhecida, responsável pela cauda 
pesada da distribuição amostral. A variância é considerada heterocedástica e segue um 
modelo GARCH.

−−
= =

= ω+ b + a∑ ∑ 2

1 1

r s

t jt j t j j
j j

h h u 	 (2)
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com as restrições 
= =

a + b < ω > a b ≥∑ ∑
1 1

1, 0, , 0
r s

j j i j
j j

. Sem perda de generalidade, 

pode-se considerar w = 0. A função de densidade de u
t
 é o modelo t-Student dado por: 

− n+

−  Γ n +
n = n − + Γ n n − 

1/ 2( 1)
2

1/ 2(( 1)/ 2)
( ; , ) (( 2) ) 1

( / 2) ( 2)
t

t t t

t

u
f u h h

h
	 (3)

Considere observações =0 1( ,..., )'py y y  como conhecidas e o conjunto u
p
 = u

p –1
 = 

= ... = u
p – q

 = u
p – q + 1 

= 0. A equação (1) pode ser reescrita como:

= f+ q+ y +y X A H u 	 (4)

onde

+ += f = f f q = q q y = y y =1 1 1 1 1( ,..., )', ( ,..., )', ( ,..., )', ( ,..., ), ( ,..., )'p N p q k p Ny y y u u u  

e 

−

+

− − −

 
 
 =
 
  
 





   



1 1

1 2

1 2

,

p p

p p

N N N p

y y y

y y y
X

y y y

− +

+ − +

− −

 
 
 =
 
  
 





  



1

1 2

1

,

p p q

p p q

N N q

u u

u u
A

u u

− +

+ − +

− −

 
 
 =
 
  
 





  



1

1 2

1

p p k

p p k

N N k

h h

h h
X

h y

.
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A partir da equação (1), pode-se definir u
t
, t = p + 1, ..., N  recursivamente por:

− − −
= = =

= −µ + f − q − y∑ ∑ ∑
1 1 1

qp k

t t j t j j t j j t j
j j j

u y y u h

O modelo em (1) é capaz de capturar o comportamento “cauda pesada”, 
permitindo observações extremas. Isto é de grande valor na análise de séries temporais 
econômicas e financeiras. No entanto, a função de verossimilhança para este modelo 
é mal comportada. A seguir, apresentam-se as principais questões relacionadas à 
estimativa de parâmetros do modelo GARCH com erros t-Student.

2.1 Questões relacionadas à função de verossimilhança e inferência  
      bayesiana

A função de verossimilhança para o modelo (1) é dada por:

{−

−

f q y n ∝ − − f−


− q− y − f− q− y 





 

1/ 2

0

1

1
( , , , | , , , ) exp (

2

)' ( )

L X AH y y H y X

A H H y X A H 	 (5)

onde + +

n − n − = ω ω n n 
1 1

1 1
,...,p p N NH diag h h

A estimativa do grau de liberdade do parâmetro n não é trivial. Como discutido 
em Fonseca et al. (2008), a função de verossimilhança é mal comportada e do uso de 
prioris simples pode levar a distribuições a posteriori impróprias para os parâmetros de 
interesse. Como mostram Fonseca et al. (2008), há uma probabilidade positiva de que 
o estimador de máxima verossimilhança não exista para alguns conjuntos de dados. 
Esta não é uma questão relacionada com a abordagem frequentista, mas um problema 
intrínseco da verossimilhança. O teste que se segue pode ser aplicado a um determinado 
conjunto de dados, objetivando verificar se a verossimilhança de n é bem comportada 
ou não tem um máximo. Se a condição de que se segue é satisfeita, a verossimilhança 
não é bem comportada.

=

− <∑ 2 2

1

ˆ( 1) 2
n

i

z n
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onde n é o tamanho da amostra e îz  são resíduos padronizados sob normalidade. Neste 
trabalho, utiliza-se a correção para a verossimilhança proposta por Fonseca et al. (2008), 
isto é, considera-se a priori de Jeffrey para o grau de liberdade n no Arma-GARCH-M 
estimado. Para os parâmetros f, q, y, a, b, considera-se a distribuição a priori dada por:

f q y a b n ∝( , , , , | )p k 	 (6)

Para n, considera-se a priori de Jeffrey independente dada por:

n n +  n ∝ ϑ n −ϑ n −  n + n n +   

1/ 21/ 2
2( 3)

( ) '( / 2) '(( / 2)/ 2)
3 ( 1)

p 	 (7)

onde ϑ = Γ( ) log ( )/a d a da  e ϑ = ϑ'( ) { ( )} /a d a da  são as funções digamma e trigamma, 
respectivamente.

Fonseca et al. (2008) apresentam um estudo simulado que mostra que a mediana 
da posteriori é um melhor estimador para n do que o método da máxima verossimilhança. 
Os autores também provam que a distribuição marginal da posteriori de n é própria. A 
análise da posteriori pode ser obtida utilizando-se o algoritmo do amostrador de Gibbs 
das distribuições condicionais completas, com passos de metropolis para a, b e n. As 
distribuições condicionais completas são dadas por: 

l Parâmetro f:

− −f q y a b f 1 1
0

ˆ| , , , , , , ~ ( ,( ' ) )X y y N X H X

onde − − − − −f = − q− y1 1 1 1 1ˆ ( ' ) ( ' y ' ' )X H X X H X H A X H H . 

l Parâmetro q:

− − − − − − −q f y a b − f− y 

1 1 1 1 1 1 1
0| , , , , , , ~ (( ' ) ( ' y ' ' ), ( ' ) )X y y N A H A A H A H X A H H A H A

l Parâmetro y:

− − − − − − −y f q a b − f− q      

1 1 1 1 1 1 1
0| , , , , , , ~ (( ' ) ( ' ' ' ),( ' ) )X y y N H H H H H y H H X H H A H H H
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l Parâmetros a e b:

−

=

a b = f µ∏
1

( , | ...) ( | , )
N p

t t t
j

p y h  

onde − − −
= = =

µ = f + q + y∑ ∑ ∑
1 1 1

qp k

t j t j j t j j t j
j j j

y u h  e f(.) é a função de densidade gaussiana. 

Definiram-se as distribuições propostas independentes dadas por:

( )  a a ∑ b b ∑ a b 
ˆ ˆˆˆ~ , , ~ ,i i

i i

N N

l Parâmetro n:

{ }−n ∝ − − f− q− y − f− q− y 

1/ 2 1
( | ...) exp (y )'(y )

2
p H X A H X A H  

−n −− n − −

−
==

 n n × ω − n  Γ n ω   
∑∏

/ 2 1( ) / 2

11

( / 2) 1
exp ( )

( / 2) 2

N p N p N p

tN p
tt t

p

Neste artigo, a priori proposta em (7) é usada na estimação dos graus de liberdade 
da distribuição t-Student, no estudo simulado e na aplicação a dados reais.

3 MODELO GARCH ASSIMÉTRICO 

Inicialmente, considera-se normalidade para uma série temporal y
t
 univariada com 

valores indexados em tempo discreto +∈t N . O modelo GARCH simétrico é dado por:

= µ +t t ty u 	 (8)

~ (0, )t tu N h 	 (9)

− −= ω+a +b2
1 1t t th u h 	 (10)

onde ω a > a +b <, 0, 1 para uma série estacionária. O modelo GARCH assimétrico 
dado por

= µ +t t ty u 	 (11)
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~ (0, )t tu N h 	 (12)

− − − −= ω+ λ γ +a +b2 2
1 1 1 1( , )t t t t t th u f u u h 	 (13)

Considerando a função −γ = − −γ 2
1( , ) 1 exp{ }t tf u u . Se −1tu  é grande, então 

γ →( , ) 1tf u  e h
t
 será afetada por l. Alternativamente, quando −1tu  é pequeno, 

γ →( , ) 0tf u  e h
t
 será pouco afetada por l. Este modelo reflete diferentes efeitos de 

choques defasados sobre a variância condicional em função da sua magnitude. Uma 
alternativa é considerar −γ −−γ = + 11( , ) (1 )ut

tf u e  para diferenciar os impactos de choques 
positivos e negativos sobre h

t
. 

3.1 Considerações sobre verossimilhança e inferência bayesiana

Considere-se y
1
 uma observação conhecida. Inicialmente considerar m

t
 = 0. Assim, a 

função de verossimilhança é dada por:

{ }−

=

q ∝ −∏ 1/ 2 2
1:

2

1
( | ) exp

2

T

T t t
t

L y h y 	 (14)

Considere-se para o caso em que se tem assimetria em função da magnitude 
do choque que γ →∞ . Então, γ→∞ γ =lim ( , ) 1tf u , o que implica que a função de 
verossimilhança do modelo GARCH assimétrico tende a uma constante determinada 
pela função do modelo GARCH simétrico. Esta condição pode fazer com que se tenha 
uma verossimilhança com propriedades indesejadas. Ou seja, há uma probabilidade 
positiva de que a função seja crescente em g. O teorema 1 de Lubrano (1998) apresenta 
este problema da verossimilhança.

Considerando a distribuição a priori

π q = π γ ω λ a b π a b1 2( ) ( , , | , ) ( , ) 	 (15)

Como a verossimilhança é mal comportada e crescente em g, a distribuição a 
priori de g precisa de caudas que convirjam rapidamente para zero, permitindo que a 
distribuição a posteriori seja uma função integrável de g. No entanto, as distribuições a 
priori, tais como exponencial, podem ser demasiadamente informativas. Como solução 
para este problema, propõem-se distribuições a priori de Jeffrey a fim de penalizar a 
verossimilhança.
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Teorema 3.1. Considere o modelo (15). A priori proposta para (g, l, w) é dada por:

π γ ω λ a b ∝ 1/ 2
( , , ) | , ) I 	 (16)

onde a matriz I é: 

λ 
 = λ 
 λ 

2

(0,0,0) (1,1,0) (1,0,1)

(2,2,0) (2,1,1)

(2,0,2)

b b b

I b b

b

	 (17)

e

−
− −=

= γ γ∑
2

1
1 11 2

1
( , , ) ( , ) '( , )

2

k
T i jt

t t t tt
t

u
b k i j f u f u

h

As funções que definem as assimetrias na volatilidade podem ser especificadas de 
modo que acomodem choque de diferentes magnitudes ou positivos e negativos. 

1)	 Se 
−γ −

− γ = −
2

1
1( , ) (1 )ut

t tf u e , então 
−γ −

− −γ =
2

2 1
1 1'( , ) ut

t t tf u u e . Esta função permite 
avaliar o impacto de choques de magnitudes diferentes sobre a variância 
condicional. 

2)	 Se −γ −−
− γ = + 11

1( , ) (1 )ut
t tf u e , então −γ −γ −− −

− −γ = + 21 1
1 1'( , ) (1 )u ut t

t t tf u u e e . Esta 
função permite avaliar o impacto de choques positivos e negativos sobre a 
variância condicional. 

A figura 1 mostra o efeito da priori sobre distribuição posteriori de g, l, w para um 
conjunto de dados artificiais com problemas na função de verossimilhança. Todos os 
outros parâmetros são fixados nos valores verdadeiros. Observe que a priori é bastante 
efetiva e de fato corrige os problemas da verossimilhança. Uma alternativa seria utilizar 
a priori de Lubrano (1998), que é dada por:

−π γ = + γ − γ 2 1
0( ) (1 ( ) ) 	 (18)

γ γ >0, 0
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Note-se que esta abordagem demanda a especificação de um hiperparâmetro g
0
 

que pode ter muita influência na análise da posteriori. A proposta anterior não requer 
nenhuma especificação para os hiperparâmetros.

3.2 Seleção de modelos e teste de hipótese 

Suponha-se que os modelos alternativos m podem ser explicitamente definidos, por 
isso têm-se m verossimilhanças e distribuições a priori, denotadas, respectivamente,  
por q( | )mpm x  e q q ∈Θ =( ), , 1,...,m m mpm m M . Introduz-se uma distribuição discreta 
prévia sobre o conjunto de modelos alternativos M, dada por = π π =∑1

( ) , 1
M

m mp m .

A distribuição conjunta de (x, m, q
m
) é: 

q = q q( , , ) ( | ) ( ) ( )m m m m mp x m p x p p m

o que permite obter distribuição a priori p(x). Usando o teorema de Bayes, obtém-se a 
distribuição a posteriori:

q q
q =

( | ) ( )
( , | )

( )
m m m m

m

m

p x p
p m x

p x

=
∑

( ) ( )
( | )

( | )
m m

m

p m p x
p m x

p p x m

A distribuição a posteriori incorpora a incerteza sobre as quantidades desconhecidas 
(m, q

m
) condicional a x. A inferência a posteriori na presença de incertezas sobre o 

modelo correto envolve:

l	 avaliação da posteriori p(m|x), m = 1, ..., M que envolve p
m
(x), a distribuição 

marginal; e

l	 avaliação de p
m
 (q

m
|x), a distribuição a posteriori de q

m
.

Define o Fator de Bayes do modelo 1 com relação ao modelo 2, denominado 
B

12
, como:

= 1
12

2

( | )

( | )

p x m
B

p x m
	 (19)
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segue-se imediatamente que as probabilidades a posteriori são:

=1 1
12

2 2

( | ) ( )

( | ) ( )

p m x p m
B

p m x p m
	 (20)

No problema de seleção de modelos, pode-se considerar o seguinte guia para 
tomada de decisão: a orientação fornecida em Kass e Raftery (1995) para interpretação 
do Fator de Bayes é mostrada na tabela 1.

TABELA 1
Orientação para a interpretação dos B12’s (Fator de Bayes), que é a evidência em favor do 
modelo m1 versus modelo m2

2ln(B12) B12 Evidências contra m2

< 0 < 1 m1 mostra maior evidência que m2

0 a 2 1 a 3 Não merece ser comentada a evidência contra m1

2 a 6 3 a 20 Evidência positiva contra m1

6 a 10 20 a 150 Evidência forte contra m1

> 10 > 150 Evidência muito forte contra m1

Elaboração dos autores.

Uma alternativa para a seleção do modelo é apenas a média do modelo que 
integra a incerteza sobre modelo para previsão. É uma consequência natural de o 
conjunto descrever a incerteza com respeito aos modelos e parâmetros.

Quando o conjunto de dados do processo gerador (DPG) de um processo é um 
subconjunto estrito dos DPGs definido por outro modelo, então são chamados de nested 
models. Este surge muitas vezes na prática estatística, por exemplo, em econometria. 
Muitas vezes, parâmetros complicados estão presentes em nested models. Quando sua 
priori é especificada de uma forma muito vaga, algumas dificuldades surgem, sendo 
preciso usar algumas variantes do Fator de Bayes.

O comportamento assintótico de Fator de Bayes leva a alguns critérios bem 
conhecidos de seleção de modelos frequentistas. Usando a normalidade assintótica da 
distribuição a posteriori com Aproximação de Laplace, tem-se o Critério de Informação 
Bayesiano – conhecido como critério Bayesian Information Criterion (BIC).
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3.2.1 O teste de hipótese bayesiano como um problema de decisão

Considera-se, agora, o caso especial para apenas dois modelos alternativos. Isto 
é conhecido na literatura como o teste de hipóteses. Um problema de decisão é 
completamente especificado por {A, Q, X}, onde A é o espaço de decisão, Q o espaço 
de parâmetros e X é a amostra. Pode-se então escrever ×Θ→ {0, }iLA k , que é uma 
função perda.

O modelo 1 é definido por q∈Θ1  e pelo modelo alternativo q∈Θ2  que são 
indicados por H

i 
, i = 1, 2. O espaço de parâmetros é dividido em dois componentes 

independentes Q
1
 e Q

2
. O espaço de ação é definido por dois componentes, A = {a

1
, a

2
}, 

o que significa que a
i 
a hipótese H

i
 é verdadeira e assim deve ser aceita. Frequentemente, 

L(q, a
1
) = 0 se q∈Θ1  e K

i
 se q∈Θ j , ≠j i . Na verdade, um teste de hipótese é uma 

regra de decisão definida no espaço amostral e assumindo valores {a
1
, a

2
}, que é → {0, 1}X . 

Pela literatura de decisão, sabe-se que 1 2a a  se, e somente se, q < q1 2[ ( , )] [ ( , )]E L a E L a
, em que a expectativa é em relação às distribuições a posteriori. Isto é equivalente a 

aceitar H
1
 se, e somente se, >1 2

2 1

( | )

( | )

P H x k
P H x k

, o que é equivalente1 para:

> 2 2
12

1 1

( )

( )

k P H
BF

k P H
	 (21)

Entre os principais inconvenientes com o teste de hipótese de bayesiano relatados 
na literatura estão incluídos o tratamento da hipótese nula e uma hipótese alternativa. 
Também a escolha da distribuição a priori influencia nos resultados finais.

3.2.2 Fator de Bayes fracionário e problemas computacionais 

Agora, algumas abordagens serão discutidas sumariamente para avaliar o Fator de Bayes 
na presença de distribuições a priori impróprias. É importante lembrar que 

q q q
=

q q q
∫
∫

1 1 1 1 1 1

12

2 2 2 2 2 2

( | ) ( ) ( )

( | ) ( ) ( )

c p x g d
BF

c p x g d

1. k1 e k2 são constantes fixas que irão determinar a importância de cada hipótese no teste bayesiano.
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onde c
1
 e c

2
 são as constantes de normalização a priori − = q q =∫1 ( ) ( ), 1, 2i ic g d i . Parte 

dos dados é reservado como uma amostra de simulação para fornecer uma nova informação 
sobre a esperança da priori própria. O Fator de Bayes pode ser decomposto em | xfxc XfBF BF ,  
onde x

f
 é parte da amostra utilizada para a simulação e x

c
 é a amostra restante utilizada 

para comparação dos modelos. É importante destacar que, em dados de séries temporais, 
é natural usar as primeiras observações para simulação. Permanece a questão de escolher a 
menor fração dos dados necessariamente para obtenção de uma distribuição a priori correta. 

O’Hagan (1995), inspirado por alguns resultados assintóticos, propõe uma forma 
alternativa de escolher x

f
. A verossimilhança de x

f
 comporta-se como a verossimilhança 

completa elevada a uma potência b.

O cálculo da distribuição preditiva não é sempre trivial. Todavia, se o cálculo 
analítico for complicado, pode-se utilizar as amostras obtidas no algoritmo de Markov 
Chain Monte Carlo (MCMC) para calcular as preditivas, numericamente, para cada 
modelo de interesse. Newton e Raftery (1994) propuseram o seguinte estimador 
baseado nas amostras a posteriori. 

{ }

{ }

−

=

−

=

+ q + − q
−=

+ + − q
−

∑

∑

1( ) ( )
11

1 1( )
11

1

ˆ( | ) ( ) (1 ) ( | )
1ˆ ( )

ˆ ( ) (1 ) ( | )
ˆ(1 ) ( )

m i i

i

m i

i

dm
p z dp z d p z

dp z
dm

dp z d p z
d p z

	 (22)

onde q(1), ..., q(m) são geradas a partir da distribuição a posteriori p(q|z). Este estimador 
tem bom desempenho para d tão pequena quanto 0.01. Uma proposta alternativa é o 
estimador gamma modificado proposto por Raftery et al. (2007). Nesta proposta, as saídas do 
algoritmo MCMC são usadas para calcular uma sequência de valores da logverossimilhança 
{l

k
: k = 1, ..., n} e a distribuição posteriori das logverossimilhanças são dadas 

−− a λ 1
max ~ Gamma( , )kl l 	 (23)

onde l
max

 é a máxima verossimilhança possível, a = d/2, d é o número de parâmetros 
do modelo e l < 1. Na prática, l não é muito inferior a 1. Combinando a média 

harmônica identidade  
=  q 

1 1

( ) ( | )
E

p y p y
 com (23) resulta em:

= +a −λmaxlog( ( )) log(1 )p y l 	 (24)
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Em geral, l
max

 não é conhecido, então = + 2
max
ˆ max{ , }l kl l s l  é usado, onde + 2

ll s  
é o estimador do momento de l

max
, l  e 2

ls  são a média e a variância de ′
kl s . 

4 ESTUDO DE SIMULAÇÃO 

Nesta seção, será apresentado um estudo de simulação para avaliar os efeitos de erros 
de especificação dos modelos nos resultados dos testes de hipótese bayesianos como 
descrito na subseção 3.2. Definiu-se um sucesso quando a decisão ótima selecionada 
no teste bayesiano coincide com o verdadeiro modelo. Calculou-se a taxa de sucesso 
pela simulação de Monte Carlo. Neste estudo de simulação utilizaram-se tamanhos de 
amostra distintos (T = 50; 150), a distribuição de amostragem (normal e t-Student)2 e 
da variância condicional do modelo (simétricas e assimétricas).

As tabelas 4 e 5 mostram que o teste de seleção de modelos tem baixa proporção 
de acertos no que se refere à escolha de modelos simétricos versus assimétricos. No 
entanto, as tabelas 2 e 3 mostram que os modelos simétricos apresentaram EQMs 
para os parâmetros maiores do que os modelos assimétricos, mesmo quando os dados 
simulados são simétricos. 

A tabela 6 mostra que, para n = 50 e dados t-Student, o teste de seleção de 
modelos é bastante eficiente para identificar corretamente a melhor distribuição para 
os erros. As simulações mostram que o teste selecionará a especificação correta em mais 
de 98% dos casos, independentemente do valor de g. Pela tabela 2, fica evidente a 
importância deste diagnóstico, pois, para dados t-Student e assimétricos, as estimativas 
de g e l obtidas no modelo gaussiano apresentam Erros Qaudráticos Médios (EQMs) 
consideravelmente maiores do que os obtidos com o modelo t-Student. Nesse contexto, 
o impacto dos choques na média na variância é estimado de maneira ineficiente pelo 
modelo gaussiano. Por outro lado, a tabela 7 mostra que o nível de acerto do teste 
cai quando os dados são gaussianos. Como pode ser visto na tabela 2, não parece ser 
vantajoso estimar um modelo t-Student quando os dados são gaussianos. Resultados 
parecidos são obtidos quando n = 150, com a agravante de que o nível de acerto do 
teste de seleção de modelos perde eficiência para dados t-Student. 

2. Para os dados com erros t-Student, utilizou-se n = 4. 
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TABELA 2
EQMs para os parâmetros: n = 50

Dados

Dados gaussianos/modelo gaussiano

Assimétrico g = 0.01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

a 0,0114 0,0002 0,0114 0,0007 0,0114     0,0010 0,0114 0,0011

b 0,0037 0,0042 0,0037 0,0043 0,0038     0,0042 0,0037 0,0043

l   0,0007   0,0026       0,0038  

g   0,3721   3,3344   123,9338    

Dados

Dados gaussianos/modelo t-Student

Assimétrico g = 0.01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

a 0,0191 0,0013 0,0191 0,0012 0,0194     0,0012   0,0191 0,0012

b 0,0036 0,0040 0,0037 0,0041 0,0037     0,0040   0,0037 0,0041

l   0,0019   0,0018       0,0019  

g   8,8790   8,7732   708,0149  

Dados

Dados t-Student/modelo t-Student

Assimétrico g = 0.01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

a   0,0229 0,0003   0,0234 0,0029   0,0224   0,0080   0,0213 0,0044

b   0,2952 0,0048   0,2928 0,0047   0,2958   0,0048   0,2968 0,0047

l   0,0002   0,0083     0,0020  

g   0,0018     0.06055   96,5216  

n 10,9131 0,0273 10,8523 0,0279 10,7464   0,0288 10,7782 2,1572

Dados

Dados t-Student/modelo gaussiano

Assimétrico g = 0.01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

a 0,0119   0,0011 0,0117   0,0010 0,0118     0,0010 0,0117 0,0010

b 0,0038   0,0042 0,0037   0,0042 0,0038     0,0041 0,0037 0,0042

l     0,0041     0,0040       0,0039  

g   71,9134   70,6189   564,2582    

Elaboração dos autores.
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TABELA 3
EQM para os parâmetros: n = 150

Dados

Dados gaussianos/modelo gaussiano

Assimétrico g  = 0,01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

a 0,0102 0,0007 0,0098   0,0006 0,0100     0,0007 0,0156 0,0006

b 0,0075 0,0077 0,0075   0,0077 0,0075     0,0076 0,0075 0,0764

l   0,0024     0,0020       0,0026  

g   0,2033   41,4745   570,5478    

Dados

Dados gaussianos/modelo t-Student

Assimétrico g = 0,01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

a 0,0165 0,0009 0,0162 0,0009 0,0164     0,0009 0,0157 0,0008

b 0,0075 0,0075 0,0075 0,0076 0,0075     0,0076 0,0075 0,0076

l   0,0009   0,0009       0,0009  

g   8,9780   8,6487   717,5496  

Dados

Dados t-Student/modelo t-Student

Assimétrico g = 0,01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

a     0,0174 0,0001     0,0174 0,0054     0,0172     0,0011   0,0156 0,0008

b     0,0075 0,0076     0,0075 0,0076     0,0075     0,0076   0,0075 0,0076

l   0,0012   0,0002       0,0012  

g   0.2036   4,3511   649,1171  

n 120,0385 2,8926 118,7442 2,9174 119,9784     2,8813 12,0211 2,9027

Dados

Dados t-Student/modelo gaussiano

Assimétrico g = 0,01 Assimétrico g = 1 Assimétrico g = 10 Simétrico

Modelo Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico simétrico assimétrico Simétrico Assimétrico

a 0,0107 0,0008 0,0107 0,0008 0,0106     0,0008 0,0095 0,0007

b 0,0075 0,0076 0,0075 0,0077 0,0075     0,0076 0,0075 0,0076

l   0,0028   0,0028       0,0027  

g   66,9577   65,2145   514,6252    

Elaboração dos autores.

TABELA 4
Proporção de decisões corretas obtidas no estudo simulado: n = 50

Dados/modelo
Dados gaussianos/modelo gaussiano Dados t-Student/modelo t-Student

Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

Simétrico 0,55 0,45 0,39 0,61

Assimétrico g = 0,01 0,42 0,57 0,39 0,61

Assimétrico g = 1 0,46 0,54 0,38 0,62

Assimétrico g = 10 0,40 0,60 0,34 0,66

Elaboração dos autores.
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Em resumo, os resultados do estudo de simulação mostram que modelos 
assimétricos com transição suave podem oferecer estimativas mais eficientes para a 
variância condicional, relativamente aos modelos simétricos. Quanto à distribuição para 
os erros, os modelos gaussianos em geral não são eficientes para estimar dados t-Student. 
Nestes casos, a metodologia apresentada melhora consideravelmente o desempenho dos 
estimadores. Quando os dados são gaussianos, a situação se inverte e não há evidência 
de superioridade dos modelos t-Student. Os resultados do teste de seleção de modelos 
apresentam baixo nível de acerto quando os dados são gaussianos e quando n = 150. 
Nesse contexto, a utilização de outros critérios de seleção de modelos pode ser importante 
para reduzir o risco de má especificação. Indicadores de desempenho preditivo dentro e 

TABELA 5
Proporção de decisões corretas obtidas no estudo simulado: n = 150

Dados/modelo
Dados gaussianos/modelo gaussiano Dados t-Student/modelo t-Student

Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico

Simétrico 0,54 0,46 0,55 0,45

Assimétrico g = 0,01 0,46 0,54 0,50 0,50

Assimétrico g = 1 0,44 0,56 0,46 0,54

Assimétrico g = 10 0,50 0,50 0,47 0,53

Elaboração dos autores.

TABELA 6
Proporção de resultados do teste para dados t-Student

Dados/modelo
n = 50 n = 150

Gaussiano t-Student Gaussiano t-Student

Simétrico 0,02 0,98 0,48 0,52

Assimétrico g = 0,01 0,01 0,99 0,46 0,54

Assimétrico g = 1 0,01 0,99 0,38 0,62

Assimétrico g = 10 0,01 0,99 0,21 0,79

Elaboração dos autores.

TABELA 7
Proporção de resultados do teste para dados gaussianos

Dados/modelo
n = 50 n = 150

Gaussiano t-Student Gaussiano t-Student

Simétrico 0,59 0,41 0,54 0,46

Assimétrico g = 0,01 0,61 0,39 0,52 0,48

Assimétrico g = 1 0,59 0,41 0,53 0,47

Assimétrico g = 10 0,64 0,36 0,52 0,48

Elaboração dos autores.
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fora da amostra podem ser utilizados para este fim. Na próxima seção, mostra-se uma 
aplicação da metodologia a dados reais que ilustra esta questão. 

5 APLICAÇÃO

Serão apresentados a seguir alguns resultados da aplicação da metodologia a dados reais. Os 
estimadores desenvolvidos nas seções anteriores foram utilizados para modelar a dinâmica 
de IPCs no Brasil. Foram analisados os nove grupos de preços que compõem o Índice 
Nacional de Preços ao Consumidor Amplo (IPCA), calculado pelo Instituto Brasileiro de 
Geografia e Estatística (IBGE). Estes grupos são: alimentos e bebidas, habitação, artigos 
de residência, vestuário, transportes, comunicação, saúde e cuidados pessoais, despesas 
pessoais e educação. A dinâmica do IPCA agregado também foi analisada. 

As séries da variação percentual dos índices desagregados do IPCA apresentam 
elevada volatilidade. Além disso, por conta das frequentes mudanças metodológicas, 
o número de observações destas séries é relativamente pequeno para estimação de 
modelos GARCH. Os dados disponíveis são mensais, sem significativas mudanças 
metodológicas para o período de setembro de 1999 a dezembro de 2012 (total de 160 
observações). Como o IPCA é o índice utilizado no regime de metas para a inflação 
no Brasil, a volatilidade dele e de seus componentes tem importante repercussão sobre 
o bem-estar das famílias brasileiras. Por conta disso, a dinâmica deste índice desperta 
grande interesse em pesquisadores e gestores públicos. Para os objetivos deste artigo, 
interessa verificar o desempenho dos estimadores apresentados em um contexto de 
séries muito voláteis e com reduzido número de observações. As séries, em variação 
percentual em relação ao mês anterior, foram dessazonalizadas pelo X-12-Arima. 

Para avaliar o desempenho dos estimadores utilizaram-se indicadores de ajuste 
dentro e fora da amostra. Os modelos, foram estimados com os dados até dezembro de 
2011. Para a hierarquização dos modelos, realizou-se o teste proposto na subseção 3.2. A 
métrica utilizada para avaliar a capacidade preditiva das especificações sob a hipótese de 
inovações t-Student e normal foi o EQM. Para a previsão dentro da amostra, utilizou-se 
o EQM para os últimos doze meses de 2011, e, para avaliar o potencial preditivo fora 
da amostra, calculou-se o EQM das previsões um passo à frente, para o ano de 2012. 
Foram computados os EQMs para a média e variância de cada série. Como proxy para 
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a variância “efetiva” considerou-se o quadrado do resíduo não padronizado.3 Todos os 
modelos foram estimados utilizando 10 mil interações e p = q = r= s = k =1 no algoritmo 
de simulação de MCMC. Sendo assimetria_0 a assimetria para a magnitude dos choques, 
e assimetria_1 a assimetria para choques positivos e negativos, o procedimento de seleção 
dos modelos para cada série teve por padrão as etapas a seguir.

1)	 Para cada modelo estimado (normal simétrico, normal com assimetria_0, 
normal com assimetria_1, t-Student simétrico, t-Student com assimétria_0 
e t-Student com assimetria_1), a taxa de aceitabilidade para o algoritmo de 
MCMC pertence ao intervalo [0.20; 0.40].

2)	 Obtidos os valores para a variância do passo metropolis, realizou-se o teste 
apresentado em 3.2 para comparar as especificações com a mesma distribuição 
para os erros, de modo a selecionar um modelo com erros normais e outro 
com erros t-Student.

Os dois modelos selecionados foram comparados utilizando o teste apresentado na 
subseção 3.2 e pelos respectivos EQMs, apurados para as previsões dentro e fora da amostra. 

O componente M dos modelos não foi significativo em nenhum dos casos e, por 
conta disso, as estimativas finais assumem k = 0. Como mostra a tabela 8, para os modelos 
com hipótese de erros normais, o teste de seleção de modelos indicou cinco especificações 
simétricas, três com assimetria_0 e duas com assimetria_1. Já, considerando os modelos 
estimados sob a hipótese de erros t-Student, o mesmo teste selecionou três especificações 
simétricas, duas com assimetria_0 e cinco com assimetria_1. O mesmo teste, quando 
utilizado para comparar os melhores modelos com hipótese de erros normais e t-Student, 
selecionou oito modelos com erros t-Student e apenas dois com erros normais. Os EQMs 
para a variância dentro da amostra dos modelos com erros normais, foram menores do 
que os com erros t-Student em oito casos. Para as previsões da média dentro da amostra 
os EQMs dos modelos com erros normais foram menores em cinco oportunidades. Fora 
da amostra, os modelos com erros t-Student tiveram EQMs menores em seis séries para 
a média e cinco séries para a variância. 

3. Awartani e Corradi (2005) mostram que, para séries que não apresentam autocorrelação na média, o quadrado da 
variável oferece uma boa estimativa da variância. Como as equações para a média possuem termos autorregressivos e de 
média móvel foi utilizado o resíduo do componente Arma (resíduo não padronizado) como proxy.
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A aplicação da metodologia desenvolvida neste trabalho aos dados de preços 
ao consumidor no Brasil mostra a importância da utilização de modelos capazes de 
capturar “caudas pesadas”. O teste de seleção de modelos aponta para uma superioridade 
das especificações que utilizam a hipótese de erros t-Sudent. Quando o critério é o 
potencial preditivo, dentro ou fora da amostra, os modelos assimétricos com erros 
t-Student também parecem competitivos, sobretudo para previsões fora da amostra.

6 CONCLUSÕES

Neste trabalho, utilizou-se uma abordagem bayesiana para obter estimativas de 
modelos GARCH assimétricos, com transições suaves e erros t-Student. As estimativas 
de alguns parâmetros do modelo mostraram adversidades por conta de problemas 
com a função de verossimilhança. Foi proposta, então, uma distribuição a priori para 
corrigir tais problemas. Os resultados de um estudo simulado mostram que a priori 
utilizada consegue resolver os problemas da função de verossimilhança. Para a seleção 
dos modelos, usou-se um teste de hipótese bayesiano baseado na computação numérica 
de distribuições preditivas. Os resultados de comparação dos modelos mostram que 
os modelos assimétricos tiveram um bom desempenho quando comparado com os 
modelos simétricos.

Os graus de liberdade no modelo t-Student são difíceis de estimar e  
considerou-se a priori de Jeffrey para resolver este problema de estimação. Ambos os 
problemas da verossimilhança são intrínsecos às mesmas e não são corrigidos com 
distribuições a priori habituais paramétricas como exponencial e gama. Isto se deve à 
existência de processos limitativos (gaussianos e modelos simétricos). As distribuições a 
priori propostas neste artigo tiveram um bom desempenho nesses casos.
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