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SINOPSE

Este texto apresenta uma discussio sobre diversos modelos econométricos para
estimagao de modelos paramétricos na presenca de dependéncia espacial, com dados
cross-section. O foco inicial sa0 modelos de dependéncia espacial com /ags espaciais da
varidvel resposta ou Jags espaciais do residuo, com estimagao dos parimetros feita via
mdxima verossimilhanga. Uma andlise critica destes modelos é apresentada em seguida,
além de se discutirem testes para detectar presenga de dependéncia espacial. Finalmente,
discutem-se métodos de estimagao mais robustos, os quais permitem a contabilizagao

de endogeneidade em algumas das varidveis explicativas.

ABSTRACT

This paper presents a discussion on several econometric models for estimating parametric
models in the presence of spatial dependence with cross-section data. Initially, we cover
models for spatial dependence with spatial lags of the response variable and spatial lags
of the residues, and estimation is accomplished by maximum likelihood. A critical
analysis for these models is also presented, followed by a discussion on tests for spatial
dependence. Finally, we present a discussion no more robust estimation methods,

allowing for endogeneity in some of the explanatory variables.

i. The versions in English of the abstracts of this series have not been edited by Ipea’s editorial department.
As versdes em lingua inglesa das sinopses (abstracts) desta colecdo ndo sdo objeto de revisdo pelo Editorial do Ipea.



Texto para
Discussao
Topicos em Econometria Espacial para Dados Cross-Section

1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, um conjunto cada vez maior de ferramentas analiticas para
tratamento de dados espaciais tem surgido na literatura especializada. Estas ferramentas
tém auxiliado pesquisadores em diferentes campos da ciéncia a lidar com a crescente
disponibilidade de bases de dados georreferenciados. De fato, diferentemente de
séries temporais macroecondmicas, por exemplo, uma base de dados totalmente nova
e detalhada, com dados cross-section espaciais, pode surgir de um ano para o outro.
Além disso, o crescente desenvolvimento de dispositivos de coleta e armazenamento
de dados geogrificos tem contribuido para a constru¢io de indmeras bases de dados
com componentes espaciais.

Apesar de todo o avango ocorrido nas décadas recentes, ainda hd um grande terreno
a ser explorado em termos de ferramentas para dados geograficamente localizados.
Os avangos esperados para os préximos anos tém a ver tanto com a formalizagdo de
resultados matemdticos, quanto com avangos mais conceituais sobre a aplicacao dos
modelos que vém sendo utilizados até o presente momento. Uma discussao sobre
tépicos de natureza mais conceitual pode ser encontrada, em Pinkse e Slade (2010),
Holmes (2010), e McMillen (2010).

Holmes (2010) apresenta uma discussdo interessante sobre os trés tipos
bésicos de abordagem para estudos empiricos em andlise de dados espaciais. As trés
abordagens discutidas sao: 7) abordagem estruturalista; 77) abordagem experimentalista;
e iif) abordagem descritiva. Um entendimento destas trés abordagens ¢ importante, para
que os pesquisadores possam identificar em quais das trés um determinado trabalho
empirico se situa, de forma que as vantagens e as limita¢oes do trabalho fiquem mais claras.

Na abordagem estruturalista, o exercicio empirico parte de um modelo econdmico
totalmente especificado, com base em uma teoria geralmente microfundamentada.
O objetivo do exercicio é estimar pardmetros estruturais do modelo (deep model
parameters), relativos a preferéncias e/ou tecnologias. A partir do modelo estimado,
¢ possivel simular impactos de politicas, inclusive politicas que ainda nao foram
implementadas. Na literatura de organizagao industrial mais recente,' os modelos

1. Ver Berry, Levinsohn e Pakes (1995; 2004), Nevo (2001), Petrin (2002) e Ackerberg et al. (2007)
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microfundamentados estimados permitem, por exemplo, avaliar & priori o impacto da
fusao de duas empresas. Apesar de a abordagem estruturalista estar mais desenvolvida
para pesquisas em organizagao industrial, pesquisadores em economia politica (EPPLE
e SIEG, 1999) e economia do trabalho (KEANE e WOLPIN, 1997; ECKSTEIN e
WOLPIN, 1999) j& comegaram a utilizd-la.

A abordagem experimentalista surgiu inicialmente na literatura de economia
do trabalho. Nesta abordagem, o interesse principal ¢ a identifica¢ao do efeito causal
de uma determinada politica (efeito tratamento). Ao invés de se preocupar com a
especificagao de um modelo tedrico, a ideia bdsica é encontrar experimentos naturais
ou instrumentos vdlidos para a identificagio de causalidade de politicas que jd
foram implementadas. Para maiores detalhes, o leitor pode recorrer a manuais como
Angrist e Pischke (2009) ou Cameron e Trivedi (2005). Nesse contexto, métodos
de estimag¢ao do tipo minimos quadrados de dois estdgios, ou de forma mais geral,
métodos de momentos generalizados, tém um papel muito importante. Outro
procedimento comumente empregado ¢ a regressao de descontinuidade (HAHN,

TODD e VAN DER KLAAUW, 2001).

Ao contrdrio das duas abordagens anteriores, a abordagem descritiva no tem por
objetivo quantificar o efeito causal de determinadas politicas. Em geral, os artigos que
utilizam a abordagem descritiva se iniciam com uma discussao da teoria econdmica, que
pode estar ou ndo embasada em modelos matematicamente fundamentados. A partir de
regressoes € outros indicadores estatisticos, os autores buscam encontrar evidéncias nas
relagdes entre as varidveis que possam corroborar uma determinada teoria (possivelmente,
em detrimento de teorias alternativas). As regressdes em geral correspondem a formas
reduzidas de equagdes estruturais mais completas. Uma das limita¢oes desta abordagem
¢ que, além de nao permitir inferéncias causais, ela também estd sujeita a critica de
Lucas. Dessa forma, altera¢es no regime econémico podem incorrer em alteragdes nos
pardmetros do modelo, tornando a utilizagao dos modelos reduzidos menos criveis do
ponto de vista de simulagdes  priori de impactos de politicas.?

A maioriadosestudosem economiaregional e urbanasegueaabordagem descritiva.

Nos dltimos anos, tém surgido estudos que utilizam a abordagem experimentalista

2.Ver Hendry (1995).
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para avaliagdo de politicas. Por sua vez, a utilizagao da abordagem estruturalista pode
trazer vérios beneficios para a economia regional, dada a dificuldade de se encontrar
bons instrumentos ou bons experimentos naturais. Uma das dificuldades na utilizacao
da abordagem experimentalista em economia regional ¢ a disponibilidade de dados
(comparando-se ao ndmero de observacoes de estudos em economia do trabalho, por
exemplo). Uma sugestdo para o uso da abordagem experimentalista em economia
regional e urbana ¢ a utiliza¢ao de dados em nivel de firmas, por exemplo, ao invés de

dados em nivel de municipios.

A utiliza¢io da abordagem estruturalista para economia regional ou urbana deve
se iniciar com a constru¢ao de um modelo tedrico (o que pode nao ser tao fécil como no
caso de modelos de organizagao industrial). Por seu turno, a utilizagao de abordagens
estruturalistas em economia regional poderia ser interessante para simulagbes de
politicas puablicas. No entanto, pouco tem sido feito neste sentido até agora.

Neste trabalho, apresenta-se uma discussao sobre alguns dos modelos econométricos
comumente utilizados para modelagem de dados espaciais. De maneira geral, os modelos
apresentados estariam mais adequados para estudos empiricos seguindo as abordagens
experimentalista e descritiva. De fato, os estimador de minimos quadrados de dois estdgios,
de Kelejian e Prucha, e o estimador de método de momentos generalizado, de Conley,
permitem a estimagdo de pardmetros na presenga de varidveis enddgenas do lado direito
da equagdo, contabilizando e/ou corrigindo para a presen¢a de autocorrelagao espacial
nos residuos do modelo. Mesmo nio tratando diretamente a abordagem estruturalista, as
ideias apresentadas neste texto fornecerao ao leitor uma nogao dos procedimentos para
estimagdo com dados com presenga de dependéncia espacial, o que poderd ser util para a
estimagao de parAmetros estruturais em modelos microfundamentados.

Dado o grande avango pelo qual a literatura em métodos estatisticos para dados
espaciais tem passado nos tltimos anos, nao hd interesse aqui em ser exaustivo em termos
de metodologias discutidas. Pelo contrdrio, optou-se por apresentar apenas alguns dos
métodos mais comumente utilizados, de forma a transmitir ao leitor uma ideia bdsica,
mas elucidativa, sobre os fundamentos da estimagao de modelos econométricos com
dependéncia espacial. Nesse sentido, ndo serdo tratados, por exemplo, dados de painel
(vejam-se, entre outros, Elhorst, 2003; Druska e Horrace, 2004; Egger ez al., 2005),
mas apenas dados cross-section. Além disso, a abordagem serd predominantemente
frequentista. Apesar da simpatia em rela¢io aos métodos bayesianos — principalmente no

9
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contexto de dados espaciais —, para nao se estenderem demasiado os autores preferiram
ater-se aos procedimentos frequentistas. O leitor poderd encontrar boas exposicoes em
Banerjee, Carlin e Gelfand (2004) e Schabenberger ¢ Gotway (2009).

Além desta introdugdo, este texto contém mais seis se¢des. Na se¢ao 2, apresenta-
se uma discussio sobre os modelos econométricos espaciais para dados cross-section
provavelmente mais utilizados na literatura. Na se¢do 3, discutem-se algumas das
criticas mais comuns aos modelos espaciais apresentados na se¢ao 2. Na se¢ao 4, sao
apresentados alguns dos testes mais utilizados para verificagio da presenga ou nio
de dependéncia espacial. As segoes 5 e 6 discutem procedimentos de estimagao para
contabilizar para a presenga de varidveis endégenas no lado direito da equagao: a segao 5
apresenta o estimador espacial de minimos quadrados de dois estdgios, ¢ a segao 6
apresenta o estimador de método de momentos generalizados, com corregio para a

presenga de autocorrelagao espacial. Comentdrios finais encontram-se na se¢ao 7.

2 MODELOS PARAMETRICOS PARA DEPENDENCIA ESPACIAL

Nesta se¢do, serd feita uma discussao de alguns dos modelos paramétricos comumente
utilizados em econometria espacial. A discussao se limitard a regressdes com dados
cross-section.® Para modelos envolvendo dados de painel espacial, o leitor pode recorrer
a Elhorst (2003), Druska e Horrace (2004), Egger, Pfaffermayr e Winner (2005).

2.1 MODELOS SAR

Um dos modelos mais comumente utilizados para modelagem de correlagao espacial é o
modelo autorregressivo espacial (spatial autorregressive model), ou simplesmente modelo
SAR. Aideia dos modelos SAR ¢é utilizar a mesma ideia dos modelos AR (autorregressivos)
em séries temporais, por meio da incorporagao de um termo de /zg entre os regressores

da equagdo. Na sua forma mais simples, 0 modelo SAR tem expressao:

3. Ver Anselin (1988), Anselin e Florax (2000), Anselin, Florax e Rey (2004), Lesage e Pace (2009), Lesage (1997 e 1999),
e Pace e Barry (1997 e 1998).
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v=pWv+e, (1)

onde ¥ ¢ um vetor coluna, contendo 7 observagbes na amostra para a varidvel resposta
Vi, o coeficiente escalar P corresponde ao parimetro autorregressivo, o termo &
corresponde a um vetor coluna contendo os residuos €; da equagio. Por enquanto,
considera-se que os residuos €; sio independentes e identicamente distribuidos, com
distribui¢ao normal, média zero e varidncia homogénea ¢%. Um dos componentes
presentes em uma grande quantidade de modelos espaciais ¢ a matriz . Esta matriz é
conhecida como matriz de vizinhanga, e pode ser definida de diversas formas, o que traz
criticas aos modelos espaciais utilizando ¥ (muitos autores consideram as definigoes

para IV deveras arbitrdrias; a este respeito, ver Pinkse e Slade, 2010).

Uma das formas mais comumente empregadas de defini¢ido da matriz [t se
dd por meio da identificagao de vizinhos de primeira ordem. Considere-se que cada
observagio no vetor ¥ esteja associada a um poligono e um sistema georreferenciado.
Por exemplo, o vetor ¥ pode corresponder a observacoes de uma determinada varidvel
observada para cada municipio brasileiro, ou corresponder a observagoes de uma
varidvel para cada setor censitdrio na cidade de Sdo Paulo. Neste caso, o elemento IV ;
da matriz W assume valor W, ; = 1, caso os poligonos 7 e j sejam vizinhos, e W; ; = 0,
caso 7 e j nao sejam vizinhos. A diagonal principal de W possui todos os elementos

iguais a zero, por defini¢ao.

Para identificar poligonos (municipios, setores censitdrios etc.) vizinhos, pode-
se considerar uma vizinhanga do tipo queen, quando os dois poligonos possuem pelo
menos um vértice em comum, ou pode-se considerar uma vizinhanga do tipo 00k,
quando os poligonos possuem pelos menos um lado inteiro em comum. Note-se que
a vizinhanga do tipo gueen é menos restritiva que a vizinhanca do tipo rook. Além
da vizinhanga de primeira ordem, podem-se utilizar vizinhangas de ordem maior.
Na definigao de vizinhan¢a de segunda ordem, por exemplo, os poligonos 7 e j sio
vizinhos caso exista um outro poligono 4, para o qual 7 e 4 sejam vizinhos de primeira

ordem, e j e k£ também sejam vizinhos de primeira ordem. *

4. Ver Lesage e Pace (2009).

11
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A matriz I¥ , com elementos 0 ou 1, é conhecida como matriz de vizinhanga nao
normalizada, em contraposi¢ao a matriz W= normalizada. A matriz I¥"* normalizada
¢ construida a partir da matriz IV original (nao normalizada), dividindo-se todos os
elementos de cada linha de W pela soma da linha. Portanto, a matriz 1 possui todas
as linhas com soma igual a 1. Por sua vez, a matriz |y original é simétrica, o que nao
vale para a matriz W~ . O vetor viy = Wy ¢ conhecido como /ag espacial. No caso de

se utilizar a matriz de contiguidade normalizada, o vetor ¥ = W™y corresponde a um
vetor de médias simples das observagoes paraa varidvel ' dos vizinhos. A partir de agora,
a matriz de contiguidade serd referida simplesmente como W , independentemente de

ser uma matriz normalizada ou nio normalizada.

O modelo paramétrico em (1) contém, como parimetros desconhecidos, o
coeficiente # e a varidncia g%. A estimagio do pardmetro g permite, por exemplo,
inferir o grau de correlagao espacial entre as observagoes ¥i. Além disso, testando-se

Cep A R . o
a significincia do parimetro #, tem-se um procedimento para inferir a presenca ou
nio de dependéncia espacial entre as observagoes. A seguir, se discutird o processo de

inferéncia dos parimetros do modelo em (1).

Uma das primeiras sugestdes para a estimagio do coeficiente # ¢ a utilizagao do
estimador de minimos quadrados ordindrios. No entanto, quando o vetor de covaridveis
(varidveis do lado direito da equagao) é correlacionado com o residuo da regressao, sabe-se
que o estimador de minimos quadrados ordindrios € inconsistente. Esta correlagdo entre
os residuos e o regressor é observada no modelo em (1).> Portanto, estimagao via minimos

quadrados ordindrios resultaria em uma estimativa inconsistente para o coeficiente -

Como alternativa, o analista pode utilizar estimag¢ao via mdxima verossimilhanga,
que nio sofre do problema de inconsisténcia do estimador de minimos quadrados
ordindrios, devido 2 endogeneidade do regressor 1y. Em linhas gerais, a estimagao
via mdxima verossimilhanca dos parimetros © ¢ ¢* parte da distribui¢io normal

multivariada para o vetor de residuos €. A partir de (1), pode-se escrever

5. Ver Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009).
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v = (- ,91-1"}'11_:. (2)

onde [ é uma matriz identidade com dimensao 7z. Dado que £ possui distribui-
cio normal multivariada, com média nula e covaridncia 23], entdo o vetor ob-
servado ¥ possui distribuicio normal multivariada com média nula e covariancia
L. =0 —pW) [ — pW)] - ]‘ . A partir desta matriz de covariancia, pode-se escre-
ver a fun¢ao de log-verossimilhanga I P, o) = ]UEL':P, 62 ) . Maximizando-se logL{p, o 3,

obtém-se os estimadores de mdxima verossimilhanga dos parAmetros do modelo.

Uma das dificuldades na estimagao de modelos SAR (mesmo no caso mais
simples, no qual nao hd covaridveis exdégenas) é a necessidade de se realizarem
operagdes com matrizes de grandes dimensdes. No processo iterativo para obtengao
do méximo da fungao logL{g, 52}, ¢ preciso calcular o logaritmo do determinante da
matriz (I — pl¥’}), que possui dimensao 7. Se o analista estiver fazendo uma aplicagao
com observagoes de setores censitdrios da cidade de Sao Paulo, por exemplo, o valor
de 7 estd em torno de 18 mil; portanto, a matriz {I — p} possui dimensao 18 mil
por 18 mil. Felizmente, pela prépria defini¢ao da matriz de contiguidade W, pode-se
tratd-la como matriz esparsa; ou seja, a grande maioria dos elementos de Wsao nulos.
Para matrizes esparsas, existe uma literatura bem desenvolvida sobre algoritmos que
tornam o processo computacional mais eficiente.® Portanto, apesar de a codificagao
do estimador de mdxima verossimilhanga nao ser trivial (¢ preciso programar algumas

rotinas para matrizes esparsas), o esfor¢o computacional pode ser bastante reduzido.

Uma vez dentro do arcabougo de estimag¢ao via mdxima verossimilhanga, pode-se
recorrer a vérios dos resultados para este tipo de estimador. Pode-se, entdo, testar a
significAncia do parimetro 2, utilizando-se o teste de Wald, o teste da razio de
verossimilhanca ou o teste dos multiplicadores de Lagrange. Testando-se a significAncia
do parimetro 2, se estd implicitamente testando a presenga de dependéncia espacial das

observagoes para a varidvel i .

6. Ver Davis (2006).
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O modelo SAR em (1) pode ser estendido, para incorporar varidveis exégenas no
lado direito da equagio, obtendo-se

v=pWy+X§+e (3)

onde a matriz ¥ ¢ uma matriz contendo as observagbes das varidveis exdgenas.
A dimensio de ¥ énxk , sendo ¥ o ndmero de regressores. Cada linha da matriz
X corresponde a uma observagao na base de dados (um poligono, em um sistema
georreferenciado). No caso de a regressao incluir um intercepto, a primeira coluna da
matriz ¥ possui apenas valores 1. O vetor § ¢é um vetor coluna de coeficientes para
as varidveis exdgenas, e possui dimensio k¥ x 1 . O modelo em (3) ¢ conhecido como

modelo SAR misto.

Da mesma forma que no SAR simples (equagao (1)), a estimagao dos parAmetros
no modelo SAR misto via minimos quadrados ordindrios também produz estimativas
inconsistentes, uma vez que o vetor de /ags espaciais Wy ¢é correlacionado com o
vetor de residuos £ . Novamente, pode-se utilizar mdxima verossimilhanga, a partir
da hipétese de que o vetor de residuos € possui distribuigao normal multivariada com
média nula e covarincia *I . Pode-se entio escrever

v=0—-pWI)TXE + (I — plW) e, (4)

e o vetor de varidveis observadas ¥ possui distribui¢io (condicional a ¥ ) normal
multivariada, com média condicional

Ely

X] = —pW) X5 (5)

e matriz de variincia condicional

Ei:-'|£-.'] =31 — pW) [ —FI’V:':_i]? .

(6)

A partir da distribui¢io de ¥, obtém-se a funcio de log-verossimilhanca
condicional logL{p, 5,5%). Maximizando-se a func¢iao de log-verossimilhan¢a em
relagao aos parAmetros do modelo, encontram-se as estimativas para os coeficientes
e para a varidncia dos residuos. Para uma discussao sobre o processo iterativo para
estimagio dos parAmetros do modelo SAR misto, podem-se consultar Anselin (1988)
e Lesage e Pace (2009).
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2.2 MODELOS SEM

Da mesma forma que os modelos SAR partem da especificagio de modelos AR para
séries temporais, uma outra classe de modelos espaciais parte da especificagio de
modelos MA (médias mdéveis) para observagdes no tempo. Estes modelos espaciais sao
denominados modelos de erros espaciais (spatial error models), ou simplesmente SEM.

Os modelos SEM possuem a seguinte especificagao:
v=X5+u (7)

No caso, os residuos da equagao observada possuem uma estrutura autorre-

gressiva, da forma

u=AWu + &, (8)

O vetor de residuos € possui distribui¢ao normal multivariada, com média nula e
matriz de covariincia 7 #1. O coeficiente escalar 4 indica a intensidade da autocorrelacio
espacial entre os residuos da equagao observada. Note-se que, ao contrdrio dos modelos
SAR, os modelos SEM nio apresentam a varidvel resposta como uma fungio direta dos
seus Jags espaciais. A autocorrelacio espacial nos modelos SEM aparece nos termos de

€rro.

Outra diferenga dos modelos SEM em relagio aos modelos SAR € que os coeficientes
no vetor 5 podem ser estimados consistentemente via minimos quadrados ordindrios.
De fato, a regressao em (7) pode ser vista como uma regressao linear com residuos

correlacionados. O estimador de minimos quadrados ordindrios produz estlmatlvas
consistentes, mas a matriz de covariAncia das estimativas ;s nio serd mais o*[X X ]

Devido aos erros correlacionados, a matriz de covariancia de ;5’.;.,-5 ¢ dada por”’

FQT[J'?D:E] = X' X1 Q7 XX, ©)

7. Ao longo deste texto, a expressdo da formaA" denotaré o transposto do elemento em A, onde A é uma matriz, um
vetor coluna, um vetor linha, ou mesmo um escalar.
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onde O =Var[u]l =a3(] - AW T[] - AW j:_i]r . Note-se que a matriz 0

depende do coeficiente 4 e da varidncia @*. A estimativa destes dois parAmetros pode
ser obtida consistentemente a partir da estima¢ao de um modelo SAR via médxima
verossimilhanca, conforme discutido no item anterior, para os residuos & = ¥ — X 5. .
Uma vez estimados os escalares 4 e @%, pode-se obter uma estimativa para a matriz de

covariancia de ;-

1—’&1?9.-5] =[x'x] [X ’ﬁ_if‘f]_1 [xx]. (10)

—

onde ) = 432 (.u’ - EI-'L-’)_i Z[{’f - iI"L'rj:_i] :

Sabe-se que, no caso de modelos lineares com regressores exdgenos (que ¢ o caso
nos modelos SEM), com residuos correlacionados, o estimador de minimos quadrados
ordindrios ¢ consistente, mas nao ¢ eficiente, havendo outros estimadores lineares que
produzem variincias menores.® Especificamente para o modelo SEM, o estimador

linear com variincia minima ¢ o estimador de minimos quadrados generalizados

(generalized least squares — GLS), dado por

Bae =073 T[], (11)

Na prdtica, nao se conhece a matriz Q, uma vez que esta depende dos parimetros
desconhecidos 4 e 2. Utiliza-se entao o estimador de minimos quadrados generalizados
executdvel (feasible generalized least squares — FGLS), com expressao

- ~-1_7171 ~-1
Broe= [X'ﬂ X] [X'ﬂ 1,] (12)
- - -1 [y — o T — = . . .
onde ) = &2 (f - E'.I-L-’) |1 —2W ] 1] ,com &° e A estimativas via mdxima
verossimilhanca do modelo SAR simples, a partir dos residuos i = v — X3, . Portanto,

uma alternativa para a estimagao dos pardmetros do modelo SEM ¢ dada pelos passos:

8. Quando os autores se referem a varidncias menores, na verdade referem-se ao fato de que a diferenca
Varlf,;-1- T,-’ar[;?] é uma matriz positiva definida, onde § é um estimador linear mais eficiente do que o esti-
mador de minimos quadrados ordinarios.
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- PR T I
i) Obter a estimativa de minimos quadrados ordindrios fs1z = [x] "[X ],
i) Calcular os residuos & = v — X -

iii) Estimar os parimetros 4 e ¥, via mdxima verossimilhanga, para o modelo SAR

emil, i = AWii4e.
iv) Calcular a estimativa () = &% (f — /:':I-L-’]_i :[“ — /:',I-L-’\_]: ‘1]T
v) Obter a estimativa J-':J“J; gls = [X ‘G x ]_:l [X ! ﬁ_i_l‘] . |
vi) Obter a estimativa para a covariincia ;5’} gls > [L’m"-[:-;’?f 3:5] = [X ‘nly ] - .

Infiréncia para os coeficientes em [§ pode ser efetuada a partir da matriz
[X ' x ] . Note-se que a estimativa final para o vetor f ndo precisa parar no passo
(v) acima. De fato, uma vez obtida uma estimativa ;5’} gis> pode-se obter um novo
vetor il = v — X ;5’} g1z - Para este novo vetor iI, estimam-se novamente 0s parametros
A e a?, repetindo-se em seguida os passos (7v) e (v). Este processo pode ser efetuado
repetidamente até que os valores no vetor ﬁf gi= atinjam a convergéncia. Finalizam-se

entio as estimagdes com o passo (vi).

Além das estimativas via minimos quadrados ordindrios (com corre¢io da
matriz de covariancia das estimativas dos coeficientes) e das estimativas via minimos
quadrados generalizados efetudvels (FGLS), a literatura apresenta uma discussao sobre
estima¢ao dos pardmetros do modelo SEM via mdxima verossimilhan¢a. Combinando

as expressoes (7) e (8), obtém-se

y=XF+ - AW te, (13)

onde € possui distribui¢ao normal multivariada com média nula e covaridncia g*I .
Portanto, o vetor de varidvel resposta ¥ possui distribui¢io normal multivariada com

média condicional

Ely

X =%6 (14)

e matriz de variincia condicional

. ) =g3(]— ./-'.I-'L':r:l_-1 E[I:f - ./-'.I-'L":I:_i] ) (15)
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A partir da distribuicao de ¥, obtém-se a fungio de log-verossimilhanga
condicional logL{4, §,5%). Maximizando-se a fun¢io de log-verossimilhan¢a em relagao
aos pardmetros do modelo, encontram-se as estimativas para os coeficientes e para a
varidncia dos residuos. Para uma discussao sobre o processo iterativo para estimagio
dos parAmetros do modelo SEM, consultem-se Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009).
Similarmente as estimagdes no caso de modelos SAR, a estimag¢io de modelos SEM
também envolve opera¢des com matrizes esparsas. Novamente, utilizando-se rotinas

mais eficientes para matrizes esparsas, o esforgo computacional pode ser bem menor.

2.3 MODELOS SARMA

Finalmente, os modelos SEM e SAR podem ser combinados em uma especificagao
mais geral, seguindo a ideia nos modelos ARMA (autorregressive and moving
average) para séries temporais. Os modelos SARMA (spatial autorregressive and

moving average) tém uma especificagao da forma
v=pWy+X5+u, (16)
na qual os residuos da equagdo observada possuem uma estrutura autorregressiva, da forma

u=AWu+ e (17)

As matrizes W; e W; s3o matrizes de contiguidade nao necessariamente
iguais. De fato, quando Wy =¥, o modelo ¢ nao identificado, e as estimativas para
os coeficientes 4 e # podem resultar bastante instdveis,” a menos que a matriz de
delineamento X contenha pelo menos uma varidvel exdgena além do intercepto.
Uma das criticas em relagao a utilizacao dos modelos SARMA ¢ justamente o fato
de eles exigirem, em alguns casos, a especificacio de duas matrizes de contiguidade
diferentes. Em geral, a escolha de uma matriz de contiguidade ¢ arbitrdria; a escolha de

duas matrizes diferentes implica um grau de arbitrariedade ainda mais criticdvel.

9. Ver Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009).

18




Texto para
Discussao
Topicos em Econometria Espacial para Dados Cross-Section

Estimagao dos parimetros do modelo SARMA pode ser feita via mdxima
verossimilhancga. A partir das expressoes (16) e (17), pode-se escrever

(I — W,y = X5 + (1 — AW,) e
=y = — pW) KB + (1 — pW,) 20 — AW e

Assumindo-se que € possui distribui¢do normal multivariada, com média zero e
covaridncia 3] , conclui-se que o vetor de observagbes para a varidvel resposta ¥
possui distribui¢ao normal multivariada com média condicional

Elv

X] = —pW X5, (18)
e matriz de variincia condicional

(e = 0300 — pWa) M = AW) AT — pWy) "M — ) 1T (19)

Utilizando-se a férmula para a distribuigdo normal multivariada, pode-se
chegar 4 fungao de log-verossimilhanca logL{i, p, 5, 5%}, como fun¢ao dos parimetros
desconhecidos do modelo. Similarmente aos modelos SAR e SEM, as estimativas de
mdxima verossimilhanga nio possuem férmula fechada, necessitando de um processo
iterativo para maximizagao da fun¢ao logL{i, g, 5, o*). Uma discussio sobre os passos
no processo iterativo para estimacio dos parimetros no modelo SARMA pode ser
encontrada em Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009).

3 CRITICAS AOS MODELOS DE DEPENDENCIA ESPACIAL

Apesar do seu uso bastante disseminado, os modelos paramétricos para tratamento de
dependéncia espacial (exemplos: SAR, SEM e SARMA) vém recebendo vidrias criticas
na literatura. Estas criticas ndo necessariamente retiram destes modelos quaisquer
utilidades em pesquisas empiricas. No entanto, alguns dos pontos levantados pelos
criticos sao importantes para: Z) antecipar aos usudrios alguns cuidados e limitagoes
acerca dos quais eles devem estar cientes; 77) fornecer um certo balizamento para
pesquisas futuras para os modelos espaciais, de maneira a corrigir ou amenizar algumas
das limitagoes. Nesta se¢do, serd feita uma discussio sobre algumas das criticas aos
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modelos apresentados na se¢ao 3 (e seus equivalentes para dados de painel). Estas
criticas se aplicam mais fortemente ao problema de especificagao paramétrica (ou n2o)
para capturar corretamente a dependéncia espacial. No caso de testes de hipdtese para
presenga ou nao de dependéncia espacial, os testes atualmente disponiveis (conforme
secao 4) se comportam de forma bastante satisfatéria. Maiores detalhes podem ser
encontrados, em Pinkse e Slade (2010).

De maneira geral, o embasamento teérico para a modelagem em econometria
espacial ainda se encontra em um estdgio inicial. Dessa forma, uma das dificuldades ¢
encontrar um modelo que se adeque a todos os tipos de situa¢io. Nesse sentido, alguns
autores defendem que os pesquisadores se concentrem no desenvolvimento de teorias
especificas para classes particulares de aplicagoes, ao invés de seguirem na busca de

extensoes para técnicas jd existentes.

Entre as limita¢oes para os modelos de SAR e outros modelos da forma ARMA
espaciais (incluindo extensdes para dados de painel), podem-se citar os itens a seguir.

i) Hip6tese improvével e desnecessdria de normalidade dos residuos.

i) O fato de ¥; depender dos seus préprios lags espaciais pode implicar que ; também
dependa dos /ags espaciais do vetor de covaridveis x; , incorrendo no problema de
reflexao (reflexion problem), apontado por Manski (1993). A consequéncia prética
¢ que a inclusdo de /ags espaciais de x; pode ocasionar uma matriz de design X
com altissimo grau de multicolinearidade.

i17) Os modelos SAR e demais modelos ARMA assumem relagoes lineares entre os
regressores ¢ a varidvel resposta i . Este fato nem sempre ¢ verdade na prdtica, e
pode haver a necessidade de especificagoes nao lineares da relagio entre o vetor de
regressoes x; e a varidvel i .

iv) Os modelos SAR e correlatos nao levam em consideragao a presenga de dependéncia
entre o vetor de regressores X; e o residuo u;, causada pela presenca de regressores
endégenos em x; e/ou pela presenca de heteroscedasticidade.

v) H4 fortes criticas a representagio excessivamente simplista de toda a dependéncia
espacial em um dnico coeficiente £ .

vi) A matriz de contiguidade W implica um alto grau de arbitrariedade na sua
especificagdo, principalmente levando-se em consideracdo a irregularidade dos
mapas de municipios e de setores censitdrios.
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De maneira geral, os modelos SAR e correlatos foram inicialmente propostos

como possiveis extensdes dos modelos para dependéncia em séries temporais.

No entanto, hd uma série de criticas a analogia dos procedimentos para dependéncia

espacial com os procedimentos para dependéncia temporal. Algumas destas criticas

estao listadas a seguir.

a)

b)
<)

d)

e)

£)

A hipétese de estacionariedade, diferentemente de diversas aplicacdes em séries
temporais, no ¢ vdlida para o caso espacial.

Os dados nao sao igualmente espagados.

A presenga de observagbes ausentes (missing values) pode incorrer na presenga de
endogeneidade, ocasionando vieses nos estimadores de mdxima verossimilhanga.

Observagoes espaciais, em muitos casos, sao agregacdes de observagbes (por
poligono, por exemplo) do comportamento de vérios agentes. Portanto, modelos
baseados no comportamento de agentes individuais podem nao ser mais vdlidos.

Nos modelos para séries temporais, os procedimentos sio teoricamente valida-
dos a partir de proposi¢oes sobre o comportamento assintdtico dos estimadores,
quando o nimero de observagdes T (intervalo total da série histérica) assume
valores cada vez maiores (I' = ©2) . Para modelos para dados espaciais, nao é claro
se a expansio assintdtica ocorre com o aumento da densidade de observagoes den-
tro do mapa (infill asymptotics), ocorre com o aumento das fronteiras (increasing
domain asymptotics), ou ocorre com as suas expansoes simultaneamente.

O item anterior ¢ particularmente importante, porque nao hd garantia de que
as relagdes de dependéncia espacial se alteram quando mais observagoes sio adi-
cionadas aos dados. Por exemplo, no caso de infill asymprotics, a adigao de novas
observagoes pode ocasionar um aumento da dependéncia espacial, uma vez que as
observagoes estarao cada vez mais préximas em média.

Diferentemente dos modelos para séries temporais, a estimagao dos modelos com
dados espaciais pode sofrer do grave problema de endogeneidade das decisoes lo-
cacionais das unidades observadas na amostra. Uma consequéncia da endogenei-
dade das localizagoes ¢ que as distAncias entres os agentes, bem como as estruturas
de vizinhanca, também sio enddgenas. Este problema tem se mostrado de dificil
solu¢io até o momento, e vem sendo desprezado na maioria das aplica¢oes.

Diversos artigos recentes tém focalizado alguns dos problemas discutidos

anteriormente. Para adicionar maior flexibilidade & modelagem da vizinhanga, por

exemplo, algumas extensées do modelo SAR tradicional consistem em substituir a

matriz de contiguidade I¥ por uma expansao de fungoes base, da forma
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+ X5+ (20)

ei]
V= [Z 2. W v

=0

Na prdtica, é necessdrio truncar o nimero de elementos no somatério da expressao
(20), até um ndmero K{n}. Como ¢ tipico em estimagdes com expansdes de fungoes
base, faz-se K {n} aumentar para o infinito, quando o tamanho n da amostra aumenta.

Neste caso, a CXPI‘CSSﬁO torna-se

Kin)
v = Z Wy |+ X5+, 21)

K=0

e o problema de rigidez em rela¢io a forma funcional da dependéncia espacial pode ser
amenizado (para maiores detalhes, ver Pinkse, Slade e Bret, 2002; Pinkse e Slade, 2004;
e Pofahl, 2007).

Boa parte dos problemas de endogeneidade pode ser tratada com a utilizagao de
varidveis instrumentais apropriadas, conforme discutido nas se¢des 5 € 6. Para o problema
de observagoes ausentes (missing data), no qual o processo gerador das observacoes
ausentes ¢ exdgeno, podem-se utilizar procedimentos de minimos quadrados de dois
estdgios (LEE, 2007). Para situagdes nas quais a geragdo das observagdes ausentes ¢é
enddgena, nio hd solugao conhecida na literatura. De maneira geral, ainda existe um
grande caminho a ser trilhado em termos de procedimentos e tratamentos tedricos,

para lidar com os problemas nos modelos para dados espaciais.

4 TESTES PARA DEPENDENCIA ESPACIAL

Na se¢ao anterior, foram discutidos alguns modelos mais comumente utilizados para
contabilizar para a presenga de dependéncia espacial nos residuos (ou na prépria
varidvel resposta) do modelo de regressao. Nesta se¢ao, serd apresentada uma discussao
sobre testes para dependéncia espacial. De maneira geral, os modelos paramétricos
apresentados na se¢ao 2 tém sofrido diversas criticas, conforme serd visto na se¢ao 4.
Por seu turno, os testes para a presenca de dependéncia espacial nao sofrem o mesmo

ataque, e sdo relativamente bem aceitos na literatura.
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4.1 ESTATISTICA DE MORAN

Uma das estatisticas para testes de dependéncia espacial mais disseminadas ¢ a estatistica
I de Moran. Esta estatistica pode ser aplicada a varidvel i diretamente, ou aos residuos
da regressao de i versus um conjunto de varidveis explicativas. Considere-se entao um

modelo de regressao linear, da forma

y=XB+u (22)

onde? éum vetor coluna (n x 1) de varidveis resposta, X é uma matriz com cada linha
contendo as observagdes para as varidveis explicativas, 5 é um vetor de coeficientes e u

¢ um vetor coluna contendo os residuos da regressao. A partir da estimativa de minimos
quadrados ordindrios para o vetor de coeficientes, obtém-se a seguinte expressao para

os residuos
fi=vy—X[xx] " [x] (23)

A estatistica / de Moran para a autocorrelagao espacial pode ser aplicada nos residuos do

modelo de regressao de maneira direta. Formalmente, a estatistica / ¢ dada por

n[d' Wi
I'= [ ] (24)

s| 0
onde @ ¢ o vetor de residuos da regressio por minimos quadrados ordindrios, W ¢é a
matriz de contiguidade espacial, 1 é o niimero de observagoes da amostrae s ¢ um fator
de padronizagao igual a2 soma de todos os elementos da matriz W. A partir da estatistica
1, pode-se construir um teste para a hipétese nula de presenca de independéncia espacial.

Por sua vez, a especificagao da hipétese alternativa nio ¢ tao simples.

A distribuigao assintdtica para a estatistica / foi derivada por Cliff e Ord (1972).

Dessa forma, considere-se

__I-E® ,
iy (25)
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onde E(I} e \’m sdo respectivamente a média e a variincia assintdtica da estatistica
I de Moran. Sob a hipétese nula, a distribuigao da estatistica z; pode ser estimada via
simula¢coes de Monte Carlo. Quando a estatistica I ¢ construida a partir dos residuos
if, a rejei¢ao da hipdtese nula implica em evidéncias de que hd autocorrelagio espacial
no modelo de regressao. A partir dai, o analista pode recorrer a um dos modelos

paramétricos discutidos na se¢ao 2, na se¢io 4 ou na seg¢io 5.

4.2 TESTE DE KELEJIAN-ROBINSON

Kelejian e Robinson (1992) propuseram um teste com o mesmo objetivo do teste / de
Moran. No entanto, diferentemente do teste / de Moran, o teste de Kelejian-Robinson
nao pressupde normalidade da varidvel sendo testada (a varidvel observada ¥: ou os
residuos i; da regressao). Portanto, o teste de Kelejian-Robinson é mais robusto  nio
normalidade dos residuos ou da varidvel observada, sendo mais apropriado quando a

hipétese similaridade ao padrao gaussiano seja questiondvel.

O teste de Kelejian-Robinson tem como pressuposto inicial

CC‘E"{E;'F E_,"} =g;; = E:J.-ﬂ' (26)

-+ b

onde Z;; ¢ um vetor 1 x g de covaridveis, tipicamente tomadas como fungdes das
varidveis explicativas originais para i e j, com i eJ sendo localidades “contiguas”
em um espaco geral de observagdes ordenadas. Por exemplo, Z;; pode ser construido a
partir de produtos cruzados dos elementos de ¥; e X;. O vetor Z;; nao necessariamente
possui a mesma dimensdao de X; (ou X;). O elemento & ¢é um vetor g x 1 de
parimetros, indicando o quanto os componentes de Z;; podem explicar a covaridncia
entre os residuos. Intuitivamente, a auséncia de autocorrelagao espacial poderd nao
produzir relages significativas entre Cov{e;, ;) e Zi;, resultando em estimativas nao

significantes para os coeficientes no vetor @ .

A hipétese nula é entdo construida como Hg:er = 0 em (24). Dada uma amostra
de tamanho n , seja ¢ um vetor de dimensdes h, % 1 , contendo as covaridncias &;;’s
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nao nulas' (por construgao) para todo i < j . O teste é implementado regredindo-
se os hy produtos cruzados &;; = 1i;il; dos residuos versus os vetores Z;;, para todo
I<j,comi el poligonos vizinhos. Seja entdo a matriz Z, com dimensao h, X q ,
construida a partir do empilhamento dos vetores linha Z;;, e seja & um vetor coluna,
com dimensao h,, x 1 , construido a partir do empilhamento dos valores de &;; = 1i;1i;.
Uma estimativa para & pode ser obtida via minimos quadrados ordindrios, resultando em

g=(z'zy 'z'¢

A partir da estimativa &, pode-se construir a estatistica teste de Kelejian-
Robinson, dada pela expressao

g4, (27)

= 1 . . T . . =
onde @* éum estimador consistentede 5%, e 5% éavariincia para o residuo da regressao

de &;; = 1i;1i; versus £;;. Uma estimativa para ¢* pode ser dada, por exemplo, por

[E-z&yeE-zan

5‘
h,,
. &'é . 2
Sob a hipétese nula, tem-se que - converge em probabilidade para 7*. Pode-se

mostrar entao que uma forma alternativa para a estatistica teste é dada por

Lol AV
ER = hi#
" [ A2 ) (28)

Sob a hipétese nula de auséncia de dependéncia espacial, a estatistica KR possui

distribui¢o assintdtica qui-quadrada, com g graus de liberdade.

10. Nesse caso, as covariancias ndo nulas sdo aquelas para as quais os poligonos i e jsdo vizinhos, de acordo com a
definicdo de vizinhanga utilizada para a anélise.
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4.3 TESTES ASSINTOTICOS A PARTIR DE ESPECIFICACOES PARAMETRICAS

Nas secoes 3.1 e 3.2, foram discutidos dois procedimentos de testes estatisticos para
presenca de dependéncia espacial, os quais nao dependem de uma especificagao
paramétrica para a forma de autocorrelagao no espago. Nesta se¢io, serdo revisitados os
modelos discutidos na se¢do 2, para se construirem outros procedimentos de testes, a
partir de especificagbes paramétricas. De forma geral, os procedimentos discutidos sao
obtidos a partir de trés metodologias tradicionais, empregadas para testes de hipéteses

em geral. Estas metodologias sao:

7) teste de Wald;
i1) teste da razdo de verossimilhanca (likelihood ratio — LR); e

iii) teste dos multiplicadores de Lagrange (Lagrange multipliers — LM).

4.3.1 Principios gerais
Os testes de Wald, LR e LM sao baseados nas propriedades dos estimadores de méxima
verossimilhanca."" Mais especificamente, estas propriedades partem do pressuposto de
normalidade assintdtica dos estimadores. Formalmente, seja & um vetor de parimetros
e 8 suas respectivas estimativas por mdxima verossimilhanca, satisfazendo a convergéncia

em distribui¢ao
VAL (6~ 85) NGO, 160,

onde &, ¢é o valor real do pardmetro no modelo (assumindo um modelo corretamente
especificado), o elemento I, () éa matriz de informagao de Fisher para uma observagio,
en ¢ o ndmero de observagoes na amostra. Considere-se entao que o conjunto de

hip4teses, sobre os parAimetros do modelo a serem testadas, pode ser escrito da forma

Ho:g(6g) = 0
H.:g(6,) = 0

11. O teste de Wald pode ser utilizado em outros contextos que ndo o de estimacdo via maxima verossimilhanca.
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onde g, g:R* > R7, ¢ uma fungio linear ou nio linear do vetor de parimetros
6 € @ ¢ ®=. Considerem-se, por exemplo, os modelos SAR ou SEM, vistos na se¢io
2. Como casos especiais de testes de hipdteses para os modelos paramétricos, tém-se
os testes individuais dos parimetros de autocorrelagao espacial: Hy: o = 0 no modelo
SAR, ou Hyg: A =0 no modelo SEM.

Os testes de Wald, LR e LM sao baseados nas distdncias das estimativas para o
modelo irrestrito e as estimativas satisfazendo as restri¢des impostas pela hipStese nula.
Por exemplo, se o vetor de pardmetros § ¢ particionado em dois vetores distintos, da
forma 8" = [£;. 8z], e a hipdtese nula pode ser escrita da forma Hy: 8, = 0, a estimativa
6, de & no modelo restrito consistird das estimativas para §; concatenada com todos
os elementos de 8, iguais a zero. A estimativa irrestrita &, ¢ a estimativa do vetor
completo & . Os testes serao entao baseados na medida da diferenca entre as estimativas
do modelo completo 8, e o vetor restrito &,.. Intuitivamente, se a distAncia entre os dois
resultados é muito grande, a hipétese nula ¢é rejeitada.

Para a realiza¢ao dos testes é necessdrio estimar:

i) Wald: apenas o modelo completo (irrestrito);
i7) RV: 0 modelo completo (irrestrito) e o modelo restrito (sob a hipétese nula); e
iii) LM: apenas o modelo restrito (sob a hipétese nula).

A seguir se fard uma discussao um pouco mais detalhada dos trés tipos de
testes. Dadas certas condi¢oes de regularidade, e assumindo-se que a hipétese nula ¢
verdadeira, as estatisticas testes comumente empregadas para os trés procedimentos
possuem distribui¢io assintética qui-quadrada ¥3 , com nimero de graus de liberdade
iguais a ¢ (dimensao da fungao vetorial g(-)).

4.3.2 Teste de Wald

O teste de Wald pode ser expresso na forma geral

W= g(6,) 168612 g, (29)

com gl+) um vetor g x 1 das estimativas obtidas por mdxima verossimilhanga dos
pardmetros irrestritos, & uma matriz de derivadas da fun¢io g6} e I uma estimativa

consistente da matriz de variincias e covaridncias do estimador do vetor de pardmetros &,, .
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Considere-se, por exemplo, o modelo espacial SARMA, com residuos
homoceddsticos, com um pardmetro de autocorrelagao igual a 2 , e suponha-se que hd
interesse em testar se este parametro ¢é igual a zero. Para isso, pode-se escrever a hipétese

nula como
Ho:[1,0[e. 5. o3 =p=0

d . . :
A derivada G = E[l,ﬂ’][p.;? 4,31 =[1,0'], e chega-se entdo a

-

T

T
i1
11 ,

W = sIL01E[L,01Y 25 =

1y

onde Z;; ¢ o primeiro elemento da diagonal principal da estimativa I.

4.3.3 Teste da razao de verossimilhanca

Considere-se 0 modelo paramétrico indexado pelo pardmetro & € 1 . A partir de uma
amostra de tamanho n , constréi-se a fungao de log-verossimilhanga, como fungio de
& . Seja I{8,) o valor da fungio de log-verossimilhanga, computada no ponto & = E‘H ,
e seja 1{f,) o valor da fungao de log-verossimilhanga, computada no ponto & = 6, .

Conforme discutido anteriormente, &, ¢ a estimativa irrestrita do parimetro & ,

g, = argmaxlid),

- Asi

e &, ¢ a estimativa do pardmetro § , impondo-se a restrigao correspondente a hipétese

nula, de forma que g{8} = 0 . Ou seja,

§, =arg max  [(&)
fel. st gl B 1=0

A estatistica do teste da razao de verossimilhanga ¢ dada por

LR = 2[1(6,) - 1(6,.). (30)
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Sob a hipétese nula, e assumindo certas condigbes de regularidade, tem-se
T
LR—yz . Considerando-se novamente o modelo SARMA, pretende-se testar a hipStese

nula Hy:p = 0 . A funcio de log-verossimilhanga do modelo irrestrito tem expressao
) ) 1 .
5. %,2.5) = =3 og2m) = T10g(a™) + loght — 2151+ Logl — Wl = =0 — AU — AWy — XA — WM — AWy — XD,

enquanto a fun¢io de log-verossimilhanca do modelo restrito ¢ dada por

n n 1 - .
Mo, 2. ) = - log(2m) - loglo™) + logl! — AWl + loghl = - — (U — AWy — XFNT LT — AWy — X1,

A estatistica teste é dada por LR = l{p, ¢, 4, 5} — {3, A, 5}, e tem distribuigao

assintdtica f1 .

4.3.4 Teste dos multiplicadores de Lagrange

O teste dos multiplicadores de Lagrange, também conhecido como teste do escore, é
baseado na abordagem de otimizagao, mais precisamente, nas condigdes de primeira

ordem da fun¢do lagrangiana da fun¢ao de log-verossimilhanga

F(8Y = 1(E) 4+ ngld),

onde n ¢ o vetor dos multiplicadores de Lagrange correspondendo as g restri¢oes em
(8} =0 . A estatistica deste é dada por

LM = g6, ) G g6

onde {8z ¢ o vetor escore do modelo restrito calculado sob a hipétese nula. [f (55-)]
¢ a matriz de informacao de Fisher calculada sob a hipétese nula. A estatistica LM terd

distribuicdo ¥3 .

4.3.5 Teste dos multiplicadores de Lagrange no modelo SEM

No caso do modelo de erros espaciais (SEM), os residuos sio modelados na forma
u=AWu+¢€ , e, para se testar a hipétese de auséncia de autocorrelagio espacial, o

interesse reside em se testar a hipétese nula de que 2 = 0 . Das trés abordagens de testes
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(Wald, razao de verossimilhanc¢a e multiplicadores de Lagrange), a mais conveniente é a
abordagem dos multiplicadores de Lagrange, uma vez que ela requer apenas a estimagao
do modelo restrito. Neste caso, a partir da estimagio dos coeficientes da regressao via
minimos quadrados ordindrios, e das estimativas para os erros da regressao, dados por

o~ R T ;. —
i=y—X{X'X) "X’y , pode-se mostrar que a estatistica teste tem expressio

Iz W
T Tg4

; (31)

ondeT = traco[(W' + W )W].CasoamatrizI¥’ sejasimétrica (.., W' = W), obtém-se
T =n—1 . Computacionalmente, os testes de Wald e da razio de verossimilhanca
s30 mais complexos, uma vez que é necessdrio o cdlculo das estimativas de mdxima
verossimilhanca sem a restricdo sobre o parimetro 4 . A estatistica teste em (29)
converge assintoticamente para uma distribui¢io qui-quadrada com um grau de
liberdade. Note-se que o teste dos multiplicadores de Lagrange constitui-se em um
procedimento simples para se testar a hipStese de auséncia de dependéncia espacial nos

erros da regressio.

5 ESTIMACAO VIA MiNIMOS QUADRADOS DE DOIS ESTAGIOS

Os modelos apresentados na se¢ao 2 tratam de situagdes nas quais nao hd varidveis
enddégenas no lado direito da equagio, de forma que a estimagio via mdxima
verossimilhanga fornece estimativas consistentes para os parimetros do modelo.
No entanto, em muitas situagdes, principalmente quando se tem o objetivo de identificar
relagdes de causalidade entre determinadas politicas, o problema de endogeneidade
aparece nos modelos espaciais, surgindo a necessidade de se utilizarem abordagens que
estendam, por exemplo, os estimadores de varidveis instrumentais para situagdes com
dependéncia espacial. Kelejian e Prucha, em diversos artigos,'? exploraram este problema,

e propuseram o estimador espacial de minimos quadrados de dois estdgios (S2SLS).

12. Ver Kelejian e Prucha (1997; 1998; 2002; 2007; 2009), e Kelejian, Prucha e Yuzefovich (2004).
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Entre as caracteristicas da abordagem de minimos quadrados espaciais de dois
estdgios de Kelejian e Prucha, podem-se citar: 7) visa a estimagao de modelos de regressao
linear, com um termo de /ag espacial da varidvel resposta do lado direito da equagio;
ii) permite a estimagdo de modelos com regressores enddgenos; 777) os coeficientes
(inclusive o coeficiente do termo de /ag espacial da varidvel resposta) sao todos estimados
porintermédio do procedimento de minimos quadrados de dois estdgios; 7v) o coeficiente
de lag espacial da varidvel resposta tem como instrumento, para resolver o problema de
endogeneidade, os /ags espaciais dos regressores exégenos; e v) o procedimento permite
a incorporagio de corregoes para a presen¢a de heteroscedasticidade e autocorrelagio

espacial residual nos termos de erro da regressao estimada.

Para fazer a exposi¢ao de metodologia de minimos quadrados espacial de dois

estdgios, considere-se a equagao geral a seguir:

v=pWyv+Yv+ XG5 +u, (32)

onde y é um vetor coluna contendo asn observagdes empilhadas para a varidvel resposta,
2 ¢ o coeficiente do lag espacial da varidvel resposta, W é uma matriz de vizinhanga,
Y ¢é uma matriz com regressores endégenos, o vetor v ¢ um vetor de coeficientes dos
regressores enddégenos, X é uma matriz com os regressores exégenos, o vetor § ¢é o vetor
com coeficientes dos regressores exdgenos, o vetor # ¢ um vetor coluna, de dimensao
n%1 com os residuos do modelo. Escrevendo-se a equagao (32) de forma mais concisa,

comZI =[Wy ,¥ W], r =[s,v, 87, tem-se

v=Zy+u

SejaH uma matriz com observagoes das varidveis instrumentais para os regressores
enddgenos em ¥ . Os instrumentos para a varidvel endégena Wy sio dados pelos /ags
espaciais dos regressores exdgenos WX . A matriz com todas as varidveis instrumentais

pode ser entao representada como:

Q = [X, WX, Hl.

O estimador de minimos quadrados espacial de dois estdgios (spatial two stage

least squares — S2SLS) tem expressao
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Pseses = [2'Q(Q'Q)71Q'Z] 2/ QQ' )2y . (33)

Na auséncia de heteroscedasticidade e autocorrelagao espacial dos residuos, um
estimador para a varidncia assintética dos estimadores é dada por:

Ly

f528

s = EZQEI QT 34)
com &% = (y—Zy S25L5)y (v — Zy" 525L5) /n .

Na presenca de heteroscedasticidade dos residuos, uma estimativa robusta para a
matriz de variincia assintdtica tem expressao

£ _=F@mﬁﬁﬂ@4ﬂ’ (35)

FE25LE

onde @'Q¢ = @5¢ ¢S5 ¢ uma matriz diagonal contendo o quadrado dos residuos
da equacio estimada via S2SLS. Na presenca de heteroscedasticidade e autocorrelagao
espacial, pode-se utilizar um estimador robusto (HAC). Para isso, ¢ preciso estimar

W=0 0  Uma forma para esta estimativa ¢ dada por

- 1 - Hl-'rd;'.-\'-l
W, . =— QiU UK | — |,
Yre = = E E TirGustt iU K| |
=
]

onde ;- sdo elementos da matriz 0 , e @i ¢ o vetor de residuos da equagio
d. .

estimada via S2SLS. O termo K ( ) ¢ uma fungao kernel (que é uma fun¢io
d

de densidade, com integral igual a 1). Algumas alternativas para as fung¢oes kernel

estao apresentadas na tabela 1.
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TABELA 1
Alguns tipos de kernel a serem utilizados no estimador HAC para a matriz de
covariancia assintotica do estimador S2SLS

Tipo de kernel Expressao
Kernel triangular ou de Barlett K (E) — [1 - (E)] w [
d d [a:j=4]
Kernel de Epanechnikov K (ai-".) — [1 - (E) ] w ]
d d [a:j=4]
Kernel biquadrado I5"‘:'_." df_." T
(bi-squared kernel) H( 4 ) = [1 — (?) ] b4 "r[r.'.l-_;-Et.']

Elaboracdo dos autores.

Na expressao na segunda coluna da tabela 1, o valor d corresponde 2 distAncia
entre os poligonos (ou demais entidades localizadas em um espaco de coordenadas)
i eJ.AdistAncia d ¢ uma distincia mdxima de corte. Pode-se escolher @ com um
valor fixo para todas as observagoes, ou d varidvel, de forma a considerar um niimero
fixo de vizinhos mais préximos de cada observagio i (podem-se escolher distincias
varidveis, de forma a incluir os 40 vizinhos mais préximos, por exemplo, de cada
observagdo). A partir da equagio anterior para W = Q'E() , pode-se escrever a varidncia
assintética, robusta a heteroscedasticidade e a autocorrelagao espacial nos residuos, para

os estimadores S2SLS, com a expressao

— N — . . —q -~ . - . , . —1

I [{Z”-z'?} 'z Q(Q'Q) 14,{{? Q) 1'9'2'-.2&213:' ] (36)
onde Z;Z, = Z'Q(Q'Q) ¢’z .

A corregao dada pela expressao (36), para contabilizar para desvios em relagao a
hipétese de homocedasticidade e auséncia de correlagao entre os residuos da regressao,
baseia-se no trabalho de Conley (1999), que propde um estimador robusto para corre¢ao
da matrix de variAncia assintética no contexto de método de momentos generalizados.
Na préxima se¢ao, faz-se uma discussao especificamente sobre a abordagem de Conley,
a qual se mostra bastante flexivel, permitindo estimar modelos com especifica¢des nao
lineares. Nesse contexto, serd discutido, por exemplo, como a abordagem GMM de
Conley pode ser utilizada para estimar modelos probit, logit etc., quando hd correlagao

espacial entre as observagoes.
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6 METODO DE MOMENTOS GENERALIZADO COM CORRECAO
PARA DEPENDENCIA ESPACIAL

Nesta se¢do, apresenta-se uma discussio sobre o procedimento de Conley (1999),
por meio do qual se permite a estimagdo de modelos gerais via método de momentos
generalizados, na presenca de autocorrelagio espacial nas observagdes. Entre as
vantagens deste procedimento, podem-se citar: 7) conta com a flexibilidade da estimagao
via GMM; 74) possibilita a estimagio de modelos com especificacdes nao lineares;
iii) apresenta uma extensao, para o caso espacial, da estimag¢ao nao paramétrica da
matriz de variincia, inicialmente proposta, para dados com dependéncia temporal, por
Newey e West (1987); e iv) possibilita a estimagao de sistemas de equagoes.

Para simplificar a exposi¢ao, serdo considerados apenas modelos uniequacionais.
Considere-se entdo a forma geral do modelo de regressao (linear ou nao linear)

yi =mlx, B +u;. (37)

O termo u; ¢é um termo de erro que possui média zero. O vetor x; é um vetor
de varidveis explicativas, e § corresponde a um vetor de parAmetros desconhecidos do
modelo. Assume-se que pode haver endogeneidade em algumas das varidveis do lado
direito da equagdo. Considere-se entdo um vetor de instrumentos Z; . No caso de nao
haver endogeneidade, o vetor de instrumentos é exatamente o vetor de covaridveis; ou

seja, Z; = x;.

A partir do vetor de varidveis instrumentais, podem-se entao escrever as condigoes
de momento (momentos populacionais)
A .E‘["ll_:' b 4 _.7_-:] = E[[:!-‘: —m I:-x-;'.l_lﬁ :I] x Zf] =0 (38)

Para prosseguir a estratégia de estimagao, substituem-se os momentos

populacionais por seus equivalentes amostrais, obtendo-se

1e -
— ¥ [[vl; —mix, 5] z; =0.
n;'h" Wx, fi] = (39)
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Assumindo-se algumas condi¢bes de regularidade, quando o nimero de
coeficientes ¢ exatamente igual ao ndmero de instrumentos, diz-se que o modelo ¢é
exatamente identificado e é possivel encontrar um vetor i de coeficientes para o qual a

igualdade acima ¢ satisfeita. "

No entanto, quando a dimensio de 2; ¢ maior que o ndmero de coeficientes, a
probabilidade de se obter uma amostra para a qual a igualdade seja exatamente satisfeita
é zero (conjunto de medida nula). Uma alternativa é encontrar o vetor § que minimiza

a forma quadrdtica

P
"

1v. - I -
J(5) = [EEL[}_: —mix;, 511 x z;-] H-'[— vl —mix, 8] x z|.

Tl.'
A matriz @ é uma matriz positiva definida qualquer. O estimador GMM é definido
como

By = argmin J(f5)
fed

Pode-se mostrar que o estimador GMM ¢é consistente (supondo-se que as devidas
condigdes de regularidade sao satisfeitas). Eficiéncia é obtida utilizando-se a matriz

Stima W = (3”1, onde

Q= Cov[I[y]; —m(x, 1] = z].

Na prdtica, quando nao hd dependéncia entre as observagoes, pode-se estimar £}

por intermédio da expressao

A . . . ,
Q= HZ[LU’_:‘ —m(x;, B)] x 21 x [[[v]; —m(x;, )] x z]". (40)
.':1

13. Ver Hamilton (1994) e Matyas (2008).
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No entanto, quando hd possiveis dependéncias entre as observagoes para os vetores
correspondentes as condi¢oes de momento, o estimador supracitado para (3 nao é mais
vélido. No caso de as observagdes para ¥:, ¥; e Z; acontecerem em perfodos discretos
de tempo igualmente espagados, Newey ¢ West (1987) propéem uma corre¢io nao
paramétrica e robusta para o estimador Q. Este estimador foi revisitado em Andrews

(1991) e Andrews e Monahan (1992).

Conley (1999) propds um estimador robusto tanto a heteroscedasticidade quanto
autocorrelagao espacial, no caso de dados cross-section, espacialmente distribuidos,
seguindo os mesmos principios que Newey e West (1987). De maneira geral,

o estimador proposto por Conley tem expressao

=—ZZH*1‘ D® DT —mix, f1 < 21 < [IDT; —mlx B)] x 2] (4D)

i=1j=1

onde

o Dy (i, Dy (‘ J)
K(!.j}=[1— ] [ ] para Dy(.)< Ly e Dy(.j)< Ly,

e K{i,j}=0, caso contrarlo O Valor Dy{i,j} corresponde a distincia honzontal
entre unidades e j, o valor Di-{i,j} corresponde a distincia vertical entre I

e j, Ly é a distincia de corte horizontal, e Lir é a distincia de corte vertical.
Em geral, a minimizagao de J{5} nio resulta em uma solugao explicita, devendo ser
feita via algoritmos numéricos. Uma excegao ocorre no caso de modelos lineares; neste
caso, o estimador GMM pode ser escrito em forma fechada, sem haver necessidade de

minimiza¢ao numérica.

A flexibilidade da estimagao via GMM, na formulagao v; = m{x;, 5} + £; , permite
o tratamento de modelos nio lineares, com formula¢des paramétricas comumente
encontradas na literatura. A tabela 2 apresenta alguns exemplos de modelos que podem
ser incorporados na formulagao GMM. Pode-se entao proceder com a abordagem de

estimagao, corrigindo, por exemplo, para problemas de dependéncia espacial.
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TABELA 2
Exemplos de modelos paramétricos enquadrados na formulacdo GMM, que podem ser
estimados corrigindo-se para dependéncia espacial

Modelos paramétricos Formulacéo
Modelos lineares m {x_.”-?} = x;ﬁ
e¥if
Modelos /ogit i {X:,ﬁ} = —
- fi
14e%i"
Modelos probit m {x_.J J-E} =i x: TJIE}
Modelos complementary log-log mix., 5= E,-YE g
o irh
Modelos exponenciais m {x_-”-?} =1- EKI}I:. _ EKI:”:. x’irj"'j I I

Elaboracdo dos autores.

Uma vez estimado o vetor de coeficientes f§ , pode-se proceder com o
processo de inferéncia a partir da matriz de covariancia dos estimadores, estimdvel

a partir da expressao

i -1

— 1w d 1|l g
Var(§) =41 — > [ = £z ) Q=2 = X Z;
. (’ ) e IﬂZﬂ AT —mix, 5 ) n&s o Wl —mix, 5] .-l

Quando o0 modelo é exatamente identificado, com nimero de instrumentos igual
a0 ndmero de parimetros, a minimizag¢ao da forma quadrdtica [{5} resultaem J{f} =0 .
Quando o modelo ¢ sobreidentificado, pode ser testada a validade das condigdes de

momento, utilizando-se a estatistica de Hansen (1982)

1. - I R
f:n x [EZ'_I:[}‘_:' _?nl:x:'u'?:l] x Zi:l 0 I:EZ'_E[}‘_:' _??U:.X';'”'E:'] x Z:':' : (42)

Sob a hipétese nula de validade dos instrumentos, pode-se mostrar que a
estatistica / em (42) tem distribuicio assintdtica qui-quadrada, com k—g graus de

liberdade, sendo @ o nidmero de coeficientes e ¥ o nimero de condi¢bes de momento.
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7 COMENTARIOS FINAIS

Este texto apresenta uma discussao sobre alguns dos modelos econométricos comumente
utilizados para modelagem de dados espaciais. Os modelos apresentados estariam
mais adequados para estudos empiricos seguindo as abordagens experimentalista
e descritiva, nas quais o objetivo ¢ identificar efeitos causais de uma determinada
politica, ou encontrar relagdes entre varidveis econdmicas. De fato, o estimador de
minimos quadrados de dois estdgios, de Kelejian e Prucha, e o estimador de método
de momentos generalizado, de Conley (ambos discutidos neste estudo), permitem
a estimagao de parimetros na presenga de varidveis enddgenas do lado direito da
equagio, contabilizando e/ou corrigindo para a presenca de autocorrelagio espacial
nos residuos do modelo. Mesmo nao tratando diretamente a abordagem estruturalista,
as ideias apresentadas neste texto fornecerdo ao leitor uma nogio dos procedimentos
para estimagao com dados com presencga de dependéncia especial, o que poderd ser util

para a estimagao de parimetros estruturais em modelos microfundamentados.

Dado o grande avango recente na literatura de andlise de dados espaciais,
optou-se por apresentar apenas alguns dos métodos mais comumente utilizados,
de forma a transmitir ao leitor uma ideia bdsica, mas clara, dos fundamentos da
estimag¢do de modelos econométricos com dependéncia espacial. Nao foram
cobertos modelos para dados de painel,'"* mas apenas para dados cross-section. Outro
tépico de extrema importincia na andlise de dados espaciais, que nao foi tratado
aqui, s20 os modelos estimados via abordagem bayesiana. O leitor poderd encontrar
boas exposi¢oes em Banerjee, Carlin e Gelfand (2004), Schabenberger ¢ Gotway
(2009), e Tanner (1996), entre outros.

14. Ver, por exemplo, Elhorst (2003), Druska e Horrace (2004), e Egger, Pfaffermayr e Winner (2005).
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