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SINOPSE

Este texto apresenta uma discussão sobre diversos modelos econométricos para 

estimação de modelos paramétricos na presença de dependência espacial, com dados 

cross-section. O foco inicial são modelos de dependência espacial com lags espaciais da 

variável resposta ou lags espaciais do resíduo, com estimação dos parâmetros feita via 

máxima verossimilhança. Uma análise crítica destes modelos é apresentada em seguida, 

além de se discutirem testes para detectar presença de dependência espacial. Finalmente, 

discutem-se métodos de estimação mais robustos, os quais permitem a contabilização 

de endogeneidade em algumas das variáveis explicativas. 

ABSTRACTi

This paper presents a discussion on several econometric models for estimating parametric 

models in the presence of spatial dependence with cross-section data. Initially, we cover 

models for spatial dependence with spatial lags of the response variable and spatial lags 

of the residues, and estimation is accomplished by maximum likelihood. A critical 

analysis for these models is also presented, followed by a discussion on tests for spatial 

dependence. Finally, we present a discussion no more robust estimation methods, 

allowing for endogeneity in some of the explanatory variables.

i. The versions in English of the abstracts of this series have not been edited by Ipea’s editorial department.
As versões em língua inglesa das sinopses (abstracts) desta coleção não são objeto de revisão pelo Editorial do Ipea.
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1  INTRODUÇÃO

Nas últimas décadas, um conjunto cada vez maior de ferramentas analíticas para 

tratamento de dados espaciais tem surgido na literatura especializada. Estas ferramentas 

têm auxiliado pesquisadores em diferentes campos da ciência a lidar com a crescente 

disponibilidade de bases de dados georreferenciados. De fato, diferentemente de 

séries temporais macroeconômicas, por exemplo, uma base de dados totalmente nova 

e detalhada, com dados cross-section espaciais, pode surgir de um ano para o outro. 

Além disso, o crescente desenvolvimento de dispositivos de coleta e armazenamento 

de dados geográficos tem contribuído para a construção de inúmeras bases de dados 

com componentes espaciais. 

Apesar de todo o avanço ocorrido nas décadas recentes, ainda há um grande terreno 

a ser explorado em termos de ferramentas para dados geograficamente localizados. 

Os avanços esperados para os próximos anos têm a ver tanto com a formalização de 

resultados matemáticos, quanto com avanços mais conceituais sobre a aplicação dos 

modelos que vêm sendo utilizados até o presente momento. Uma discussão sobre 

tópicos de natureza mais conceitual pode ser encontrada, em Pinkse e Slade (2010), 

Holmes (2010), e McMillen (2010).

Holmes (2010) apresenta uma discussão interessante sobre os três tipos 

básicos de abordagem para estudos empíricos em análise de dados espaciais. As três 

abordagens discutidas são: i) abordagem estruturalista; ii) abordagem experimentalista; 

e iii) abordagem descritiva. Um entendimento destas três abordagens é importante, para 

que os pesquisadores possam identificar em quais das três um determinado trabalho 

empírico se situa, de forma que as vantagens e as limitações do trabalho fiquem mais claras. 

Na abordagem estruturalista, o exercício empírico parte de um modelo econômico 

totalmente especificado, com base em uma teoria geralmente microfundamentada. 

O objetivo do exercício é estimar parâmetros estruturais do modelo (deep model 
parameters), relativos a preferências e/ou tecnologias. A partir do modelo estimado, 

é possível simular impactos de políticas, inclusive políticas que ainda não foram 

implementadas. Na literatura de organização industrial mais recente,1 os modelos 

1. Ver Berry, Levinsohn e Pakes (1995; 2004), Nevo (2001), Petrin (2002) e Ackerberg et al. (2007)
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microfundamentados estimados permitem, por exemplo, avaliar a priori o impacto da 

fusão de duas empresas. Apesar de a abordagem estruturalista estar mais desenvolvida 

para pesquisas em organização industrial, pesquisadores em economia política (EPPLE

e SIEG, 1999) e economia do trabalho (KEANE e WOLPIN, 1997; ECKSTEIN e 

WOLPIN, 1999) já começaram a utilizá-la. 

A abordagem experimentalista surgiu inicialmente na literatura de economia 

do trabalho. Nesta abordagem, o interesse principal é a identificação do efeito causal 

de uma determinada política (efeito tratamento). Ao invés de se preocupar com a 

especificação de um modelo teórico, a ideia básica é encontrar experimentos naturais 

ou instrumentos válidos para a identificação de causalidade de políticas que já 

foram implementadas. Para maiores detalhes, o leitor pode recorrer a manuais como 

Angrist e Pischke (2009) ou Cameron e Trivedi (2005). Nesse contexto, métodos 

de estimação do tipo mínimos quadrados de dois estágios, ou de forma mais geral, 

métodos de momentos generalizados, têm um papel muito importante. Outro 

procedimento comumente empregado é a regressão de descontinuidade (HAHN,

TODD e VAN DER KLAAUW, 2001).

Ao contrário das duas abordagens anteriores, a abordagem descritiva não tem por 

objetivo quantificar o efeito causal de determinadas políticas. Em geral, os artigos que 

utilizam a abordagem descritiva se iniciam com uma discussão da teoria econômica, que 

pode estar ou não embasada em modelos matematicamente fundamentados. A partir de 

regressões e outros indicadores estatísticos, os autores buscam encontrar evidências nas 

relações entre as variáveis que possam corroborar uma determinada teoria (possivelmente, 

em detrimento de teorias alternativas). As regressões em geral correspondem a formas 

reduzidas de equações estruturais mais completas. Uma das limitações desta abordagem 

é que, além de não permitir inferências causais, ela também está sujeita à crítica de 

Lucas. Dessa forma, alterações no regime econômico podem incorrer em alterações nos 

parâmetros do modelo, tornando a utilização dos modelos reduzidos menos críveis do 

ponto de vista de simulações a priori de impactos de políticas.2

A maioria dos estudos em economia regional e urbana segue a abordagem descritiva. 

Nos últimos anos, têm surgido estudos que utilizam a abordagem experimentalista 

2. Ver Hendry (1995).
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para avaliação de políticas. Por sua vez, a utilização da abordagem estruturalista pode 

trazer vários benefícios para a economia regional, dada a dificuldade de se encontrar 

bons instrumentos ou bons experimentos naturais. Uma das dificuldades na utilização 

da abordagem experimentalista em economia regional é a disponibilidade de dados 

(comparando-se ao número de observações de estudos em economia do trabalho, por 

exemplo). Uma sugestão para o uso da abordagem experimentalista em economia 

regional e urbana é a utilização de dados em nível de firmas, por exemplo, ao invés de 

dados em nível de municípios. 

A utilização da abordagem estruturalista para economia regional ou urbana deve 

se iniciar com a construção de um modelo teórico (o que pode não ser tão fácil como no 

caso de modelos de organização industrial). Por seu turno, a utilização de abordagens 

estruturalistas em economia regional poderia ser interessante para simulações de 

políticas públicas. No entanto, pouco tem sido feito neste sentido até agora.

Neste trabalho, apresenta-se uma discussão sobre alguns dos modelos econométricos 

comumente utilizados para modelagem de dados espaciais. De maneira geral, os modelos 

apresentados estariam mais adequados para estudos empíricos seguindo as abordagens 

experimentalista e descritiva. De fato, os estimador de mínimos quadrados de dois estágios, 

de Kelejian e Prucha, e o estimador de método de momentos generalizado, de Conley, 

permitem a estimação de parâmetros na presença de variáveis endógenas do lado direito 

da equação, contabilizando e/ou corrigindo para a presença de autocorrelação espacial 

nos resíduos do modelo. Mesmo não tratando diretamente a abordagem estruturalista, as 

ideias apresentadas neste texto fornecerão ao leitor uma noção dos procedimentos para 

estimação com dados com presença de dependência espacial, o que poderá ser útil para a 

estimação de parâmetros estruturais em modelos microfundamentados. 

Dado o grande avanço pelo qual a literatura em métodos estatísticos para dados 

espaciais tem passado nos últimos anos, não há interesse aqui em ser exaustivo em termos 

de metodologias discutidas. Pelo contrário, optou-se por apresentar apenas alguns dos 

métodos mais comumente utilizados, de forma a transmitir ao leitor uma ideia básica, 

mas elucidativa, sobre os fundamentos da estimação de modelos econométricos com 

dependência espacial. Nesse sentido, não serão tratados, por exemplo, dados de painel 

(vejam-se, entre outros, Elhorst, 2003; Druska e Horrace, 2004; Egger et al., 2005), 

mas apenas dados cross-section. Além disso, a abordagem será predominantemente 

frequentista. Apesar da simpatia em relação aos métodos bayesianos – principalmente no 
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contexto de dados espaciais –, para não se estenderem demasiado os autores preferiram 

ater-se aos procedimentos frequentistas. O leitor poderá encontrar boas exposições em 

Banerjee, Carlin e Gelfand (2004) e Schabenberger e Gotway (2009). 

Além desta introdução, este texto contém mais seis seções. Na seção 2, apresenta-

se uma discussão sobre os modelos econométricos espaciais para dados cross-section

provavelmente mais utilizados na literatura. Na seção 3, discutem-se algumas das 

críticas mais comuns aos modelos espaciais apresentados na seção 2. Na seção 4, são 

apresentados alguns dos testes mais utilizados para verificação da presença ou não 

de dependência espacial. As seções 5 e 6 discutem procedimentos de estimação para 

contabilizar para a presença de variáveis endógenas no lado direito da equação: a seção 5 

apresenta o estimador espacial de mínimos quadrados de dois estágios, e a seção 6 

apresenta o estimador de método de momentos generalizados, com correção para a 

presença de autocorrelação espacial. Comentários finais encontram-se na seção 7. 

2  MODELOS PARAMÉTRICOS PARA DEPENDÊNCIA ESPACIAL

Nesta seção, será feita uma discussão de alguns dos modelos paramétricos comumente 

utilizados em econometria espacial. A discussão se limitará a regressões com dados 

cross-section.3 Para modelos envolvendo dados de painel espacial, o leitor pode recorrer 

a Elhorst (2003), Druska e Horrace (2004), Egger, Pfaffermayr e Winner (2005).

2.1  MODELOS SAR

Um dos modelos mais comumente utilizados para modelagem de correlação espacial é o 

modelo autorregressivo espacial (spatial autorregressive model), ou simplesmente modelo 

SAR. A ideia dos modelos SAR é utilizar a mesma ideia dos modelos AR (autorregressivos) 

em séries temporais, por meio da incorporação de um termo de lag entre os regressores 

da equação. Na sua forma mais simples, o modelo SAR tem expressão:

3. Ver Anselin (1988), Anselin e Florax (2000), Anselin, Florax e Rey (2004), Lesage e Pace (2009), Lesage (1997 e 1999), 
e Pace e Barry (1997 e 1998).
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(1)

onde  é um vetor coluna, contendo n observações na amostra para a variável resposta 

, o coeficiente escalar  corresponde ao parâmetro autorregressivo, o termo 

corresponde a um vetor coluna contendo os resíduos  da equação. Por enquanto, 

considera-se que os resíduos  são independentes e identicamente distribuídos, com 

distribuição normal, média zero e variância homogênea . Um dos componentes 

presentes em uma grande quantidade de modelos espaciais é a matriz . Esta matriz é 

conhecida como matriz de vizinhança, e pode ser definida de diversas formas, o que traz 

críticas aos modelos espaciais utilizando  (muitos autores consideram as definições 

para  deveras arbitrárias; a este respeito, ver Pinkse e Slade, 2010).

Uma das formas mais comumente empregadas de definição da matriz  se 

dá por meio da identificação de vizinhos de primeira ordem. Considere-se que cada 

observação no vetor  esteja associada a um polígono e um sistema georreferenciado. 

Por exemplo, o vetor  pode corresponder a observações de uma determinada variável 

observada para cada município brasileiro, ou corresponder a observações de uma 

variável para cada setor censitário na cidade de São Paulo. Neste caso, o elemento 

da matriz  assume valor , caso os polígonos i e j sejam vizinhos, e ,

caso i e j não sejam vizinhos. A diagonal principal de  possui todos os elementos 

iguais a zero, por definição. 

Para identificar polígonos (municípios, setores censitários etc.) vizinhos, pode-

se considerar uma vizinhança do tipo queen, quando os dois polígonos possuem pelo 

menos um vértice em comum, ou pode-se considerar uma vizinhança do tipo rook,

quando os polígonos possuem pelos menos um lado inteiro em comum. Note-se que 

a vizinhança do tipo queen é menos restritiva que a vizinhança do tipo rook. Além 

da vizinhança de primeira ordem, podem-se utilizar vizinhanças de ordem maior. 

Na definição de vizinhança de segunda ordem, por exemplo, os polígonos i e j são 

vizinhos caso exista um outro polígono k, para o qual i e k sejam vizinhos de primeira 

ordem, e j e k também sejam vizinhos de primeira ordem. 4

4. Ver Lesage e Pace (2009).
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A matriz , com elementos 0 ou 1, é conhecida como matriz de vizinhança não 

normalizada, em contraposição à matriz  normalizada. A matriz  normalizada 

é construída a partir da matriz  original (não normalizada), dividindo-se todos os 

elementos de cada linha de  pela soma da linha. Portanto, a matriz  possui todas 

as linhas com soma igual a 1. Por sua vez, a matriz  original é simétrica, o que não 

vale para a matriz . O vetor  é conhecido como lag espacial. No caso de 

se utilizar a matriz de contiguidade normalizada, o vetor  corresponde a um 

vetor de médias simples das observações para a variável  dos vizinhos. A partir de agora, 

a matriz de contiguidade será referida simplesmente como , independentemente de 

ser uma matriz normalizada ou não normalizada. 

O modelo paramétrico em (1) contém, como parâmetros desconhecidos, o 

coeficiente  e a variância . A estimação do parâmetro  permite, por exemplo, 

inferir o grau de correlação espacial entre as observações . Além disso, testando-se 

a significância do parâmetro , tem-se um procedimento para inferir a presença ou 

não de dependência espacial entre as observações. A seguir, se discutirá o processo de 

inferência dos parâmetros do modelo em (1).    

Uma das primeiras sugestões para a estimação do coeficiente  é a utilização do 

estimador de mínimos quadrados ordinários. No entanto, quando o vetor de covariáveis 

(variáveis do lado direito da equação) é correlacionado com o resíduo da regressão, sabe-se 

que o estimador de mínimos quadrados ordinários é inconsistente. Esta correlação entre 

os resíduos e o regressor é observada no modelo em (1).5  Portanto, estimação via mínimos 

quadrados ordinários resultaria em uma estimativa inconsistente para o coeficiente 

Como alternativa, o analista pode utilizar estimação via máxima verossimilhança, 

que não sofre do problema de inconsistência do estimador de mínimos quadrados 

ordinários, devido à endogeneidade do regressor . Em linhas gerais, a estimação 

via máxima verossimilhança dos parâmetros  e  parte da distribuição normal 

multivariada para o vetor de resíduos  A partir de (1), pode-se escrever

5. Ver Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009).
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(2)

onde  é uma matriz identidade com dimensão n. Dado que  possui distribui-

ção normal multivariada, com média nula e covariância , então o vetor ob-

servado  possui distribuição normal multivariada com média nula e covariância 

. A partir desta matriz de covariância, pode-se escre-

ver a função de log-verossimilhança . Maximizando-se ,

obtêm-se os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo. 

Uma das dificuldades na estimação de modelos SAR (mesmo no caso mais 

simples, no qual não há covariáveis exógenas) é a necessidade de se realizarem 

operações com matrizes de grandes dimensões. No processo iterativo para obtenção 

do máximo da função , é preciso calcular o logaritmo do determinante da 

matriz , que possui dimensão n. Se o analista estiver fazendo uma aplicação 

com observações de setores censitários da cidade de São Paulo, por exemplo, o valor 

de n está em torno de 18 mil; portanto, a matriz  possui dimensão 18 mil 

por 18 mil. Felizmente, pela própria definição da matriz de contiguidade , pode-se 

tratá-la como matriz esparsa; ou seja, a grande maioria dos elementos de são nulos. 

Para matrizes esparsas, existe uma literatura bem desenvolvida sobre algoritmos que 

tornam o processo computacional mais eficiente.6  Portanto, apesar de a codificação 

do estimador de máxima verossimilhança não ser trivial (é preciso programar algumas 

rotinas para matrizes esparsas), o esforço computacional pode ser bastante reduzido. 

Uma vez dentro do arcabouço de estimação via máxima verossimilhança, pode-se 

recorrer a vários dos resultados para este tipo de estimador. Pode-se, então, testar a 

significância do parâmetro , utilizando-se o teste de Wald, o teste da razão de 

verossimilhança ou o teste dos multiplicadores de Lagrange. Testando-se a significância 

do parâmetro , se está implicitamente testando a presença de dependência espacial das 

observações para a variável .

6. Ver Davis (2006).
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O modelo SAR em (1) pode ser estendido, para incorporar variáveis exógenas no 

lado direito da equação, obtendo-se

(3)

onde a matriz  é uma matriz contendo as observações das variáveis exógenas. 

A dimensão de  é , sendo  o número de regressores. Cada linha da matriz 

 corresponde a uma observação na base de dados (um polígono, em um sistema 

georreferenciado). No caso de a regressão incluir um intercepto, a primeira coluna da 

matriz  possui apenas valores 1. O vetor  é um vetor coluna de coeficientes para 

as variáveis exógenas, e possui dimensão . O modelo em (3) é conhecido como 

modelo SAR misto. 

Da mesma forma que no SAR simples (equação (1)), a estimação dos parâmetros 

no modelo SAR misto via mínimos quadrados ordinários também produz estimativas 

inconsistentes, uma vez que o vetor de lags espaciais  é correlacionado com o 

vetor de resíduos . Novamente, pode-se utilizar máxima verossimilhança, a partir 

da hipótese de que o vetor de resíduos  possui distribuição normal multivariada com 

média nula e covariância . Pode-se então escrever 

(4)

e o vetor de variáveis observadas possui distribuição (condicional a ) normal 

multivariada, com média condicional 

, (5)

e matriz de variância condicional

. (6)

A partir da distribuição de , obtém-se a função de log-verossimilhança 

condicional  . Maximizando-se a função de log-verossimilhança em 

relação aos parâmetros do modelo, encontram-se as estimativas para os coeficientes 

e para a variância dos resíduos. Para uma discussão sobre o processo iterativo para 

estimação dos parâmetros do modelo SAR misto, podem-se consultar Anselin (1988) 

e Lesage e Pace (2009).
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2.2  MODELOS SEM

Da mesma forma que os modelos SAR partem da especificação de modelos AR para 

séries temporais, uma outra classe de modelos espaciais parte da especificação de 

modelos MA (médias móveis) para observações no tempo. Estes modelos espaciais são 

denominados modelos de erros espaciais (spatial error models), ou simplesmente SEM. 

Os modelos SEM possuem a seguinte especificação:

(7)

No caso, os resíduos da equação observada possuem uma estrutura autorre-

gressiva, da forma

(8)

O vetor de resíduos  possui distribuição normal multivariada, com média nula e 

matriz de covariância . O coeficiente escalar  indica a intensidade da autocorrelação 

espacial entre os resíduos da equação observada. Note-se que, ao contrário dos modelos 

SAR, os modelos SEM não apresentam a variável resposta como uma função direta dos 

seus lags espaciais. A autocorrelação espacial nos modelos SEM aparece nos termos de 

erro. 

Outra diferença dos modelos SEM em relação aos modelos SAR é que os coeficientes 

no vetor  podem ser estimados consistentemente via mínimos quadrados ordinários. 

De fato, a regressão em (7) pode ser vista como uma regressão linear com resíduos 

correlacionados. O estimador de mínimos quadrados ordinários produz estimativas 

consistentes, mas a matriz de covariância das estimativas  não será mais .

Devido aos erros correlacionados, a matriz de covariância de  é dada por 7

(9)

7. Ao longo deste texto, a expressão da forma  denotará o transposto do elemento em , onde   é uma matriz, um 
vetor coluna, um vetor linha, ou mesmo um escalar.
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onde . Note-se que a matriz 

depende do coeficiente  e da variância . A estimativa destes dois parâmetros pode 

ser obtida consistentemente a partir da estimação de um modelo SAR via máxima 

verossimilhança, conforme discutido no item anterior, para os resíduos .

Uma vez estimados os escalares  e , pode-se obter uma estimativa para a matriz de 

covariância de 

(10)

onde .

Sabe-se que, no caso de modelos lineares com regressores exógenos (que é o caso 

nos modelos SEM), com resíduos correlacionados, o estimador de mínimos quadrados 

ordinários é consistente, mas não é eficiente, havendo outros estimadores lineares que 

produzem variâncias menores.8  Especificamente para o modelo SEM, o estimador 

linear com variância mínima é o estimador de mínimos quadrados generalizados 

(generalized least squares – GLS), dado por

(11)

Na prática, não se conhece a matriz , uma vez que esta depende dos parâmetros 

desconhecidos  e . Utiliza-se então o estimador de mínimos quadrados generalizados 

executável (feasible generalized least squares – FGLS), com expressão

(12)

onde , com  e  estimativas via máxima 

verossimilhança do modelo SAR simples, a partir dos resíduos . Portanto, 

uma alternativa para a estimação dos parâmetros do modelo SEM é dada pelos passos:

8. Quando os autores se referem a variâncias menores, na verdade referem-se ao fato de que a diferença 
  é uma matriz positiva definida, onde   é um estimador linear mais eficiente do que o esti-

mador de mínimos quadrados ordinários.
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i) Obter a estimativa de mínimos quadrados ordinários .

ii) Calcular os resíduos .

iii) Estimar os parâmetros  e , via máxima verossimilhança, para o modelo SAR 

em , .

iv) Calcular a estimativa .

v) Obter a estimativa .

vi) Obter a estimativa para a covariância , .

Inferência para os coeficientes em  pode ser efetuada a partir da matriz 

. Note-se que a estimativa final para o vetor  não precisa parar no passo 

(v) acima. De fato, uma vez obtida uma estimativa , pode-se obter um novo 

vetor . Para este novo vetor , estimam-se novamente os parâmetros 

 e , repetindo-se em seguida os passos (iv) e (v). Este processo pode ser efetuado 

repetidamente até que os valores no vetor  atinjam a convergência. Finalizam-se 

então as estimações com o passo (vi).

Além das estimativas via mínimos quadrados ordinários (com correção da 

matriz de covariância das estimativas dos coeficientes) e das estimativas via mínimos 

quadrados generalizados efetuávels (FGLS), a literatura apresenta uma discussão sobre 

estimação dos parâmetros do modelo SEM via máxima verossimilhança. Combinando 

as expressões (7) e (8), obtém-se

(13)

onde possui distribuição normal multivariada com média nula e covariância .

Portanto, o vetor de variável resposta  possui distribuição normal multivariada com 

média condicional 

, (14)

e matriz de variância condicional

. (15)
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A partir da distribuição de , obtém-se a função de log-verossimilhança 

condicional . Maximizando-se a função de log-verossimilhança em relação 

aos parâmetros do modelo, encontram-se as estimativas para os coeficientes e para a 

variância dos resíduos. Para uma discussão sobre o processo iterativo para estimação 

dos parâmetros do modelo SEM, consultem-se Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009). 

Similarmente às estimações no caso de modelos SAR, a estimação de modelos SEM 

também envolve operações com matrizes esparsas. Novamente, utilizando-se rotinas 

mais eficientes para matrizes esparsas, o esforço computacional pode ser bem menor.

2.3  MODELOS SARMA

Finalmente, os modelos SEM e SAR podem ser combinados em uma especificação 

mais geral, seguindo a ideia nos modelos ARMA (autorregressive and moving 

average) para séries temporais. Os modelos SARMA (spatial autorregressive and 

moving average) têm uma especificação da forma

(16)

na qual os resíduos da equação observada possuem uma estrutura autorregressiva, da forma

(17)

As matrizes  e  são matrizes de contiguidade não necessariamente 

iguais. De fato, quando  = , o modelo é não identificado, e as estimativas para 

os coeficientes  e  podem resultar bastante instáveis, 9 a menos que a matriz de 

delineamento  contenha pelo menos uma variável exógena além do intercepto. 

Uma das críticas em relação à utilização dos modelos SARMA é justamente o fato 

de eles exigirem, em alguns casos, a especificação de duas matrizes de contiguidade 

diferentes. Em geral, a escolha de uma matriz de contiguidade é arbitrária; a escolha de 

duas matrizes diferentes implica um grau de arbitrariedade ainda mais criticável. 

9. Ver Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009).
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Estimação dos parâmetros do modelo SARMA pode ser feita via máxima 

verossimilhança. A partir das expressões (16) e (17), pode-se escrever 

.

Assumindo-se que  possui distribuição normal multivariada, com média zero e 

covariância , conclui-se que o vetor de observações para a variável resposta 

possui distribuição normal multivariada com média condicional 

, (18)

e matriz de variância condicional

. (19)

Utilizando-se a fórmula para a distribuição normal multivariada, pode-se 

chegar à função de log-verossimilhança , como função dos parâmetros 

desconhecidos do modelo. Similarmente aos modelos SAR e SEM, as estimativas de 

máxima verossimilhança não possuem fórmula fechada, necessitando de um processo 

iterativo para maximização da função . Uma discussão sobre os passos 

no processo iterativo para estimação dos parâmetros no modelo SARMA pode ser 

encontrada em Anselin (1988) e Lesage e Pace (2009). 

3  CRÍTICAS AOS MODELOS DE DEPENDÊNCIA ESPACIAL

Apesar do seu uso bastante disseminado, os modelos paramétricos para tratamento de 

dependência espacial (exemplos: SAR, SEM e SARMA) vêm recebendo várias críticas 

na literatura. Estas críticas não necessariamente retiram destes modelos quaisquer 

utilidades em pesquisas empíricas. No entanto, alguns dos pontos levantados pelos 

críticos são importantes para: i) antecipar aos usuários alguns cuidados e limitações 

acerca dos quais eles devem estar cientes; ii) fornecer um certo balizamento para 

pesquisas futuras para os modelos espaciais, de maneira a corrigir ou amenizar algumas 

das limitações. Nesta seção, será feita uma discussão sobre algumas das críticas aos 
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modelos apresentados na seção 3 (e seus equivalentes para dados de painel). Estas 

críticas se aplicam mais fortemente ao problema de especificação paramétrica (ou não) 

para capturar corretamente a dependência espacial. No caso de testes de hipótese para 

presença ou não de dependência espacial, os testes atualmente disponíveis (conforme 

seção 4) se comportam de forma bastante satisfatória. Maiores detalhes podem ser 

encontrados, em Pinkse e Slade (2010). 

De maneira geral, o embasamento teórico para a modelagem em econometria 

espacial ainda se encontra em um estágio inicial. Dessa forma, uma das dificuldades é 

encontrar um modelo que se adeque a todos os tipos de situação. Nesse sentido, alguns 

autores defendem que os pesquisadores se concentrem no desenvolvimento de teorias 

específicas para classes particulares de aplicações, ao invés de seguirem na busca de 

extensões para técnicas já existentes. 

Entre as limitações para os modelos de SAR e outros modelos da forma ARMA 

espaciais (incluindo extensões para dados de painel), podem-se citar os itens a seguir.

i) Hipótese improvável e desnecessária de normalidade dos resíduos.

ii) O fato de  depender dos seus próprios lags espaciais pode implicar que  também 
dependa dos lags espaciais do vetor de covariáveis , incorrendo no problema de 
reflexão (reflexion problem), apontado por Manski (1993). A consequência prática 
é que a inclusão de lags espaciais de  pode ocasionar uma matriz de design 
com altíssimo grau de multicolinearidade. 

iii) Os modelos SAR e demais modelos ARMA assumem relações lineares entre os 
regressores e a variável resposta . Este fato nem sempre é verdade na prática, e 
pode haver a necessidade de especificações não lineares da relação entre o vetor de 
regressões  e a variável .

iv) Os modelos SAR e correlatos não levam em consideração a presença de dependência 
entre o vetor de regressores  e o resíduo , causada pela presença de regressores 
endógenos em  e/ou pela presença de heteroscedasticidade.

v) Há fortes críticas à representação excessivamente simplista de toda a dependência 
espacial em um único coeficiente .

vi) A matriz de contiguidade  implica um alto grau de arbitrariedade na sua 

especificação, principalmente levando-se em consideração a irregularidade dos 

mapas de municípios e de setores censitários.
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De maneira geral, os modelos SAR e correlatos foram inicialmente propostos 

como possíveis extensões dos modelos para dependência em séries temporais. 

No entanto, há uma série de críticas à analogia dos procedimentos para dependência 

espacial com os procedimentos para dependência temporal. Algumas destas críticas 

estão listadas a seguir. 

a) A hipótese de estacionariedade, diferentemente de diversas aplicações em séries 

temporais, não é válida para o caso espacial.

b) Os dados não são igualmente espaçados.

c) A presença de observações ausentes (missing values) pode incorrer na presença de 

endogeneidade, ocasionando vieses nos estimadores de máxima verossimilhança.

d) Observações espaciais, em muitos casos, são agregações de observações (por 

polígono, por exemplo) do comportamento de vários agentes. Portanto, modelos 

baseados no comportamento de agentes individuais podem não ser mais válidos. 

e) Nos modelos para séries temporais, os procedimentos são teoricamente valida-

dos a partir de proposições sobre o comportamento assintótico dos estimadores, 

quando o número de observações  (intervalo total da série histórica) assume 

valores cada vez maiores ( . Para modelos para dados espaciais, não é claro 

se a expansão assintótica ocorre com o aumento da densidade de observações den-

tro do mapa (infill asymptotics), ocorre com o aumento das fronteiras (increasing 

domain asymptotics), ou ocorre com as suas expansões simultaneamente. 

f ) O item anterior é particularmente importante, porque não há garantia de que 

as relações de dependência espacial se alteram quando mais observações são adi-

cionadas aos dados. Por exemplo, no caso de infill asymptotics, a adição de novas 

observações pode ocasionar um aumento da dependência espacial, uma vez que as 

observações estarão cada vez mais próximas em média. 

g) Diferentemente dos modelos para séries temporais, a estimação dos modelos com 

dados espaciais pode sofrer do grave problema de endogeneidade das decisões lo-

cacionais das unidades observadas na amostra. Uma consequência da endogenei-

dade das localizações é que as distâncias entres os agentes, bem como as estruturas 

de vizinhança, também são endógenas. Este problema tem se mostrado de difícil 

solução até o momento, e vem sendo desprezado na maioria das aplicações. 

Diversos artigos recentes têm focalizado alguns dos problemas discutidos 

anteriormente. Para adicionar maior flexibilidade à modelagem da vizinhança, por 

exemplo, algumas extensões do modelo SAR tradicional consistem em substituir a 

matriz de contiguidade  por uma expansão de funções base, da forma 
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(20)

Na prática, é necessário truncar o número de elementos no somatório da expressão 

(20), até um número . Como é típico em estimações com expansões de funções 

base, faz-se  aumentar para o infinito, quando o tamanho  da amostra aumenta. 

Neste caso, a expressão torna-se

(21)

e o problema de rigidez em relação à forma funcional da dependência espacial pode ser 

amenizado (para maiores detalhes, ver Pinkse, Slade e Bret, 2002; Pinkse e Slade, 2004; 

e Pofahl, 2007). 

Boa parte dos problemas de endogeneidade pode ser tratada com a utilização de 

variáveis instrumentais apropriadas, conforme discutido nas seções 5 e 6. Para o problema 

de observações ausentes (missing data), no qual o processo gerador das observações 

ausentes é exógeno, podem-se utilizar procedimentos de mínimos quadrados de dois 

estágios (LEE, 2007). Para situações nas quais a geração das observações ausentes é 

endógena, não há solução conhecida na literatura. De maneira geral, ainda existe um 

grande caminho a ser trilhado em termos de procedimentos e tratamentos teóricos, 

para lidar com os problemas nos modelos para dados espaciais. 

4  TESTES PARA DEPENDÊNCIA ESPACIAL

Na seção anterior, foram discutidos alguns modelos mais comumente utilizados para 

contabilizar para a presença de dependência espacial nos resíduos (ou na própria 

variável resposta) do modelo de regressão. Nesta seção, será apresentada uma discussão 

sobre testes para dependência espacial. De maneira geral, os modelos paramétricos 

apresentados na seção 2 têm sofrido diversas críticas, conforme será visto na seção 4. 

Por seu turno, os testes para a presença de dependência espacial não sofrem o mesmo 

ataque, e são relativamente bem aceitos na literatura.
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4.1  ESTATÍSTICA DE MORAN

Uma das estatísticas para testes de dependência espacial mais disseminadas é a estatística 

I de Moran. Esta estatística pode ser aplicada à variável  diretamente, ou aos resíduos 

da regressão de versus um conjunto de variáveis explicativas. Considere-se então um 

modelo de regressão linear, da forma 

(22)

onde  é um vetor coluna (  de variáveis resposta,  é uma matriz com cada linha 

contendo as observações para as variáveis explicativas,  é um vetor de coeficientes e 

é um vetor coluna contendo os resíduos da regressão. A partir da estimativa de mínimos 

quadrados ordinários para o vetor de coeficientes, obtém-se a seguinte expressão para 

os resíduos

. (23)

A estatística I de Moran para a autocorrelação espacial pode ser aplicada nos resíduos do 

modelo de regressão de maneira direta. Formalmente, a estatística I é dada por

(24)

onde  é o vetor de resíduos da regressão por mínimos quadrados ordinários,  é a 

matriz de contiguidade espacial,  é o número de observações da amostra e s  é um fator 

de padronização igual à soma de todos os elementos da matriz . A partir da estatística 

I, pode-se construir um teste para a hipótese nula de presença de independência espacial. 

Por sua vez, a especificação da hipótese alternativa não é tão simples. 

A distribuição assintótica para a estatística I foi derivada por Cliff e Ord (1972). 

Dessa forma, considere-se

, (25)
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onde  e  são respectivamente a média e a variância assintótica da estatística 

I de Moran. Sob a hipótese nula, a distribuição da estatística  pode ser estimada via 

simulações de Monte Carlo. Quando a estatística  é construída a partir dos resíduos 

, a rejeição da hipótese nula implica em evidências de que há autocorrelação espacial 

no modelo de regressão. A partir daí, o analista pode recorrer a um dos modelos 

paramétricos discutidos na seção 2, na seção 4 ou na seção 5. 

4.2  TESTE DE KELEJIAN-ROBINSON

Kelejian e Robinson (1992) propuseram um teste com o mesmo objetivo do teste I de 

Moran. No entanto, diferentemente do teste I de Moran, o teste de Kelejian-Robinson

não pressupõe normalidade da variável sendo testada (a variável observada  ou os 

resíduos  da regressão). Portanto, o teste de Kelejian-Robinson é mais robusto à não 

normalidade dos resíduos ou da variável observada, sendo mais apropriado quando a 

hipótese similaridade ao padrão gaussiano seja questionável. 

O teste de Kelejian-Robinson tem como pressuposto inicial

, (26)

onde  é um vetor  de covariáveis, tipicamente tomadas como funções das 

variáveis explicativas originais para  e , com  e  sendo localidades “contíguas”  

em um espaço geral de observações ordenadas. Por exemplo,  pode ser construído a 

partir de produtos cruzados dos elementos de  e . O vetor  não necessariamente 

possui a mesma dimensão de  (ou ). O elemento  é um vetor  de 

parâmetros, indicando o quanto os componentes de  podem explicar a covariância 

entre os resíduos. Intuitivamente, a ausência de autocorrelação espacial poderá não 

produzir relações significativas entre  e , resultando em estimativas não 

significantes para os coeficientes no vetor .

A hipótese nula é então construída como  em (24). Dada uma amostra 

de tamanho , seja  um vetor de dimensões , contendo as covariâncias ’s 
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não nulas 10 (por construção) para todo . O teste é implementado regredindo-

se os  produtos cruzados  dos resíduos versus os vetores , para todo 

, com  e  polígonos vizinhos. Seja então a matriz , com dimensão ,

construída a partir do empilhamento dos vetores linha , e seja  um vetor coluna, 

com dimensão , construído a partir do empilhamento dos valores de .

Uma estimativa para  pode ser obtida via mínimos quadrados ordinários, resultando em 

.

A partir da estimativa , pode-se construir a estatística teste de Kelejian-

Robinson, dada pela expressão

 , (27)

onde  é um estimador consistente de , e  é a variância para o resíduo da regressão 

de versus . Uma estimativa para  pode ser dada, por exemplo, por

.

Sob a hipótese nula, tem-se que  converge em probabilidade para . Pode-se 

mostrar então que uma forma alternativa para a estatística teste é dada por

.  (28)

Sob a hipótese nula de ausência de dependência espacial, a estatística KR possui 

distribuição assintótica qui-quadrada, com  graus de liberdade. 

10. Nesse caso, as covariâncias não nulas são aquelas para as quais os polígonos e são vizinhos, de acordo com a 
definição de vizinhança utilizada para a análise.
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4.3  TESTES ASSINTÓTICOS A PARTIR DE ESPECIFICAÇÕES PARAMÉTRICAS

Nas seções 3.1 e 3.2, foram discutidos dois procedimentos de testes estatísticos para 

presença de dependência espacial, os quais não dependem de uma especificação 

paramétrica para a forma de autocorrelação no espaço. Nesta seção, serão revisitados os 

modelos discutidos na seção 2, para se construírem outros procedimentos de testes, a 

partir de especificações paramétricas. De forma geral, os procedimentos discutidos são 

obtidos a partir de três metodologias tradicionais, empregadas para testes de hipóteses 

em geral. Estas metodologias são:

i) teste de Wald;

ii) teste da razão de verossimilhança (likelihood ratio – LR); e

iii) teste dos multiplicadores de Lagrange (Lagrange multipliers – LM).

4.3.1  Princípios gerais

Os testes de Wald, LR e LM são baseados nas propriedades dos estimadores de máxima 

verossimilhança.11  Mais especificamente, estas propriedades partem do pressuposto de 

normalidade assintótica dos estimadores. Formalmente, seja  um vetor de parâmetros 

e  suas respectivas estimativas por máxima verossimilhança, satisfazendo a convergência 

em distribuição

,

onde  é o valor real do parâmetro no modelo (assumindo um modelo corretamente 

especificado), o elemento  é a matriz de informação de Fisher para uma observação, 

e  é o número de observações na amostra. Considere-se então que o conjunto de 

hipóteses, sobre os parâmetros do modelo a serem testadas, pode ser escrito da forma 

11. O teste de Wald pode ser utilizado em outros contextos que não o de estimação via máxima verossimilhança.
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onde , , é uma função linear ou não linear do vetor de parâmetros 

. Considerem-se, por exemplo, os modelos SAR ou SEM, vistos na seção 

2. Como casos especiais de testes de hipóteses para os modelos paramétricos, têm-se 

os testes individuais dos parâmetros de autocorrelação espacial:  no modelo 

SAR, ou  no modelo SEM.

Os testes de Wald, LR e LM são baseados nas distâncias das estimativas para o 

modelo irrestrito e as estimativas satisfazendo às restrições impostas pela hipótese nula. 

Por exemplo, se o vetor de parâmetros  é particionado em dois vetores distintos, da 

forma , e a hipótese nula pode ser escrita da forma , a estimativa 

 de  no modelo restrito consistirá das estimativas para  concatenada com todos 

os elementos de  iguais a zero. A estimativa irrestrita  é a estimativa do vetor 

completo . Os testes serão então baseados na medida da diferença entre as estimativas 

do modelo completo  e o vetor restrito . Intuitivamente, se a distância entre os dois 

resultados é muito grande, a hipótese nula é rejeitada.

Para a realização dos testes é necessário estimar:

i) Wald: apenas o modelo completo (irrestrito);

ii) RV: o modelo completo (irrestrito) e o modelo restrito (sob a hipótese nula); e

iii) LM: apenas o modelo restrito (sob a hipótese nula).

A seguir se fará uma discussão um pouco mais detalhada dos três tipos de 

testes. Dadas certas condições de regularidade, e assumindo-se que a hipótese nula é 

verdadeira, as estatísticas testes comumente empregadas para os três procedimentos 

possuem distribuição assintótica qui-quadrada , com número de graus de liberdade 

iguais a  (dimensão da função vetorial ).

4.3.2  Teste de Wald

O teste de Wald pode ser expresso na forma geral

, (29)

com  um vetor  das estimativas obtidas por máxima verossimilhança dos 

parâmetros irrestritos,  uma matriz de derivadas da função  e  uma estimativa 

consistente da matriz de variâncias e covariâncias do estimador do vetor de parâmetros .
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Considere-se, por exemplo, o modelo espacial SARMA, com resíduos 

homocedásticos, com um parâmetro de autocorrelação igual a , e suponha-se que há 

interesse em testar se este parâmetro é igual a zero. Para isso, pode-se escrever a hipótese 

nula como

.

A derivada , e chega-se então a

,

onde  é o primeiro elemento da diagonal principal da estimativa .

4.3.3  Teste da razão de verossimilhança

Considere-se o modelo paramétrico indexado pelo parâmetro . A partir de uma 

amostra de tamanho , constrói-se a função de log-verossimilhança, como função de 

. Seja  o valor da função de log-verossimilhança, computada no ponto ,

e seja  o valor da função de log-verossimilhança, computada no ponto .

Conforme discutido anteriormente,  é a estimativa irrestrita do parâmetro ,

e  é a estimativa do parâmetro , impondo-se a restrição correspondente à hipótese 

nula, de forma que . Ou seja,  

A estatística do teste da razão de verossimilhança é dada por

 (30)
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Sob a hipótese nula, e assumindo certas condições de regularidade, tem-se 

. Considerando-se novamente o modelo SARMA, pretende-se testar a hipótese 

nula . A função de log-verossimilhança do modelo irrestrito tem expressão

enquanto a função de log-verossimilhança do modelo restrito é dada por

A estatística teste é dada por , e tem distribuição 

assintótica .

4.3.4  Teste dos multiplicadores de Lagrange

O teste dos multiplicadores de Lagrange, também conhecido como teste do escore, é 

baseado na abordagem de otimização, mais precisamente, nas condições de primeira 

ordem da função lagrangiana da função de log-verossimilhança

onde  é o vetor dos multiplicadores de Lagrange correspondendo às  restrições em 

. A estatística deste é dada por

onde  é o vetor escore do modelo restrito calculado sob a hipótese nula. 

é a matriz de informação de Fisher calculada sob a hipótese nula. A estatística LM terá 

distribuição .

4.3.5  Teste dos multiplicadores de Lagrange no modelo SEM

No caso do modelo de erros espaciais (SEM), os resíduos são modelados na forma 

, e, para se testar a hipótese de ausência de autocorrelação espacial, o 

interesse reside em se testar a hipótese nula de que . Das três abordagens de testes 
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(Wald, razão de verossimilhança e multiplicadores de Lagrange), a mais conveniente é a 

abordagem dos multiplicadores de Lagrange, uma vez que ela requer apenas a estimação 

do modelo restrito. Neste caso, a partir da estimação dos coeficientes da regressão via 

mínimos quadrados ordinários, e das estimativas para os erros da regressão, dados por 

, pode-se mostrar que a estatística teste tem expressão 

, (31)

onde   traço . Caso a matriz  seja simétrica (i.e., ), obtém-se

. Computacionalmente, os testes de Wald e da razão de verossimilhança 

são mais complexos, uma vez que é necessário o cálculo das estimativas de máxima 

verossimilhança sem a restrição sobre o parâmetro . A estatística teste em (29) 

converge assintoticamente para uma distribuição qui-quadrada com um grau de 

liberdade. Note-se que o teste dos multiplicadores de Lagrange constitui-se em um 

procedimento simples para se testar a hipótese de ausência de dependência espacial nos 

erros da regressão. 

5  ESTIMAÇÃO VIA MÍNIMOS QUADRADOS DE DOIS ESTÁGIOS

Os modelos apresentados na seção 2 tratam de situações nas quais não há variáveis 

endógenas no lado direito da equação, de forma que a estimação via máxima 

verossimilhança fornece estimativas consistentes para os parâmetros do modelo. 

No entanto, em muitas situações, principalmente quando se tem o objetivo de identificar 

relações de causalidade entre determinadas políticas, o problema de endogeneidade 

aparece nos modelos espaciais, surgindo a necessidade de se utilizarem abordagens que 

estendam, por exemplo, os estimadores de variáveis instrumentais para situações com 

dependência espacial. Kelejian e Prucha, em diversos artigos,12  exploraram este problema, 

e propuseram o estimador espacial de mínimos quadrados de dois estágios (S2SLS). 

12. Ver Kelejian e Prucha (1997; 1998; 2002; 2007; 2009), e Kelejian, Prucha e Yuzefovich (2004).
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Entre as características da abordagem de mínimos quadrados espaciais de dois 

estágios de Kelejian e Prucha, podem-se citar: i) visa à estimação de modelos de regressão 

linear, com um termo de lag espacial da variável resposta do lado direito da equação;

ii) permite a estimação de modelos com regressores endógenos; iii) os coeficientes 

(inclusive o coeficiente do termo de lag espacial da variável resposta) são todos estimados 

por intermédio do procedimento de mínimos quadrados de dois estágios; iv) o coeficiente 

de lag espacial da variável resposta tem como instrumento, para resolver o problema de 

endogeneidade, os lags espaciais dos regressores exógenos; e v) o procedimento permite 

a incorporação de correções para a presença de heteroscedasticidade e autocorrelação 

espacial residual nos termos de erro da regressão estimada. 

Para fazer a exposição de metodologia de mínimos quadrados espacial de dois 

estágios, considere-se a equação geral a seguir:

(32)

onde y é um vetor coluna contendo as  observações empilhadas para a variável resposta, 

 é o coeficiente do lag espacial da variável resposta, W é uma matriz de vizinhança, 

Y é uma matriz com regressores endógenos, o vetor  é um vetor de coeficientes dos 

regressores endógenos, X é uma matriz com os regressores exógenos, o vetor  é o vetor 

com coeficientes dos regressores exógenos, o vetor u é um vetor coluna, de dimensão 

 com os resíduos do modelo. Escrevendo-se a equação (32) de forma mais concisa, 

com  = , , ,  = , , , tem-se

Seja  uma matriz com observações das variáveis instrumentais para os regressores 

endógenos em . Os instrumentos para a variável endógena  são dados pelos lags

espaciais dos regressores exógenos . A matriz com todas as variáveis instrumentais 

pode ser então representada como:

O estimador de mínimos quadrados espacial de dois estágios (spatial two stage 

least squares – S2SLS) tem expressão
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. (33)

Na ausência de heteroscedasticidade e autocorrelação espacial dos resíduos, um 

estimador para a variância assintótica dos estimadores é dada por:

, 34)

com ( .

Na presença de heteroscedasticidade dos resíduos, uma estimativa robusta para a 

matriz de variância assintótica tem expressão 

, (35)

onde , e  é uma matriz diagonal contendo o quadrado dos resíduos 

da equacão estimada via S2SLS. Na presença de heteroscedasticidade e autocorrelação 

espacial, pode-se utilizar um estimador robusto (HAC). Para isso, é preciso estimar 

. Uma forma para esta estimativa é dada por

onde  são elementos da matriz , e  é o vetor de resíduos da equação 

estimada via S2SLS. O termo  é uma função kernel (que é uma função 

de densidade, com integral igual a 1). Algumas alternativas para as funções kernel

estão apresentadas na tabela 1.
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TABELA 1 

Alguns tipos de kernel a serem utilizados no estimador HAC para a matriz de 
covariância assintótica do estimador S2SLS

Tipo de kernel Expressão

Kernel triangular ou de Barlett

Kernel de Epanechnikov

Kernel biquadrado
(bi-squared kernel)

Elaboração dos autores.

Na expressão na segunda coluna da tabela 1, o valor  corresponde à distância 

entre os polígonos (ou demais entidades localizadas em um espaço de coordenadas) 

e . A distância  é uma distância máxima de corte. Pode-se escolher  com um 

valor fixo para todas as observações, ou  variável, de forma a considerar um número 

fixo de vizinhos mais próximos de cada observação  (podem-se escolher distâncias 

variáveis, de forma a incluir os 40 vizinhos mais próximos, por exemplo, de cada 

observação). A partir da equação anterior para , pode-se escrever a variância 

assintótica, robusta à heteroscedasticidade e à autocorrelação espacial nos resíduos, para 

os estimadores S2SLS, com a expressão

(36)

onde .

A correção dada pela expressão (36), para contabilizar para desvios em relação à 

hipótese de homocedasticidade e ausência de correlação entre os resíduos da regressão, 

baseia-se no trabalho de Conley (1999), que propõe um estimador robusto para correção 

da matrix de variância assintótica no contexto de método de momentos generalizados. 

Na próxima seção, faz-se uma discussão especificamente sobre a abordagem de Conley, 

a qual se mostra bastante flexível, permitindo estimar modelos com especificações não 

lineares. Nesse contexto, será discutido, por exemplo, como a abordagem GMM de 

Conley pode ser utilizada para estimar modelos probit, logit etc., quando há correlação 

espacial entre as observações. 
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6  MÉTODO DE MOMENTOS GENERALIZADO COM CORREÇÃO 
PARA DEPENDÊNCIA ESPACIAL

Nesta seção, apresenta-se uma discussão sobre o procedimento de Conley (1999), 

por meio do qual se permite a estimação de modelos gerais via método de momentos 

generalizados, na presença de autocorrelação espacial nas observações. Entre as 

vantagens deste procedimento, podem-se citar: i) conta com a flexibilidade da estimação 

via GMM; ii) possibilita a estimação de modelos com especificações não lineares; 

iii) apresenta uma extensão, para o caso espacial, da estimação não paramétrica da 

matriz de variância, inicialmente proposta, para dados com dependência temporal, por 

Newey e West (1987); e iv) possibilita a estimação de sistemas de equações. 

Para simplificar a exposição, serão considerados apenas modelos uniequacionais. 

Considere-se então a forma geral do modelo de regressão (linear ou não linear)

(37)

O termo  é um termo de erro que possui média zero. O vetor  é um vetor 

de variáveis explicativas, e  corresponde a um vetor de parâmetros desconhecidos do 

modelo. Assume-se que pode haver endogeneidade em algumas das variáveis do lado 

direito da equação. Considere-se então um vetor de instrumentos . No caso de não 

haver endogeneidade, o vetor de instrumentos é exatamente o vetor de covariáveis; ou 

seja, .

A partir do vetor de variáveis instrumentais, podem-se então escrever as condições 

de momento (momentos populacionais)

(38)

Para prosseguir a estratégia de estimação, substituem-se os momentos 

populacionais por seus equivalentes amostrais, obtendo-se

(39)
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Assumindo-se algumas condições de regularidade, quando o número de 

coeficientes é exatamente igual ao número de instrumentos, diz-se que o modelo é 

exatamente identificado e é possível encontrar um vetor  de coeficientes para o qual a 

igualdade acima é satisfeita.13

No entanto, quando a dimensão de  é maior que o número de coeficientes, a 

probabilidade de se obter uma amostra para a qual a igualdade seja exatamente satisfeita 

é zero (conjunto de medida nula). Uma alternativa é encontrar o vetor  que minimiza 

a forma quadrática

A matriz 

como 

Pode-se mostrar que o estimador GMM é consistente (supondo-se que as devidas 

condições de regularidade são satisfeitas). Eficiência é obtida utilizando-se a matriz 

ótima , onde

Na prática, quando não há dependência entre as observações, pode-se estimar 

por intermédio da expressão 

(40)

13. Ver Hamilton (1994) e Matyas (2008).
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No entanto, quando há possíveis dependências entre as observações para os vetores 

correspondentes às condições de momento, o estimador supracitado para  não é mais 

válido. No caso de as observações para ,  e  acontecerem em períodos discretos 

de tempo igualmente espaçados, Newey e West (1987) propõem uma correção não 

paramétrica e robusta para o estimador . Este estimador foi revisitado em Andrews 

(1991) e Andrews e Monahan (1992). 

Conley (1999) propôs um estimador robusto tanto a heteroscedasticidade quanto 

autocorrelação espacial, no caso de dados cross-section, espacialmente distribuídos, 

seguindo os mesmos princípios que Newey e West (1987). De maneira geral, 

o estimador proposto por Conley tem expressão  

(41)

onde

 para  e ,

e , caso contrário. O valor  corresponde à distância horizontal 

entre unidades  e , o valor  corresponde à distância vertical entre 

e ,  é a distância de corte horizontal, e  é a distância de corte vertical. 

Em geral, a minimização de  não resulta em uma solução explícita, devendo ser 

feita via algoritmos numéricos. Uma exceção ocorre no caso de modelos lineares; neste 

caso, o estimador GMM pode ser escrito em forma fechada, sem haver necessidade de 

minimização numérica.

A flexibilidade da estimação via GMM, na formulação , permite 

o tratamento de modelos não lineares, com formulações paramétricas comumente 

encontradas na literatura. A tabela 2 apresenta alguns exemplos de modelos que podem 

ser incorporados na formulação GMM. Pode-se então proceder com a abordagem de 

estimação, corrigindo, por exemplo, para problemas de dependência espacial.  
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TABELA 2 

Exemplos de modelos paramétricos enquadrados na formulação GMM, que podem ser 
estimados corrigindo-se para dependência espacial

Modelos paramétricos Formulação

Modelos lineares

Modelos logit

Modelos probit

Modelos complementary log-log

Modelos exponenciais

Elaboração dos autores.

Uma vez estimado o vetor de coeficientes , pode-se proceder com o 

processo de inferência a partir da matriz de covariância dos estimadores, estimável 

a partir da expressão

Quando o modelo é exatamente identificado, com número de instrumentos igual 

ao número de parâmetros, a minimização da forma quadrática  resulta em .

Quando o modelo é sobreidentificado, pode ser testada a validade das condições de 

momento, utilizando-se a estatística de Hansen (1982)

. (42)

Sob a hipótese nula de validade dos instrumentos, pode-se mostrar que a 

estatística  em (42) tem distribuição assintótica qui-quadrada, com  graus de 

liberdade, sendo  o número de coeficientes e  o número de condições de momento. 
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7  COMENTÁRIOS FINAIS

Este texto apresenta uma discussão sobre alguns dos modelos econométricos comumente 

utilizados para modelagem de dados espaciais. Os modelos apresentados estariam 

mais adequados para estudos empíricos seguindo as abordagens experimentalista 

e descritiva, nas quais o objetivo é identificar efeitos causais de uma determinada 

política, ou encontrar relações entre variáveis econômicas. De fato, o estimador de 

mínimos quadrados de dois estágios, de Kelejian e Prucha, e o estimador de método 

de momentos generalizado, de Conley (ambos discutidos neste estudo), permitem 

a estimação de parâmetros na presença de variáveis endógenas do lado direito da 

equação, contabilizando e/ou corrigindo para a presença de autocorrelação espacial 

nos resíduos do modelo. Mesmo não tratando diretamente a abordagem estruturalista, 

as ideias apresentadas neste texto fornecerão ao leitor uma noção dos procedimentos 

para estimação com dados com presença de dependência especial, o que poderá ser útil 

para a estimação de parâmetros estruturais em modelos microfundamentados. 

Dado o grande avanço recente na literatura de análise de dados espaciais, 

optou-se por apresentar apenas alguns dos métodos mais comumente utilizados, 

de forma a transmitir ao leitor uma ideia básica, mas clara, dos fundamentos da 

estimação de modelos econométricos com dependência espacial. Não foram 

cobertos modelos para dados de painel,14  mas apenas para dados cross-section. Outro 

tópico de extrema importância na análise de dados espaciais, que não foi tratado 

aqui, são os modelos estimados via abordagem bayesiana. O leitor poderá encontrar 

boas exposições em Banerjee, Carlin e Gelfand (2004), Schabenberger e Gotway 

(2009), e Tanner (1996), entre outros.

14. Ver, por exemplo, Elhorst (2003), Druska e Horrace (2004), e Egger, Pfaffermayr e Winner (2005).
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