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Strategie zur Maximierung des Endvermdgens bel Meidung des Ruins

Ein geagneter Ansatz bel Anlagen zur Altersscherung?
Hellmut D. Scholtz, Soonwaldstr. 13, 55566Bad Sobernheim, Tel. 06751 989096

In: Die Rentenversicherung 2003, Nr. 5, S. 81-88
Abstrakt

Eine Folge von rentabel eingeschétzten Investments zur Altersvorsorge beinhaltet selbst dann
ein vergleichsweise hohes Ruinrisiko, wenn eine an sich ,gunstige” Wahrscheinlichkeit der
Gewinne geringer ist als ein berechenbarer kritischer Wert. Das Ruinrisiko ist ebenfalls
betradtlich, wenn die Anlagebetrdge ene definierte kritische Betragshthe Uberschreiten.

Der folgende Ansatz zagt die Komponenten und Losungswege auf, die fir eine Maximierung
des Endvermdgens bel gleichzeitigem Ausschlusseines Ruins erforderlich sind. Einige
Beispiele zegen die anfache Anwendung des Ansatzes.

| Problemstellung

In der Literatur werden an vielen Stellen Anlagekonzepte aur Steigerung des Ertrags bel
gleichzetiger Minimierung des Ruinrisikos gezegt. Die Erorterungen zeigen, dassdieses
Thema der Risikooptimierung theoretisch sehr schwierig ist. Es beschéftigt daher die
Wissenschaftler seit mehreren Jahrhunderten’.

VVon den vielen Autoren, die sich mit der Optimierung aus objektivistischer Sicht befasden,
seien an dieser Stelle insbesondere Kelly (1956, Latané(1959, Breimann (1960, Hakanson
(1971), Dubins & Savage’ (1961, 1976 erwahnt. Nach deren Grundsétzen fiihrt jene
»proportionale Strategie” zu einem meximalen Endvermagen, die bei wiederholten Investments
relative Betrége b bestimmter Hohe vom jewell s verfligbaren Kapital riskiert. Ein Ruin ist bei
solchem Vorgehen definitiv ausgeschloseen. Allerdings weisen diese Strategien eine latente
Ruintendenz auf. Grund hierfir ist, dassderen Ansatz auch dann zu einem Investment fuhrt,
wenn die Gewinnwahrscheinlichkeit zwar grofer als 0,5 aber kleiner as die kritische
Wahrscheinlichkeit® ist. AuRerdem verstérkt sich dort die Ruintendenz durch eine au reichlich
bemessene Hohe der Anlagebetrége.

Der im folgenden aufgezagte Losungsweg fuhrt im Gegensatz zu den hisherigen Arbeiten zu
vollig anderen Hohen der Risikobetrége b. Der methodische Weg ist fur diese Problematik neu.

Il . Beitrag dieses Ansatzes zur Problemlésung
Ziel des unten abgeleiteten Ansatzesist es, die Hohe des relativen Einsatzbetrages b vom

jewelli gen Restkapital bei einer Serie von Investments derart zu bestimmen, dass sch fr einen
Anwender nach obj ektiven Kriterien eine maximaler Endbetrag des Vermogens bzw.

1 D. Bernoulli 1738 Auf einige weitere Ansétze, Lésungsvorschlage und Probleme hat der Autor in ,Die
Rentenversicherung”, 2002 Nr.11, S. 201f., ausfuhrlich hingewiesen. Die Kenntnis dieser Abhandlung wird
im folgenden vorausgesetzt.

? Insbesondere Dubins& Savage 1976 S. 192ff.

® Als, kritische Wahrscheinli chkeit* wird hier fir einen Random Walk, mit Anfangskapital von einer Einheit,
jene Wahrscheinli chkeit p>0,5 des Gewinnes bezeichnet, bei der bei langfristiger Betrachtung de
Wahrscheinli chkeit R des Verlustes dieser einen Einheit 50 Prozent betrégt. (Scholtz 2002 d S. 203). Ist die
erwartete Wahrscheinli chkeit niedriger als die kriti sche, dann liegt eine latente Ruintendenz vor.
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Portfolios ergibt. Dabei sollen gleichzetig und tendenziell hohe awischenzeitliche Verluste und
ein eventueller Ruin vermieden werden.

Hierflr wird einleitend am Beispiel der Ansdtze von Kelly und Dubins& Savage die
Bedeutung der Marginalanalyse fur eine optimale Strategie gezegt. Darauf aufbauend erfolgt
die vom Autor konzipierte Ableitung der Grundlagen. Die Anpasaing an die praktischen
Marktgegebenheiten und einige Beispiele e@mdglichen schlief3lich dem Anwender die
praktische Umsetzung des Ansatzes. Wie bel Dubins& Savage wird im folgenden von einer
Jproportionalen Strategie” als beste Grundlage ener zu optimierenden Strategie aisgegangen.

Il . Der Kelly-Ansatz als Grundlage marginaler Betrachtungen zur
M aximierung des Endvermogens

A Bestimmung des Vermdgensendwertes und des optimalen Risikobetrages
Der Vermogensendwert Cn beredhnet sich nach Kelly, Dubins& Savage und anderen wie folgt:
Cn=C; (1+b)"™(1-b)" . (1)

Hierbei sind ny die Anzahl der Gewinne, n, die Anzahl der Verluste, n=ng+n,, und b ein
absoluter Bruchteil vom jeweili gen Restbetrag des Kapitals C;, i=1...n. Nun entspredhen die
Gewinre g nicht immer der Hohe der Verluste v. Man kann daher den Betrag b im Gewinnterm
(1+b)" mit m=g/v multiplizieren. Dadurch erhalt man das Vielfache des im folgenden mit
Risikobetrag bezechneten b. In jedem Geschéftsfall erzielt der Anleger somit einen Gewinr*
mb oder erleidet einen Verlust b, den Risikobetrag, jeweils als Bruchtell vom vorhergehenden
Restkapital. Um den optimalen Risikobetrag b beredhnen zu kénnen, ist diese Gleichung zu
differenzieren. Es bietet sich an, in der Gleichung den Wert C, vorab gleich 1 zu setzen, ng und
n, durch nzu teilen und de Gleichung zu logarithmieren. Fir ny/n erhét man die
Wahrscheinlichkeit der Gewinne p und fur n,/n dann die Wahrscheinlichkeit der Verluste g mit
p+g=1. Durch die Umformungen &ndert sich der Wert des gesuchten optimalen b richt. Die
Differentiation und de @zuleitenden Schlusgolgerungen werden aber wesentlich erleichtert.

Die fr weitere Berechnungen zu optimierende Funktion lautet somit fur C,=1, g=mb:
In(Cn)=p In(1+mb) + g In(1-b). 2
Nadh Differentiation und Nullsetzung der linken Seite ehélt man dann:
0 = mp/(1+mb) + g/(1-b) 3X
mit dem Grenzertrag GE=g"= mp/(1+mb) und dem Grenzverlust, den Grenzkosten,
GK=v"=g/(1-b). Eine Auflésung der Gleichung (3) nach bergibt, dasszur Erreichung eines

maximalen Endvermogens jeweil s ein Betrag b=p-g/m zu riskieren ist. Auf dieser Grundlage
soll nun der Ansatz von Kelly und Dubins& Savage weiter analysiert werden.

* Dieses mb ist weder im Ansatz von Kelly noch in dieser Form bei Dubins& Savage enthalten.
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B Analyse des Ansatzesvon K elly und Dubins& Savage

Die Abbildung 1 zegt fir m=1 und C;=1 den Erwartungswert des Endvermdgens Cn in der
Senkrecdhten und den jewell s zu riskierenden Risikobetrag b in der Waageredten. Sie gibt
komparativ statisch die Erwartungswerte des Endvermdgens Cn in Abhangigkeit
unterschiedlicher Risikobetrége b fir eine Gewinnwahrscheinlichkeit von p=0,7 wieder.

Bei einem Betrag b=0 verandert sich das Anfangsvermdgen C,=1 Uberhaupt nicht. Mit
zunehmendem Risikobetrag b wadhst der Erwartungswert des Endvermdgens Cn an. Bei b =
0,4, aso bel Einsdtzen von jewells 40 Prozent des Restkapitals, erreicht der Erwartungswert
Abbildung 1
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des Vermogens ein Maximum. Uberschreitet der Betrag b diesen Wert, dannist das zu
erwartende Endvermdgen kleiner als das Maximum. Schlief3lich, bel zu grol¥en bje
Geschéftsfall, nimmt das zu erwartende Endvermégen sogar ab. Bei b=1 wird es null ( hier
nicht gezeqt).
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Betrag b

In der Abbildung 2ist anschaulich aufgezegt, dassmit jeder zusitzlichen, sehr kleinen Einheit®
db von bdas erwartete Endvermdgen Cn sich mit jeweil s abnehmenden dCn erhoht. Erweitert

® Der Buchstabe d vor b und Cn bedeutet, dasses sch um unendli ch kleine Verdnderungen (Differenzen) der
jeweili gen b und Cn handelt.
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man jedoch b Uber 0,4 hinaus, dannsind de Grenzertrdge dCn negativ, und das maximale
Endvermdgen Cn nmmt wieder ab. Der beredhnete Betrag b entspricht hier p-g/m=0,4.

Die aifgezagte Abhéngigkeit zwischen marginalem Zuwads des Endvermégens dCn und der
Erhéhung von b um jewell s db stellt auch die Grundlage fur die folgende Erorterung des
Risikos dar.

IV. Vermbgensendwertmaximierung bei gleichzeitiger Meidung von
Ruintendenzen

A Die Formulierung des Optimierungsansatzes unter Berucksichtigung der
kritischen Wahrscheinlichkeit

Als kritische Wahrscheinlichkeit® p.; wird jene Wahrscheinlichkeit p des Gewinns bezeéchret,
bei der 50 Prozent aller moglichen 2" GewinnV erlustkombinationen einer Anfangseinheit
keinerlei Verlust aufweisen. Dies entspricht einer Gleichheit von marginaler Ruinwahr-
scheinlichkeit R und marginaler Uberlebenswahrscheinlichkeit U™ (R=U figine sehr kleine
Einheit). Esist:

Cp:1/(2'0,5rn) fur rr]Zl, qcr:].'pcr; U, :R, . (4)

Auf dieser Grundlage sei die Zielgleichung’ des folgenden Ansatzes formuliert:

M aximiere Cn=(1+mb)" (1-b)" ! fiir p>py (5)
mit den Nebenbedingungen, dass fir U” =R , Grenzerldse gleich ein zu berechnendes
Mehrfadhes der Grenzkosten GK. Es ergeben sich dann fir den unbekannten Exponenten h
des Verlustterms der Gleichung (5) fur den:

Einzdfall: g av , dso: h=aq mit a=mp./q.r , (6)

totalen Anlageprozess h=mp/a mit a=mp./qer. (7)

B Erlauterung der Nebenbedingungen

1. DieBedeutung von Grenzerlosen GE und Grenzkosten GK im Einzelfall

a Daskritische Verhaltnis,a“ der Grenzkosten und Grenzerlése

Zuerst wird als Grundlage fir die weiteren Ableitungen fir m=1 ein kritisches Verhédtnis
a=pc/qer von kritischer Gewinnwahrscheinlichkeit pe zu kritischer Verlustwahrscheinlichkeit e

bestimmt. Bei diesem madt die Anzahl der moglichen Pfade des Random Walks der ersten
Einheit db, die ax der Nullli nie enden oder diese kreuzen, definitorisch ebenfalls grade 50

® Zur Ableitung und Bedeutung der kritischen Wahrscheinli chkeit vgl. Scholtz 2002 d, S. 205
" fur m=g/v wird einheitli ch von dem arithmetischen Ansatz fiir aund p, ausgegangen, da bei marginalen
Betrachtungen fir sehr kleine db die Ergebnisse des geometrischen und arithmetischen Ansatzes konvergieren.
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Prozent aus. Die verbleibende Uberlebenswahrscheinlichkeit U ist dann ebenfalls 50 Prozent.
Die Summe von U und R ergibt 1. Es gilt nach Transformation der Gleichung (4):

a=1/(1-0,5™ fur m=1. (8)

Das kritische Verhdtnis a der Wahrscheinlichkeiten entspricht im Random Walk auch dem
kritischen M engenverhdtnis von Gewinnen und Verlusten, bei denen 50 Prozent aller
maglichen Pfade an der Nullli nie enden oder diese kreuzen®. Denn rach p Gewinnfélen und q
Verlustfédlen von je einer Einheit db betragen die Summe der Gewinne p Einheiten db, die der
Verluste g Einheiten db und der Nettogewinn p-g Einheiten db. Das Verhéltnis der Gewinne
zu den Verlusten betrégt dann - wie bei a fir die kritischen Werte - ebenfall S pe/qc:.

Es besteht also fur das Gleichgewicht der marginalen Wahrscheinlichkeiten von Ruin und
Uberleben eine Aquivalenz awischen dem kritischen Verhdtnis der Gewinn- und
Verlustwahrscheinlichkeit und dem kritischen Mengenverhéltnis der Gewinne und Verluste.
Dieser Sachverhalt ist fiir die folgenden Uberlegungen grundiegend.

b Der Vergleich von Grenzerldsen GE und erweiterten Grenzkosten aGK

Fur die Bestimmung des optimalen Risikobetrages b wird fir p>p,, ini = 1...n Schritten
gepruft, ob eine ausétzliche Erhdhung des Betrages b um jewells ein db;, fir gewinnkringende,
riskobehaftete Einsitze je Einheit eine marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit aufweist, die
groRer ist als die marginale Ruinwahrscheinlichkeit. Entspricht die Anderung des
Erwartungswertes des Endkapitals dCn im i. Schritt im Verh&ltnis zu do;, aso dCni/db;, dem
Verhdltnis von a=p./q. desi. Schrittes, dannist das Optimum von b erreicht. Denn a spiegelt
dann auch wie oben gezegt das kritische Mengenverhétnis dCni/db; wider.

Bel dem schrittweisen Hinzufligen von unendlich kleinen Einheiten db; steigt der Erwartungs-
wert des Endkapitals Cn um jewells dCn; Einheiten an. Das Verhédtnis dCni/db; ist dabei
anfangs grof%er als a. Bei der letzten i. Erhhung um den Tellbetrag db, besteht Gleichheit
zwischen a und dCni/db; und definitorisch Gleichheit zwischen marginaler
Ruinwahrscheinlichkeit und marginaler Uberlebenswahrscheinlichkeit.

Da hier die Wahrscheinlichkeiten des Ruins und des Uberlebens sch auf unendlich kleine
Teilbetrdge db; von bjei. Schritt bezehen, kann man diese Wahrscheinlichkeiten als

mar ginale Ruinwahrscheinlichkeiten R und mar ginale Uberlebenswahrscheinlichkeiten U,
mit R'+U’=1, bezechren.

Da dledb fur i<n ein groferes U’; als R’ aufweisen, hat eine Strategie mit solchen Einsétzen
b, die sich aus der Summe dler db; ergeben, eine systemimmanente Uberlebenswahr schein-
lichkeit grofier as die Ruinwahrscheinlichkeit. Denn eine Tendenz zum Ruin wird
systematisch gemieden, das Gewinnwadstum jedoch maximiert. Die Annahme ener hochstens
zuladssgen Ruinwahrscheinlichkeit ist damit — entgegen den Annahmen vieler Experten — fir
eine Meidung des Ruins nicht erforderlich.

In diesem Zusammenhang sel daran erinnert, dassder jewelli ge Risikobetrag b aus der Summe
einer optimalen Menge von db; besteht. Im Gewinnfall wird z.B. bei m=1 mit

® Gewinnfalle und Verlustfale hier im Sinnevon Lgunstigen” Schritten, weg von der Nullli nie des Random
Walks, und ,ungtnstigen” Schritten, hin zur Nullli nie.
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Wahrscheinlichkeit p ein ganzes b dazu gewonnen. Im Verlustfall geht ein ganzes b mit
Wahrscheinlichkeit g verloren. Der gesamte Optimierungsprozessfihrt dann zu einer Folge
von Einsdtzen mit optimaler Anzahl solcher Einheiten b, bei denen je Einsatz das marginale
Ruinrisiko durch dCny/db,=a mit der marginalen Uberlebenswahrscheinlichkeit im
Gleichgewicht ist.

¢ Grafische Dar stellung des Optimierungsansatzes
Eine grafische Darstellung soll den Zusammenhang noch verdeutlichen.

In Abbldung 3sind drel Funktionen auf der Grundlage der Gleichung (3) wiedergegeben: Die
Grenzerlse GE=mp/(1+mb), die Grenzkosten GK=g/(1-b) und de fiir das Uberleben erforder-
lichen aGK. Die Abhildung zeigt komparativ statisch die Einfliisee @ner Anderung der Risiko-
betrage db; von b mit der Gewinnwahrscheinlichkeit p=0,8 und ¢=1-p=0,2 fir g=v, adso
m=g/v=1. Grenzkosten GK und aGK sind mit ihrem absoluten Wert angegeben. Die Differenz
GE-GK bzw. GE-aGK reprasentiert dabei den marginalen Zuwads dCn des Endvermdgens.

Esist ohne weiteres erkennbar, dassdie Grenzerlose GE, mp/(1+mb), mit wachsendem b
fallen. Dennder Nenner wird immer grof3er und mp/(1+mb) stets kleiner. Die Grenzkosten GK
steigen mit gréer werdendem b dagegen rapide an, da der Nenner in GK, g/(1-b), immer
kleiner wird. Bei b=1 ist der Ausdruck sogar unendlich.

Abbildung 3
Optimum des Einsatzbetrages b
2
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Der Grenzerlos GE liegt bei b=0 deutlich Uber den Grenzkosten GK. Setzt man nun
zusétzliche Kapitaleinheiten db; ein, dann nmmt der Grenzerlds GE mit steigender Anzahl
unendlich kleiner Anteile db, von bimmer mehr ab, wahrend de Grenzkosten immer mehr
ansteigen. Bei b=0,6, ohne Beriicksichtigung der Ruinwahrscheinlichkeit, erhielte man das
maximale Endvermdgen Cn an jenem Punkt, an dem der Grenzerlos GE grade den
Grenzkosten GK ist. Denndort ist, vergleichbar der Abbildung 2, dCn=GE-GK=0. Ein
weiterer Einsatz von kleinen Einheiten dby wiirde a1 einem Abfall des vorher erreichten
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Vermogens fuhren. Denn die Grenzkosten GK dieser Anteile von bliegen Uber den
Grenzerldsen GE und zehren somit einen Tell des vorher erreichten Vermdgens auf. Dieser
Punkt b=0,6 entspricht den Ansétzen von Kelly etc., da hier p-g/m=0,8-0,2 bzw. p-g=0,6.

Die aur Ruinvermeidung erforderlichen Grenzkosten sind aGK. Der Grenzerlés GE liegt bei
b=0 wiederum tiber den Grenzkosten aGK. Im Punkt b=0,33 erreicht der Grenzerlos dann die
aGK, die fur m=1 hier mit a=1/(1-0,5) das absolut Doppelte der einfachen Grenzkosten GK
ausmaden. Da der Grenzerlds an dem Punkt b=0,33 ebenfalls das Doppelte bzw. a fadhe der
einfachen Grenzkosten GK ausmadt, ergibt sich hier komparativ statisch der maximale
Erwartungswert Cn des Endvermogens. Das Maximum wird erreicht mit Risikoeinsétzen b, bel
denen definitorisch die Uberlebenswahrscheinlichkeit U’ grade der Ruinwahrscheinlichkeit R’
fur einen marginalen Betrag von bentspricht. Denn esist GE=aGK bzw. dCn=GE-aGK=0.

Zwischen dem Punkt 0,33 und 0,6 maden die Grenzerlése GE weniger als das Doppelte oder

a fadhe der Grenzkosten GK aus. Diese Anteile von b zwischen 0,33 und 0,6 bei den Einsétzen
auf der Basis des Kelly- Kriteriums beinhalten insoweit Wahrscheinlichkeiten von R™ grofer als
U” . Sie egeben die in der Problemdarstellung oben aufgezeagte Ruintendenz jener Ansétze
Die marginalen Anteile von b, die links von 0,33 liegen, haben in Richtung O dagegen eine
zunehmende (iber R liegende marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit U™ .

Zusammenfassend kann man sagen, dassEinsatzbetrage b in Hohe links von 0,33 duchgehend
eine marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit groRer als die marginale Ruinwahrscheinli chkeit
aufweisen. Sie fuhren insowelt bei einer sehr grof3en Anzahl von Einsétzen zu ,unendlichem®
Wohlstand. Einsétze b in Hohe redts von 0,33 beinhalten dagegen eine Ruinkomponente mit
marginalen Ruinwahrscheinlichkeiten groRer als die marginalen Uberlebenswahrscheinlichkeit.
Dadurch fuhren sie tendenziell zum Ruin.

Ist m>1, dannwird das Optimum nur erreicht, wenn a mit m=g/v multipliziert wird. Daraus
folgt:
a=m/(1-0.5") fur m>1. (8a)

Im folgenden soll die Nebenbedingung (7) fiir den totalen Anlageprozesserértert werden.
2. Der GE/aGK-Vergleich fir den totalen Anlageprozess

Bel der Verwendung der Bedingungen (6) und (7) ist zu beaditen, dassoben die schrittweise
Erhdhung von bum db; auf einer M engenannahme beruhte. Diese Mengenannahmen konnen
sich nun auf den Einzelfall bezehen. Das heildt in die Betradhtung wéren die marginalen
Gewinne und marginalen Verluste eines Handels (trade) fir sich auf den Erwartungswert des
Vermdgens des Einzdfalls zu berticksichtigen (Nebenbedingung (6)). Die Mengenannahme
kann sich aber auch auf den ganzen zukinftigen Anlageprozessund damit die Verénderung des
Gesamtvermogens (Nebenbedingung (7)) erstredken. Das heildt, es wéren das Verhéltnis der
Summe dler Gewinne a1 der Summe dler Verluste a1 beaditen. Ist ndmlich im zukinftigen
Anlageprozessderen Verhdltnis niedriger als die kritische Grof3e pe/qer, dann gibt esim
Vergleich zu allen moglichen Kombinationen mehr als 50 Prozent an Kombinationen von
Verlusten und Gewinnen, die fur das Gesamtkapital tendenziell zu einem Ruin flhren kénnen.
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Um diese ruindse Tendenz zu eliminieren, missen die aukinftigen Gewinne mindestens das a
fache der zukinftigen Verluste nach Gleichung (8) bzw. a/m fache nach Gleichung® (8a) betra-
gen. Nur dann entwickelt sich das Vermogen derart, dassvon allen méglichen Kombinationen
die moglichen zukinftigen Gewinn/V erlustkombinationen tendenziell Gber dem jeweiligen
Vermdgensdand verbleiben. Die Division von a durch m ist fur diesen Ansatz eforderlich, da
bereits im Gewinnterm (1+mb)® der Summe dler Gewinne én m enthalten ist.

Die Nebenbedingungen (6) und (7) erganzen sich somit im Sinne der Zielsetzung. Jede
Bedingung stellt eine Restriktion fur die andere dar. Durch den folgenden Minimum-Ansatz
gewdhrleisten sie, dasskeine au niedrige Wahrscheinlichkeit und keine 21 hohen Anlagebetrége
das Vermdgen durch ruindse Tendenzen gefahrden. Dies hat besonders bei hohen p in
Verbindung mit b=b, und niedrigen p in Verbindung mit b=b, Bedeutung.
C DieBerechnung des optimalen Riskobetrages
Fur den Einzelfall mussdie marginale Wadstumsrate des Gewinnes a mal der moglichen
marginalen Schrumpfungsrate asolut entspredhen. Nadh Gleichung (5) ergibt sich damit fr
U =R und gp<l:
g £av' Obzw. d(p In(1+mb,))/db, =Ca d(q In(1-b,))/db, 9)
Nadh Differentiation erhdt man den optimalen Risikobetrag b;:
b, = (mp-aq)/(mp+maq) frU =R und gp<1. (20
Fur den totalen Prozess gilt, dassdie Wahrscheinlichkeit des Gewinnterms in Gleichung (5)
fur das Gesamtkapital mp/a mal der Wahrscheinlichkeit des Verlustterms entsprechen muss
also g=mp/a. Dies ergibt :
Cn=(1+mby,)° (1-b)™*  fiir pa<p<1. (11)
Nad Logarithmierung und Differentiation erhét man:
b,=(a-1)/(a+m) fur pe<p<l. (12
Hiernach hangt b, nur von dem Gewinn-Verlustverhdltnis m und der kritischen Gewinn-
Verlust Relation a ab. Die Wahrscheinlichkeiten der Gewinne und Verluste finden keine

weitere Beriicksichtigung.

Fasg man die Ergebnise aisammen, dann erhélt man wie oben bereits erlautert:

( min(by,b,) fur pe<p<1,
b=(1 fur p=1, (13
(0 fur tbrige.

Fur die Anwendung in der Praxisist Gleichung (13) im folgenden zu transformieren.

° Dasa der Gleichung 8a kann dann einheitli ch fiir Bedingung 6 und 7 verwandt werden.
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V. Anpasaing des Risikobetrages b an die Anlagepraxis

Ublicherweise ist es am Markt selten, dassein festes Verhdltnis von Gewinnen und Verlusten
entsprechend einem Bernoulli prozessredisiert werden kann. Im algemeinen ist ein Betrag I(b)
zu investieren, mit dem man dann eine Rendite ewirtschaftet oder einen Teilverlust erleidet.
Dieser Investmentbetrag I(b), | abhéngig von der Hohe des Riskobetrages b, ist dann die
gesuchte Variable, die vom gesamten Vermogen einen optimalen Anlagebetrag ausmadt.
[(b)=b/|v;| sei somit fur ein absolutes v;, relativer Erwartungswert des Verlustes einer
Anlagemoglichkeit, der in die Riskoanlage a1 investierende Antell des Vermogens. Dannfolgt
nach Eintreten eines Verlustes in Hohe des Erwartungswertes ein neuer Vermogensdand von
C-b bzw. 1-b fir C=1. Daraus folgt:

( b/|v| flir [ve|> 0O,

I(b)= (unendlich fur |v,| =0, (19
(1, wenn b|v,> 1, aber keine Kreditmdglichkeit gegeben
(=1, wenn Antell in einem Portfolio.

Im folgenden sollen run einige Uberlegungen zur Einbezehung deses Ansatzes in ein Portfolio
kurz eléutert werden.

VI Der optimale Anlagemix bei M eidung des Ruins
A Anlagemix bel Kauffallen

Durch weitgehende Diversifikation mit, hinsichtlich der Ertragsentwicklung moglichst
unabhangigen, Investments |&sg sich das Risiko zusétzlich mindern.

Bel der Anlage auf der Grundlage ener ,proportionalen Strategie” bietet es sch an, das
geometrische Mittel des Anlagemix zu maximieren. Solche Portfolios, die den Erwartungswert
des geometrischen Mittels Gber mehrere Anlageperioden maximieren, sind zwar nur bei
Vorliegen von Normalverteilungen ,mean-variance* -effizient. Sie minimieren aber fur den
Mehrperiodenfall, wie & fir Anlagen zur Altersvorsorge typisch ist, auch ohne diese
Verteilungsannehme das Risiko™. Diese Art von Portfolios hat zudem einen hdheren
Erwartungswert des Endvermogens als Ansédtze fur Einzdperioden. Beflrworter dieser
Strategie agumentieren™, dass ®lche Portfolios

- dehodchste Wahrscheinlichkeit besitzen, dassein vorgegebener Vermogensdand in
kirzester Zeit erreicht wird,
- die hochste Wahrscheinlichkeit besitzen, dassein vorgegebener Vermdgensdand in
einer vorgegebenen Zeit erreicht oder Gberschritten wird.

Ist K; die Summe anes Mix aus Risikokapital Cn; und risikofreiem Kapital F; einer Anlagei,
mit K; = I(b)Cn; + (1-1(by))F fur 1(b) <1 nadh Gleichung (14), dannl&sg sich zur Auswahl der
in das Portfolio aufzunehmenden Anlagen eine Rangreihe der geometrischen Mittel der
Endvermdgen Kn; aller Anlagen i bilden. Jene Anlagen mit den jeweils hochsten Werten sind
dannin das zu optimierende Portfolio einzubezehen.

1%v/gl. Hakanson 1971, S. 863ff., Thorpe 1971, EltonGruber 1995 S. 234
! u.a Elton/Gruber 1995 S. 232, Hakansn 1971, Thorpe 1971
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Die Maximierungsgleichung lautet somit fir Ki=1(by)(1+mvq)P(1-vi) @ +(1-1(b))F:
Maximiere '1(X; Kj)-1 furi=1..k, I(b) <1, 2X; =1 (15)

Fur eine enzdne Anlage i gilt nach entsprechender Ableitung fir den jewelligen Antell X;
derselben in einem Portfolio™ mit k Risikoanlagen danr

X|:1/k far ZX, =1 (16)

Das heil3t, in einem geometrisch zu maximierenden Portfolio sind de Riskoanlagen mit jeweils

gleichen Anlagebetragen 1/k zu investieren, so dass2.X; =1. Dabei bestehen diese Betrage fiir
Anlagenimit |vi|>b auseinem Risikoteil kleiner als 1/k und einem ergénzenden risikofreien
Anteil. Fur diese Anlagen ist der Risikoantell, fur U’i=R’;, durch den 0.a. Ansatz dann derart
beschrankt, dass|vii|=b; . Die risikofreien Anteile kdnnen dabel fir ale Riskoanlagen in einem
einzigen Investment zusammengefass werden. Die Tabellen 1 und 2 zegen unten die
Vorgehensweise.

Fur den Ansatz auf der Grundlage maximaler geometrischer Mittelwerte finden sich — ebenso
wie fur den Ertrags-Varianz-Ansatz fur den Einperiodenfall — sehr Giberzeugte Anhénger. In
der Praxis begegnet man hinsichtlich der Parameter Mischformen. Es bestehen aus der Sicht
des Verfassers daher keine Bedenken, auch fur den Mehrperiodenfall optimale Portfolios fur
den Einperiodenfall zu konzipieren'® und diese fortschreitend jeweil s nach Neuberechnung
zditlich aneinander zu reihen. Der oben beschriebene risikofreie Anlageteil bei Uberschreiten
der optimalen Risikobetrage b ist dabei jedoch — insbesondere bei Derivaten (Zertifikaten,
Futures, Optionen) - zu berticksichtigen.

Das Risiko lasg sich auch durch einen ausgewahlten Anlagemix auf der Grundlage aner
Rangreihe der Renditen durch Kéufe (,Jong” -Positionen) und dgeichzetige Vorverkéaufe
(,short” -Positionen) weiter eingrenzen. Im folgenden sollen daher zu einem derartigen
Portfolio weitere Uberlegungen wiedergegeben werden.

B Momentumportfolio bei unabhangigen Ertragsentwicklungen

Scholtz (2002a, 2002b) hat gezegt, wie sich Portfolios fir den Einperiodenfall optimieren
lasen. Hierbei ist jedoch, wie oben erwahnt, zusétzlich zu berticksichtigen, dassdie optimalen
Risikobetrége b richt Uberschritten werden. Einfadher als bei dem Einperiodenfall sind jedoch
fur den Mehrperiodenfall auch hier die Gewichtungen der einzenen Anteile der Anlagen zu
ermitteln. Dennfur die Maximierung des Ertrages kann man ebenfalls von Gleichung (15) und
(16) ausgehen. So gilt fur die vorzuverkaufenden Positionen, dassjeweils 1/k entspredchend
Gleichung (16) in die @nzenen Anlagen zu investieren ist. Denn die Shortpositionen stellen
risikobehaftete Anteile im Portfolio dar, die e@nen eignen Beitrag zum Ertrag des Portfolios

12 Hier ist beriicksichtigt, dassdie Rendite auf der Basisvon b bereits einen optimalen Wert auf Grund der o.a.
Differentiation darstellt. VVgl. auch Elton/Gruber 1995 S. 234 Der Wert X;=1/k ergibt sich aus einer

fortschreitenden Differentiation von (1—kXi)Xik fur i,k=2,3,..., wenn man das Produkt der Gewichte ['] X; von

dem Produkt [TK; trennt. Fur X;*°®*' erhalt man nach Differentiation zudem fir X; als Gewicht die Zahl e
bzw. gerundet 10037 und fur 100’X; gerundet den Wert 37 fir die optimale Anzahl der Investmentsim
Portfoli o, wenn man fir das gesamte anzulegende Kapital den Wert 100 ansetzt.

** Scholtz 1999 20023, 2002



Hellmut D. Scholtz  Maximierung des Endvermégens bei Meidung des Ruins
11

ruinneutral beisteuern. Die Berechnung ist unten aus Tabelle 2 ersichtlich. Hierbel ist bei diesen
Vorverkaufspositionen gedanklich eine ,Umkehr* der Begriffe fur die zu berechnenden
Parameter insoweit vorzunehmen, as Kursminderungen des Underlyings Gewinne und
Kursanstiege Verluste darstellen.

Aus Scholtz (2002, 2002b) kdnnte man entnehmen, dasses fir eine solche Strategie nur
bedingt erforderlich ist, dassdie @nzenen Investments Gewinnwahrscheinlichkeiten aufweisen,
die jeweils oberhalb der kritischen Wahrscheinlichkeiten liegen. Aus der Untersuchung von
Scholtz (20029 fur einzene Werte des Dax geht jedoch hervor, dassder Ertrag wesentlich
gesteigert und de Risiken entscheidend gemindert werden kdnnen, wenn diese Bedingung
berticksichtigt wird. Gleiches gilt in besonderem Mal3 auch fur die Berlicksichtigung des
optimalen Risikobetrages b eines Investments.

Aus dem Blickwinkel der Altersvorsorge ist bei Unterstellung einer Risikoaversion des
Anlegers noch eine weitere Komponente der Risikobegrenzung in den Ansatz ergénzend
einzubezehen.

C Begrenzung des Risikos bei zunehmendem L ebensalter

Um im Versicherungsfall Alter 65 ein auskommliches, risikofreies Portfolio zu erhalten, bietet
es sch an, den Ertragseffekt der aufgezagten Strategie in jungen Jahren voll auszureizen. Mit
zunehmendem Alter sollte dann die jeweil s zu investierende Summe risikoadjustiert” werden.
Eine Mdglichkeit ist beispielsweise die Anwendung einer arithmetischen, logarithmischen oder
sonstigen Funktion, mit der die Anlagebetrége korrigiert bzw. das Risko vermindert wird.
Einige mogliche adjustierte Funktionen P, fur das Portfolio im Wert von P=100sind zum
Beispiel :

P.=1002.2222(A-20) fur Alter A=21...63 (178)
P+~ 26,26975In(65-A) fur Alter A=21...63 (17b)
P~ 20In(65-A) -10 fur Alter A=21...63 (17c)

Gleichungen (17a) bis (17c), hier nur als Anregung gedadit, bedeuten, dassdas Portfolio nur
bis zu P, Prozent mit risikoreichen Anlagen zu fullen ist. Mit zunehmendem Alter nimmt der
Prozentsatz bei (17a) linea ab, bei (17b) und (17c) logarithmisch. Bel (17c) besteht dabei
neben einer ggf. abzuschlief3enden Risikoversicherung eine Besonderheit fur den eventuellen
Invaliditétsfall. Die Anlage beginnt daher nur zu etwa 2/3 mit risikoreichen Anlagen. Eine
Kombination von (17a) und (17c) hat, wie die Grafik 4 zegt, ebenfalls einen gewissen Charme.
Hier adjustiert der Anleger die Vermogensanlagen anfangs nadch Gleichung (17c) und ab 41.
Lebengahr verwendet er Gleichung (17a). Andere Ansétze sind moglich. Das hochste
Endvermogen ist, wie e0rtert, bel einer Strategie mit wiederholten Einsdtzen ohne
Adjustierung zu erwarten. Hierbei werden die hochsten Ertrage in den letzten Jahren erzielt.

In Abbldung 4 sind die @nzdnen, zur Darstellung des Prinzips valli g frel gewahlten
Funktionen** der Gleichung (17a-c), zur besseren Veranschaulichung dargestellt.

Y zur Erorterung subjektiver Nutzenfunktionen in diesem Zusammenhang sei u.a. auf Hakansson 1971,
Thorpe 1971, Elton/Gruber 1995verwiesen.
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Abbildung 4
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Einige Rechenbeispiele sollen im folgenden die VVorgehensweise aur Bestimmung des
optimalen Investments und de Konzeption von entsprechenden Portfoli os verdeutli chen.

VII. Beispiele
A Optimaler Anlagebetrag bei aufeinander folgenden Investments

Oft ist eine Schatzung der Wahrscheinlichkeiten und der Rendite des Portfolios nicht moglich.
Man kann dann trotzdem auf Erfahrungen aufbauende Parameter ermitteln.

Hier sei folgende Ergebnisstuation bei einer bestimmten Risiko-Strategie @nes Anlegers
gegeben (w; als Prozentsatz von Kurswerten des Portfolios bei Investments in Derivate in
aufeinanderfolgenden i=10 Féllen an der Bérse Uber n+1 Perioden):

w; = 30, -40, 20, 50, 10, -20, 80, 30, 60, - 9.

Es snd:

SZ:ZZi far Zizln(1+Wi/100), i:1,2,...,n.

Cn=100exp(SZ), wobei Cn das Endkapital, wenn das Anfangskapital C=100,
p=SZ/n die ewartete Wadhstumsrate.

Die Ergebnisse der Berechnungen sind dann:

Endkapital nadh n,=7 Gewinnen und n,=3 Verlusten 421,

M = 0,1437 durchschnittliche Wadchstumsrate,

pg= 0.3236 Wadhstumsrate fir pg=Sz/n,

pv=-0.2761, Schrumpfungsrate fir pv =SZ/n,,

vi=-0,2412579 (exp(uv)-1) Erwartungswert des Verlustes
Gewinrwahrscheinlichkeit p=0,7 (entspredhend ny/n),
Verlustwahrscheinlichkeit g=1-p=0,3 (entsprechend n,/n),
Gewinn-Verlust-Verhdtnis m=-(exp(pg)-1)/(exp(uv)-1)=1.5841,
kritisches Verhdtnis a=m/(1-0.5™=2,377, an welchen U” =R’ .
Das optimale b berechnet sich dann gemal? Gleichung (13) aus:
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b=min[(mp-aq)/(mp+magq); (a-1)/(a+m)]=(0,177,0,35)=0,177.
und das optimale Investment I(b) folgt nach Gleichung (14) mit:
I(b)= b/|v(|=0,7329

Das heil3t, bei einem anfanglichen Vermogen von € 1063 sind jedes mal 73, 29 Prozent vom
jewells erreichten Vermogen anzulegen. Ein durchschnittlicher Verlust von b=17,7 Prozent des
Kapitals vom jeweil s aktuellen Stand wird in verschiedenen Féllen auftreten. Da es sch um
eine durchschnittliche Betradhtung handelt, sind die tatsadhlichen Verluste hher oder kleiner.
Will man hohere Verluste ds den optimalen Betrag b vermeiden, dann sind entweder
entsprechende Stopps zu setzen oder entsprechende Absicherungen durch Optionen oder
andere Gegenpositionen vorzunehmen. Soweit die Anlage Bestandtell eines Portfolios ist,
ergibt sich die Risikobegrenzung durch die o.a. Diversifikation.

Das Ergebnis I(b) besagt, dassfur eine Maximierung des Vermdgens bei Meidung des Ruins
100*1(b) Prozent des jeweils total verfligbaren Kapitals C in den, den Berechnungen zu
Grunde liegenden Risikoanlagen zu investieren sind. Uberschreitet der tatsadhliche Risikoanteil
des Vermdgens diesen Prozentsatz, z.B. nach Gewinnen, dann sind Telle der Risikoanlagen
aufzulésen. Entspredhend sind Unterschreitungen durch zusétzliche Risikoanlagen, z.B. nach
Verlusten, aufzustocken. In der Regel sind de I(b) grofier als 1 und geben rur eine
Redhengrofe fir den Anteil im Portfolio bei Anlagen in Derivaten nach Gleichung (14) ff.
wieder.

Im vorliegenden Fall betragt die Ruinwahrscheinlichkeit™ des gesamten Vermdgens fur
n=23,64 Fale und L=0,3446" dann L?*®** = 1,1547mal 10, sieist also praktisch rull. Bei
diesen Werten ist angenommen, dassdas gesamte Vermdgen bei jeder Anlageentscheidung
jewells zu 7329 Prozent in der 0.a. einen Anlage investiert ist.

B Beispiel eines optimalen Mix fur Kauffalle

In Tabelle 1 ist ein Musterportfolio mit Derivaten (Zertifikate, Futures) aufgezegt. Fir den
Hebel wurde die Beredhnung nadh Scholtz (200, Gleichung 17) verwandt. Der Antell fur
k=4 Anlagen 1 bis 4 betragt je 1/k bzw. 25 Prozent. Der zu erwartende méogliche Gewinn
ergibt sich aus v,%I[m bzw. Spalte 3 multipliziert mit Spalte 4. Er ist hier nicht aufgefihrt. Da

Tabelle 1 Optimaler geometrischer Anlagemix
Anlage p% vi% m I(b) (2-I(b))/k b Mix
1 2 3 4 5 6 7 8
1 70 18 1,111 0,5948 0,10130 0,107 0,14870
2 70 17 1,176 0,7146 0,07135 0,1214 0,17865
3 71 19 1,105 0,6760 0,08100 0,1284 0,16900
4 73 20 1,250 1 0 0,2012 0,25000
5* 100 O 1 1 0,25365
Summe 0,25365 1

'® Nach Scholtz 2002 d S. 205 berechnet sich die Fallzahl n° mit —4,605In(1-b) und die Ruinwahr-
scheinlichkeit mit LS fir C=n’ und L=pL™%+q. L ist dabei fiir nicht ganzzahlige m durch Probieren
néherungsweise zu ermitteln.
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die I(b) mit Ausnahme der 4. Anlage kleiner as 1 sind, wird in Spalte 6 der risikofrel
anzulegende Anteil jeder i. Anlage F; berechnet. Deren Summe egibt fir die k+1 Anlage
insgesamt den Wert 25,365 Prozent. Dies ist dannder Anteil der riskofreien Anlage an
Portfolio. In Spalte 8 ist er entspredhend aufgefuihrt. Im iibrigen sprechen die Uberschriften der
Tabelle fur sich. Als Ergebnis|asg sich aus Spalte 8 fur den optimalen Mix entnehmen, dass
von dem Vermdgen jeweills 14,87 Prozent in Anlage 1, 17,865 Prozent in Anlage 2 ...usf. zu
halten sind. Die Summe egibt 1.

C Beispid fur ein optimales M omentumportfolio

In Tabelle 2 sind ebenfalls zwei Anlagen (K&ufe) mit einem moglichen relativen Verlust von
18% und 16 und 2 Anlagen (hier Vorverkaufe) mit einem relativen Verlust von ebenfalls
18% und 17®6 dargestellt. Der relative Verlust bezeht sich bei den Vorverk&ufen tatsadlich
auf den Anstieg der entsprechenden Kurse des Underlyings, da diese anen Verlust bei
Vorverkaufen bedeuten. Dadie ,Verluste® in Spate 3 bei diesen 2 Positionen eine hdhere
Verlustwahrscheinlichkeit g (hier: g=1-p der Spalte 2) aufweisen as bei den ersten zwei
Positionen, sind die optimalen Risikobetrage b in Spalte 7 niedriger. Dadurch ergibt sich auch
in Spalte 6 ein hbherer Antell fur die eforderlichen riskofreien Anlagen. Der mdgliche Gewinn
ergibt sich aus der Multiplikation von Spalte 3 mit Spalte 4. Spalte 6 ist aus der Uberschrift
erklart. Die vier Investments zu jeweils 1/k je Investment ergeben 25 Prozent Anteil je Anlage.
Dadurch findet sich fir jede Anlage fir die Summen aus Spalten 6 und 8 jewell s dieser Anteil
von 25 Prozent wieder. Der Gesamtbetrag aller Werte in Spalte 6 zeigt die Summe von 50,065
Prozent des Vermogens, die wiederum als k+1 Anlage 5* riskofrei anzulegen ist. Da es sch
bei Anlage 3 und 4 un Vorverkéufe(z.B. Bea-Zertifikate) handelt, sind sie in der Spalte 1 der

Tabelle 2 Geometrisches Momentumportfolio
Anlage p% vi% m I(b)  (1-1(b))/k b Mix
1 2 3 4 5 6 7 8

1 70 18 1,111 0,5948 0,10130 0,10700 0,14870
2 70 17 1,176 0,7146 0,07135 0,12140 0,17865
-3 67 18 1,111 0,2280 0,19300 0,04106 0,05700
-4 68 17 1,176 0,4600 0,13500 0,07820 0,11500
5 100 O 1 1 0,50065
Summe 0,50065 1

Tabelle mit negativem Vorzechen versehen. Durch die Strategie von Kaufen und Vorver-
kéufen ist das Risiko fur das Gesamtportfolio zusétzlich verringert. Die risikofreie Anlage 5*
stellt dabei sicher, dasskeine der Anlagen fir ihren optimalen Anteil 1/k eine marginale
Ruinwahrscheinlichkeit aufweist, die groRer als die marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit ist.
Sollen allgemeine Marktschwankungen zum Tell aufgefangen werden, dannwére auf eine
moglichst ausgeglichene, gleiche Struktur der Long- und Short-Positionen zu adhten.

Tabellen 1 und 2 wurden mit handelstiblichen Tabellenprogrammen beredhret.
VIII . Schlusdolgerungen

Bel strikter Einhaltung der ,proportionalen Strategie® ist ein Ruin vollkommen ausgeschlossen.
Die systematische Elimination der Ruintendenzen ist dabei begrtindet in dem marginalen
Ansatz. Denndieser berlicksichtigt bei positiven Ertragserwartungen ein Gleichgewicht der
marginalen Wahrscheinlichkeiten des Ruins und des Uberlebens. Die Vorgabe aner
hochstzuldssgen Ruinwahrscheinlichkeit erdibrigt sich daher.
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Nun het der Verfasser fur die Beispiele Derivate mit hoher Volatili tét ausgewahlt. An den
Zahlen und den Ergebnissen ist zu sehen, dassdie vorgestellten Risikokalkile, wie im
Abschnitt VI ertrtert, erweitert werden sollten.

Zusammenfassend scheint die Anwendung der Anlagestrategie fir Zwedke der
Altersversorgung geagnet. Dabei sind zwei Komponenten zu beadten. Einerseits die Prifung,
ob bei anstehenden Entscheidungen Uber Investments die kritische Wahrscheinlichkeit erreicht
oder Uberschritten wird. Andrerseits die Berechnung optimaler Anlagebetrége und optimaler
Portfolios. Dabel ist zu beriicksichtigen, dassdie kritische Wahrscheinlichkeit durch eine
planvolle Verlustbegrenzung®® erméRigt werden kann. Damit eréffnet sich eine héhere Anzahl
von Anlagemégli chkeiten'”.

Hinsichtlich der HOhe der zu investierenden Kapitalbetrage bzw. Risikobetrage b bestehen
gewisse Spielrdume. Die Betrage dirfen niedriger als die optimalen sein. Auf keinen Fall
sollten sie &er hoher sein. Dies kommt auch schon in dem Ansatz der Gleichung (13) zum
Ausdruck. Dort ist deshalb auf die jeweils minimalen Betrage von b, oder b, abgestellt.
Analoge Uberlegungen fanden Eingang in die Entwicklung der Gleichungen (17a-c).

Zusammenfassung

Der Ansatz analysiert die mathematischen Einflusgrofien, die bei riskobehafteten I nvestments
zur Vermeidung von Ruintendenzen bei Anlagen zur Altersscherung zu berticksichtigen sind.
Danadh mussderen Gewinnwahrscheinlichkeit eine kritische Grofe tiberschreiten. Weiterhin
darf nur ein definierter Betrag risikoreich investiert werden. Bei Investments mit geringeren
Gewinnwahrscheinlichkeiten oder hdheren Einsatzbetragen als den optimalen ist die marginale
Ruinwahrscheinlichkeit groRer als die marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit. Es besteht dann
eine latente Ruintendenz. Das Erreichen eines maximalen Endvermdgens oder auch rur eines
hohen Vermogens ist somit tendenziell geféhrdet. Bel geringeren Einsétzen und héheren
Gewinnwahrscheinlichkeiten als den optimalen oder bei strikter Einhaltung der Strategie ist
dagegen ein hohes Endvermégen zu erwarten. Die aufgezaegten Portfoliostrategien vermindern
dabei das Risiko zusétzlich.

Die eforderlichen Parameter zur strategischen Optimierung des Anlageverhaltens werden
abgeleitet. Einige praktische Beispiele eleichtern das Verstandnis.

Summary

The gproac points out the cmponents of optimum strategies for maximizing yields while
avoiding ruin. Provided al dedsions are defined as elements of a deasion process the final
cgpital can be maximized only if the ratio of possble gains and losses is greder than afixed
cut-off point and if a defined fradion of the caital isinvested. A strategy using stakes larger
than the aiticd fradion resultsin atendency to be ruined. Strategies risking stakes lessthan
the optimum stake have atendency to aaquire infinite wedth, but at a growth rate that is lower
than the rate dforded by the optimum stake. The caculation of optimal portfoliosis $own.

'° Scholtz 2002d S.205, FN 21zei ot die hierfur erforderliche Gleichung: vg=g/m, fir my=In(1-0,5/p)/In(0,5)-1
*" Scholtz1990
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