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1 Einleitung

�Okonometrische Modelle bilden typischerweise eine endogene Variable y als

bekannte Funktion von erkl�arenden Gr�o�en x; z ab, h�au�g erg�anzt um eine

Verteilungsannahme �uber den St�orterm der Regressionsbeziehung. Sch�atz-

funktionen f�ur die unbekannten Parameter des Modells werden dann gew�ohn-

lich �uber lineare oder nichtlineare Kleinst-Quadrate-Verfahren gewonnen, im

Fall einer Parametrisierung der stochastischen Modellkomponente �ublicher-

weise auch �uber die Maximum-Likelihood-Methode. Die �okonomische Theo-

rie l�a�t jedoch h�au�g den funktionalen Zusammenhang zwischen endogener

Variable und Regressoren unspezi�ziert, und falsche Parametrisierungen des

systematischen Teils des �okonometrischen Modells f�uhren in der Regel eben-

so zu inkonsistenten Sch�atzfunktionen wie fehlerhafte Verteilungsannahmen

�uber die stochastische Restgr�o�e bei Verwendung des ML-Verfahrens. Diese

Beobachtung f�uhrte in den letzten Jahren zu einer steigenden Popularit�at von

nichtparametrischen und semiparametrischen Sch�atzverfahren, von denen die

ersten keine Parametrisierungen in der Regressionbeziehung ben�otigen und

letztere hier verstanden werden als Methoden zur Sch�atzung von �okonometri-

schen Modellen, von denen nur einzelne Bestandteile funktional spezi�ziert

sind. Ein solcher semiparametrischer Regressionsansatz ist der des partiell

linearen Modells

y = x0� + �(z) + u (1)

mit unbekannter Funktion �(:). Dabei ist � ein unbekannter, zu sch�atzen-

der Koe�zientenvektor und u die Restgr�o�e des Modells. Eine Reihe von

Arbeiten haben sich in den letzten Jahren mit dem Sch�atzen und Testen

der Regressionsbeziehung (1) befa�t, vgl. z.B. f�ur die Entwicklung von
p
N -

konsistenten Sch�atzfunktionen �̂ - um nur einige wenige zu nennen - die

Ans�atze von Robinson (1988) und Speckman (1988), die das Problem der un-

bekannten Funktion �(:) �uber nichtparametrische Kernregressionssch�atzun-

gen l�osen, oder die neueren Arbeiten von Liu/Lu (1997), die einen k-NN-

Ansatz nutzen, Battacharya/Zhao (1997) und Yatchew (1997) f�ur Di�eren-

zenverfahren oder Mammen/Van de Geer (1997) und Ai/McFadden (1997),

die beide das Problem der Sch�atzung von � in einer Verallgemeinerung des
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Ansatzes (1) auf partiell spezi�zierte nichtlineare Modelle betrachten. Einenp
N -konsistenten Instrumentalvariablensch�atzer f�ur � in einem Paneldaten-

kontext schlagen Li/Stengos (1996) vor. Ausgehend von diesem letzteren

Sch�atzansatz stellt die vorliegende Arbeit eine Auswahl an Sch�atz- und Test-

verfahren f�ur ein semiparametrisches Modell der Art (1) f�ur Paneldaten vor,

die zur umfassenden Regressionsanalyse geeignet ist. Dabei schlie�t sich der

im wesentlichen auf den Arbeiten von Baltagi et al. (1996), Fan/Li (1996),

Kniesner/Li (1996), Li/Hsiao (1996), Li/Stengos (1996) und Li/Wang (1996)

basierenden Darstellung bekannter Verfahren f�ur gleichgewichtige Datens�atze

die Anwendung auf den einfachen Fall eines Unbalanced Panels an. Knies-

ner/Li (1996) folgend, wird die partiell lineare Regressionbeziehung als Mo-

dell mit variablen Koe�zienten interpretiert, und ein Auswertungsmechanis-

mus f�ur diese Koe�zienten wird vorgeschlagen. Des weiteren werden einige

�Uberlegungen zum Testen der Modellspezi�kation angestellt, wenn Regres-

soren mit dem St�orterm des Modells korreliert sind. Eine empirische An-

wendung des vorgestellten umfassenden Sch�atz- und Testinstrumentariums

�ndet sich in H�ubler/K�onig (1997).
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2 Das Modell

Betrachtet sei wie in Li/Stengos (1996) das semiparametrische partiell lineare

Paneldatenmodell

yit = x0it� + �(zit) + uit ; i = 1; : : :N; t = 1; : : : T; (2)

in dem � einen q1 � 1{Vektor von unbekannten Koe�zienten f�ur die Varia-

blen xit 2 Rq1 und �(:) : Rq2 ! R eine unbekannte Funktion der Variablen

zit 2 Rq2 bezeichnet. i und t sind Lau�ndizes f�ur die Individuen bzw. die Zeit,

und die Anzahl der Zeitpunkte T sei �x. Die Variablen xit seien in beliebiger

Form mit der Restgr�o�e uit des Modells korreliert, w�ahrend aufgrund der

Unspezi�ziertheit der Funktion �(:) auf jeden Fall E(uit j zit) = 0 erf�ullt ist.

Letzteres, da jede Korrelation zwischen dem St�orterm uit und den Variablen

zit immer Eingang in den nichtparametrischen Term �(:) �nden w�urde.1

Eine Taylorreihenentwicklung der unbekannten Funktion �(zit) um z ergibt

(Kniesner/Li 1996)

�(zit) = �(z) +
@�(z)

@z0it
(zit � z) +

1

2
(zit � z)0

@2�(~z)

@zit@z0it
(zit � z)

� �(z) +
@�(z)

@z0it
(zit � z) +R(zit; z) (4)

f�ur ein ~z zwischen z und zit, und Einsetzen von (4) in Gleichung (2) liefert

yit = x0it� + �(z) +
@�(z)

@z0it
(zit � z) +R(zit; z) + uit

� ~�(z) + x0it� + �(z)0zit + �uit (5)

mit ~�(z) � �(z)� @�(z)
@z0

it

z, �(z) � @�(z)
@zit

und �uit � uit+R(zit; z). Da o�ensicht-

lich R(zit; z) = O (jjzit � zjj2), ist der Ansatz (5) f�ur ein z in einer Umgebung

1Sei eine strukturelle Form f�ur yit gegeben durch

yit = x0it�+ ~�(zit) + �it (3)

mit E(�it j zit) = �(zit). Dann gilt, E(yit j zit) = E(xit j zit)
0� + ~�(zit) + �(zit)

� E(xit j zit)
0� + �(zit), und somit sind die Regressionsbeziehungen (2) und (3) bzgl.

ihres auf zit bedingten Erwartungswerts nicht unterscheidbar.
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von zit ann�ahernd als lineares Modell mit variablen Koe�zienten �(z) inter-

pretierbar.

Marginale �Anderungen der erkl�arenden Variablen xit und zit induzieren Ver�ande-

rungen der endogenen Variablen yit in H�ohe von

@yit
@xit

= � ;

@yit
@zit

=
@�(zit)

@zit

= �(z) +
@R(zit; z)

@zit
� �(zit) � �(z);

die mittels konsistenter Sch�atzfunktionen f�ur den unbekannten Koe�zienten-

vektor � und die NT Vektoren von variablen Koe�zienten �(zit) quanti�-

zierbar sind.

Der Regressionsansatz (2) l�a�t sich leicht in einem ungleichgewichtigen Panel-

datensatz betrachten, in dem f�ur einige Individuen zu einzelnen Zeitpunkten

keine Beobachtungen vorhanden sind. De�niert sei eine Dummy-Variable cit:

cit =

8<: 1 wenn Individuum i in Periode t beobachtet wird

0 wenn Individuum i in Periode t nicht beobachtet wird.

Dann gilt Beziehung (2) mit der Einschr�ankung, da� (yit; x
0
it; z

0
it) nur dann

beobachtbar ist, wenn cit = 1 ist, und ferner ist jede Summation einer beliebi-

gen Funktion g(yit; x
0
it; z

0
it; uit) �uber alle beobachtbaren Stichprobenvariablen

darstellbar als
TX
t=1

NX
i=1

citg(yit; x
0
it; z

0
it; uit) :

Dabei ist N die Anzahl aller Individuen, f�ur die Beobachtungen aus minde-

stens einer Periode vorliegen.
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3 Sch�atzung

3.1 Sch�atzung des Koe�zientenvektors �

Li/Stengos (1996) betrachten die
p
N -konsistente Sch�atzung des unbekann-

ten Koe�zientenvektors � in einem Balanced-Datensatz: Zun�achst ist (Ro-

binson 1988)

E(yit j zit) = E(xit j zit)0�+ �(zit) ;

und damit folgt:

yit � E(yit j zit) = (xit � E(xit j zit))0 � + uit : (6)

In �ublicher Weise kann somit ein gew�ohnlicher Kleinst-Quadrate-Sch�atzer,

sofern xit und uit unkorreliert sind, oder allgemein ein Instrumentalvaria-

blen (IV)-Sch�atzer f�ur den Koe�zientenvektor � aus der Regressionsbezie-

hung (6) bestimmt werden, sofern die bedingten Erwartungswerte

E(Ait j zit), Ait aus der Menge fyit; xitg, f�ur alle i und t bekannt sind.

Letzteres wird in der Regel nicht der Fall sein, jedoch k�onnen diese Erwar-

tungswerte nichtparametrisch konsistent gesch�atzt werden, z.B. �uber eine

Nadaraya-Watson-Kernregressionssch�atzung (Nadraya 1964, Watson 1964):

Ê(Ait j zit) =
1

NTaq2

PT
s=1

PN
j=1Kit;jsAjs

1
NTaq2

PT
s=1

PN
j=1Kit;js

=
Ê(Ait j zit)f̂it

f̂it

� Âitf̂it

f̂it
= Âit :

Dabei istKit;js � K
�
zjs�zit

a

�
ein �ublicher Produktkern, alsoK(�) =

Q
l k(�l),

wobei k(:) eine univariate Kernfunktion, �l die l-te Variable in � und a einen

Gl�attungsparameter bezeichnet. f̂it bezeichnet eine Sch�atzung f�ur die Dichte-

funktion f(zit). Ein IV-Sch�atzer f�ur � aus einem Regressionsansatz, in dem in

Gleichung (6) die unbekannten bedingten Erwartungswerte durch ihre Kern-

regressionssch�atzungen ersetzt sind, wird jedoch vom Problem der
"
random

denominators\ betro�en: Die Nenner der Kernregressionssch�atzungen sind
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Zufallsvariablen, was Schwierigkeiten in der Bestimmung der Sch�atzeigen-

schaften nach sich zieht; die Bedingung f(zit) > 0 f�ur alle i und t wird erfor-

derlich. Zur L�osung dieser Problematik werden in der Literatur zwei Wege

vorgeschlagen: Eine Methode sieht das Heraustrimmen von kleinen Werten

von f̂it vor (z.B. Robinson 1988), die andere eine Dichtegewichtung (Powell

et al. 1989) zur Beseitigung des zuf�alligen Nenners f̂it. Dem letzten Ansatz

folgend, resultiert nach Li/Stengos (1996) eine Sch�atzung f�ur � aus dem Re-

gressionsansatz

yitf̂it � ŷitf̂it = (xitf̂it � x̂itf̂it)
0�+ ~uit

mit ~uit = uitf̂it � Ê(uit j zit)f̂it:

�̂ =

(
TX
t=1

NX
i=1

(wit � ŵit) (xit � x̂it)
0 f̂ 2

it

)�1 TX
t=1

NX
i=1

(wit � ŵit) (yit � ŷit) f̂
2
it :

Dabei ist ŵit � Ê(wit j zit), und wit bezeichnet einen Vektor von Instrumen-

talvariablen f�ur xit.

Sei sowohl die Klasse der Kernfunktionen K� als auch die Klasse der Funk-

tionen G�
�, � > 0, � > 0, de�niert wie in Robinson (1988) (vgl. f�ur diese De-

�nitionen Anhang A).2 Dann pr�ufen Li/Stengos (1996) die
p
N -Konsistenz

und die Verteilung der Sch�atzfunktion �̂ unter folgenden Bedingungen:3

(A1) (xi; zi; ui) sind unabh�angig identisch verteilt �uber alle i. Dabei bezeich-

net Ai, A aus fx; z; ug, den Vektor (Ai1; Ai2; : : : ; AiT )
0.

(A2) F�ur alle t = 1; : : : ; T besitzt z1t eine Dichtefunktion f 2 G1� f�ur ein

beliebiges � > 0, und ferner gilt, �(:) 2 G4+�
� , E(x1t j z1t) 2 G4+�

� f�ur

ein beliebiges � > 0 und eine ganze Zahl � � 1 mit � < � � � + 1,

E
�
u4+�1t

�
<1 f�ur ein beliebiges � > 0.

2Alle k 2 K� sind Kernfunktionen �-ter Ordnung, und vereinfacht gesprochen gilt, falls

g 2 G�� mit einer nat�urlichen Zahl �, ist g �-mal partiell di�erenzierbar, und diese Ablei-

tungen sind ebenso wie g durch eine Funktion mit endlichem �-ten Moment gebunden.
3Hierbei handelt es sich im wesentlichen um die Annahmen von Li/Stengos 1996, jedoch

wurde (A3) korrigiert: Li/Stengos (1996) setzen lediglich E(uit j wit) = 0 voraus, aus dem

Beweis von Theorem 1 der Autoren ist aber ersichtlich, da� Theorem 1 nur unter der

st�arkeren Bedingung E(uit j wit; zit) = 0 G�ultigkeit besitzt, was im allgemeinen nicht aus

E(uit j wit) = 0 und E(uit j zit) = 0 folgt.
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(A3) Es existiert ein w1t 2 Rq1 mit E(u1t j w1t; z1t) = 0, E(w4+�
1t ) < 1 und

E(w1t j z1t) 2 G4+�
� f�ur ein beliebiges � > 0 und alle t = 1; : : : ; T .

wi = (wi1; : : : ; wiT )
0 ist unabh�angig identisch verteilt �uber alle i, und

ferner ist
PT

t=1E f(w1t � E(w1t j z1t))(x1t � E(x1t j z1t))0f 2(z1t)g nicht
singul�ar.

(A4) k 2 K�, und f�ur N !1 gilt, a! 0, Na2q2 !1 und Na4� ! 0.

Nach Theorem 1 in Li/Stengos (1996) ist unter (A1) bis (A4)

p
N(�̂� �)

d�! N(0; V ) ;

und ein konsistenter Sch�atzer f�ur V ist V̂ = B̂�1Â(B̂�1)0 mit

B̂ =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

(wit � ŵit)(xit � x̂it)
0f̂ 2
it ;

Â =
1

NT 2

TX
t=1

TX
s=1

NX
i=1

(wit � ŵit)f̂it(wis � ŵis)
0f̂is ~̂uit ~̂uis :

Dabei ist ~̂uit = (yit � ŷit)f̂it � (xit � x̂it)
0f̂it�̂.

Hinsichtlich der Voraussetzungen (A1) bis (A4) sei angemerkt, da� (A1) eine

Standardbedingung bzgl. der Unabh�angigkeit der Beobachtungseinheiten ist,

und neben einer Annahme �uber den bedingten Erwartungswert der St�orgr�o�e

und einer gew�ohnlichen Voraussetzung bzgl. der Invertierbarkeit einer Sum-

me in (A3) handelt es sich bei (A2) und (A3) um in der Nichtparametrik �ubli-

che, wenig restriktive Bedingungen �uber Momente und die Glattheit einiger

Funktionen. (A4) stellt Anforderungen an die Kernfunktion und setzt erf�ull-

bare Bedingungen f�ur die Bandweite. Eine Kernfunktion zweiter Ordnung

kann danach f�ur q2 � 3 genutzt werden. Nach Li (1996) und Li/Ullah (1996)

kann (A4) durch folgende Annahme ersetzt werden:

(A4') k 2 K�, und f�ur N ! 1 gilt, a ! 0, Namax(2q2�4;q2) ! 1 und

Na4� ! 0.

Unter dieser schw�acheren Voraussetzung ist f�ur q2 � 5 eine Kernfunktion

zweiter Ordnung nutzbar. Die Bedingung E(u1t j w1t; z1t) = 0 in (A3) ist

sch�arfer als im linearen Modell, das neben E(u1t j z1t) = 0 nur die G�ultigkeit
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von E(u1t j w1t) = 0 erfordert. Die Voraussetzung E(u1t j w1t; z1t) = 0 ist

aber z.B. immer dann erf�ullt, wenn die Variablen u1t und w1t unabh�angig

sind, gegeben z1t, oder gleiches gilt f�ur u1t und z1t, gegeben w1t. Im �ubrigen

gilt f�ur jede schwach exogene Variable zl1t aus z1t, E(u1t j zl1t; zl1;t�1) = 0, so

da� ggf. zl1;t�1 oder eine Funktion davon als Instrumentalvariable genutzt wer-

den kann (vgl. Li/Stengos 1994 f�ur den Fall eines dynamischen Paneldaten-

modells). Zu beachten ist, da� die Annahmen (A1) bis (A3) dem Fehlerterm

u1t keine Restriktionen hinsichtlich des stochastischen Zeitreihenprozesses

auferlegen; u1t kann eine serielle Korrelation oder eine bedingte Heteroske-

dastie beliebiger Art aufweisen. Damit kann es sich bei der Regressionsbezie-

hung (2) z.B. um ein Random-E�ects-Modell mit additiven Fehlerkomponen-

ten u1t = �1+�1t handeln.
4 Die Koe�zienten eines OLS-sch�atzbaren linearen

Random-E�ects-Modells k�onnen mit der Gewichtungsmatrix Ê(uu0 j x; z),
u = (u01; u

0
2 : : : u

0
N)

0, e�zienter �uber ein GLS-Verfahren gesch�atzt werden.

Entsprechendes zeigen Li/Ullah (1996) f�ur die EGLS-Sch�atzung von � in

einem homoskedastischen semiparametrischen partiell linearen Modell, das

E(uu0 j x; z) = �2
�IN 
 eT e

0
T + �2

� INT erf�ullt. Dabei bezeichnet eT einen

T �1-Vektor mit Einsen und Ik die Einheitsmatrix der Dimension k. Auf die

Darstellung der EGLS-Sch�atzfunktion sei hier verzichtet.

Der f�ur ein Balanced Panel konzipierte Sch�atzansatz von Li/Stengos (1996)

l�a�t sich leicht auf den Fall eines ungleichgewichtigen Paneldatensatzes an-

wenden. Ein Sch�atzer f�ur � ist hier gegeben durch

�̂UB =

(
TX
t=1

NX
i=1

cit (wit � ŵit) (xit � x̂it)
0 f̂ 2

it

)�1

�
TX
t=1

NX
i=1

cit (wit � ŵit) (yit � ŷit) f̂
2
it

mit f̂it =
1

aq2
PT

t=1
Nt

TP
s=1

NP
j=1

cjsKit;js und Âit =
1

aq2
PT

t=1
Nt

TP
s=1

NP
j=1

cjsKit;jsAjs=f̂it.

Dabei ist Nt =
PN

i=1 cit f�ur alle t.

4In einem Modell mit �xen Individuale�ekten k�onnen diese unbeobachtbaren E�ekte

in gew�ohnlicher Weise durch Di�erenzenbildung eliminiert und ein Sch�atzer �̂ aus dem

transformierten Modell yit � yi;t�1 = (xit � xi;t�1)
0� + ��(zit; zi;t�1) + uit � ui;t�1 mit

unbekannter Funktion ��(zit; zi;t�1) � �(zit)� �(zi;t�1) gewonnen werden.
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Sei folgende weitere Annahme spezi�ziert:

(A5) ci = (ci1; : : : ; ciT )
0 ist unabh�angig identisch verteilt �uber alle i, und

ci ist unabh�angig von (xi; zi; ui). Ferner gilt mit P1t � P (c1t = 1),PT
t=1 P1tE f(w1t � E(w1t j z1t))(x1t � E(x1t j z1t))0f 2(z1t)g ist nicht sin-

gul�ar.

Dann folgt:

Satz 1: Unter den Annahmen (A1) bis (A5) gilt:

(1)
p
N(�̂UB � �)

d�! N(0; VUB)

mit VUB = B�1
UBAUB(B

�1
UB)

0 und

BUB =
1

T

TX
t=1

P1tE
n
(w1t � E(w1t j z1t)) (x1t � E(x1t j z1t))0 f 2(z1t)

o
;

AUB =
1

T 2

TX
t=1

TX
s=1

P1tsE
n
(w1t � E(w1t j z1t)) (w1s � E(w1s j z1s))0

�f 2(z1t)f
2(z1s)u1tu1s

o
:

Dabei ist P1;ts � P (c1t = 1 \ c1s = 1).

(2) Ein konsistenter Sch�atzer f�ur VUB ist V̂UB = B̂�1
UBÂUB

�
B̂�1
UB

�0
mit

B̂UB =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

cit (wit � ŵit) (xit � x̂it)
0 f̂ 2

it ;

ÂUB =
1

NT 2

TX
t=1

TX
s=1

NX
i=1

citcis (wit � ŵit) (wis � ŵ1s)
0 f̂itf̂is ~̂uit ~̂uis

und ~̂uit = (yit � ŷit)f̂it � (xit � x̂it)
0f̂it�̂UB.

Der Beweis von Satz 1 be�ndet sich im Anhang B.

3.2 Sch�atzung der nichtparametrischen Terme �(zit)

und der variablen Koe�zienten �(zit)

Sch�atzfunktionen f�ur die unbekannten Funktionen �(zit) und die variablen

Koe�zienten �(zit) lassen sich aus den Di�erenzen yit�x0it�̂(UB) mittels nicht-
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parametrischer Sch�atzmethoden f�ur bedingte Erwartungswerte und ihre Ab-

leitungen ermitteln, und ein popul�ares Verfahren ist auch hier die Nadaraya-

Watson-Sch�atzung. Da �̂(UB) hinreichend schnell gegen � konvergiert, bleiben

Konsistenz- und Verteilungseigenschaften der Sch�atzfunktionen erhalten, die

sich bei Kenntnis von � ergeben w�urden. Der Nadaraya-Watson-Sch�atzer

ist jedoch in einiger Hinsicht einem anderen nichtparametrischen Sch�atzver-

fahren unterlegen, dem der Lokalen Linearen Kleinst-Quadrate-Regression

(vgl. erstmals Stone 1977 und Cleveland 1979 f�ur das allgemeinere Verfahren

der Lokalen Gewichteten Kleinst-Quadrate-Regression). So zeigen Fan (1992,

1993) und Fan/Gijbels (1992) f�ur den Fall eines Regressors in �(:), da� der

Lokale Kleinst-Quadrate-Sch�atzer asymptotisch einige E�zienzeigenschaften

aufweist und anders als der Nadaraya-Watson-Sch�atzer unverzerrt ist, wenn

das wahre Modell linear ist; er besitzt ferner im Verh�altnis zur Kernsch�atzung

superiore Eigenschaften im Grenzbereich (z.B. auch Hastie/Loader 1993).

Kniesner/Li (1996) nutzen die Idee der Lokalen Linearen Kleinst-Quadrate-

Regression zur Sch�atzung von �(zit) und �(zit) in einem Balanced Panel mit

seriell unkorrelierten St�ortermen, und diesem Ansatz folgend, gilt zun�achst

ausgehend von der Taylorreihenentwicklung (4):

�(zjs) = �(zit) + �(zit)
0(zjs � zit) +R(zjs; zit)

= (1; (zjs � zit)
0)

 
�(zit)

�(zit)

!
+R(zjs; zit) : (7)

Dabei bezeichnet wieder j = 1; : : : ; N einen Lau�ndex f�ur die Individuen

und s = 1; : : : ; T einen Lau�ndex f�ur die Zeit. Einsetzen von Gleichung (7)

in Beziehung (2), formuliert f�ur Individuum j in Periode s, ergibt

yjs = x0js� + (1; (zjs � zit)
0)

 
�(zit)

�(zit)

!
+R(zjs; zit) + ujs ;

und mit �(zit) �
�
�(zit)
�(zit)

�
sowie Di�erenzenbildung yjs � x0js�̂ folgt:

yjs � x0js�̂ = (1; (zjs � zit)
0) �(zit) + x0js(�� �̂) +R(zjs; zit) + ujs : (8)

Da R(zj;s; zit) = O (jjzjs � zitjj2) und (�̂ � �) = Op(N
�1=2), ist Gleichung

(8) f�ur ein zit in einer Umgebung von zjs approximativ linear. Ein Sch�atzer
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f�ur �(zit) resultiert dann aus der Lokalen Kleinst-Quadrate-Regression von

yjs � x0js�̂ auf (1; (zjs � zit)
0):

�̂(zit) =

8<:
TX
s=1

NX
j=1

�Kit;js

 
1

zjs � zit

!
(1; (zjs � zit)

0)

9=;
�1

�
TX
s=1

NX
j=1

�Kit;js (1; (zjs � zit)
0)0 (yjs � x0js�̂) : (9)

Dabei ist �Kit;js � �K
�
zjs�zit

h

�
ein Produktkern, �K(�) =

Q
l
�k(�l), und �k(�l)

bezeichnet eine univariate Kernfunktion f�ur die l-te Variable in � und h

einen Gl�attungsparameter. �Kit;js verleiht in der Lokalen Kleinst-Quadrate-

Regression Beobachtungen von zjs in der N�ahe von zit ein gro�es Gewicht

und solchen, die weit entfernt von zit liegen, nur einen geringen Einu�.

Seien zwei weitere Bedingungen formuliert:

(A6) �k 2 K2 und �k(�l) � 0 f�ur alle �l 2 R. F�ur N ! 1 gilt, h ! 0 und

Nhq2+2 !1.

(A7) limN!1Nhq2+4 ! 0.

Dann folgt die Konsistenz von �̂(zit) bzgl. �(zit) unter den Annahmen (A1)

bis (A4) bzw. (A4') und (A6), sofern f(zit) > 0, und

D(N)(�̂(zit)� �(zit))
d�! N(0;�) ;

mit D(N) �
0@ p

Nhq2 0

0
p
Nhq2+2Iq2

1A, besitzt G�ultigkeit, sofern zus�atzlich

(A7) erf�ullt ist (Propositionen 1 und 2 in Kniesner/Li 1996 in Verbindung

mit den Aussagen in Li 1996 und Li/Ullah 1996).5 Ein konsistenter Sch�atzer

5Kniesner/Li 1996 pr�ufen sowohl die Konsistenz der Sch�atzfunktion als auch die Vertei-

lungseigenschaft wie oben erw�ahnt unter zus�atzlichen Voraussetzungen, und zwar erstens

der Annahme, da� die St�orterme der Regressionsbeziehung (2) einem Martingaldi�erenz-

Proze� folgen und zweitens der Bedingung E(uit j xit; zit) = 0. Es ist aus den Beweisen

der Propositionen 1 und 2 in Kniesner/Li (1996) leicht zu sehen, da� die letztere Voraus-

setzung wie in (A3) ersetzt werden kann durch E(uit j wit; zit) = 0, und die erste erw�ahnte

Bedingung besitzt hinsichtlich der Aussagen der Propositionen 1 und 2 keine Bedeutung,

wie im folgenden explizit noch aus dem Beweis der S�atze 2 und 3 in dieser Arbeit zu sehen

ist.

11



f�ur � ist �̂ = R̂�1
̂R̂�1 mit

R̂ =

0@ f̂it 0

0 f̂itekIq2

1A ;


̂ =

0BBB@
1

NT 2hq2

TP
s=1

NP
j=1

�K2
it;jsû

2
js 0

0

 
dk

1
NT 2hq2

TP
s=1

NP
j=1

�Kit;jsû
2
js

!
Iq2

1CCCA :

Dabei ist ek =
R �k(�l)�2l d�l, dk = R �k2(�l)�2l d�l und ûjs = yjs � ŷjs � (xjs �

x̂js)
0�̂.

Der Ansatz l�a�t sich wieder leicht in einem ungleichgewichtigen Paneldaten-

satz betrachten. Eine Sch�atzfunktion f�ur �(zit) ist hier gegeben durch

�̂(zit)UB =

8<:
TX
s=1

NX
j=1

cjs �Kit;js

 
1

(zjs � zit)

!
(1; (zjs � zit)

0)

9=;
�1

�
TX
s=1

NX
j=1

cjs �Kit;js (1; (zjs � zit)
0)0 (yjs � x0js�̂UB) ; (10)

und f�ur �̂(zit)UB folgt:

Satz 2 Sofern f(zit) > 0, gilt unter den Annahmen (A1) bis (A6):

�̂(zit)UB
p�! �(zit) :

Satz 3 Sofern f(zit) > 0, gilt unter den Annahmen (A1) bis (A7):

(1) D(N)
�
�̂(zit)UB � �(zit)

�
d�! N(0;�UB),

wobei

�UB = R�1UB
UBR
�1
UB;

RUB =

0BB@ f(zit)
1
T

TP
t=1

P1t 0

0 f(zit)ekIq2
1
T

TP
t=1

P1t

1CCA ;


UB =

0BB@ �2(zit) f(zit)
R
K2(�)d � 1

T 2

TP
t=1

P1t 0

0 �2(zit) f(zit)dkIq2
1
T 2

TP
t=1

P1t

1CCA :

12



(2) Ein konsistenter Sch�atzer f�ur �UB ist �̂UB = R̂�1UB
̂UBR̂
�1
UB mit

R̂UB =

0BBB@
1

NThq2

TP
s=1

NP
j=1

�Kit;jscjs 0

0 1
NThq2

ekIq2
TP
s=1

NP
j=1

�Kit;js cjs

1CCCA ;


̂ =

0BBB@
1

NT 2hq2

TP
s=1

NP
j=1

�K2
it;jsû

2
jscjs 0

0 1
NT 2hq2

dkIq2
TP
s=1

NP
j=1

�Kit;jsû
2
js cjs

1CCCA ;

ûjs = yjs � ŷjs � (xjs � x̂js)
0�̂UB :

Der Beweis der S�atze 2 und 3 �ndet sich im Anhang B.

3.3 Auswertung der Sch�atzergebnisse

Die Sch�atzung der variablen Koe�zienten �(zit) und nichtparametrischen

Terme �(zit) liefert
PT

t=1Nt Funktionen �̂(zit). Eine Informationsverdichtung

ist hier in verschiedener Weise sinnvoll:

Zun�achst gilt f�ur die durchschnittliche �Anderung der endogenen Variablen

yit bei einer marginalen �Anderung der Regressoren zit (Average Derivative),

E

 
@yit
@zit

!
= E (�(zit)) (11)

mit unbekannter Funktion �(:), und die durchschnittliche Auspr�agung der

unbekannten Funktion �(:) ist E(�(zit)). Eine Reihe von semiparametrischen

Sch�atzmethoden f�ur Beziehung (11) sind unter dem Begri� der ADE (Ave-

rage Derivative Estimation)-Verfahren vorgeschlagen worden, so z.B. H�ard-

le/Stoker (1989), Powell et al. (1989), Rilstone (1991), Stoker (1991), Horo-

witz/H�ardle (1996) oder Li (1996). Ein konsistenter Sch�atzer f�ur (11) sowie

f�ur E(�(zit)) resultiert nach Li et al. (1995) aus dem arithmetischen Mittel

der mittels einer Lokalen Linearen Kleinst-Quadrate-Sch�atzung bestimmten

Sch�atzfunktionen
�
�̂(zit)

�̂(zit)

�
, und bezogen auf das Paneldatenmodell (2) ist so-

mit

Ê (�(zit)) =
1PT

t=1Nt

TX
t=1

NX
i=1

�̂(zit)(UB)cit ;

13



mit �̂(zit)(UB) wie in (9) bzw. (10) de�niert, ein konsistenter Sch�atzer f�ur

E
�
�(zit)
�(zit)

�
(vgl. auch Kniesner/Li 1996). Die Sch�atzung von (11) ist z.B.

dann interessant, wenn �(zit) einer Single-Index-Beziehung �(zit) = g(z0it�)

mit unbekannter Funktion g(:) gen�ugt. Dann ist @�(zit)
@zit

=
@g(z0it�)

@z0it�
�, und

Ê
�
@�(zit)
@zit

�
=

d
E
�
@g(z0

it
�)

@z0
it
�
�
�
sch�atzt � bis auf eine skalare Konstante konsi-

stent.

Die Ermittlung durchschnittlicher Auspr�agungen E (�(zit)) vernachl�assigt

den spezi�schen Verlauf der Funktionen �(zit), Informationen �uber Nichtli-

nearit�aten von �(zit) in einzelnen Variablen z
l
it aus zit gehen verloren; so kann

die �Anderung der endogenen Variablen bei einer marginalen Ver�anderung

von zl
0

it aus zit,
@�(zit)

@zl
0

it

= �l0(zit), �(zit) = (�1(zit); : : : ; �l0(zit); : : : ; �q2(zit))
0,

im mittleren De�nitionsbereich des Regressors zlit eine v�ollig andere sein als

an den R�andern. Insofern ist eine Sch�atzung des bedingten Erwartungswerts

E
�
�(zit) j zlit

�
sinnvoll, und eine solche Sch�atzung kann aus einer nichtpa-

rametrischen Regression von �̂(zit) auf z
l
it gewonnen werden, z.B. als einfa-

che Kernregressionssch�atzung oder Lokale Kleinst-Quadrate-Regression oder

auch ausrei�errobust �uber ein LOWESS-Verfahren (Cleveland 1979, H�ardle

1990). Die Verl�aufe von �(zit) und �l0(zit) in zlit sind dann zweidimensional

graphisch darstellbar. Anzumerken ist, da� wegen

yit = x0it� +
q2X
l=1

�l(zit)z
l
it + �uit

und �l(:) = �l(zit) 6= ~�l(z
l
it) i:a:, wobei ~�l(z

l
it) de�niert ist in der folgenden

Gleichung (12), das vorgeschlagene Verfahren der Betrachtung von Nichtli-

nearit�aten wesentlich allgemeiner ist als das der bekannten verallgemeinerten

additiven Modellierung nach Hastie/Tibshirani (1990), nach der eine nicht-

lineare Regression von yit auf xit und zit beispielsweise formulierbar ist als

yit = x0it� +
q2X
l=1

~�l(z
l
it)z

l
it + �uit (12)

und das der Funktion �(zit) die starke Restriktion �(zit) =
Pq2

l=1 gl(z
l
it) mit

unbekannten Funktionen gl(:) auferlegt.
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4 Tests

Die Konsistenz der Sch�atzergebnisse f�ur eine zeitinvariante Modellspezi�ka-

tion der Art (2) setzt die Poolbarkeit des Datenmaterials �uber die Zeit, al-

so einen zeitunabh�angigen Erwartungswert der endogenen Variablen, ebenso

voraus wie eine korrekte Modellspezi�kation. Damit ist ein Test auf die Pool-

barkeit des Modells genauso sinnvoll wie ein Test auf die funktionale Form

der Regressionsbeziehung. Ferner ist es naheliegend, eine vermutete parame-

trische Regressionsbeziehung gegen den semiparametrischen Ansatz (2) zu

testen. Im folgenden ist jeweils ein Test f�ur diese drei Bereiche beschrieben,

wobei die Tests des semiparametrischen Modells gegen eine nichtparametri-

sche Alternative und einer parametrischen Form gegen das semiparametri-

sche partiell lineare Modell f�ur Querschnittsdaten konzipiert sind, womit die

Verteilungseigenschaften der Teststatistiken in der beschriebenen Form ohne

weiteren Beweis zun�achst nur dann G�ultigkeit besitzen, wenn die St�orterme

des Paneldatenmodells unter der jeweiligen Nullhypothese seriell unkorreliert

sind. Den Ausf�uhrungen schlie�t sich daher die Beschreibung zweier Tests auf

eine serielle Korrelation in den St�ortermen an.

4.1 Test auf Poolbarkeit

Die G�ute eines Tests auf Poolbarkeit ist von der Richtigkeit der unterstellten

Regressionsbeziehung abh�angig; so kann z.B. ein herheblicher Size-Bias dann

entstehen, d.h. die Nullhypothese der Zeitinvarianz mit einer das nominelle

Signi�kanzniveau stark �uberschreitenden Wahrscheinlichkeit verworfen wer-

den, wenn zwar tats�achlich ein zeitunabh�angiges Modell vorliegt, ein Test

aber auf Basis eines fehlspezi�zierten Modells vorgenommen wird (z.B. Hi-

dalgo 1995). Motiviert werden somit Verfahren, die die strukturelle Stabilit�at

ohne Spezi�kation der funktionalen Form des Modells untersuchen, also aus-

gehend von der Regressionsbeziehung

yit = E(yit j vit) + "it � gt(vit) + "it; vit = (x0it; z
0
it)
0 � q � 1 ; (13)
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ohne Parametrisierung von gt(v) die Poolbarkeit der Daten �uber die Zeit

testen, d.h. die Hypothese

HPOOL
0 : gt(v) = g(v) 8 t

gegen HPOOL
1 : gt(v) 6= g(v) f�ur einige t mit positiver

Wahrscheinlichkeit.

Dabei ist g(v) = 1
T

PT
t=1 gt(v) eine Funktion, die ebenso unbekannt ist wie

alle gt(v), t = 1; : : : ; T .

Baltagi et al. (1996) entwickeln einen Test der Nullhypothese HPOOL
0 ge-

gen HPOOL
1 als verallgemeinerten Conditional Moment Test (Newey 1985,

Tauchen 1985) mit nichtparametrischer Gewichtungsfunktion: Zun�achst sei

uit = yit � g(vit). Dann gilt aufgrund der �Aquivalenz der Regressionsbezie-

hung

yit = g(vit) + uit

zum Ansatz (13) unter der Nullhypothese und der Orthogonalit�at des St�or-

terms aus Regressionsansatz (13) zu vit
6 unter HPOOL

0 :

E(uit j vit) = 0 :

Damit besitzt auch eine verallgemeinerte Momentenbedingung mit nichtpa-

rametrischer Gewichtungsfunktion E(uit j vit) G�ultigkeit:

E (uit E(uit j vit)) = E
�
E(uit j vit)2

�
= 0: (14)

Unter der Gegenhypothese HPOOL
1 ist

E (uit E(uit j vit)) > 0

erf�ullt. Somit kann ein Test auf Poolbarkeit auf Basis einer Sch�atzung von

E (uit E(uit j vit)) durchgef�uhrt werden. Da der unbedingte Erwartungswert

E(:) zwar durch das arithmetische Stichprobenmittel, der bedingte Erwar-

tungswert E(uit j vit) aber ebenso wie der St�orterm uit nur nichtparame-

trisch gesch�atzt werden kann, wobei wieder eine Kernregressionsch�atzung

6In einem nichtparametrischen Modell ist E(uit j vit) = 0 immer erf�ullt, da de�nitions-

gem�a� E(yit j vit) = gt(vit), vgl. Beziehung (13).
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zur Anwendung kommt, ist auch hier die Dichtegewichtung im Sinne von

Powell et al. (1989) sinnvoll, da unter HPOOL
0 aus E(uit j vit) = 0 auch folgt,

E(uitf(vit) j vit) = 0. Ein Sch�atzer f�ur den dichtegewichteten Erwartungs-

wert E (uitf(vit) E(uitf(vit) j vit)f(vit)) lautet:

JPOOL =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂it
n
Ê
�
ûitf̂it j vit

�
f̂it
o

=
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂it

8>>><>>>:
1

(N � 1)hp

NX
j=1
j 6=i

ûjtf̂jt �Kit;jt

9>>>=>>>;
mit ûit = yit � ŷit, ŷit =

1
NTap

PT

s=1

PN

j=1
Kit;jsyjs

f̂it
und f̂it =

1
NTap

TP
s=1

NP
j=1

Kit;js.

Dabei ist Kit;js � K
�
vjs�vit

a

�
ein Produkt univariater Kernfunktionen, K(�)

= �p
l=1k

c(�l)�
q
l=p+1k

d(�l), wobei k
c eine Kernfunktion f�ur die p stetigen und

kd eine Kernfunktion f�ur die (q�p) diskreten Variablen in vit bezeichnet, und
�l ist die l-te Variable in vit. Ferner bezeichnet �Kit;jt � �K

�
vjt�vit

h

�
ebenfalls

einen Produktkern �K(�) = �p
l=1

�kc(�l)�
q
l=p+1

�kd(�l), in dem �kc und �kd die

univariaten Kernfunktionen f�ur die stetigen bzw. die diskreten Variablen in

vit sind. Seien zwei weitere Annahmen wie folgt spezi�ziert:7

(A8) g(vit) 2 G4
� f�ur die stetigen Variablen in vit, und f�ur die gemeinsame

Dichtefunktion f(v11; : : : ; v1s) gilt, f(v11; : : : ; v1s) 2 G1��1 f�ur eine gan-
ze Zahl � � 2 und alle s 2 [1; T ]. Ferner sei f�ur alle t = 1; : : : ; T

E (u41t) < 1 und �2(v1t) = E(u21t j v1t) sowie E(u41t j v1t) stetig in den

stetigen Variablen aus v1t. f(v1t)�
2(v1t) sei ebenso wie f(v1t)E(u

4
1t j v1t)

gebunden im Rp.

(A9) kc 2 K�, k
d 2 Kd

l ,
�kc 2 K2 sowie �kd 2 Kd

0, und f�ur N ! 1 gilt,

Nhp ! 1, a ! 0, Na2�hp=2 ! 0, h=a2 ! 0. Dabei ist Kd
l die Klasse

von Kernfunktionen zweiter Ordnung, f�ur die erf�ullt ist, kd(0) = 1 und

kd(�) = O(1 + j�j�l+1).

Dann ist eine unter (A1), (A8), (A9) sowieHPOOL
0 asymptotisch standardnor-

7Vgl. Baltagi et al. (1996), S. 349.
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malverteilte Teststatistik gegeben durch (Theorem 1 in Baltagi et al. 1996):

ZPOOL = Nhp=2
JPOOLq
2�̂2

POOL

mit �̂2
POOL =

1

N(N � 1)T 2hp

TX
t=1

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

�
ûitf̂it

�2 �
ûjtf̂jt

�2 �K2
it;jt :

Ein konsistenter Test auf Poolbarkeit (Theorem 2 in Baltagi et al. 1996)

besitzt die Entscheidungsregel, lehne HPOOL
0 ab, falls Z > z1��, und z1�� ist

das (1��){Quantil der Standardnormalverteilung. Annahme (A8) ist dabei

wieder eine �ubliche, wenig restriktive Standardbedingung �uber Momente und

die Glattheit einiger Funktionen, und (A9) setzt erf�ullbare Bedingungen f�ur

Kernfunktionen und Bandweiten.

Es ist leicht zu sehen, da� dieser Test in einem ungleichgewichtigen Panelda-

tensatz angewendet werden kann: Zun�achst gilt unter (A6) und HPOOL
0

E(uitf(vit)cit j vit) = P1tE(uitf(vit) j vit) = 0 ;

und unter HPOOL
1 besitzt

E (uitf(vit)citE(uitf(vit)cit j vit)f(vit))
= E

�
E(uitf(vit)cit j vit)2f(vit)

�
= P 2

1tE
�
E(uitf(vit) j vit)2f(vit)

�
> 0 (15)

G�ultigkeit. Eine Sch�atzung f�ur (15) ist

JPOOL;UB =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂itcit
n
Ê
�
ûitf̂itcit j vit

�
f̂it
o

=
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂itcit

8>>><>>>:
1

(N � 1)hp

NX
j=1
j 6=i

ûjtf̂jtcjt �Kit;jt

9>>>=>>>;
mit f̂it = 1PT

t=1
Ntap

PT
s=1

PN
j=1Kit;jscjs. Die Verteilungseigenschaften einer

aus JPOOL;UB konstruierten Teststatistik fa�t folgender Satz zusammen:

Satz 4: Unter den Annahmen (A1), (A5), (A8) und (A9) und mit

�2
POOL;UB =

1

T 2

TX
t=1

E
�
�4(v1t)f

5(v1t)
�
P 2
1t

Z
�K2(�)d�
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ist

ZPOOL;UB = Nhp=2
JPOOL;UBq
2�2

POOL;UB

d�! N(0; 1)

unter HPOOL
0 . Eine konsistente Sch�atzfunktion f�ur �2

POOL;UB ist

�̂2
POOL;UB =

1

N(N � 1)T 2hp

TX
t=1

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

�
ûitf̂it

�2 �
ûjtf̂jt

�2 �K2
it;jtcitcjt :

Der Beweis von Satz 4 �ndet sich im Anhang B. Es ist klar, da� sich die

Konsistenz eines Tests mit rechtsseitigem Ablehnbereich analog zum Fall

eines gleichgewichtigen Panels ergibt.

4.2 Tests auf die funktionale Form der Regressions-

beziehung

Auf der Idee der Konstruktion eines verallgemeinerten Conditional Moment

Tests mit nichtparametrischer Gewichtungsfunktion basieren auch die Test-

statistiken von Fan/Li (1996) f�ur den Test des semiparametrischen parti-

ell linearen Modells gegen eine nichtlineare Alternative und von Li/Wang

(1995) f�ur den Test einer parametrischen Modellformulierung gegen ein se-

miparametrisches Modell der Art (2). Beide Tests sind wie erw�ahnt f�ur Quer-

schnittsanalysen entwickelt und damit f�ur Paneldaten ohne weiteren Beweis

nur bei seriell unkorrelierten St�ortermen geeignet. Auf die Darstellung der

Verteilungseigenschaften in einem allgemeineren Paneldatenmodell sei hier

zun�achst verzichtet.

Fan/Li (1996) entwickeln einen Test der Nullhypothese

HSEMNP
0 : E(yit j vit) = x0it� + �(zit) f�ur ein � 2 Rq1 und ein

�(:) : Rq2 ! R

gegen die Hypothese

HSEMNP
1 : E(yit j vit) 6= x0it� + �(zit) f�ur alle � 2 Rq1 und alle

�(:) : Rq2 ! R.
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Sei yit = E(yit j vit) + uit, dann gilt unter der Nullhypothese:

yit = x0it� + �(zit) + uit

sowie E (uitE(uit j vit)) = 0. Die Grundlage f�ur die Teststatistik bildet somit

wieder eine dichtegewichtete Sch�atzung dieses Erwartungswerts:

JSEMNP =
1PT

t=1Nt

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂itcit

8>>><>>>:
1

(
PT

t=1Nt � 1)hp

TX
s=1

NX
j=1

js6=it

ûjsf̂jscjs �Kit;js

9>>>=>>>;
mit ûit = yit� ŷit� (xit � x̂it)

0 �̂(UB) und f̂it =
1PT

t=1
Ntaq2

PT
s=1

PN
j=1Kit;jscjs,

ŷit = 1PT

t=1
Ntaq2

PT
s=1

PN
j=1Kit;jsyjscjs=f̂it sowie x̂it entsprechend de�niert.

Kit;js � K
�
zjs�zit

a

�
und �Kit;js � �K

�
vjs�vit

h

�
bezeichnen wieder Produkte

univariater Kernfunktionen f�ur die Variablen in zit resp. vit.

Sei uit unabh�angig identisch verteilt �uber alle i und t und ferner in (A8) g(vit)

ersetzt durch �(zit) und E(xit j zit) sowie in (A9) limN!1 h=a2 ! 0 durch

limN!1 hp=a2q2 ! 0. Dann gilt unter (A1), (A5), (A8), (A9) und HSEMNP
0

(Theorem 4.1 in Fan/Li 1996 in Verbindung mit den Aussagen in Baltagi

et al. 1996 sowie der Tatsache, da� unter den angegebenen Bedingungen in

der Herleitung der Verteilungseigenschaften die gepoolte Panelstichprobe als

Querschnittserhebung aufgefa�t werden kann):8

ZSEMNP =

PT
t=1Nth

p=2JSEMNPq
2�̂2

SEMNP

d�! N(0; 1) (16)

mit

�̂2
SEMNP (17)

=
1PT

t=1Nt(
PT

t=1Nt � 1)hp

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

js 6=it

�
ûitf̂it

�2 �
ûjsf̂js

�2
citcjs �K

2
it;js;

8Diese Voraussetzungen ergeben sich im wesentlichen aus der �Ubertragung der Bedin-

gungen in Fan/Li 1996 von der Querschnittsbetrachtung auf die Paneldatenanalyse, sind

aber noch etwas allgemeiner als die der Autoren, da Fan/Li (1996), im Gegensatz zu Bal-

tagi et al. (1996), diskrete Variablen in vit ausschliessen. Es ist jedoch leicht zu sehen, da�

die Teststatistiken ZPOOL und ZSEMNP aufgrund ihrer �aquivalenten Konstruktion unter

vergleichbaren Bedingungen asymptotisch die gleichen Eigenschaften besitzen.
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und ein konsistenter Test besitzt einen rechtsseitigen Ablehnbereich mit kri-

tischem Wert z1��.

Anzumerken ist hier, da� die Formulierung der Nullhypothese HSEMNP
0

sch�arfer ist als die Modellspezi�kation (2), die E(uit j zit; xit) nicht voraus-
setzt, da eine beliebige Korrelation zwischen xit und uit zugelassen wird. In

diesem Fall ist der Test nach Fan/Li (1996) nicht sinnvoll; er wird immer

eine gewisse Macht gegen das wahre Modell und damit einen positiven Size-

Bias besitzen. Ein Hypothesenpaar, das der Modellspezi�kation (2) Rechnung

tr�agt, lautet:

~HSEMNP
0 : E(yit j wit; zit) = x(wit; zit)

0� + �(zit) f�ur ein � 2 Rq1 und

ein �(:) : Rq2 ! R

~HSEMNP
1 : E(yit j wit; zit) 6= x(wit; zit)

0� + �(zit) f�ur alle � 2 Rq1 und

alle �(:) : Rq2 ! R

mit x(wit; zit) � E(xit j wit; zit) und einem IV-Vektor wit, der Annahme (A3)

erf�ullt. Dann folgt mit

yit = x0it� + �(zit) + uit

unter der Nullhypothese, E(uit j wit; zit) = 0 und ebenso

E (uitf(zit)E(uitf(zit) j wit; zit)f(wit; zit)) = 0;

w�ahrend unter der Gegenhypothese

E
�
E(uitf(zit) j wit; zit)

2f(wit; zit)
�
> 0 (18)

G�ultigkeit besitzt. Eine Sch�atzung von (18) ist gegeben durch

~JSEMNP =
1PT

t=1Nt

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂itcit

8>>><>>>:
1

(
PT

t=1Nt � 1)hp

TX
s=1

NX
j=1

js 6=it

ûjsf̂jscjs
~�Kit;js

9>>>=>>>;
mit ~�Kit;js � �K

�
~vjs�~vit

h

�
, ~vit = (wit; zit). Aus dem Beweis von Theorem 4.1 in

Fan/Li (1996) ist zu sehen, da� mit ~JSEMNP statt JSEMNP und ~�K
2

it;js statt

�K2
it;js die Aussagen (16) und (17) weiterhin G�ultigkeit besitzen.
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Li/Wang (1995) schlagen, basierend auf den Arbeiten von Li (1994) und

Zheng (1996), eine Statistik vor f�ur den Test der Nullhypothese

HPARSEM
0 : E(yit j vit) = x0it� + h(zit; �) f�ur ein � 2 Rq1 und ein

� 2 Rq2

mit parametrischer Funktion h(:) gegen die Hypothese

HPARSEM
1 : E(yit j vit) = x0it� + �(zit) f�ur ein � 2 Rq1 und eine

Funktion �(:) : Rq2 ! R,

mit �(zit) 6= h(zit; �) f�ur

jedes � 2 Rq2.

Bezeichne "it den St�orterm des Modells unter der Nullhypothese. Dann gilt

unter HPARSEM
0 : E("itE("it j zit)) = 0. Eine dichtegewichtete Sch�atzung

dieses Erwartungswerts ist

JPARSEM =
1PT

t=1Nt

TX
t=1

NX
i=1

"̂itcit

8>>><>>>:
1

(
PT

t=1Nt � 1)hq2

TX
s=1

NX
j=1

js 6=it

"̂jscjs �Kit;js

9>>>=>>>; ;

wobei "̂it = yit � x0it�̂(UB) � h(zit; �̂(UB)), und �̂(UB) ist ein unter HPARSEM
0

und HPARSEM
1

p
N -konsistenter semiparametrischer Sch�atzer und �̂(UB) einp

N -konsistenter Sch�atzer auf Basis des Nullmodells.9 �Kit;js � �K
�
zjs�zit

h

�
bezeichnet wieder ein Produkt von univariaten Kernfunktionen �k f�ur die Va-

riablen in zit.

Sei "it unabh�angig, identisch verteilt �uber alle i und t und in (A1) und (A8)

uit ersetzt durch "it sowie g(vit) durch h(zit; :). Ferner werde folgende weitere

Annahme spezi�ziert:

(A10) �̂(UB) ist unter H
PARSEM
0 und HPARSEM

1 ein
p
N -konsistenter Sch�atzer

f�ur �, �̂(UB) ist unter H
PARSEM
0

p
N -konsistent bzgl. �. �k 2 K2; �k(�) �

0 f�ur alle �, und f�ur N !1 gilt, Nhq2 !1.

9Werden zur Ermittlung von "̂it die Parametervektoren � und � auf Basis des

Nullmodells gesch�atzt, ist die Teststatistik ZPARSEM zwar weiterhin asymptotisch

standardnormalverteilt, der Test ist aber nur dann konsistent, wenn zus�atzlich gilt,

P
�
E(x1t j z1t)(�� ��) + �(z1t)� h(z1t; ��) = 0

�
< 1. Dabei bezeichnen �� und �� die Wahr-

scheinlichkeitsgrenzwerte der auf Basis von HPARSEM
0 gesch�atzten Vektoren ~�(UB) und

�̂(UB) unter der Gegenhypothese (Li/Wang 1995, S. 6).

22



Dann gilt unter (A1), (A5), (A8), (A10) sowie HPARSEM
0 (Theorem 1 in

Li/Wang 1995 in Verbindung mit der Tatsache, da� unter den spezi�zier-

ten Voraussetzungen die gepoolte Panelstichprobe als Querschnittserhebung

aufgefa�t werden kann):

ZPARSEM =

PT
t=1Nth

q2=2JPARSEMq
2�̂2

PARSEM

d�! N(0; 1)

mit �̂2
PARSEM =

1

(
PT

t=1Nt)2hq2

TX
t=1

TX
s=1

NX
i=1

NX
j=1

"̂2it"̂
2
jscitcjs �K

2
it;js :

Der Test mit der Entscheidungsregel, lehne HPARSEM
0 ab, falls ZPARSEM >

z1��, ist konsistent.

Im Spezialfall des Tests auf ein lineares Modell gegen eine semiparametri-

sche partiell lineare Spezi�kation ist h(zit; �) = z0it�, und ein unter H
PARSEM
0p

N{konsistenter Sch�atzer f�ur � ergibt sich im allgemeinen aus der gew�ohn-

lichen Methode der kleinsten Quadrate. Ist jedoch yit = x0it�+z0it�+"it zwar

die wahre strukturelle Form des Modells, zit aber eine endogene Variable,

so ist weder der OLS-Sch�atzer f�ur � konsistent noch gilt, E(yit j xit; zit) =
x0it� + z0it�. Die letzte Gleichung ist auch dann nicht erf�ullt, wenn xit und

"it korreliert sind. Beobachtet sei aber hier, da� Li/Wang (1995) nicht ei-

gentlich die Hypothese E("it j zit; xit) = 0, sondern die schw�achere Annahme

E("it j zit) = 0 testen, bzw. allgemein

~HPARSEM
0 : E (yit � x0it� j zit) = h(zit; �)

gegen ~HPARSEM
1 : E (yit � x0it� j zit) 6= h(zit; �) :

Der Test ist damit unber�uhrt von einer Korrelation zwischen xit und "it, und

mit einem IV-Vektor ~zit f�ur eine endogene Variable zit im linearen Modell

l�a�t sich ferner das Hypothesenpaar

~~HPARSEM
0 : E (yit � x0it� j ~zit) = z(~zit)

0�
~~HPARSEM

1 : E (yit � x0it� j ~zit) 6= z(~zit)
0�

formulieren, mit z(~zit) � E(zit j ~zit) und E("it j ~zit) = 0 unter ~HPARSEM
0 .

Ein
p
N -konsistener Sch�atzer f�ur � resultiert dann z.B. aus einem 2SLS-

Verfahren, also der Kleinst-Quadrate-Regression von yit � x0it�̂ auf ẑit, einer
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Sch�atzung von zit aus der reduzierten Form des Modells. Die Variablen ẑit

und "it sind asymptotisch orthogonal. Somit kann der Test auf der Grundlage

einer Sch�atzung von E("itE("it j ẑit)) durchgef�uhrt werden:

~JPARSEM =
1PT

t=1Nt

TX
t=1

NX
i=1

"̂itcit

8>>><>>>:
1

(
PT

t=1Nt � 1)hq2

TX
s=1

NX
j=1

js 6=it

"̂jscjs
~�Kit;js

9>>>=>>>;
mit "it = yit � x0it�̂� z0it�̂ und ~�Kit;js � �K

�
ẑjs�ẑit

h

�
.

4.3 Tests auf serielle Korrelation

Zur �Uberpr�ufung einer seriellen Korrelation in den St�ortermen eines semipa-

rametrischen Modells der Art (2), f�ur das ferner gelte E(u1t j z1t; x1t) = 0,

schlagen Li/Hsiao (1996) zwei Teststatistiken vor, von denen die eine, aus-

gehend von �ts = E(u1tu1s) = 0 f�ur alle t = 1; : : : ; T; s = 1; : : : ; T , s 6= t,

in einem Martingaldi�erenz-Proze�, eine Nullkorrelation erster Ordnung te-

stet, also �t;t�1 = 0, und die andere die G�ultigkeit des Martingaldi�erenz-

Prozesses im gesamten Beobachtungszeitraum. Letzteres Verfahren ist damit

geeignet, die Abwesenheit von zuf�alligen Individuale�ekten �1 im Fehler-

term u1t, wie typischerweise in Modellen mit additiven Fehlerkomponenten

u1t = �1 + �1t spezi�ziert, statistisch zu �uberpr�ufen. Die Teststatistiken stel-

len Verallgemeinerungen des Durbin-Watson-Tests (Durbin/Watson 1950) -

bzw. im Fall von verz�ogerten endogenen Variablen als Regressoren der Durbin

h{Statistik (Durbin 1970) - auf serielle Korrelation erster Ordnung sowie der

Breusch-Pagan-Teststatistik (Breusch/Pagan 1980) auf Individuale�ekte in

parametrischen Regressionsmodellen auf den gew�ahlten semiparametrischen

Ansatz dar. Sie basieren wie erw�ahnt jeweils auf der Nullhypothese

H
SK1=IEF
0 : Der Fehlerterm u1t folgt einem Martingaldi�erenz-Proze�.

Betrachtet sei zun�achst der Test auf eine Nullkorrelation erster Ordnung.

Unter einer seriellen Korrelation erster Ordnung ist �t;t�1 6= 0, und unter

der Nullhypothese besitzt �t;t�1 = 0 G�ultigkeit. �t;t�1 = 0 kann aber immer

nur dann erf�ullt sein, wenn auch E(u1tf(z1t)u1;t�1f(z1;t�1)) = 0 ist (Li/Hsiao
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1996, S. 5). Damit bildet eine Sch�atzung dieses letzteren Erwartungswerts

die Grundlage f�ur den Test:

JSK1 =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitûi;t�1f̂itf̂i;t�1: (19)

Hierbei ist wieder ûit = yit � ŷit � (xit � x̂it)
0�̂, und ŷit � Ê(yit j zit),

x̂it � Ê(xit j zit) sind Kernregressionssch�atzungen mit der Bandweite a

und Produktkern K(�), und f̂it bezeichnet eine entsprechende Kerndich-

tesch�atzung der Dichtefunktion f(zit). �̂ ist wie im Abschnitt 3.1 errechnet.

Seien zwei weitere Bedingungen spezi�ziert:

(A3') E(u1t j x1t; z1t) = 0, E(x4+�1t ) < 1 und E(x1t j z1t) 2 G4+�
� f�ur ein

beliebiges � > 0 und alle t = 1; : : : ; T .

(A4") k 2 K�, f�ur N !1 gilt, a! 0, Namax(2q2�4;q2) !1 und Na2� ! 0.

(A3') ergibt sich aus (A3) mit xit statt wit, und (A4") setzt erf�ullbare, aber

sch�arfere Bedingungen f�ur die verwendete Kernfunktion und Bandweite als

(A4) und (A4'). Dann gilt unter (A1), (A2), (A3') und (A4") sowie H
SK1=IEF
0

(Theorem 1 in Li/Hsiao 1996):

p
NTJSK1

d�! N
�
0; �2

SK1

�
mit

�2
SK1 =

1

T

TX
t=1

E

 ��
u1;t�1f1;t�1 � (x1t � E(x1t j z1t))0f1t

�
B�1�0�� u1tf1t�2

!
:

Dabei ist B = 1
T

PT
t=1E

�
(x1t � E(x1t j z1t)) (x1t � E(x1t j z1t))0 f 2

1t

�
und � =

1
T

PT
t=1E ((x1t � E(x1t j z1t)) f1tu1;t�1f1;t�1). Ein konsistenter Sch�atzer f�ur

�2
SK1 ist gegeben durch

�̂2
SK1 =

1

NT

TX
t=1

NX
i=1

��
ûi;t�1f̂i;t�1 � (xit � x̂it)

0f̂it
�
B̂�1�0 �̂� ûitf̂it�2

(20)

mit B̂ =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

(xit � x̂it)(xit � x̂it)
0f̂ 2
it (21)

und �̂ =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

(xit � x̂it)f̂itûi;t�1f̂i;t�1 ; (22)
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so da�
p
NT JSK1p

�̂2
SK1

d�! N(0; 1).

Das Verfahren l�a�t sich leicht durch Ersetzen von t � 1 durch t � s in den

oben dargstellten Zusammenh�angen auf das Testen der Hypothese �t;t�s = 0,

s > 1, verallgemeinern (Kniesner/Li 1996).

�Uber die Anwendbarkeit des Testverfahrens in einem ungleichgewichtigen

Paneldatensatz gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 5: Unter (A1), (A2), (A3'), (A4"), (A5) sowie H
SK1=IEF
0 gilt mit

JSK1;UB =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitûi;t�1f̂itf̂i;t�1citci;t�1 ;

wobei ûit = yit � ŷit � (xit � x̂it)
0�̂UB und ŷit, x̂it sowie f̂it Kernregressions-

resp. Kerndichtesch�atzungen aus dem Unbalanced Panel bezeichnen,

p
NTJSK1;UB

d�! N
�
0; �2

SK1;UB

�
mit

�2
SK1;UB =

1

T

TX
t=1

E
�
�21t
�
;

�1t = u1tf1tc1t

�
u1;t�1f1;t�1c1;t�1 � (x1t � E(x1t j z1t))0f1t

�
B�1
UB

�0
�UB

�
;

�UB =
1

T

TX
t=1

E ((x1t � E(x1t j z1t))f1tu1;t�1f1;t�1)P1;t;t�1

und BUB de�niert wie in Satz 1. Ein konsistenter Sch�atzer f�ur �2
SK1;UB ist

gegeben durch

�̂2
SK1;UB =

1

NT

TX
t=1

NX
i=1

�
ûitf̂itcit

�
ûi;t�1f̂i;t�1ci;t�1 � (xit � x̂it)

0f̂itcit
�
B̂�1
UB

�0
�̂UB

��2

;

�̂UB =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

(xit � x̂it)f̂itûi;t�1f̂i;t�1citci;t�1 ;

B̂UB =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

(xit � x̂it)(xit � x̂it)
0f̂ 2
itcit :

Der Beweis von Satz 5 �ndet sich im Anhang B.
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Die G�ultigkeit der Martingaldi�erenz-Eigenschaft im gesamten Beobachtungs-

zeitraum und damit die Abwesenheit von Individuale�ekten l�a�t sich mittels

einer Erweiterung des Ansatzes (19) auf

JIEF =
1

NT (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

NX
i=1

ûitûisf̂itf̂is

testen. Dann folgt unter H
SK1=IEF
0 sowie (A1), (A2), (A3') und (A4"):

q
NT (T � 1)=2JIEF

d�! N(0; �2
IEF )

mit

�2
IEF =

2

T (T � 1)

TX
t=1

TX
s=1
s<t

TX
s0=1
s0<t

E
��

u1sf1s � (x1t � E(x1t j z1t))0f1t
�
B�1�0 ~��

�
�
u1s0f1s0 � (x1t � E(x1t j z1t))0f1t

�
B�1�0 ~�� u21tf 2

1t

�
;

~� =
2

T (T � 1)

TX
t=1

TX
s=1
s<t

E ((x1t � E(x1t j z1t))f1tu1sf1s)

und B wie in �2
SK1 de�niert (Corollary 2 in Li/Hsiao 1996).10 Ein konsi-

stenter Sch�atzer f�ur �2
IEF resultiert wie in (20) bis (22) durch Ersetzen der

unbekannten bedingten Erwartungswerte und Dichtefunktionen durch ihre

nichtparametrischen Sch�atzwerte und anschlie�ender Summation �uber alle

Individuen.

F�ur die Anwendung des Testverfahrens in einem ungleichgewichtigen Panel-

datensatz ergibt sich analog:

Satz 6: Unter (A1), (A2), (A3'), (A4") und (A5) sowie H
SK1=IEF
0 gilt mit

JIEF;UB =
1

NT (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

NX
i=1

ûitûisf̂itf̂iscitcis ;

ûit, f̂it wie in Satz 5,q
NT (T � 1)=2JIEF;UB

d�! N(0; �2
IEF;UB)

10Nach Li/Hsiao (1996) enth�alt �2IEF statt ~� auch � wie in �2SK1. Aus der Herleitung

der Verteilungseigenschaft ist jedoch leicht zu sehen, da� dieses nicht richtig ist.
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mit

�2
IEF;UB =

2

T (T � 1)

TX
t=1

TX
s=1
s<t

TX
s0=1
s0<t

E (�1s�1s0)

�1� =
�
u1�f1� c1� � (x1t � E(x1t j z1t))0f1t

�
B�1
UB

�0 ~�UB

�
; � = s; s0;

~�UB =
1

T (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

E ((x1t � E(x1t j z1t))f1tu1sf1s)P1;ts

und BUB wie in Satz 1 de�niert. Ein konsistenter Sch�atzer f�ur �2
IEF;UB ist

�̂2
IEF;UB =

2

NT (T � 1)

TX
t=1

TX
s=1
s<t

TX
s0=1
s0<t

NX
i=1

�
ûisf̂iscis � (xit � x̂it)

0f̂itcit
�
B̂�1
UB

�0 ~̂�UB

�

�
�
ûis0f̂is0cis0 � (xit � x̂it)

0f̂itcit
�
B̂�1
UB

�0 ~̂�UB

�
û2itf̂

2
itcit

�
;

~̂�UB =
1

NT (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

NX
i=1

(xit � x̂it)f̂ituisf̂iscitcis

und B̂UB wie in Satz 5.

Der Beweis von Satz 6 be�ndet sich im Anhang B.

Die Varianzen der Teststatistiken
p
NTJSK1 und

q
NT (T � 1)=2JIEF lassen

sich unter einer strengen Exogenit�at der Variablen vit vereinfachen: Wegen

E(ui;t�1 j xit; zit; zi;t�1) = 0 ist in diesem Fall auch � = 0 bzw. ~� = 0, und

damit folgt (Corollary 1 in Li/Hsiao 1996):

�2
SK1 =

1

T

TX
t=1

E (u1;t�1f1;t�1u1tf1t)
2 ;

�2
IEF =

1

T

TX
t=1

TX
s=1
s<t

TX
s0=1
s0<t

E
�
u1sf1su1s0f1s0(u1tf1t)

2
�
:

Entsprechend ver�andern sich die Sch�atzfunktionen f�ur diese Varianzen (�̂ = 0

bzw. ~̂� = 0 in �̂2
SK1 resp. �̂

2
IEF ). Die Verteilungseigenschaften der Teststatisti-

ken lassen sich dann au�erdem statt unter (A4") auch unter der schw�acheren

Bedingung (A4') zeigen. Da� diese Vereinfachung auch f�ur einen ungleich-

gewichtigen Paneldatensatz G�ultigkeit besitzt, ist leicht zu sehen. Auf die
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Darstellung der Varianzen und ihrer Sch�atzfunktionen sei daher hier verzich-

tet.

Es ist klar, da� eine Ablehnung der Nullhypothese auf Basis des JIEF (UB)-

Tests nur gegen einen Martingaldi�erenz-Proze�, aber nicht f�ur Individualef-

fekte spricht, sondern auch durch eine andere Korrelation in den St�ortermen

bedingt sein kann. Insofern scheint es sinnvoll, in Anwendungen beide Tests

durchzuf�uhren und das Ergebnis gemeinsam zu interpretieren (vgl. Li/Hsiao

1996): Der JSK1(UB)-Test d�urfte eine h�ohere G�ute gegen eine serielle Korre-

lation erster Ordnung als der JIEF (UB)-Test besitzen, w�ahrend zu erwarten

ist, da� im Fall einer seriellen Korrelation h�oherer Ordnung die Macht des

letzteren Tests gr�o�er ist als die des ersteren. Testergebnisse k�onnen somit

hinsichtlich der Ordnung der seriellen Korrelation interpretiert werden, und

die Vermutung einer seriellen Korrelation niedriger Ordnung spricht gegen

die Existenz von Individuale�ekten.

5 Ausblick

Die vorliegende Arbeit stellt eine breite Auswahl an Sch�atz- und Testver-

fahren f�ur ein semiparametrisches partiell lineares Modell f�ur die Panelda-

tenanalyse vor, die neben der Ermittlung von konsistenten Sch�atzfunktionen

f�ur die �xen und die variablen Koe�zienten zum umfassenden Testen der

Modellspezi�kation in gleich- und ungleichgewichtigen Datens�atzen geeignet

ist. Damit ist ein Instrumentarium f�ur eine sorgf�altige Analyse von Regres-

sionsmodellen in empirischen Arbeiten gegeben. Hinsichtlich der praktischen

Anwendung der Verfahren bleiben jedoch noch einige Fragen o�en, die einen

Anla� f�ur weitere Untersuchungen geben sollten:

Zun�achst sind die Verteilungseigenschaften der Tests des semiparametrischen

partiell linearen Modells gegen eine nichtparametrische Alternative bzw. ge-

gen eine parametrische Regressionsbeziehung in der dargestellten Form auf-

grund ihrer Entwicklung f�ur Querschnittsanalysen ohne weiteren Beweis nur

bei seriell unkorrelierten St�ortermen g�ultig. Die hier nicht dargestellte An-
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wendung der Teststatistiken in einem allgemeinen gleich- oder ungleichge-

wichtigen Paneldatenmodell zeigt jedoch, da� analog zur Teststatistik JPOOL

die Korrelation der St�orterme keine Relevanz hinsichtlich der Verteilungs-

eigenschaften von JSEMNP oder JPARSEM besitzt, eine Eigenschaft, deren

G�ultigkeit noch in einer folgenden Analyse ausf�uhrlich zu beweisen ist. Des

weiteren wurden noch keine Aussagen �uber die Verteilungseigenschaften der

Sch�atzer Ê (�(zit)) und der gesch�atzten bedingten Erwartungswerte Ê(�(zit) j
zlit = zl) getro�en. Auch hier sind weitere Untersuchungen notwendig, um

letzlich Auswertungen bez�uglich der Signi�kanz des durchschnittlichen Ein-

usses der Regressoren zit tre�en oder Kon�denzb�ander f�ur die bedingten

Erwartungswerte E(�(zit) j zlit) bestimmen zu k�onnen. Eine Anwendung der

vorgestellten Sch�atz- und Testverfahren erfordert ferner die Wahl von Band-

breiten und Kernfunktionen, und w�ahrend letztere die Sch�atz- und Tester-

gebnisse wie �ublich kaum beeinussen d�urften, k�onnen die erzielten Resultate

erheblich von den gew�ahlten Bandbreiten abh�angig sein. Hier scheint es sinn-

voll, wie �ublich mit alternativen Gl�attungsparametern zu arbeiten und Er-

gebnisse bandbreitenabh�angig zu interpretieren. Problematisch ist weiterhin,

da� die Kleinstichprobeneigenschaften der Sch�atz- und Teststatistiken erheb-

lich von ihren asymptotischen Eigenschaften abweichen k�onnen. So ergeben

Monte-Carlo-Simulationen keine befriedigende Approximation der Verteilung

von JPARSEM durch die Normalverteilung bei geringen Stichprobenumf�angen

(Li/Wang 1995), w�ahrend Simulationsstudien f�ur Paneldaten mit nur 50 bzw.

100 Querschnittsbeobachtungen zu 10 Zeitpunkten gute Ergebnisse hinsicht-

lich Size und Power der Tests auf serielle Korrelation zeigen (Li/Hsiao 1996).

Weitere Monte-Carlo-Simulationen k�onnen Aufschlu� �uber die Eigenschaf-

ten und damit die Anwendbarkeit der Sch�atz- und Testverfahren in kleinen

Stichproben geben, ebenso wie �uber ein Bootstrappen der Testverteilungen,

wie es f�ur geringe Stichprobengr�o�en z.B. von Li/Wang (1995) vorgeschlagen

wird. Letztlich w�are es noch interessant, Mechanismen f�ur die Beobachtbar-

keit der Stichprobenvariablen �uber parametrische oder semiparametrische

Ans�atze explizit zu formulieren und Sch�atzungen in Modellen mit Selekti-

vit�atsverzerrungen zu betrachten.
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A De�nitionen

De�nition 1 (nach Robinson 1988, S. 937)

K� ist die Klasse der geraden Funktionen k : R ! R, für die erfüllt ist:
R
R u

ik(u) du =

0 für alle i = 0; 1; : : : ; � � 1; k(u) = O ((1 + juj1+�+�)�1) für ein � > 0:

De�nition 2 (nach Robinson 1988, S. 939)

G�� , � > 0, � > 0, ist die Klasse der Funktionen g : Rd ! R, für die erfüllt ist: g(z)

ist (m � 1)�mal partiell di�erenzierbar für alle z, wobei m � 1 � � � m; ferner gilt

E(g(z)�) <1 sowie E
��

@lg(z)
(@z)l

���
<1 für alle l = 1; : : : ; m� 1; supy2�z� j g(y)� g(z)�

Qg(y; z) j = j y � z j�� hg(z) für alle z und ein � > 0, wobei �z� = fy :j y � z j< �g und

Qg = 0 für m = 1 und Qg =
Pm�1

l=1
@lg(z)
@zl

(y � z)l für m > 1 sowie E(hg(z)
�) <1.

B Beweise

Bezeichne A1 � A2, daÿ A1 eine Ordnung in Wahrscheinlichkeit besitzt, die höchstens

gleich der von A2 ist, und ferner seienKit;js und Nt jeweils de�niert wie in den Abschnitten

3 und 4 sowie P1;ts � P (c1t = 1 und c1s = 1) für t 6= s bzw. P1;ts � P (c1t = 1) � P1t für

t = s. Auÿerdem seien die in den jeweiligen Sätzen genannten Annahmen erfüllt.

Beweis von Satz 1:

Teil (1)

Sei S(A�Â)f̂ ;(B�B̂)f̂ = 1
NT

TP
t=1

NP
i=1

cit(Ait� Âit)(Bit� B̂it)f̂
2
it mit f̂it =

1
TP

t=1

Ntaq2

TP
s=1

NP
j=1

Kit;jscjs,

Âit = 1
TP

t=1

Ntaq2

TP
s=1

NP
j=1

Kit;jsAjscjs=f̂it, sowie B̂it entsprechend de�niert; ~S(A�Âb)f̂b;(B�B̂b)f̂b

= 1
NT

TP
t=1

NP
i=1

(Ait � Âit;b)(Bit � B̂it;b)f̂
2
it;b mit f̂it;b = 1

NTaq2

TP
s=1

NP
j=1

Kit;js sowie Âit;b =

1
NTaq2

TP
s=1

NP
j=1

Kit;jsAjs=f̂it;b und B̂it;b entsprechend de�niert.
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Dann gilt zunächst:

p
N(�̂UB � �) = S(w�ŵ)f̂ ;(x�x̂)f̂

p
NS(w�ŵ)f̂ ;(y�ŷ)f̂

und

p
N(�̂� �) = ~S(w�ŵb)f̂b;(x�x̂b)f̂b

p
N ~S(w�ŵb)f̂b;(y�ŷb)f̂b :

Li/Stengos (1996) folgend, ist es für den Beweis von Teil (1) des Satzes 1 hinreichend, die

Gültigkeit von

(1) S(w�ŵ)f̂ ;(x�x̂)f̂ = S(w�E(wjz))f;(x�E(xjz))f + op(1),

(2)
p
NS(w�ŵ)f̂ ;(y�ŷ)f̂=

p
NS(w�E(wjz))f;uf + op(1),

(3) S(w�E(wjz))f;(x�E(xjz))f
p�! BUB,

(4)
p
NS(w�E(wjz))f;uf

d�! N(0; AUB)

zu zeigen:

Satz 1.1: S(w�ŵ)f̂ ;(x�x̂)f̂ = S(w�E(wjz))f;(x�E(xjz))f + op(1) und
p
NS(w�ŵ)f̂ ;(y�ŷ)f̂ =p

NS(w�E(wjz))f;uf + op(1).

Beweis: Aus dem Beweis von Theorem 1, Teil (i) in Li/Stengos (1996) für ein Balan-

ced Panel ist klar, daÿ Satz 1.1 richtig ist, sofern für alle Summen S(A�Â)f̂ ;(B�B̂)f̂ und

SA(f̂�f);B(f̂�f) gilt, S(A�Â)f̂ ;(B�B̂)f̂ = op(1), falls ~S(A�Âb)f̂b;(B�B̂b)f̂b
= op(1), und SA(f̂�f);B(f̂�f)

= op(1), falls ~SA(f̂b�f);B(f̂b�f) = op(1). Daÿ dieses der Fall ist, läÿt sich leicht sehen: Zu-

nächst ist

S(A�Â)f̂ ;(B�B̂)f̂

=
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

0
@Ait

1PT
t=1Ntaq2

TX
s=1

NX
j=1

Kit;jscjs � 1PT
t=1Ntaq2

TX
s=1

NX
j=1

Kit;jsAjscjs

1
A

�
0
@Bit

1PT
t=1Ntaq2

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;j0s0cj0s0 � 1PT
t=1Ntaq2

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;j0s0Bj0s0cj0s0

1
A cit

=

8<
: 1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;jsKit;j0s0(Ait � Ajs)Bitcjscj0s0cit
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� 1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;jsKit;j0s0(Ait � Ajs)Bj0s0cjscj0s0cit

9=
;

�
 

NTPT
t=1Nt

!2

=

8<
: 1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;jsKit;j0s0(Ait � Ajs)(Bit �Bj0s0)cjscj0s0cit

9=
;

�
 

NTPT
t=1Nt

!2

und

~S(A�Âb)f̂b;(B�B̂b)f̂b

=
1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;jsKit;j0s0(Ait � Ajs)(Bit �Bj0s0) :

Damit gilt wegen

S(A�Â)f̂ ;(B�B̂)f̂

 PT
t=1Nt

NT

!2

=
1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;jsKit;j0s0(Ait � Ajs)(Bit �Bj0s0)cjscj0s0cit

� 1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

Kit;jsKit;j0s0(Ait � Ajs)(Bit �Bj0s0)

= op(1)

und
�

NTPT

t=1
Nt

�2
p�!
�

TPT

t=1
P1t

�2

, aufgrund des Khinchin-Gesetzes der groÿen Zahlen und

des Theorems von Slutsky, auch S(A�Â)f̂ ;(B�B̂)f̂ = op(1).

Ebenso ist

SA(f̂�f);B(f̂�f)

=
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

AitBit(f̂it � fit)
2cit

=

8<
: 1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

n
AitBitKit;jsKit;j0s0 � 2Kit;jsfit + f 2

it

o
citcjscj0s0

9=
;

�
 

NTPT
t=1Nt

!2
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und

~SA(f̂b�f);B(f̂b�f)

=
1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

n
AitBitKit;jsKit;j0s0 � 2Kit;jsfit + f 2

it

o
:

Dann folgt wegen

SA(f̂�f);B(f̂�f)

 PT
t=1Nt

NT

!2

=
1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

n
AitBitKit;jsKit;j0s0 � 2Kit;jsfit + f 2

it

o
citcjscj0s0

� 1

NT

1

(NTaq2)2

TX
t=1

NX
i=1

TX
s=1

NX
j=1

TX
s0=1

NX
j0=1

n
AitBitKit;jsKit;j0s0 � 2Kit;jsfit + f 2

it

o

= op(1)

und
�

NTPT

t=1
Nt

�2
p�!
�

TPT

t=1
P1t

�2
auch SA(f̂�f);B(f̂�f) = op(1).

2

Satz 1.2: S(w�E(wjz))f;(x�E(xjz))f
p�! BUB.

Beweis:

S(w�E(wjz))f;(x�E(xjz))f =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

cit (wit � E(wit j zit)) (xit � E(xit j zit))0 f 2
it

p�! 1

T

TX
t=1

E
�
c1t (w1t � E(w1t j z1t)) (x1t � E(x1t j z1t))0 f 2

1t

�

=
1

T

TX
t=1

P1tE
�
(w1t � E(w1t j z1t)) (x1t � E(x1t j z1t))0 f 2

1t

�

aufgrund Khinchin's Gesetz der groÿen Zahl.

2

Satz 1.3:
p
NS(w�E(wjz))f;uf

d�! N(0; AUB).

Beweis: Aufgrund des Lindeberg-Levy zentralen Grenzwertsatzes gilt:
p
NS(w�E(wjz))f;uf

d�! N (E (�1) ; V (�1))

mit �1 =
1
T

PT
t=1 c1t (w1t � E(w1t j z1t))u1tf 2

1t, und ferner ist

E (�1) =
1

T

TX
t=1

E
�
c1t (w1t � E(w1t j z1t))u1tf 2

1t

�
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=
1

T

TX
t=1

E
�
c1t (w1t � E(w1t j z1t))E(u1t j w1t; z1t)f

2
1t

�
= 0

sowie

V (�1) =
1

T 2

TX
t=1

TX
s=1

E
�
c1t (w1t � E(w1t j z1t)) u1tf 2

1tc1s (w1s � E(w1s j z1s))0 u1sf 2
1s

�

=
1

T 2

TX
t=1

TX
s=1

P1;tsE
�
(w1t � E(w1t j z1t))u1tf 2

1t (w1s � E(w1s j z1s))0 u1sf 2
1s

�
:

2

Teil (2)

B̂UB
p�! BUB folgt direkt aus (1) und (3), und es ist leicht zu sehen, daÿ ÂUB

p�! AUB,

da Â ! A im Balanced Panel und
�

1
N

PT
t=1Nt

�
p�! PT

t=1 P1t sowie für jede Summe

S =
PT

t=1

PN
i=1

PT
s=1

PN
j=1 : : : AitAjs : : : citcjs : : : folgt, S = op(1), sofern ~S = op(1), da

S � ~S.

Beweis von Satz 2:

Die Gültigkeit von Satz 2 läÿt sich den Beweisen von Lemma A.1 und Proposition 1 in

Kniesner/Li (1996) für ein Balanced Panel mit seriell unkorrelierten Störtermen folgend

zeigen: Zunächst gilt mit C � 1
Nhq2

0
@ h2 0

0 1

1
A für jedes beliebige z:

�̂(z)UB =

(
C

NX
i=1

TX
t=1

�K
�
zit � z

h

��
1

zit � z

�
(1; (zit � z)0) cit

)�1

�C
NX
i=1

TX
t=1

�K
�
zit � z

h

��
1

zit � z

�
(yit � x0it�̂UB)cit

=

(
1

Nhq2

NX
i=1

TX
t=1

�K
�
zit � z

h

� 
h2

zit � z

!
(1; (zit � z)0) cit

)�1

� 1

Nhq2

NX
i=1

TX
t=1

�K
�
zit � z

h

� 
h2

zit � z

!
(yit � x0it�̂UB)cit : (1)
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Ersetzt man in (23) yit � x0it�̂UB aufgrund der Beziehung

yit � x0it�̂UB = x0it(�� �̂UB) + �(zit) + uit

unter Nutzung der Taylorreihenapproximation (4),

�(zit) = (1; (zit � z)0) �(z) +R(zit; z) ;

ergibt sich mit �Kit;z � �K
�
zit�z
h

�
:

�̂(z)UB =

(
NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
(1; (zit � z)0) cit

)�1 ( NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!

�f(1; (zit � z)0)�(z) +R(zit; z) + uit + x0it(�� �̂UB)g cit
)

= �(z) +

(
NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
(1; (zit � z)0) cit

)�1

�
NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
fR(zit; z) + uit + x0it(�� �̂UB)g cit

� �(z) + (A1;z)�1
�
A2;z + A3;z + A4;z

�
= �(z) + (A1;z=h2)�1

�
A2;z=h2 + A3;z=h2 + A4;z=h2

�
:

Damit ist die Erfüllung folgender Voraussetzungen für die Gültigkeit von Satz 2 hinrei-

chend:

(1) (A1;z=h2)
p�!M ,

(2) (A2;z=h2)
p�! 0,

(3) (A3;z=h2)
p�! 0,

(4) (A4;z=h2)
p�! 0.
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Satz 2.1: (A1;z=h2)
p�!M = 1

T

PT
t=1 P1t

0
@ f(z) 0R �K(�)�� 0 d � @f(z)

@z
f(z)

R �K(�)�� 0 d �

1
A.

Beweis: Sei

A1;z =
1

NThq2

0
BB@

NP
i=1

TP
t=1

�Kit;zh
2cit

NP
i=1

TP
t=1

�Kit;zh
2(zit � z)0cit

NP
i=1

TP
t=1

�Kit;z(zit � z)cit
NP
i=1

TP
t=1

�Kit;z(zit � z)(zit � z)0cit

1
CCA

�
0
@ A1;z

11 A1;z
12

A1;z
21 A1;z

22

1
A

und

A1;z
b � 1

NThq2

0
BB@

NP
i=1

TP
t=1

�Kit;zh
2

NP
i=1

TP
t=1

�Kit;zh
2(zit � z)0

NP
i=1

TP
t=1

�Kit;z(zit � z)
NP
i=1

TP
t=1

�Kit;z(zit � z)(zit � z)0

1
CCA

im Balanced Panel. Dann gilt A1;z � A1;z
b und somit A1;z = Op(1), da A

1;z
b = Op(1) nach

Kniesner/Li (1996). Damit folgt:

(A1;z
11 =h

2)
p�! f(z) 1

T

PT
t=1 P1t, da

E
�
A1;z

11 =h
2
�

= E

 
1

Thq2

TX
t=1

�K1t;zc1t

!

=
1

T

TX
t=1

P1t
1

hq2
E( �K1t;z)

= f(z)
1

T

TX
t=1

P1t +O(h2) :

(A1;z
21 =h

2)
p�! @f(z)

@z
�K(�)�� 0 d � 1

T

PT
t=1 P1t, da

E
�
A1;z

21 =h
2
�

= E

 
1

Thq2+2

TX
t=1

�K1t;z(z1t � z)c1t

!

=
1

T

TX
t=1

1

hq2+2
P1tE( �K1t;z(z1t � z))

=
@f(z)

@z

Z
�K(�)�� 0 d �

1

T

TX
t=1

P1t +O(h) :

(A1;z
12 =h

2)
p�! 0, da (A1;z

12 =h
2) = (A1;z

21 )
0 = Op(h

2).

(A1;z
22 =h

2)
p�! f(z)

R �K(�)�� 0 d � 1
T

PT
t=1 P1t, da

E
�
A1;z

22 =h
2
�

= E

 
1

Thq2+2

TX
t=1

�K1t;z(z1t � z)(z1t � z)0c1t

!
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=
1

T

TX
t=1

1

hq2+2
P1t E( �K1t;z(z1t � z)(z1t � z)0)

= f(z)
Z

�K(�)�� 0 d �
1

T

TX
t=1

P1t +O(h) :

2

Satz 2.2: (A2;z=h2)
p�! 0.

Beweis: Zunächst ist

A2;z=h2 =
1

TNhq2+2

TX
t=1

NX
i=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
R(zit; z)cit ;

und im Balanced Panel sei de�niert:

A2;z
b =h2 � 1

TNhq2+2

TX
t=1

NX
i=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
R(zit; z) :

Dann ist A2;z=h2 � A2;z
b =h2 und damit A2;z=h2 = Op(h

2) = op(1), da A
2;z=h2 = Op(h

2) =

op(1) nach Kniesner/Li (1996).

2

Satz 2.3: A3;z=h2
p�! 0.

Beweis: Zunächst gilt:

E
�
A3;z=h2

�
= E

 
1

NThq2+2

NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
uitcit

!

=
1

T

TX
t=1

P1t
1

hq2+2
E

 
�Kit;z

 
h2

zit � z

!
uit

!

= 0 ;

und ferner, mit �2(z1t) � E(u21t j z1t) und �ts(z1t; z1s) � E(u1tu1s j z1tz1s),

V

 
1

NThq2+2

NX
i=1

TX
t=1

�Kit;zh
2uitcit

!

=
1

N
V

 
1

Thq2+2

TX
t=1

�K1t;zh
2u1tc1t

!

=
1

N
E

 
1

T 2h2q2+4

TX
t=1

TX
s=1

�K1t;z
�K1s;zh

4u1tu1sc1tc1s

!

42



=
1

NT 2

8>><
>>:

TX
t=1

P1t
1

h2q2
E
�
�K2
1t;z�

2(z1t)
�
+

TX
t=1

TX
s=1
s6=t

P1;ts
1

h2q2
E
�
�K1t;z

�K1s;z�ts(z1t; z1s)
�
9>>=
>>;

=
1

NT 2

(
1

hq2

TX
t=1

P1t

Z
�K2(�t)�

2(z + h�t)f(z + h�t) d �t

+
TX
t=1

TX
s=1
s6=t

P1;ts

Z
�K(�t) �K(�s)�ts(z + h�t; z + h�s)f(z + h�t; z + h�s) d �td �s

9>>=
>>;

=
1

NT 2

�
O(h�q2) +O(1)

�
= O

�
(Nhq2)�1

�
;

V

 
1

NThq2+2

NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z(zit � z)uitcit

!

=
1

N
V

 
1

Thq2+2

TX
t=1

�K1t;z(z1t � z)u1tc1t

!

=
1

N
E

 
1

T 2h2q2+4

TX
t=1

TX
s=1

�K1t;z
�K1s;z(z1t � z)(z1s � z)0u1tu1sc1tc1s

!

=
1

NT 2

(
TX
t=1

P1t
1

h2q2+4
E
�
�K2
1t;z(z1t � z)(z1t � z)0�2(z1t)

�

+
TX
t=1

TX
s=1
s6=t

P1;ts
1

h2q2+4
E
�
�K1t;z

�K1s;z(z1t � z)(z1s � z)0�ts(z1t; z1s)
�
9>>=
>>;

=
1

NT 2

(
TX
t=1

P1t
1

hq2+2

Z
�K2(�t)�t�

0
t�

2(z + h�t)f(z + h�t) d �t

+
TX
t=1

TX
s=1
s6=t

P1;ts
1

h2

Z
�K(�t) �K(�s)�t�

0
s�ts(z + h�t; z + h�s)f(z + h�t; z + h�s) d �td �s

9>>=
>>;

=
1

NT 2

�
O(h�(q2+2)) +O(1)

�
= O

�
(Nhq2+2)�1

�
:

2
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Satz 2.4: A4;z=h2
p�! 0.

Beweis: Mit A4;z
b =h2 = 1

NThq2+2
PN

i=1

PT
t=1

�Kit;z

�
h2

zit�z
�
x0it(� � �̂) = Op(1)Op(N

�0:5) =

op(1) im Balanced Panel (vgl. Kniesner/Li 1996) folgt: A4;z=h2 = op(1), da

1

NThq2+2

NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
citxit � 1

NThq2+2

NX
i=1

TX
t=1

�Kit;z

 
h2

zit � z

!
xit

und �� �̂UB = Op(N
�0:5).

2

Beweis von Satz 3:

Teil (1)

Zunächst ist

D(N)
�
�̂(z)UB � �(z)

�
= D(N)

�
A1;z=h2

��1 �
A2;z=h2 + A3;z=h2 + A4;z=h2

�
:

Damit ist hinreichend, die Gültigkeit von

(1) (A1;z=h2)
p�!M ,

(2) D(N)M�1 (A2;z + A3;z + A4;z) =h2 = D(N)R�1
UB (A2;z + A3;z + A4;z) =h2 + op(1),

(3) D(N) (A3;z + A2;z + A4;z) =h2 ! N(0;
UB) + op(1) + op(1)

zu zeigen, was dem Beweis von Kniesner/Li (1996) für ein Balanced Panel mit seriell

unkorrelierten Störtermen folgend getan werden kann:

(A1;z=h2)
p�!M ist nach Satz 2.1 richtig, und ferner gilt:

Satz 3.1: D(N)M�1 (A2;z + A3;z + A4;z) =h2 = D(N)R�1
UB (A2;z + A3;z + A4;z) =h2 + op(1).

Beweis: Mit M�1 =

0
B@

�
f(z) 1

T

PT
t=1 P1t

��1
0�

�f 2(z) 1
T

PT
t=1 P1t

��1 @f(z)
@z

�
f(z) 1

T

PT
t=1 P1t

R �K(�)�� 0 d �
��1

1
CA

ist leicht zu sehen, daÿ

D(N)M�1 �A2;z + A3;z + A4;z
�
=h2 = D(N)R�1

UB

�
A2;z + A3;z + A4;z

�
=h2 + op(1) ;
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da

p
Nhq2+2A2;z

1 =h2 =
p
Nhq2+2Op(h

2) = op(1) ;p
Nhq2+2A3;z

1 =h2 =
p
Nhq2+2Op

�
(Nhq2)�1

�
= op(1) ;p

Nhq2+2A4;z
1 =h2 =

p
Nhq2+2Op

�
N�1=2� = op(1) ;

wobei A2;z �
�
A2;z
1

A2;z
2

�
, A3;z �

�
A3;z
1

A3;z
2

�
und A4;z �

�
A4;z
1

A4;z
2

�
.

2

Satz 3.2: D(N) (A3;z + A2;z + A4;z) =h2 ! N(0;
UB) + op(1) + op(1).

Beweis: Es ist

D(N)(A3;z=h2)
d�! N(0;
UB)

aufgrund eines Lindeberg-Levy Grenzwerttheorems für trianguläre Felder und

E
�
D(N)(A3;z=h2)

�
= 0 ; (2)

V
�
D(N)(A3;z=h2)

�
= 
UB : (3)

Die Gültigkeit von (24) ist leicht zu sehen, und (25) ergibt sich aus:

E
�np

Nhq2A3;z
1

o2�

= E

0
@ 1

NT 2hq2+4

NX
i=1

NX
j=1

TX
t=1

TX
s=1

�Kit;z
�Kjs;zh

4uitujscitcjs

1
A

=
1

T 2

TX
t=1

P1t
1

hq2
E
�
�K2
1t;z�

2(z1t)
�
+

1

T 2

TX
t=1

TX
s=1
s 6=t

P1;ts
1

hq2
E
�
�K1t;z

�K1s;z�ts(z1t; z1s)
�

=
1

T 2

TX
t=1

P1t

Z
�K2(�t)�

2(z + h�t)f(z + h�t) d �t

+
1

T 2

TX
t=1

TX
s=1
s6=t

P1;tsh
q2

Z
�K(�t) �K(�s)�ts(z + h�t; z + h�s)f(z + h�t; z + h�s) d �td �s

=
1

T 2

8>><
>>:

TX
t=1

�
P1t�

2(z)f(z)
Z

�K2(�) d � +O(h2)
�
+

TX
t=1

TX
s=1
s 6=t

O(hq2)

9>>=
>>;

= �2(z)f(z)
Z

�K2(�) d �
1

T 2

TX
t=1

P1t + o(1) ;
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E
�np

Nhq2+2A3;z
2

o2�

= E

0
@ 1

NT 2hq2+2

NX
i=1

NX
j=1

TX
t=1

TX
s=1

�Kit;z
�Kjs;z(zit � z)(zjs � z)0uitujscitcjs

1
A

=
1

T 2

TX
t=1

P1t
1

hq2+2
E
�
�K2
1t;z(z1t � z)(z1t � z)0�2(z1t)

�

+
1

T 2

TX
t=1

TX
s=1
s6=t

P1;ts
1

hq2+2
E
�
�K1t;z

�K1s;z(z1t � z)(z1s � z)0�ts(z1t; z1s)
�

=
1

T 2

TX
t=1

�
P1t�

2(z)f(z)
Z

�K2(�)�� 0 d � +O(h)
�
+

1

T 2

TX
t=1

TX
s=1
s6=t

O(hq2)

= �2(z)f(z)
Z

�K2(�)�� 0 d �
1

T 2

TX
t=1

P1t + o(1) ;

Cov
�p

Nhq2A3;w
1 ;

p
Nhq2+2A3;w

2

�
= E

�p
Nhq2A3;w

1

p
Nhq2+2A3;w

2

�

= E

0
@ 1

NT 2hp+3

NX
i=1

NX
j=1

TX
t=1

TX
s=1

�Kit;zh
2cituit �Kjs;z(zjs � z)cjsujs

1
A

=
1

T 2

TX
t=1

P1t
1

hp+1
E
�
�K2
1t;z(z1t � z)�2(z1t)

�

+
1

T 2

TX
t=1

TX
s=1
s6=t

P1;ts
1

hq2+1
E
�
�K1t;z

�K1s;z(z1s � z)�ts(z1t; z1s)
�

=
1

T 2

TX
t=1

O(h) +
1

T 2

TX
t=1

TX
s=1

O(hq2)

= O(h) = o(1) :

Ferner gilt D(N) (A2;z=h2) = op(1), da

p
Nhq2A2;z

1 =h2 =
p
Nhq2Op(h

2) = op(1) ;p
Nhq2+2A2;z

2 =h2 =
p
Nhq2+2Op(h) = op(1)

und auÿerdem

D(N)(A4;w=h2) = o(N�1=2) �Op(N
�1=2) = op(1):

2
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Teil (2)

Da R̂
p�! R und 
̂

p�! 
 im Balanced Panel und jede Summe im Unbalanced Panel

in Wahrscheinlichkeit von einer Ordnung ist, die höchstens gleich der der entsprechenden

Summe im Balanced Panel ist, ist leicht zu sehen, daÿ R̂UB = RUB + op(1) und 
̂UB =


UB + op(1).

Beweis von Satz 4:

Zunächst gilt:

JPOOL;UB =
1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂itcit

8>>><
>>>:

1

(N � 1)hp

NX
j=1
j 6=i

ûjtf̂jt �Kit;jtcjt

9>>>=
>>>;

=
1

N(N � 1)Thp

TX
t=1

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

ûitf̂itûjtf̂jt �Kit;jtcitcjt :

Baltagi et al. (1996) folgend, ist es für den Beweis von Proposition 4 hinreichend, die

Gültigkeit von

(1) JPOOL;UB = op
�
(Nhp=2)�1

�
+ J1,

(2) Nhp=2J1
d�! N(0; 2�2

POOL;UB)

zu zeigen, mit

J1 � 1

N(N � 1)Thp

TX
t=1

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

uitf̂itujtf̂jt �Kit;jtcitcjt :

Satz 4.1: JPOOL;UB = op
�
(Nhp=2)�1

�
+ J1.

Beweis: Sei
�PT

t=1
Nt

NT

�2
(JPOOL;UB � J1) � J2 und im Balanced Panel JPOOL � J1b � J2b

mit J1b � 1
N(N�1)Thp

TX
t=1

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

uitf̂itujtf̂jt �Kit;jt. Aus dem Beweis zu Theorem 1 (i) in Balta-

gi et al. (1996) ist klar, daÿ J2b = op
�
(Nhp=2)�1

�
, und daraus folgt: J2 = op

�
(Nhp=2)�1

�
,

da J2 � J2b. Da
�PT

t=1
Nt

NT

�2
p�!
�PT

t=1
P1t

T

�2
, ist somit JPOOL;UB � J1 = op

�
(Nhp=2)�1

�
.

2
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Satz 4.2: J1
d�! N(0; 2�2

POOL;UB).

Beweis: Sei analog zu JN2 = JN2U + JN2R (JN2 entspricht J1b im Beweis zu Satz 4.1) in

Baltagi et al. (1996) J1 geschrieben als:

J1 =
1

N(N � 1)Thp

TX
t=1

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

uitf̂itujtf̂jt �Kit;jtcitcjt

=

 
NTPT
t=1Nt

!2
1

N3(N � 1)T 3hpa2p

�
TX
t=1

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

TX
t0=1

NX
i0=1

TX
s0=1

NX
j0=1

uitujtKit;i0t0Kjt;j0s0
�Kit;jtcitcjtci0t0cj0s0

�
 

NTPT
t=1Nt

!2
1

N3(N � 1)T 3hpa2p

�
NX
i=1

NX
j=1

NX
i0=1

NX
j0=1

i6=j 6=i0 6=j0

TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

uitujtKit;i0t0Kjt;j0s0
�Kit;jtcitcjtci0t0cj0s0

+J1R

� J1U + J1R :

Dann ist klar, daÿ J1R � JN2R und somit J1R = op
�
(Nhp=2)�1

�
, da JN2R = op

�
(Nhp=2)�1

�
,

und für J1U folgt analog zu JN2U :

J1U =

 
NTPT
t=1Nt

!2
1

N3(N � 1)T 3hpa2p

�
N

4

�

�

8>>><
>>>:
�
N

4

��1 P
i

P
j

P
i0
P

j0

1�i<j<i0<j0�N

PN(Zi;Zj;Zl;Zk)

9>>>=
>>>;
;

mit

PN(Zi;Zj;Zl;Zk) �
X
4!

TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

uitujtKit;i0t0Kjt;j0s0
�Kit;jtcitcjtci0t0cj0s0 :

Dabei bezeichnet
P

4! die Summation über alle 4! = 24 Permutationen von i; j; i0; j 0.

Weiterhin sei wie in Baltagi et al. (1996) de�niert:

PN (Z1;Z2) � E(PN(Z1;Z2;Z3;Z4) j Z1;Z2) :
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Dann ist, Baltagi et al. (1996) folgend,

PN(Z1;Z2)

= 4
TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

u1tu2t �K1t;2tE (K1t;3t0K2t;4s0 j Z1;Z2) c1tc2tE (c3t0c4s0 j c1t; c2t)

= 4
TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

u1tu2t �K1t;2tf(v1t)f(v2t)a
2pc1tc2tP1t0P1s0 + o(1) ;

da ci und vi unabhängig sind, und ferner

E (K1t;3t0K2t;4s0 j Z1;Z2) = a2pf(v1t)f(v2t) + o(1)

sowie

E (c3t0c4s0 j c1t; c2t) = P3t0P4s0 = P1t0P1s0:

Damit folgt:

E
�
P 2
N(Z1;Z2)

�

= 16a4p
TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

TX
t000=1

TX
s00=1

E
�
�2(v1t)�

2(v2t) �K
2
1t;2tf

2(v1t)f
2(v2t)c1tc2tP1t0P1s0P1t000P1s00 + o(1)

�

+16a4p
TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

TX
t00=1

t00 6=t

TX
t000=1

TX
s00=1

E
�
�(v1t; v1t00)�(v2t; v2t00) �K1t;2t

�K1t;2t00

f(v1t)f(v1t00)f(v2t)f(v2t00)c1tc2tc1t00c2t00P1t0P1s0P1t000P1s00 + o(1))

= 16a4p
TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

TX
t000=1

TX
s00=1

E
�
�2(v1t)�

2(v2t) �K
2
1t;2tf

2(v1t)f
2(v2t)P1t0P1s0P1t000P1s00 + o(1)

�
(4)

+16a4p
TX
t=1

TX
t0=1

TX
s0=1

TX
t00=1

t00 6=t

TX
t000=1

TX
s00=1

E
�
�(v1t; v1t00)�(v2t; v2t00) �K1t;2t

�K1t;2t00

f(v1t)f(v1t00)f(v2t)f(v2t00)P1tP2tP1t0P1s0P1t000P1s00 + o(1)) : (5)

Es ist leicht zu sehen, daÿ für Summe (26) (� S1) gilt,

S1 = 16a4php

8<
:

TX
t=1

E
�
�4(v1t)f

5(v1t)
�
P 2
1t

Z
�K2(�)d�

 
TX
t=1

P1t

!4

+ o(1)

9=
; ;
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und für Summe (27) (� S2), S2 = O(a4ph2p) wie im Balanced Panel. Dann folgt wegen�
NTPT

t=1
Nt

�2
p�! T 2

(
PT

t=1
P1t)2

aus Lemma B.4 in Fan/Li (1996):

Nhp=2J1U
d�! N(0; V )

mit

V =

 
TPT

t=1 P1t

!4 �
N

4

�2 1

N6(N � 1)2T 6hpa4p
1

2
423216a4php

TX
t=1

E
�
�4(v1t)f

5(v1t)
�
P 2
1t

�
Z

�K2(�)d�

 
TX
t=1

P1t

!4

;

und da

V ! 2

T 2

TX
t=1

E
�
�4(v1t)f

5(v1t)
�
P 2
1t

Z
�K2(�)d� ;

gilt: Nhp=2J1
d�! N(0; 2�2

POOL;UB).

2

�̂2
POOL;UB

p�! �2
POOL folgt direkt aus �̂2

POOL
p�! �2

POOL,
�

1
N

PT
t=1Nt

�
p�! PT

t=1 P1t und

der Tatsache, daÿ jede Summe im Unbalanced Panel in Wahrscheinlichkeit eine Ordnung

besitzt, die höchstens gleich der der entsprechenden Summe im Balanced Panel ist.

Beweis von Satz 5:

Seien S: und ~S: de�niert wie im Beweis von Satz 1, so daÿ

1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûitf̂itûi;t�1f̂i;t�1citci;t�1 = Sûf̂ ;û�1f̂�1

1

NT

TX
t=1

NX
i=1

ûit;bf̂it;bûi;t�1;bf̂i;t�1;b = ~Sûbf̂b;û�1;bf̂�1;b :

Dann gilt:

p
NTJSK1;UB =

p
NTSûf̂ ;û�1f̂�1 ;

und dem Beweis von Theorem 3.1 in Li/Hsiao (1996) für ein Balanced Panel folgend,

besitzt Satz 5 Gültigkeit, sofern
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(1)
p
NTJSK1;UB =

p
NT

�
Suf;u�1f�1 � (�̂UB � �)0S(x�x̂)f̂ ;u�1f̂�1

�
+ op(1),

(2) S(x�x̂)f̂ ;u�1f̂�1
p�! �UB mit �UB = E

�
S(x�E(xjz))f;u�1f�1

�
,

(3)
p
NT

�
Suf;u�1f�1 � (�̂UB � �)0�UB

�
d�! N

�
0; �2

IEF;UB

�
.

Satz 5.1:
p
NTJSK1;UB =

p
NT

�
Suf;u�1f�1 � (�̂UB � �)0S(x�x̂)f̂ ;u�1f̂�1

�
+ op(1).

Beweis: Dem Vorgehen im Beweis von Satz 1.1 folgend, ist aus dem Beweis von Theorem

3.1 in Li/Hsiao (1996) leicht zu sehen, daÿ

p
NTJSK1;UB �

p
NT

�
Suf;u�1f�1 � (�̂UB � �)0S(x�x̂)f̂ ;u�1f̂�1

�
�

p
NTJSK1 �

p
NT

�
~Suf;u�1f�1 � (�̂� �)0 ~S(x�x̂b)f̂b;u�1f̂�1;b

�
;

da
�

1
N

PT
t=1Nt

�
p�! PT

t=1 P1t und somit immer S � ~S. Die Gültigkeit von Satz 5.1 folgt

dann aus
p
NTJSK1 �

p
NT

�
~Suf;u�1f�1 � (�̂� �)0 ~S(x�x̂b)f̂b;u�1f̂�1;b

�
= op(1).

2

Satz 5.2: S(x�x̂)f̂ ;u�1f̂�1
p�! �UB.

Beweis: Zunächst gilt, S(x�x̂)f̂ ;u�1f̂�1 = S(x�E(xjz))f;u�1f�1 + op(1), da ~S(x�x̂b)f̂b;u�1f̂�1;b �
~S(x�E(xjz))f;u�1f�1 = op(1) im Balanced Panel (vgl. Li/Hsiao 1996) und o�ensichtlich

S(x�x̂)f̂ ;u�1f̂�1 � S(x�E(xjz))f;u�1f�1 � ~S(x�x̂b)f̂b;u�1f̂�1;b � ~S(x�E(xjz))f;u�1f�1 . Ferner ist de�-

nitionsgemäÿ E
�
S(x�E(xjz))f;u�1f�1

�
= �UB, und V

�
S(x�E(xjz))f;u�1f�1

�
= o(1) folgt aus

V
�
~S(x�E(xjz))f;u�1f�1

�
= o(1), da S(x�E(xjz))f;u�1f�1 � ~S(x�E(xjz))f;u�1f�1 .

2

Satz 5.3:
p
NT

�
Suf;u�1f�1 � (�̂UB � �)0�UB

�
d�! N

�
0; �2

IEF;UB

�
.

Beweis: Zunächst folgt aus dem Beweis von Satz 1:

p
NT (�̂UB � �)

d�! B�1
UB

1p
NT

TX
t=1

NX
i=1

(xit � E(xit j zit))uitf 2
itcit :

Somit gilt:

p
NT

�
Suf;u�1f�1 � (�̂UB � �)0�UB

�
d�!

p
NT

 
Suf;u�1f�1 �

1

NT

TX
t=1

NX
i=1

(xit � E(xit j zit))0 uitf 2
itcit(B

�1
UB)

0�UB

!
:
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Aus dem Lindeberg-Levi zentralen Grenzwertsatz ergibt sich dann:

p
NT

 
Suf;u�1f�1 �

1

NT

TX
t=1

NX
i=1

(xit � E(xit j zit))0 uitf 2
itcit(B

�1
UB)

0�UB

!

=
1p
NT

TX
t=1

NX
i=1

uitfitui;t�1fi;t�1citci;t�1 � (xit � E(xit j zit))0 uitf 2
itcit(B

�1
UB)

0�UB

d�! N(E(�1); V (�1))

mit �1 = 1p
T

PT
t=1 u1tf1tu1;t�1f1;t�1c1tc1;t�1 � (x1t � E(x1t j z1t))0 u1tf 2

1tc1t(B
�1
UB)

0�UB.

Ferner gilt unter H
SK1=IEF
0 :

E(�1) = E

 
1p
T

TX
t=1

u1tf1tu1;t�1f1;t�1c1tc1;t�1 � (x1t � E(x1t j z1t))0 u1tf 2
1tc1t(B

�1
UB)

0�UB

!

= 0 ;

V (�1) = E

 
1

T

TX
t=1

TX
s=1

n
u1tf1tu1;t�1f1;t�1c1tc1;t�1 � (x1t � E(x1t j z1t))0 u1tf 2

1tc1t(B
�1
UB)

0�UB

o
n
u1sf1su1;s�1f1;s�1c1sc1;s�1 � (x1s � E(x1s j z1s))0 u1sf 2

1sc1s(B
�1
UB)

0�UB

o�

=
1

T

TX
t=1

E
�
u21tf

2
1tc1t

n
u1;t�1f1;t�1c1;t�1 � (x1t � E(x1t j z1t))0 f1t(B�1

UB)
0�UB

o2�

= �2
SK1;UB :

2

Die Konsistenz von �̂2
SK1;UB bzgl. �2

SK1;UB folgt wieder direkt aus �̂2
SK1

p�! �2
SK1 im

Balanced Panel,
�

1
N

PT
t=1Nt

�
p�! PT

t=1 P1t und der Tatsache, daÿ für jede Summe S gilt,

S � ~S.

Beweis von Satz 6

Aus den Beweis von Theorem 3.1 in Li/Hsiao (1996) und von Satz 5 oben ist leicht zu

sehen, daÿ

q
NT (T � 1)=2JIEF;UB =

1q
NT (T � 1)=2

8>><
>>:

TX
t=1

TX
s=1
s<t

NX
i=1

uitfituisfisciscit

� (�̂UB � �)0
TX
t=1

TX
s=1
s<t

NX
i=1

(xit � x̂it)f̂ituisf̂iscitcis

9>>=
>>;+ op(1) ;
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und

1

NT (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

NX
i=1

(xit � x̂it)f̂ituisf̂iscitcis

p�! 1

T (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

E ((x1t � E(x1t j z1t)) f1tu1sf1sc1tc1s) � ~�UB :

Damit folgt nach dem Lindeberg-Levy zentralen Grenzwertsatz:

q
NT (T � 1)=2JIEF;UB

d�! 1q
NT (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

NX
i=1

uitfituisfisciscit � (xit � E(xit j zit))0uitf 2
itcit(B

�1
UB)

0 ~�UB

d�! N(E(~�1); V (~�1))

mit

~�1 =
1q

T (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

u1tf1tu1sf1sc1tc1s � (x1t � E(x1t j z1t))0u1tf 2
1tc1t(B

�1
UB)

0 ~�UB:

Unter H
SK1=IEF
0 gilt:

E(~�1) = 0

V (~�1) =
1

T (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

TX
t0=1

TX
s0=1
s0<t0

E
�
u1tf1tc1t

n
u1sf1sc1s � (x1t � E(x1t j z1t))0 f1t(B�1

UB)
0 ~�UB

o
� u1t0f1t0c1t0

n
u1s0f1s0c1s0 � (x1t0 � E(x1t0 j z1t0))0 f1t0(B�1

UB)
0 ~�UB

o�

=
1

T (T � 1)=2

TX
t=1

TX
s=1
s<t

TX
s0=1
s0<t

E
�
u21tf

2
1tc1t

n
u1sf1sc1s � (x1t � E(x1t j z1t))0 f1t(B�1

UB)
0 ~�UB

o

�
n
u1s0f1s0c1s0 � (x1t0 � E(x1t0 j z1t0))0 f1t0(B�1

UB)
0 ~�UB

o�
:

2

Es ist jetzt wieder leicht zu sehen, daÿ �̂2
IEF;UB

p�! �2
IEF;UB.
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