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1 Einleitung

Abhingige ordinal skalierte Variablen werden in den Wirtschafts- und So-
zialwissenschaften in vielfiltigen Zusammenhingen untersucht. Ein hiufig
fiir die Analyse genutzter Ansatz ist dabei das von McKelvey und Zavoi-
na (1975) in die Literatur eingefithrte Ordered Probit-Modell. Dabei liegt
dem Zusammenhang fiir die beobachteten Variablen eine latente lineare Re-
gressionsbeziehung zugrunde, deren Storterme unabhingig identisch normal-
verteilt sind. Die Verletzung der Annahmen beziiglich der Storterme fiihrt
ebenso wie die Unterdriickung einflufireicher Regressoren in diesem Ansatz
zu inkonsistenten Parameterschitzungen. Aus diesem Grund werden in der
neueren Literatur Spezifikationstests (Glewwe 1997) und Modifikationen des
Ordered Probit-Modells (z.B. Kuckuck/Ronning 1996) diskutiert.

Im vorliegenden Beitrag wird der Ansatz von McKelvey und Zavoina er-
weitert um Heteroskedastie im latenten Modell (Abschnitt 2). Anschlielend
werden fiir das Standard-Modell Tests auf Heteroskedastie und unterdriickte
Variablen entwickelt (Abschnitt 3), und ihre Eigenschaften werden in einer

Simulationsstudie untersucht (Abschnitt 4).

2 Ordered Probit-Modell

Sei y7, 7 =1,...,n, eine nicht beobachtbare abhingige Variable, fiir die der

lineare Regressionszusammenhang

yi = Tif + ui (1)
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gelte. Dabei bezeichnet z; den ((K + 1) x 1)-Vektor der beobachtbaren er-
kldrenden Variablen mit der Konstanten x¢; = 1 und f einen ((K + 1) x 1)-
Vektor von unbekannten Koeffizienten; u; symbolisiert den Storterm des
aufgrund der Nichtbeobachtbarkeit der endogenden Variablen latenten Mo-
dells (1). Fiir die Restgrofien u;, i = 1,...,n, gelte, dafl sie unabhéngig {iber
die n Erhebungseinheiten normalverteilt sind mit dem Erwartungswert 0 und

der Varianz o2, also u; ~ i.d. N(0,02).

Beobachtet werden J Kategorien einer diskreten polytomen Indikatorva-
riablen mit ordinalem Mefniveau y;, fiir die angenommen wird, daf sie zu y;

in folgendem monotonen Zusammenhang steht

I wenn 7 <y <m

2 wenn 7y <y <7

Yi=19 (2)
J wenn ;1 <y; <
[ J wenn vy <y <7y
Yi,...,vs_1 stellen hier unbekannte Schwellenwerte dar, bei deren Uber-

schreiten die manifeste Variable y; in eine andere Kategorie wechselt. Dabei
gilt

Yo <N <...<Y-1<7%
und da aufgrund der Normalverteilung des Storterms die latente Variable

einen unbeschrinkten Wertebereich besitzt, ferner vy = —oo und v; = oc.

Fiir die Wahrscheinlichkeit Kategorie j zu beobachten folgt aus dem Zu-



sammenhang (2)

Plyi=j) = P(v1<y <)

= Pu; <75 — i) — P(ui < 9501 — 23)

und in Verbindung mit der Annahme u; ~ N(0,0?) ergibt sich
. i — i Vi1 — P
P(yizj):q’<37>—q’<% ; (3)

wobei ®(.) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Die Schitzung der unbekannten identifizierbaren Parameter des Modells
erfolgt aufgrund der bei korrekter Modellspezifikation gegebenen Best Asym-
ptotically Normal (BAN)-Eigenschaften der resultierenden Schétzfunktionen
iblicherweise mittels der Maximum-Likelihood-Methode. Dabei ergibt sich
die Likelihoodfunktion wegen der Unabhéngigkeit der Beobachtungseinheiten
als Produkt der n Einzelwahrscheinlichkeiten, fiir Beobachtung 7 Kategorie
j zu erhalten:

L:fiﬁ[¢<w—%ﬁ>_@<wl—xwﬂ”i. 0
i=1j=1 i o

Hier bezeichnet y;; eine Dummy-Variable mit

1 wenn y; =7
Yji =
0 sonst

und dem Erwartungswert
E(yji) =1-P(y;i =1)+0-P(y; =0) = P(y; = j) .

Die Dummy-Variable y;; stellt sicher, daf} das fiir jede Erhebungseinheit 7 ge-

bildete Produkt iiber alle J Kategorien der manifesten endogenen Variablen
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nur fiir die von diesem Beobachtungstriger realisierte Kategorie 7 den von
Eins verschiedenen Faktor (3) enthélt. Neben den (K + 1)-Koeffizienten in
(3 sind in (4) die n Standardabweichungen o; unbekannt, die als inzidentelle
Parameter (Neyman/Scott 1948) in diesem Ansatz nicht konsistent schétzbar
sind. Dieses Problem 148t sich mittels einer Parametrisierung 16sen, in wel-
cher die Heteroskedastie des Modells in funktionaler Abh&ngigkeit von einer
oder mehreren Variablen modelliert wird. Hier stehen verschiedene Moglich-
keiten zur Verfiigung. So kann zum einen eine durch die abhéingige Variable
y; ausgeloste Heteroskedastie angenommen werden, also o2 = g(y}) mit be-
liebiger Funktion g. Zum anderen 1483t sich eine Abhéngigkeit der individu-
enspezifischen Varianz von einzelnen Regressoren und/oder anderen nicht im

Regressionszusammenhang (1) beriicksichtigten Variablen unterstellen.

Letzterem Ansatz soll hier mit der iiblichen Formulierung

L
o? = o2 exp(22)\) = 0% exp (2 > zil)\l> (5)

I=1
gefolgt werden. Dabei bezeichnet z; einen (L x 1)-Vektor von beobachtbaren
Variablen, und \ ist ein (L x 1)-Vektor unbekannter Koeffizienten. In dieser
Modellierung wird die Heteroskedastie iiber den gemeinsamen Einflufl der z;
auf o; ausgelost. Der Einflul der Variablen z; auf o; ist um so hoher je grofier
A ist. Fiir A = 0 folgt 02 = o2 fiir allei = 1, ..., n und damit das homoskeda-
stische Standard Ordered Probit-Modell, das von McKelvey/Zavoina (1975)

in die Literatur eingefiihrt wurde und durch die Beziehungen

u; ~ i.i.d.N(0,07)
Pr=i) = @20 o (120 ©)
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gekennzeichnet ist. Fiir beliebiges A gilt hingegen
. v — i Vi1 = Tl
Plyi=73)=¢| ——F7F= | Q| —FF ] » 7
(v =J) (a exp(zZ‘A)) (aexp(z{)\) (7)
wobei ®(.) wiederum die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

bezeichnet, und die Likelihoodfunktion (4) lautet dann

i) )]

Pl i o exp(ziA) oexp(ziA)

Sie enthélt die .J + K 4+ L + 1 unbekannten, zu schitzenden Parameter 6y =

(B',+', N, o), von denen, sofern x}f ein absolutes Glied enthélt, wegen

vi— @B vifo—Bofo — i 2B/

o exp(ziA) exp(ziA)

nur J+ K + L —1 identifizierbar und damit konsistent schéitzbar sind. Es sind
also zwei Parameter zu normieren. Ublicherweise wird o = 7; = 1 gesetzt.
Alternativ kann auch die Normierung ¢ = 1 und 3y = 0 gewiahlt werden, die

das latente Modell (1) in eine homogene Regression iiberfiihrt.

Die Maximierung der Likelihoodfunktion bzgl. # unter der gewdhlten Nor-
mierung ergibt unter den iiblichen Regularitdtsbedingungen und bei kor-
rekter Modellspezifikation einen konsistenten und asymptotisch effizienten
Schiitzer § mit

0%In L
0000’ 6—0, ’

Vi(# —60) <= N(0,E{-H(60)} '),  H(6)=

Die Eindeutigkeit der Schitzung folgt aus der globalen Konkavitéit der
Likelihoodfunktion (Pratt 1981).



3 Tests

Wiéhrend unter korrekter Modellspezifikation das gewéhlte Maximum-Likeli-
hood-Verfahren BAN-Schétzer liefert, fiihren Fehlspezifikationen in der Regel
zu inkonsistenten Schétzfunktionen (Ruud 1983). Falsche Parametrisierun-
gen der Verteilungsannahme fiir die latente endogenen Variable fiihren zu
einer inkorrekten Formulierung der Wahrscheinlichkeiten (3) - vgl. auch (6)
und (7) - und damit zur Fehlspezifikation der Likelihoodfunktion. Die re-
sultierenden Schétzfunktionen sind damit zwar konsistent im Hinblick auf
den Pseudo-True-Value 6., der das Kullback-Leibler-Informations-Kriterium
zwischen der wahren und der fehlspezifizierten Verteilung minimiert (Akai-
ke 1973, White 1982), in der Regel sind sie aber inkonsistent hinsichtlich
der interessierenden Parameter 6. Das gilt fiir die Schétzung eines homo-
skedastischen Modells unter Heteroskedastie der unbeobachteten Variablen
ebenso wie fiir die Schéitzung bei Unterdriickung einflufireicher Variablen in
der latenten Regressionsbeziehung, im letzteren Fall also fiir die Schitzung
des Modells
yi =B+

statt eines korrekten vollstindigen Modells
yi = wif +wiote (8)

in dem w; den (M x 1)-Vektor der nicht beriicksichtigten Regressoren und «

den (M x 1)-Vektor der dazugehorigen Koeffizienten symbolisiert.

Damit ist es notwendig, die Validitdt der Modellspezifikation mittels Tests

zu iiberpriifen, die auf Basis der asymptotischen Normalverteilung der ML-
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Schétzer bei korrekter Spezifikation iiber die klassischen Testprinzipien ent-
wickelt werden konnen. Im folgenden werden ein Test auf Heteroskedastie,

der ausgehend von der Formulierung (5) die Hypothese
Hy: A=0 gegen Hi: MN#£0 9)

und damit des homoskedastische Standard Ordered Probit-Modell gegen das
allgemeinere heteroskedastische Modell testet, und ein Test auf unterdriickte

Variablen vorgestellt; letzterer priift die Parameterrestriktion
Hy: a=0 gegen Hi: a#0 (10)

in der latenten Regressionsbeziehung (8), wobei der Test fiir das homoskeda-
stische Standard Ordered Probit-Modell formuliert wird®. Die Teststatistiken
werden jeweils auf Basis des Likelihood-Ratio-Prinzips, des Wald-Prinzips

und des Lagrange-Multiplikator-Prinzips entwickelt (z. B. Engle 1984):

Der Likelihood-Ratio-Test basiert auf dem Vergleich der Maxima der Li-
kelihoodfunktion des Modells unter der Null- und der Gegenhypothese. Die
allgemeine Likelihood-Ratio-Teststatistik lautet

LR=2(InL; —InLy) ~ %

wobei mit In L; das Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion des
unrestringierten und mit In Ly das der Loglikelihoodfunktion des restringier-

ten Ansatzes bezeichnet wird.

IDie Teststatistik 148t sich problemlos auf das heteroskedastische Modell

verallgemeinern.



Der Wald-Test vergleicht die Schitzwerte fiir die Modellparameter des
unrestringierten Modells mit den in H spezifizierten restringierten Parame-

tervektor. Fiir die hier formulierten Testprobleme lautet die Teststatistik
=1 =\l , )
W = 9[_[1 |4 <9H1> 9[_[1 ~Xag

wobei 0y, die Schiitzfunktionen A im Test auf Heteroskedastie bzw. é fiir den
Test auf unterdriickte Variablen bezeichnet, beides geschitzt im unrestrin-

—

gierten Modell, und V (fy, ) ist die Varianz dieser unrestringierten Schiitzung.

Der Lagrange-Multiplikator-Test basiert auf den Steigungen der logarith-
mierten Likelihoodfunktion des unrestringierten Modells, berechnet fiir die
Schatzwerte des restringierten Ansatzes. Sind die in der Nullhypothese spe-
zifizierten Restriktionen zutreffend, ist der Erwartungswert des betrachteten
Gradienten der Loglikelihoodfunktionen der Nullvektor. Die Teststatistik lau-
tet

LM = V(éHo)lv(éHo) \Y4 (éHo) ~ Xé )

wobei éHO den unter den formulierten Parameterrestriktionen geschétzten Pa-
rametervektor bezeichnet, und 7 (fy,) ist der Vektor der ersten Ableitungen
des allgemeinen Modells an der Stelle 6y,. V (fy,) bezeichnet die Inverse der
unter Hy bestimmten Varianz-Kovarianzmatrix des Scorevektors v(éHO); die-
se Inverse ist identisch zu der unter H, gebildeten Varianz-Kovarianzmatrix

des Schétzers éHO .

Eine ausfiihrliche Darstellung der Wald- und LM-Teststatistiken findet
sich in den Abschnitten D und E des Anhangs, die fiir die Herleitung der



Tests relevanten partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Logli-

kelihoodfunktionen der Modelle in den Abschnitten B und C.

Die drei vorgestellten Teststatistiken sind unter der Nullhypothese asym-
ptotisch dquivalent und jeweils y2-verteilt mit G Freiheitsgraden, wobei die
Zahl der Freiheitsgrade der Zahl der Parameterrestriktionen entspricht, also
G = L fiir den Test auf Heteroskedastie und G = M fiir den Test auf un-
terdriickte Variablen. Die Nullhypothese wird bei allen drei Tests abgelehnt,
wenn der Wert der Teststatistik den aus der y%-Verteilung bestimmten kri-
tischen Wert iibersteigt. In kleinen Stichproben kann die Verteilung der drei

Statistiken erheblich von der asymptotischen Verteilung abweichen.

4 Simulationen

Das Verhalten der Tests auf Heteroskedastie und unterdriickte Variablen wur-
de in umfangreichen Simulationen untersucht. Die Berechnung der Teststati-
stiken setzt die Maximierung der Likelihoodfunktion bzw. der Loglikelihood-
funktion des restringierten oder des unrestringierten Modells voraus. Auf-
grund der Nichtlinearitéit der ersten Ableitungen in beiden Ansétzen ist die-
ses nur numerisch moglich. Uberlicherweise wird hier das Newton-Raphson-

Verfahren verwendet, bei dem 0 iterativ aus

0" = 0" = [H(0" )] v (6°7) (11)

bestimmt wird, wobei H (6°~!) die Hessesche Matrix ZinL und 7 (651)

0000’

9=0s-1
dln L
00

den Gradienten ‘g_és—l der Loglikelihoodfunktion bezeichnet, jeweils be-
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rechnet an der Stelle #*~1. Alternativ kénnen Modifikationen dieses Verfah-
rens genutzt werden, so die Scoring-Methode, bei der in (11) statt der Hes-
seschen Matrix ihr Erwartungswert, d. h. die Informationsmatrix, verwendet
wird, oder der BHHH-Algorithmus (nach Berndt et al. 1974), der statt der

Hesseschen Matrix das duflere Gradientenprodukt nutzt.

Die drei beschriebenen Verfahren konvergieren in einfachen Modellen wie
dem binéren Probit-Modell, das mit nur zwei Auspragungen fiir die mani-
feste endogene Variable und einem Schwellenwert einen Spezialfall des Or-
dered Probit-Modells darstellt, in wenigen Iterationsschritten. In komplexe-
ren Modellen sind die Konvergenzeigenschaften nicht befriedigend. Die Zahl
der benétigten Iterationen ist sehr hoch, dementsprechend auch unter lei-
stungsfihigen Computern der zeitliche Rechenaufwand. Wesentlich schneller

konvergiert hier das Rang-Zwei-Verfahren, das definiert ist durch die Iterati-

on
és — és—l — Ast v (és—l)
mit
/A572 ! 1—
Asfl — VA572 4 <1 _|_qu , Q> g —v , /2) Asf2qqlA572
Pe )pq  qATq
L (pq'As_2 + As_qu') , v>0,p>0,

p'q
¢ = v -v(E)
p = 95—1_95—2

und beliebiger Startmatrix A%, die positiv definit sein sollte, um sicherzustel-

len, daB ausgehend von einem Startvektor 8° der Gradient des ersten Schrittes
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eine Abstiegsrichtung aufweist. Das Verfahren besitzt auch den rechentech-
nischen Vorteil, daf3 in den einzelnen Iterationen weder die Hessesche Matrix,
noch die Informationsmatrix oder das duflere Gradientenprodukt bestimmt

werden miissen.

In allen Simulationen wurde das beschriebene Rang-Zwei-Verfahren ge-
nutzt und zwar in der ,Davidon/Fletcher/Powell (DFP)-Version® mit v =1
und p = 0 (benannt nach Davidon 1959 und Fletcher/Powell 1963, zitiert
nach Fletcher/Powell 1963 sowie Stoer 1994).

Simuliert wurden vier Modelle, die detailliert in Tabelle 1 beschrieben
sind. Das Grundmodell M.1 besteht aus einer homogenen linearen latenten
Regressionsbeziehung mit vier exogenen Regressoren und einer normalverteil-
ten homoskedastischen Storgrofie sowie einer manifesten endogenen Variablen
mit fiinf Kategorien. Fiir das zweite Modell M.2 wird das Grundmodell um
Heteroskedastie der Art (5) in der Restgrofie des latenten Modells erwei-
tert, wobei nur eine Einfluligrofie z; unterstellt wird, die auflerdem nicht in
der latenten Regressionsbeziehung beriicksichtigt ist. Der dritte Ansatz M.3
entsteht aus einer Erweiterung des Grundmodells um eine weitere Einfluf-
grofle w; in der latenten Regressionsbeziehung. Das vierte Modell M.4 wird
wie das Modell M.1 erzeugt, jedoch mit einer asymmetrischen Verteilung der

Regressoren und anderen Koeffizienten und Schwellenwerten.

Fiir jedes dieser Modelle wurden die bereits beschriebenen Tests betrach-
tet. Zum einen wurde unter der Annahme einer korrekt spezifizierten latenten
Regressionsbeziehung die Hypothese der Homoskedastie getestet, d. h., aus-

gehend von einem allgemeinen Modell mit Heteroskedastie und erkldrenden
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Tabelle 1: Spezifikationen

M.1 M.2 M.3 M.4
1 1 1

Yi Bo + 1;::1 Trile +ui | Bo+ kz::1 Tifk + wid +u; | Bo + kz::1 Trilk + wi
x; N(0,1,), I =Einheitsmatrix LogN (0,0.5 - 1)
2 i N(0,1) . ;

w; i i N(0,1) .

u; || N(0,1) | N(0,exp(z;iA)) N(0,1) N(0,1)

3 (0,1,0.2,0.05,0.15)’ (0,1,0.5,0.2,0.4)’
v (=1.5,-0.5,0.5, 1.5)' (1.3,1.9,2.4,3.05)'

A - 0.05 - -

d - - 0.1 -
yi € (1,2,3,4,5)

Variablen (2}, w;) wurde ein Test auf die Parameterrestriktion
Hy: A=0,a=0 gegen Hi: MX#0,a=0

durchgefiihrt. Zum anderen wurde ein Test auf unterdriickte Variablen unter
der Annahme eines homoskedastischen Modells betrachtet, der, wiederum

ausgehend von einer allgemeinen Modellformulierung, die Nullhypothese
Hy: A=0,a=0 gegen Hi: A=0,a#0

testet.?

’Die von den Darstellungen (9) und (10) abweichenden Hypothesenformulierungen fiir
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Die Berechnung der Wald- und Lagrange-Multiplikator-Teststatistiken
setzt eine Schétzung der Varianz-Kovarianzmatrix der geschétzten Parameter
voraus. Hier wurden alternativ vier verschiedene Verfahren verwendet: Ein
unter korrekter Modellspezifikation konsistenter Schitzer fiir die Varianz-
Kovarianzmatrix der Parameterschitzungen ist die negative Inverse der Hes-

seschen Matrix, berechnet an der Stelle 0
Vi =—{H@O)} .
Gleiches gilt fiir die Inverse der Informationsmatrix
Vi ={B(-H)) =10)"

und fiir die Inverse des dufleren Gradientenprodukts
- -1
- [ & O0ln L(w;,0) Oln L(w;,0)
Vora = {Z 0 6"

=1

Die drei Schétzer sind asymptotisch dquivalent, kénnen sich aber in kleinen

Stichproben erheblich unterscheiden. Alternativ wurde der Schétzer

~ ~

o (A

nach White (1982,1983) verwendet, der auch bei Fehlspezifikationen des Mo-
dells die Varianz-Kovarianzmatrix der Parameterschitzungen konsistent
schéitzt, sofern die Stichprobenvariablen unabhéngig identisch verteilt sind,
und damit Tests im Hinblick auf den Pseudo-True-Value 6, zum nominellen

Testniveau erlaubt. Bei nicht identisch verteilten Stichprobenvariablen, wie

beide Tests ergeben sich aus der expliziten Beriicksichtigung der jeweils nicht getesteten

anderen Form der Fehlspezifikation.
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im Fall fixer Regressoren und/oder fixer individuenspezifischer EinfluBgréBen

in der Varianz der Storterme, erlaubt eine mit Vi formulierte Teststatistik

konservative Schliisse (White 1983).

Insgesamt wurden damit die in der Tabelle 2 dargestellten Teststatistiken

betrachtet und ausgewertet.

Tabelle 2: Berechnete Teststatistiken

Testart Bezeichnung | Schitzung von V = F (—%2915‘9% 090> -
Lagrange- LM1 Vi
Multiplikator- LM2 Vora
Test LM3 Vi
W1 Vi
W2 Vora
Wald-Test W3 0
W4 Viv
Likelihood-
Ratio-Test LR )

Die Modelle M.1 — M.4 wurden zweimal mit jeweils 5000 Replikationen
simuliert. Dabei wurde jeweils eine feste Regressormatrix vorgegeben, so daf}
in jeder Wiederholung lediglich der Storterm und die endogene Variable neu
erzeugt wurden. In den Tabellen A1 — A8 im Anhang A sind die Ergebnis-

se zusammengefafit dargestellt, wobei die Ablehnraten der Tests bei einem
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nominellen Signifikanzniveau von a = 5% ausgewertet wurden. Alle Simula-
tionen sowie die Berechnungen der Schétzer und der Teststatistiken wurden

mit GAUSS 3.1.4 durchgefiihrt.

Generell ist anzumerken, daf} sich die Berechnungen der Schétzer f und
V in kleinen Stichproben als numerisch relativ instabil erweisen, da die Wer-
te der Dichte- und der Verteilungsfunktion der Normalverteilung iiber eine
numerische Approximation bestimmt werden miissen. Aufgrund der Kom-
plexitit der Modelle werden hierdurch numerische Fehler induziert, die in
sehr kleinen Stichproben auch zum Abbruch des Iterations- und damit des

Schatzverfahrens fithren konnen.

Aus diesem Grund wurden Simulationen fiir die Modelle M.1 — M.3 erst
ab einem Stichprobenumfang von n = 150 durchgefiihrt, Modell 4 konnte
sogar erst ab einem Stichprobenumfang von n = 200 stabil simuliert werden;
die nicht symmetrische Verteilung der Regressoren fiihrte zu vermehrten nu-

merischen Problemen.

Die Ergebnisse zeigen, dal — wie zu erwarten — das nominale Testniveau
unter Hy von allen Tests — bis auf W4, den Wald-Test in der Variante von
White (1982) — relativ schnell erreicht wird. Gemessen an einem Vergleich
einer Kerndichteschédtzung der Verteilung der Teststatistiken mit der Dich-
tefunktion der x?-Verteilung 148t sich ferner feststellen, dafl die Verteilung
der Teststatistiken auch in kleinen Stichproben bereits gut durch die theo-
retische Verteilung approximiert werden kann. Exemplarisch findet sich eine
Darstellung fiir den typischen Fall des Likelihood-Ratio-Tests auf Hetero-
skedastie in Modell M.1 fiir ausgewéhlte Stichprobenumfinge in Abb. 1 im
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Anhang A. Beide Ergebnisse gelten sowohl fiir die Simulationen mit normal-
verteilten Regressoren (Tabellen A1 und A3) als auch fiir die Simulationen
mit lognormalverteilten exogenen Variablen (Tabellen A7 und A8). Diese Er-
gebnisse weisen insgesamt darauf hin, dafl die Konvergenzrate der Tests nur

unwesentlich von der Symmetrie der Verteilung der Regressoren abhéingt.

Ebenso streben alle Tests mit steigender Fallzahl unter ihrer Gegenhy-
pothese gegen eine Ablehnrate von 1 (Tabellen A2 und A4). Dieses zeigt
sich fiir alle iiblichen Testniveaus, wie in Abb. 2 im Anhang A exempla-
risch fiir den LR-Test auf Heteroskedastie gezeigt wird. Korrigiert man fiir
den ’size-bias’ in dem Sinne, daf} statt des asymptotischen kritischen Wertes
der x3-Verteilung der kritische Wert aus den Simulationen unter Hy (M.1)
bestimmt wird, erhoht sich die Giite fiir kleine Stichproben im relevanten Be-
reich erheblich (vergl. Abb. 3, Anhang A). Dariiber hinaus scheint die Giite
des Tests auf Heteroskedastie vergleichsweise hoher zu sein, die Ablehnra-
ten iibersteigen die des Tests auf unterdriickte Variablen fiir vergleichbare

Stichprobenumfinge durchweg.

Ein weiteres zentrales Ergebnis ist, daf} die Tests unberiihrt davon zu sein
scheinen, ob die jeweils nicht getestete Form der Fehlspezifikation vorliegt.
Der Test auf Heteroskedastie erreicht unter M.3 ebenso das nominale Test-
niveau wie der Test auf unterdriickte Variablen unter M.2 (Tabellen A5 und
A6), wobei die Konvergenz nur unwesentlich langsamer ist als unter Hy. Die-
ses Ergebnis wurde auch von Taylor (1991) fiir die LM2- und LM3-Statistiken
des Tests auf unterdriickte Variablen im Tobit-Modell erzielt. Taylor stellt

dariiber hinaus fest, daf} die Giite dieser Tests gegen ihre eigene Alternative
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bei tatsdchlicher Fehlspezifikation in Form von heteroskedastischen Stérter-
men und fehlenden Einfluligroflen in der latenten Regressionsbeziehung ge-
ringer ist als in den Simulationen unter der 'unverfilschten’ Gegenhypothese,
d. h. unter einer Fehlspezifikation, die analog zu M.3 nur durch die Unter-
driickung von Variablen ausgelost ist. Entsprechende Untersuchungen fiir das

Ordered Probit-Modell stehen noch aus.

Fiir den Wald-Test nach White (W4) wird unter der hier gewihlten Si-
mulationsart mit einer fixen Regressormatrix erwartet, dafl — wie oben aus-
gefithrt — bei der Einfiihrung einer zusétzlichen nicht getesteten Form der
Fehlsperzifikation ein konservativer Schlufi gezogen wird. Dem entsprechend
sollte der Test gegen eine nominales Testniveau von weniger als 5% konvergie-
ren. Dieses ist allerdings in den durchgefiihrten Monte-Carlo-Experimenten
nicht der Fall. Der Test konvergiert unter H, wesentlich langsamer als die
zum Vergleich herangezogenen Statistiken gegen das nominale Testniveau

und er unterschreitet es auch bei einem Stichprobenumfang von n = 750

nicht (Tabellen A5 und A6).

Dariiber hinaus weist W4 in der Regel zwar hohere Ablehnraten unter
der Gegenhypothese auf, sofern man den iiblichen kritischen Wert aus der
X3~ Verteilung heranzieht (Tabellen A2 und A4). Korrigiert man aber fiir
den ’size-bias’, ist die Giite der Teststatistik W4 nicht mehr hoher als die
der vergleichbaren Teststatistiken, wie in Abb. 4 im Anhang A exemplarisch
fiir den Test auf Heteroskedastie bei einem Stichprobenumfang von n = 150
gezeigt wird. Insgesamt besitzt der Test damit in den hier durchgefiihrten

Simulationen keine numerischen Vorteile.

17



Der Vergleich der Statistiken LM1 — LM3, W1 — W3 und der LR-Test-
statistiken zeigt zunéchst kein eindeutiges Ergebnis, da die verschiedenen
Varianten der LM-Tests und der Wald-Tests sich in ihren Ergebnissen zum
Teil erheblich unterscheiden. Jedoch kann tendenziell festgestellt werden, daf3
in beiden Tests die Ablehnraten der LM1-Statistik sich dem nominalen Test-
niveau geringfiigig schneller als die des LR-Tests ndhern und das dieser wie-
derum etwas schneller als die Wald-Statistik W2 konvergiert. Ein Vergleich
der Statistiken W2 und W3 und der Statistiken LM2 und LM3 ergibt sowohl
fiir den Test auf Heteroskedastie als auch fiir den Test auf unterdriickte Va-
riablen keine eindeutige Reihung. Vielmehr bestétigt sich beim Vergleich der
LM-Teststatistiken untereinander das auch aus anderen Monte-Carlo Experi-
menten bekannte Ergebnis, dal der unter der Verwendung der Informations-
matrix bestimmte LM-Test (LM1) unter der Nullhypothese durchweg besser
ist als die Teststatistiken LM2 und LM3 (z.B. Davidson/MacKinnon 1983,
1984). Dariiber hinaus zeigt sich beim Vergleich der Wald-Tests, daf§ die un-
ter Verwendung der Hesseschen Matrix bestimmte Teststatistik W2 unter
der Nullhypothese stets giinstigere Eigenschaften aufweist als die Statistiken
W1 und W3.

5 Fazit

Das Ordered-Probit-Modell ist ein hiufig genutzter Ansatz zur Analyse ordi-
naler abhingiger Variablen. Dabei ist die Konsistenz der Schétzung der inter-

essierenden Parameter abhéngig von der exakten Spezifikation des Modells.
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Eine durch nicht beriicksichtigte Heteroskedastie hervorgerufene Fehlspezifi-
kation fiihrt ebenso wie die Unterdriickung von Variablen zu inkonsistenten

Schétzungen fiir den Koeffizientenvektor.

Im vorliegenden Beitrag wird gezeigt, dafl die Beriicksichtigung von He-

teroskedastie der Form o2 = o2 exp(2z/)), wobei z; einen Vektor beliebiger

2 =
Regressoren beschreibt, im Ordered Probit-Modell moglich ist. Dariiber hin-
aus werden auf Basis der klassischen Testprinzipien Tests auf Heteroskedastie

und Tests auf unterdriickte Variablen entwickelt.

In den Simulationen zeigten sich fiir alle Tests — bis auf den Wald-Test
nach White (W4) — die zu erwartenden Ergebnisse. Insbesondere konvergieren
die Testsstatistiken LM1 — LM3, W1 — W3 und die LR-Tests auch dann
gegen ihr nominales Testniveau, wenn eine weitere Form der Fehlspezifikation
vorliegt. Dabei sind die numerischen Unterschiede in den Ablehnraten relativ

gering, so daf} alle Teststatistiken geeignet erscheinen.

Die Teststatistik W4 weist gegeniiber allen anderen Statistiken in kleinen
Stichproben erhebliche numerische Nachteile auf. Dieses Ergebnis zeigt sich
insbesondere auch, wenn zusétzlich eine nicht getestete Form der Fehlspezi-

fikation in das Modell eingefiihrt wird.

Ein detaillierter Vergleich der einzelnen Teststatistiken zeigt, dal die Be-
rechnung eines LM-Tests mit Hilfe der Informationsmatrix und die Berech-
nung eines Wald-Tests unter Verwendung der Hesseschen Matrix jeweils am
geeignetsten erscheinen, da sie am schnellsten gegen das nominale Testniveau

konvergieren und eine hohe Giite aufweisen.

19



Eine detailiertere Untersuchung der Giite der Tests ist anhand der vorlie-
genden Simulationsstudie nicht moglich. Insbesondere wurde das Verhalten
der Tests, wenn sowohl Heteroskedastie als auch unterdriickte Variablen zu
Fehlspezifikation fiithren, nicht untersucht. Dariiber hinaus wiirde eine de-
tailliertere Untersuchung der Giite der Tests Studien erfordern, die auch die
Auswirkungen anderer zusétzlich eingefiihrter Formen der Fehlspezifikation,

z.B. Abweichungen von der Normalverteilungsannahme, einbeziehen.
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Anhang

A Ergebnisse
A.1 Simulationsergebnisse

Die Tabellen A1 bis A8 enthalten die Ablehnraten der Tests bei einem no-
minellen Testniveau von a = 5%, berechnet aus zwei Simulationsliufen mit

je 5000 Wiederholungen.

Tabelle Al: Spezifikation M.1 — Test auf Heteroskedastie

n |oE*| LMl LM2 LM3| W1I W2 W3 W4 LR
150 6 0.049 0.078 0.107 | 0.077 0.063 0.068 0.117 | 0.060
200 0 0.047 0.069 0.085 | 0.068 0.058 0.063 0.094 | 0.055
250 0 0.051 0.069 0.079 | 0.068 0.060 0.062 0.088 | 0.058
300 0 0.052 0.068 0.072 | 0.063 0.056 0.061 0.079 | 0.057
400 0 0.048 0.060 0.064 | 0.057 0.054 0.055 0.071 | 0.052

0
0
Z

500 0.048 0.059 0.060 | 0.055 0.052 0.053 0.066 | 0.051
750 0.049 0.054 0.057 | 0.055 0.053 0.053 0.060 | 0.051

* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schétzalgorithmus nicht konvergiert.
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Tabelle A2: Spezifikation M.2 — Test auf Heteroskedastie

n |oE*| LMl LM2 LM3 | WI w2 W3 W4 LR
150 9 0.259 0.309 0.354 | 0.304 0.274 0.294 0.371 | 0.280
200 0 0.301 0.361 0.397 | 0.358 0.325 0.346 0.413 | 0.332
250 0 0.390 0.435 0.466 | 0.435 0.401 0.424 0.482 | 0.414
300 0 0.432 0.481 0.509 | 0.481 0.451 0.473 0.520 | 0.461
400 0 0.594 0.626 0.646 | 0.627 0.605 0.621 0.655 | 0.614
500 0 0.653 0.672 0.685 | 0.676 0.660 0.672 0.695 | 0.665
750 0 0.873 0.886 0.889 | 0.885 0.874 0.881 0.891 | 0.880
1500 0 0.990 0.990 0.990 | 0.990 0.989 0.990 0.990 | 0.990

* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schitzalgorithmus nicht konvergiert.

Tabelle A3: Spezifikation M.1 — Test auf unterdriickte Variablen

n |oE* | LM1 LM2 LM3| WI1 W2 W3 W4 LR
150 6 0.060 0.075 0.062 | 0.070 0.067 0.070 0.084 | 0.062
200 0 0.051 0.062 0.053 | 0.058 0.058 0.058 0.068 | 0.053
250 0 0.052 0.061 0.053 | 0.055 0.054 0.055 0.064 | 0.053
300 0 0.051 0.059 0.051 | 0.055 0.054 0.054 0.062 | 0.052
400 0 0.051 0.056 0.051 | 0.052 0.053 0.053 0.058 | 0.051
000 0 0.048 0.051 0.048 | 0.050 0.050 0.049 0.053 | 0.049
750 0 0.053 0.056 0.053 | 0.055 0.054 0.055 0.059 | 0.053
* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schitzalgorithmus nicht konvergiert.
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Tabelle A4: Spezifikation M.3 — Test auf unterdriickte Variablen

n |oE*| LMl LM2 LM3 | WI w2 W3 W4 LR
150 12 1 0.197 0.226 0.201 | 0.207 0.204 0.207 0.234 | 0.202
200 0 0.286 0.309 0.289 ] 0.298 0.295 0.298 0.322 | 0.289
250 0 0.315 0.338 0.318 | 0.330 0.325 0.329 0.349 | 0.319
300 0 0.373 0.383 0.376 | 0.381 0.378 0.382 0.398 | 0.377
400 0 0.442 0.456 0.444 | 0.452 0.448 0.452 0.465 | 0.444
500 0 0.553 0.566 0.555 | 0.558 0.555 0.558 0.568 | 0.556
750 0 0.733 0.738 0.734 | 0.736 0.735 0.735 0.741 | 0.734
1500 0 0.947 0.947 0.947 | 0.947 0.947 0.947 0.948 | 0.947

* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schitzalgorithmus nicht konvergiert.

Tabelle A5: Spezifikation M.3 — Test auf Heteroskedastie

n |oE* | LM1 LM2 LM3| WI1 W2 W3 W4 LR
150 12 0.047 0.075 0.120 | 0.078 0.065 0.069 0.116 | 0.061
200 0 0.049 0.068 0.091 | 0.068 0.062 0.067 0.103 | 0.058
250 0 0.049 0.069 0.085 | 0.067 0.063 0.067 0.095 | 0.059
300 0 0.049 0.067 0.079 | 0.067 0.064 0.066 0.087 | 0.058
400 0 0.054 0.065 0.074 | 0.065 0.063 0.065 0.080 | 0.059
000 0 0.050 0.061 0.067 | 0.063 0.058 0.059 0.075 | 0.055
750 0 0.050 0.057 0.064 | 0.059 0.059 0.059 0.071 | 0.054
* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schitzalgorithmus nicht konvergiert.

25




Tabelle A6: Spezifikation M.2 — Test auf unterdriickte Variablen

n |oE*| LMl LM2 LM3| W1 W2 W3 W4 LR
150 9 0.059 0.080 0.067 | 0.079 0.077 0.076 0.092 | 0.069
200 0 0.056 0.068 0.057 | 0.060 0.062 0.060 0.071 | 0.057
250 0 0.054 0.062 0.055| 0.058 0.061 0.058 0.067 | 0.055
300 0 0.052 0.062 0.054 | 0.056 0.056 0.056 0.067 | 0.054
400 0 0.055 0.060 0.056 | 0.058 0.060 0.057 0.061 | 0.056
500 0 0.052 0.055 0.053 | 0.055 0.058 0.055 0.059 | 0.053
750 0 0.052 0.057 0.052 | 0.053 0.054 0.053 0.059 | 0.052

* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schétzalgorithmus nicht konvergiert.

Tabelle A7: Spezifikation M.4 — Test auf Heteroskedastie

n |oEX | LMl LM2 LM3 | WI w2 W3 W4 LR
200 2 0.052 0.064 0.100 | 0.077 0.071 0.073 0.129 | 0.062
250 0 0.051 0.064 0.088 | 0.071 0.064 0.068 0.111 | 0.061
300 0 0.052 0.063 0.081 | 0.068 0.065 0.064 0.113 | 0.060
400 0 0.048 0.057 0.068 | 0.060 0.054 0.057 0.102 | 0.054
500 0 0.050 0.056 0.064 | 0.058 0.056 0.057 0.097 | 0.054
750 0 0.050 0.052 0.059 | 0.056 0.055 0.054 0.100 | 0.053
* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schitzalgorithmus nicht konvergiert.
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Tabelle A8: Spezifikation M.4 — Test auf unterdriickte Variablen

n |oE* | LMl LM2 LM3| WI1 W2 W3 W4 LR
200 2 0.052 0.060 0.054 | 0.056 0.056 0.056 0.064 | 0.054
250 0 0.047 0.051 0.047 | 0.050 0.049 0.050 0.055 | 0.047
300 0 0.050 0.055 0.051 | 0.054 0.055 0.053 0.058 | 0.051
400 0 0.051 0.053 0.052 | 0.052 0.053 0.053 0.055 | 0.052
000 0 0.047 0.048 0.047 | 0.048 0.048 0.048 0.049 | 0.047
750 0 0.053 0.054 0.054 | 0.055 0.054 0.055 0.056 | 0.054
* 0.E. = Zahl der Replikationen bei denen der Schitzalgorithmus nicht konvergiert.
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Abbildung la: Kerndichteschitzung, Quartic-Kern
LR~Test auf Heteroskedastie, Spezifikation M.1, n = 250
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Abbildung 1b: Kerndichteschitzung, Quartic-Kern
LR~Test auf Heteroskedastie, Spezifikation M.1, n = 750
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-Abbildung 2: LR—Test auf Heteroskedastie
Vergleich von Guete und Testniveau
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Abbildung 3: LR—Test aquf Heteroskedastie
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Abbildung 4:
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B Loglikelihoodfunktion eines Ordered Probit-Modells

mit Heteroskedastie der Form o? = o2 exp(22/))
Die Loglikelihoodfunktion lautet
n J
InL=> y;in(p;) (Anh.1)
i—1j=1
mit
1 wenn y; =7
Yji =
0 sonst
Vi — l‘;ﬁ Yi-1 — ﬁ
i = | —7= |- . Anh.2
bi (exp(zéA)) ( exp(ziA) (Anh.2)

Dabei wurde in p;; die Normierung 0® = 1 beriicksichtigt.

B.1 Ableitungen 1. Ordnung
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B.2 Ableitungen 2. Ordnung

0?InL
opop’
0?InL
POy,
0?InL
opBoON
0%InL
OOk
0?InL
07k0Ym
0%InL
OvON
0?InL
ONON

n J

Pji Yji apjz' 8pji>
DG T
XH: XJ: ( Ji 52971 @apji apji> _ (82 InL '
i=1j=1 \Pji POy, P?i B Ok 00
zn: EJ: (y ji 8227]@ @ 8pﬂ 8pﬂ _ 82 InL '
==\ 0BON pi; 0B 0N oo’
>y (y” b Y5 Opii %)
i=1j=1 \P OOV, pfi Ok Ok
zn: zJ: (yyz 8219]1 @ apji apji)
i=1j=1 \P 0V, 0Vm p?i Ok OYm
zn: EJ: (y]l 3227]@ y]z 8pﬂ 3pjz _ 82 In L !
i=1j=1 p 87/68)\, p]z 87/6 oN 3)\8%
n J O?p; i Opi; Opi;

Ji ji  Yji OPji OPji

;; (p], DNON  p?, ON ax)

32



mit

2)) exp(—zj\)z;z;

— $5i;i0k0jm) €Xp(—22;\)

2)0;x) exp(—z;\) 2,

)

2)g;i)zi%;

@327]'@' Opji
p3 00 00

0=0o

321? ji
858]5’ = (d)(j 1)i9(j—1)i ¢jzgyz) eXp( 222)\)1'11';
azpji /
03OV = _(¢(J 1)ig(j—1)i 5( — ®jigji Jk) exp(—22A);
82]9 it
85(9],\/ = (¢(j71)z'(9(2j—1>i —2) — il —
52]9 ji
a%a;m = (DG-1i9G-1i0(G-1k0(-1)m
=0 fiir m # k
0%pji
6%3])\’ = _(¢(j*1)i(g(2j—1)i - 2)5(1'71)/’C - ¢ji(9]2'i -
0%pji
aAaJ)\/ = (d)(J—l)Z(g?y—l) 2)9 d)jl(g]z -
B.3 Informationsmatrix
Wegen
E(yji) = pjilg_y,
und
J 3227]@
2:1 0000’
(vgl. z. B. Cramer 1986) gilt:
0? lnL) " (y 0%p;
—-F = —F I Jt
n J 82pﬂ
- (Z;;(aeaef pii

1 Opji Opji
Pji o0 00 0—o

)

0=0o



_ g (3lnL81nL>

o9 o

0=0o

0000’

Fiir die Elemente der Informationsmatrix £ (—82 lnL) ‘0 , folgt damit:
=vo

E
(%5 a7
205 o

T (i — i1y
D (0 (é§ﬂl)l)2 exp(—2z\)z;2;

n
—1j=1 DPji

<.

n

z‘]: (9i — G- 1i) (@5idjk — dG-1)idG-1)k)

=1 Dji

—

2

X exp(—2z\)x;

o (i — bG-0i) (951955 — PG-1i9G-13)
i=1j=1 Pji
X exp(—zi\)x; 2,

2 L (Djidik — d-1)i0-1)k)

2
exp(—22;)\)
pyi

~
—_

1j
fiir k #m

n

By 2‘]: (¢5i05% — P—1)idGi—1)k)

i=1j=1 Pji
X(@jigji — B(j—1)i9(j—1)i) eXp(—2;\) 2
(djigji — ¢(j—1)ig(j—1)i)22izg

1 Pji

n
1=

J

L]

J
In Lz = Z yji ln(p],)

Jj=1

B.4 Ableitungen des Modells an der Stelle A =0

Oln L
96 1,2,

n

J .
= = B - e

i—1 j—1 Pji
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0%In L
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0%In L
353%
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BN |, _,

0%InL
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A=0

Oln L

Oln L

n J
= 2 (@ — ol
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A=0 i=1 j=1Pji
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_ Yji
= XX p_JQ(¢JZgﬂ = B 19 ni)
A=0 i=1j=1 47t
1 1
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= ¢(v; — ;)
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n J
Yji
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Yiji
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n J Yii
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i=1j5=1 p]z
Yji 0 0
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- Z Yii 40 S 0 0
0 (¢(J l)zg(y 1% -k — ¢ji9ji5jk)
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0%In L _ 0
afykaf)/m A=0
0°In L no
8%8)\’ A=0 N ;;
0%In L no
I »
OAOA A=0 i=1j=1
Informationsmatrix:
" 9lnL;0lnL,;
5 (575 )
=1 85 A=0
> (Z OlnL;0InL; )
i=1 0V A=0
" OlnL;0IlnL
B (575 )
i=1 2 A=0
> ( OlnL;0InL; )
i=1 87/6 87k A=0
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fiir k #m
Yji
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Yiji
(p()J)Q( ?z(sjk d)(()] 1)i )(d)jlgjl - d) (j— l)zg(y 1)i )} Z;
7t
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(p ) d)jlgjl ¢ (j— l)zg(] 1)i Zi%;
]Z
n J 0 )2
= > Z i
i=1j=1 p]Z
_ _2”: J - ¢)(()j_1)i)( ?iéﬂf - d)(()j—ni‘s(j—l)k) i
i=1j=1 P?’i
_ n zj: )(¢]zg]z o ] 1)i g?] l)z)le
i=1j=1 pﬂ '
- Xn: 2‘]: i Ojk — d)(()j—l)i(s(j*l)k)Z
o Y
i=1j=1 Jt
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J
InL, = Z Yji ln(pgi)
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B.5 Loglikelihoodfunktion und Ableitungen unter der Nullhypo-

these Hy: A =10
n J
InLo =" ;i (®(y; — i8) — ®(v;-1 — 2}3)) (Anh.3)
i=1j=1
0ln LO zn: z‘]: ?ng )
= == — T;
a/8 HO =1 ]:1 p_[j]z l ] 1)
8111 LO n J Y Z
8/)% " = 1 2:1 p_é Ji ]k gb?jfl)ié(jfl)k)
0 i=1j=1457
82 ln LO n J
0 |, 12 o Ot~ )
0 i=1j= J
Yji 0 0 2 o
- (p0~)2( ji ¢(j71)i) }«Tzl"i
jt
82 ln LO n J y i
2307 = > p—é - (d)(()j—l)ig?j—l)i(s(jfl)k — 0%:.95:0r)
H, i=1j=1 Jt
Yji
- (qu.)z( ?i - ¢?j71)i)( ?i‘sjk - ¢?j1)i6(j—1)k)} T
jt
82 ln LO n yl
OV 0V I - - zjl {é(d)(()a I)Zg(a 1)i O(i—1)k — d)?ig?i(sjk)
0 1=1)= 1
Yji
- (poj.)z( 07k — ¢?j1)i5(j—1>k)2}
jt
2InL
g g 0 =0 fir k #m
VO Vm H,
mit
21‘ = P — 3 3)
921' = (7 — =)
Pl = By —aif) — B(yj—1 — 2i8)
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Informationsmatrix:

- 0lnL0181nLOZ>
E
(=%
- 8lnLglalnLOZ>
E
(7, 1 aﬂ
- 8lnLglalnLOZ>
E
(; Mk
g (55 hnglﬁlnlmz>

Vm

Hy

Hy

n J 0 )2
i=1j=1 ]7,
_ En: Z]: ( Ji (j—1)i)(¢?i5jk

— @i 10— 1)k)

i= lj 1 Pji
f L (@505 = Pli-1i¥G-1)*
i=1j=1 p?z
0 fiir k # m
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C Loglikelihoodfunktion eines Ordered Probit-Modells
mit homoskedastischen Stortermen sowie den Re-

gressoren z; und w;

Die Loglikelihoodfunktion lautet

n J
InL=> y;in(p;) (Anh.4)
i=1j=1
mit
1 wenn vy, =7
Yii =
0 sonst
pii = P(y -2 —wia) — (-1 — 2,0 —wije) . (Anh.5)

Dabei wurde in p;; die Normierung 0® = 1 beriicksichtigt.

C.1 Ableitungen 1. Ordnung

Oln L noJ

Yji
= - ——(Pji — P(j-1)i)Ti
aﬂ ;;pﬂ( J (4 1))
alnL n_J yjl
— = (pii0ik — Ori—1)i0(i—
e ;;pﬂ( jidik = P-1i0G-1k)
3lnL n J y]l
= = ——(@ji — P(j—1)i)wi
aa ;Jz:lp]z( J (J 1))
mit
1 wenn j==%F
6jk =
0 sonst
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gii = 7~ nf—wa
1 1

i ex — =
?; 5 &P |73

= 65— 416 — uio)

(7; — @i — wia)’

C.2 Ableitungen 2. Ordnung

0%In L
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0%In L
353%

0%In L
030/

0?InlL
OOV,

0%InL
0k 0Vm
0%InL
Ovy0a!

n J Y,
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— =5 (i — ¢(j—1)i)2} T

Ji

n J Yii
= —ZZ{ 2 (dG-1i9G-1)i0G-1)k — 95i95i0jk)

i—1j—1 \Pji

~ B4y~ ) G — - >%1m}a

i
n J
Yji
ZZ{ ] ] 1)i9(j—1)i d)jlgjl)
i—1j—1 \Pji
Yy
= (¢Jz - ¢ - )2}%’1”2
p]z
n J Yii
> > { L (dG-1)i9G-1)i0G-1)k — 95i95i0jk)
i=1j=1 pﬂ
_ @(ﬁbék _ ¢ NN v )2}
2 \¥ji%j (G-1)i0G-1)k
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=0 fiir k £ m
< Yji
= ->.> {%W(j—l)ig(j—l)ifs(j—l)k — $4i95i0jr)
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Yji ,
- p_;(qsﬂ - ¢ )(¢]l ik — ¢ 1)i 5(] l)k)} w;
ji
9*InL n J {yﬂ

/ 1 zg 1)i ¢ iid z)
dada Z; \PG-1iYG- ji9j

=1 J

ij:(qsﬂ—qs . )Q}wiw;

C.3 Informationsmatrix

alnL OlnL; ) (b — d-1i)®
( o' ;; Dji
n n J P )
E<ZalnL a(})nL> _ 3oy @i = 0600 (@il = by it )
- Tk i=1j=1 Pji
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J
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C.4 Ableitungen des Modells an der Stelle a =0

OlnL n o J
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i=1j= lp]Z
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C.5 Ableitungen unter Hy: a =0

InLo = 2:1 z:lyﬂ In (®(v; — 2;8) — ®(v;1 — 2;0)) (Anh.6)
i=1j
8151;0 o _gé%( ji = Pl
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D Lagrange-Multiplikator-Test

Sei éHO der unter einer Nullhypothese Hy : 6y = 0y, bestimmte Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir den unbekannten Parametervektor #; des Ordered

Probit-Modells. Dann lautet die LM-Teststatistik auf diese Nullhypothese
o Pl -
0000
0
Damit ergibt sich fiir die Nullhypothese Hy : A = 0 mit dem ML-Schétzer
éHO = (B’, y',0") fiir den Parametervektor 8y = (5',7/, ')’ und in Verbindung

!

. 8111[11

8 In Ll
LM =
00

o0

0=0n 0=01, 0=0m,

mit den Gradientenbedingungen fiir die Maximierung der Likelihoodfunktion

0ln L1 . 0ln LO — 0
ap B=P,y=71=0 0p B=B,y=4,2=0

0ln L1 . 0ln LO -0 vk
L B=B,7=4,2=0 Lt B=B7=%,A=0 ’

wobei In Ly die Loglikelihoodfunktion unter der Nullhypothese (Anh.3) und
In L; die unter der Gegenhypothese (vgl. (Anh.1) und (Anh.2)) bezeichnet,
die LM-Teststatistik

!

8 In L1 1 8 In L1
LM = .
3)\ 0=éH0 ‘0:0[_10 3)\ 0=éH0
mit
82 In L1 ! 82 In L1 ! 82 In L1 82 In L1
Q! = —F —F E E
( DNON > ( ONON ) [ ( ONOP' N
92In Ly -1
X, X E( OBON ) ] - E (aQ lnL1> (Anh.7)
E (38713)61) ONOA
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und

E(ShL) B (ShL) ]

82InL; 92 lnLl)
E( 0v0p’ ) E ( 0oy

E (kL) g (PWmL [ (9L (0L,
IAON N IND’

dBON
Die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Loglikelihood-

82In L,
E( ovoN )

funktion unter der Null- und der Gegenhypothese sind wie in den Abschnit-
ten B.4 und B.5 zu bilden. Die Elemente in Q~! werden geschiitzt durch die
entsprechenden Elemente des dufleren Gradientenprodukts, der Hesseschen

Matrix oder der Informationsmatrix, jeweils berechnet fiir éHO.

Entsprechend folgt fiir den LM-Test auf die Hypothese Hy : o = 0
fiir den Parametervektor 8y, = (6',7', ') unter Hy der ML-Schétzer éHO =
(B’ ,%',0)', und in Verbindung mit den Gradientenbedingungen fiir die Ma-

ximierung der Likelihoodfunktion

0ln L1 . 0ln LO —
8/8 ﬁ:éa')/:’?:a:() 8/8 5:377:’Ayaa:0

0ln L1 . 0ln LO — 0 vk
O Ns=py=sa=o 0% ls=gr=4,a=0

wobei wieder In Ly die Loglikelihoodfunktion unter der Nullhypothese (Anh.6)
und In I; die Loglikelihoodfunktion unter der Gegenhypothese (vgl. (Anh.4)
und (Anh.5)) bezeichnet, folgt

!

8 ln Ll
Ox

_1 . 8lnL1

LM = I=0m, 50

0=0m, 0=0m,
mit
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~ L\ PInL,\ " 9%In L, 9%1In I,
Q' = —F —E E E
( dada/ ) ( da oo/ oadf' ooy

- | E(Gs PmL "
X, X (;25130; ) ] .F ( 5 g ,1> (Anh.8)
E ( 37304’1) aoa

E(Shk) b (Zhk) ]

82InL; 92 lnLl)
E( 0v0p’ ) 2 ( 0oy

E(%550) | (@l [ (L) (9 InLy
B (82 lnLl) dada/ Oa0p! 0a0y'
oyoa!

Dabei sind die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung in den
Abschnitten C.4 und C.5 bestimmt. Die Elemente in Q! werden wiederum
geschitzt durch die entsprechenden Elemente des dufleren Gradientenpro-
dukts, der Hesseschen Matrix oder der Informationsmatrix, jeweils berechnet

fiir éHg .
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E Wald-Test

Sei éHl der unter einer Gegenhypothese H; : 6y € Op, bestimmte Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir den unbekannten Parametervektor 6 des Ordered-
Probit-Modells und In L; die zugehorige Loglikelihoodfunktion sowie Hj :
0y = 0y, eine zu testende Nullhypothese, die auch geschrieben werden kann

als Hy : R(6p) = r. Dann lautet die Wald-Teststatistik auf diese Nullhypo-

-1
#2InL\ OR )
E(— 8989’ ) w} (HHI_HHO) .

Damit ergibt sich fiir die Nullhypothese Hy : A = 0 mit dem unter der

these

w = (n-ou) {5

=0,
Gegenhypothese bestimmten ML-Schitzer éHl = (B’, ¥y, 5\’)’ fiir den Parame-
tervektor 0y = (6',7/, \')" die Wald-Teststatistik
A _1 A
W= X{Ql\ } A
=0,
mit Q7! wie in Beziehung (Anh.7) definiert.

Analog folgt fiir den Test auf die Hypothese Hy : a = 0 mit dem unter
H, berechneten ML-Schétzer éHl = (B,ﬁ, &) fiir den unbekannten Parame-

tervektor 0y = (5',7, ')’ des Modells die Wald-Teststatistik

—1
W= &{Q*\ } &
0=0¢

Dabei ist ! wie in Gleichung (Anh.8) definiert.
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