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1. Notwendigkeit und Verfügbarkeit

besonderer Schätzverfahren für

simultane Gleichungssysteme

In einem simultanen Gleichungssystem sind alle

endogenen Variablen mit allen das Modell stochasti-

sierenden Gleichungsfehlern (errors in equation

bzw. shocks) korreliert.

Treten in einer Gleichung zwei oder mehr endogene

Variable auf, dann läßt sich (nur) eine dieser

Variablen willkürlich als die abhängige auswählen,

und als solche auf die linke Seite einer Modell-

gleichung bringen. Werden die übrigen endogenen

Variablen zu den erklärenden, unabhängigen Vari-

ablen auf der rechten Seite hinzugeschlagen, dann

ist die Voraussetzung der Unkorreliertheit von er-

klärenden Variablen und zufälligem Fehlerglied

(Zufallsglied) einer Gleichung, wie sie von der

gewöhnlichen Kleinstquadratschätzmethode gefordert

wird, nicht mehr erfüllt, weil die endogenen

Variablen mit dem Zufallsfehler der Gleichung korre-

lieren. Wird die gewöhnliche Kleinstquadratmethode

dennoch angewandt, dann erhalt man solche Schätz-

werte für die Parameter der Gleichung, die bei

endlichem Stichprobenumfang verzerrt und bei un-
p

endlich großem Stichprobenumfang inkonsistent sind.

Das Auftreten von stochastischen Meßfehlern bewirkt,
daß im allgemeinen die Korrelation zwischen dem
gesamten stochastischen Glied einer Gleichung (d.h.
der Summe aus Gleichungsfehler und Meßfehler von
endogenen Variablen in der Gleichung) und den endo-
genen Variablen des Hödells, insbesondere den meß-
fehlerfreien endogenen Variablen, geringer ist als
im Fall ohne stochastische Meßfehler.

P
Diese Einsicht ist zuerst von T. HAAVELMO im Zu-
sammenhang mit der Schätzung makroökonomischer
Konsumfunktionen gewonnen worden.
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Die Stichprobenverteilung konsistenter Schätz-

werte konzentriert sich bei zunehmendem Stich-

probenumfang immer stärker um den wahren Parameter-

wert und bricht schließlich bei unendlich großem

Stichprobenumfang über dem wahren Parameterwert
3

zusammen.
4Für überidentifizierte Modelle gibt es mehrere

Verfahren, um zu konsistenten Schätzungen zu kommen:

Vgl. T. HAAVELMO, Methods of Measuring the Marginal
Propensity to Consume, in: Studies in Econometric
Method, ed. W. C. HOOD und T. C. KOOPMANS,
New York-London 1953, S. 75-91.
Man spricht deshalb auch vom HAAVELMO-Bias.
Vgl. St. VALAVANIS, Econometrics, An Introduction
to,Maximum Likelihood Methods, New York, Toronto,
London 1955, S. 66.

3
• Vgl. zu dieser anschaulichen Definition der Kon-

sistenz A. S. GOLDBERGER, EconometricTheory, New York-
London-Sydney 1964, S. 128.
Der Zusammenbruch besteht darin, daß die Dichte-
funktion eines Parameterschätzwertes schließlich
für den Wert des wahren Parameters als Argument
einen unendlich großen Funktionswert, für alle
anderen Argumente den Wert null annimmt.
Eine fehlerfreie Behandlung und Darstellung der
Konsistenzeigenschaft findet man jedoch nicht bei
GOLDBERGER sondern bei PH. J. DHRYMES, Econometrics,
Statistical Foundations and Applications, New York
1970, S. 87.

Überidentifiziert sind solche Modelle, die dem für
die Identifikation notwendigen und hinreichenden
Rangkriterium genügen und bei denen mindestens
eine Gleichung des Modells ferner dem notwendigen,
aber nicht hinreichenden Abzähl kriterium sogar
in der strengeren, echten Ungleichungsform (>)
und nicht nur in der schwächeren, unechten Un-
gleichungsform ( > ) genügt.
Zuerst zum Rangkriterium: Sei A die Koeffizienten-
matrix eines linearen simultanen Gleichungssystems.
A enthalte also die Koeffizienten sowohl der endo-
genen als auch der vorherbestimmten Variablen des
Modells. Sei A1 jene Matrix, die aus der Matrix
A durch Streichen gewisser Spalten hervorgeht.
Gestrichen werden solche Spalten, die in einer



bestimmten Zeile Koeffizienten haber welche
nicht a priori gleich Null sind. Die maßgebende
Zeile ist jene, in der die Koeffizienten der-
jenigen Gleichung des Modells stehen, deren Iden- '
tifizierbarkeit gerade untersucht werden soll.
Diese Gleichung ist genau dann identifizierbar, j
wenn der Rang von A' gleich n-1 ist. n ist dabei I
die Zahl der endogenen Variablen (Gleichungen) I
des Modells.
Das'als Identifikationsbedingung notwendige,
nicht aber hinreichende Abzählkriterium verlangt,
.daß••die Zahl der aus einer einzelnen Gleichung
ausgeschlossenen, aber im Modell überhaupt vor-
kommenden vorherbestimmten Variablen größer oder
gleich (^ ) sein muß der um eins .verminderten
Zahl der in der Gleichung vorkommenden endogenen
Variablen. Wird neben dem Rangkriterium das Ab-
zählkriterium in der Gleichungsform von allen
Gleichungen des Modells erfüllt, dann ist das.
(ganze) Modell exakt identifiziert, und Schätz-
werte für die Parameter des Modells, d.h. seine
Struktur, sind aus den geschätzten Koeffizienten
der reduzierten Form des Modells durch rationale
Operationen eindeutig ableitbar. Ganz analog
unterscheidet man anhand des Abzählkriteriums
zwischen exakt identifizierten und:: über identifi-
zierten Gleichungen eines (nicht unbedingt voll-
ständig formulierten) Modells.: Isti; das Modeil,
unvollständig.formuliert (spezifiziert), dann
• seitzt •-man dabei - stillschweigend voraus, daß eine
dem •Ab:zähikr,iteriuni genügende Gleichung auch dem
'Rangkrlteriüm• genügt.. Ist umgekehrt das •Abzähl-
kriterium ;b,ei/. einer Gleichung nicht . erfüllt.,
dann ist. bei ihr notwendigerweise auch das Rang-
kriterium nicht erfüllt, und deshalb ist diese
Gleichung, und gleichzeitig das ganze zugehörige
Modell, nicht identifiziert bzw. identifizierbar.
Rang- und Abzählkriterium haben wir hier durchweg
auf: Gleichungen bzw. Modelle bezogen, für die,
außer bei definitorischen Gleichungen und Gleich-
gewicht sbedingüngen, lediglich variablenausschlies-
sende a-priori-Restriktionen verwendet werden.
Vgl. zum Rang- und Abzählkriterium: irgendein
Standardwerk der Ökonometrie wie z.B. J. JOHNSTON,
Econometric Methods, New York 1963, .S.."240ff.,
bes. anschaulich auch"St. VALAVANIS, a.a.O., S. 85ff,



Die Full-Information-Maximum-Likelihood-Methode

(FI), die linearisierte Maximum-Likelihood-Methode

(LML) und die Three-Stage-Least-Squares-Methode

(3SLS), alle drei als Systemschätzmethoden, ferner

die Limited-Information-Maximum-Likelihood (LI) -

und die Two-Stage-Least-Squares- (2SLS)-Methode als1

Einzelgleichungsschätzmethoden. Bei den Einzel-

gleichungsschätzmethoden können die Parameter einer

einzelnen, überidentifizierten Gleichung auch dann

geschätzt werden, wenn die übrigen Gleichungen,

d.h. der restliche Teil des Modells, nicht spezi-

fiziert worden sind. Es ist lediglich notwendig^

Die LI- und 2SLS-Methoden sind Spezialfälle ,
der allgemeineren Schätzmethode der: k-Klasse '
(k-class estimator) von H. THEIL. Vgl. dse., Eoo- '
nomic Forecasts and_Policy, 2.Aufl., Amsterdam 1961,
S. 231 f. Bei dieser Schätzmethode kommt man
stets dann zu konsistenten Schätzungen, wenn der
Wahrscheinlichkeitslimes von (k - 1) gleich null
ist, d.h. wenn plim( k - 1) = 0 . Bei .LI.ist das
der Fall', bei 2SLSV wegen k = 1, ebenfalls. Die
OLS gehören ebenfalls zur k-Klasse, ihr k-Wert
ist;jedoch von vornherein gleich null, so daß
plim(k - 1) = - 1, d.h. ungleich null, OLS also
inkonsistent ist.
Die.Schätzmethode der k-Klasse ist selbst wiederum
ein Spezialfall der allgemeineren Methode der
doppelten k-Klasse von A. L. NAGAR. Siehe dessen
Beitrag: Double k-Glass Estimators of Parameters
in Simultaneous Equations and Their Small Sample
Properties, IER 3/1962.
Eine' nützliche tabellarische Übersicht über aus-
gewählte, bekannte mathematische Eigenschaften
der genannten Schätzmethoden, insbesondere über
ihre Konsistenzeigenschaften, findet man bei
C. F. CHRIST, Econometric Models and Methods,
New York, London, Sidney 1966, S. 466. In diesem Werk
findet man auch eine pädagogisch meisterhafte
Darstellung der verschiedenen Schätzmethoden
und ihrer gegenseitigen Beziehungen.
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daß man einen (für die Zwecke der Identifikation

genügenden) Teil der vorherbestimmten Variablen

aus dem übrigen Teil des Modells kennt.

2. Die Two-Stage-Least-Squares-Methode (2SLS)

Wir werden.uns im folgenden näher mit der Two-Stage-

Least-Squares-Methode (2SLS) befassen, weil sie die

noch immer nicht infragegestellten Vorzüge einer
7

Einzelgleichungsschätzmethode für Simultanmodelle
g

mit rechentechnischer Einfachheit verbindet.

Die Frage der Identifizierbarkeit einer einzelnen
Gleichung aus einem im übrigen unbekannten simul-
tanen System wird dadurch leicht zum Objekt von
bloßen Annahmen.

n

' Im Gegensatz zu Rekursiv-Modellen nach WOLD.

Während in der Monte-Cado-Studie von R. M.
SUMMERS (1965) die 2SLS-Methode als relativ beste
Methode unter FI, LI und OLS abschnitt, insbe-
sondere wenn man Rechenaufwand, Spezifikations-
fehler und Multikollinearität der vorherbestimm-
ten Variablen mit in die abwägende Entscheidung
einbezog, schrumpften in einer Untersuchung von
R. E. QUANDT (1965) die Vorteile von 2SLS gegen-
über OLS auf eine höhere Konzentration der Ver-
teilung der 2SLS-Schätzungen innerhalb des Bereichs
von £ 20% des wahren Parameterwertes zusammen,
während falsche Vorzeichen und hohe Fehler bei
2SLS relativ häufiger als bei OLS vorkamen, so
daß die Verteilung der 2SLS-Schätzwerte an den
Enden stärker und die Streuung deshalb insgesamt
größer war als bei OLS.
Vgl. R. M. SUMMERS, A Capital Intensive Approach
to the Small Sample Properties of Various Simul-
taneous Equation Estimators, Em 33/1965 und
R. E. QUANDT, On Certain Small Sample Properties •
of k-Class Estimators, IER 6/1965. Siehe ferner
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Ferner enthält sie als Spezialfall ,die gewöhn-

liche Kleinstquadratmethode (OLS) und ist des-

halb für Vergleiche zwischen 2SLS und OLS, vom

rechentechnischen Standpunkt aus,sehr geeignet.

Außerdem gestattet 2SLS in der Frage der Signi-

fikanz der Schätzwerte eine, wenn auch nur ein-

geschränkt berechtigte, Anlehnung an die Tests

der gewöhnlichen Regressionsanalyse, welches

wiederum günstige rechentechnische Konsequenzen^

mit sich bringt (OLS läßt sich auch hier als

Spezialfall von 2SLS betrachten). Wir werden die

2SLS-Methode auch dann anwenden, wenn die zu

schätzende Gleichung exakt identifiziert ist.

Das geschieht deshalb, weil die in diesem Fall

ebenfalls mögliche Methode der indirekten klein-

sten Quadrate (ILS) zwar zu eindeutigen Schätz-

werten für die Parameter der exakt identifizierten

Gleichung führt, ihre Anwendung aber die

noch zu erörternden Testmöglichkeiteri für die

Parameter der Strukturgleichung (im Gegensatz

zu den Parametern der reduzierten Form) ausschließt

Beim 2SLS-Verfahren werden die Parameter b-, c-

der Gleichung (1)

y1 = b272 + b3 y3 + "' + bgyg + C1Z1 + •** + ckzk + u

y.- = eingeschlossene endogene Variable i = 1,...,g

z. '= eingeschlossene vorherbestimmte Variable
ü ; • ' ' ' . . . • ' • • ; . . ' • • ' • ' • . . • .

•• • ;,: J . = - . 1 , . . • , k ••/• . . • • : ) ' • . . .

die zusammenfassende Wiedergabe bei C. F.' CHRIST,

a.a.O.., S. 464ff., insbes. S. 477-481..
Im Vergleich zu LI:sind bei 2SLS weniger Matrizen
zu invertieren und iterative Rechenprozesse fallen
bei 2SLS' weg. Veränderungen des simultanen Modells
machen bei Einzelgleichungsmethoden nicht notwendi-
gerweise die Neuschätzung des ganzen Modells erfor-
derlich wie bei den Systemmethoden,FI, 3SLS usw.



Q

theoretisch in zwei Schritten geschätzt.

Im ersten Schritt werden die OLS-Schätzwerte y-

der endogenen unter den erklärenden rechtsstehen-

den Variablen, d.h. für y. i = 2,..., g berechnet,

wobei alle vorherbestimmten Variablen des Modells,

nicht nur die in der zu schätzenden Gleichung (1)

eingeschlossenen, als Regressoren verwendet werden:

^i =

A A A A
a i 1 z 1 + V + a i k z k + a i , k + 1 z k + 1 + *** + a i l z l

• • . |

z, •. = aus der zu schätzenden Gleichung ausgeschlos-

sene vorherbestimmte Variable des Modells

â  . =ÖLS-geschätzte. Parameter

. F ü r u nehmen wir an, daß alle Voraussetzungen er-
füllt sind,.die man üblicherweise verlangt.
Üblicherweise wird verlangt, daß der Erwartungs-
wert eines Zufallsgliedes gleich null ist, daß
Zufallsglieder verschiedener _ Zeitpunkte unkorreliert
sind, unabhängig davon, ob sie zur selben oder zu
verschiedenen Gleichungen gehören. "Gegenwärtige"
Korrelationen zwischen Zufallsgliedern verschie-,
dener Gleichungen dürfen von null verschieden sein.
•Die "gegenwärtigen",Kovarianzen und Varianzen müs-
sen jedochzeitunabhängig, d.h. zeitlich konstant

. sein (Homoskedastizität). .Für ein ganzes simultanes
. ;G1 ei chungs System wir d 'ferner gefordert, .daß die
. gegenwärtigen. Zufallsglieder mit allen ,'v.orherbe--
. stimmten .Variablen, unkorreliert.. sind. -' .../...
Vgl. . C.'F.; CHRIST, ••Econometric.Models and Methods,
New York,.. London,.:Sidney 1966,, S. 433. • . ,
Wir haben im folgenden bis zur ..Formel (5)- alle .
Zeitindizes der Variablen weggelassen. • .. :•'
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Im zweiten Schritt werden die OLS-Schätzwerte y-

zusammen mit den eingeschlossenen vorherbestimmten

Variablen als Regressoren zur Schätzung der Para-

meter b- und c- der Gleichung (1) wieder nach der

OLS-Methode verwendet. ;•

Die in zweiter Stufe mit OLS zu schätzende Gleichung

lautet also: . :

c k z k +

worin

w = u + b2v2 + b5v3 + ... + b gv g

und w als stochastische.s Glied mit allen; anderen

rechtsstehenden Variablen (y. und. z.)in (3) un- :

korreliert ist, so daß die OLS-Methode von den

Voraussetzungen, her tatsächlich anwendbar ist. •

Auch läßt sich, die bereits oben- behauptete Konsistenz
11 12

der Schätzungen nachweisen. Die 2SLS-Schätzungen
sind ferner asymptotisch normal verteilt, wenn alle

10
u ist voraussetzungsgemäß unkorreliert mit allen
vorherbestimmten Variablen, infolgedessen auch, mit
einer beliebigen Linearkombination derselben, und
deshalb auch mit den.Variablen y-, i = 2,..., g.
Die v. (i '•= 2,..., g) sind ebenfalls unkorreliert
mit allen vorherbestimmten Variablen, also 'auch \
unkorreliert mit den Linearkombinati.onen .y. der-
selben,', sowie mit den eingeschlossenen,v.orierbe-

• stimmten Variablen, w; ist als Linearkombihation
der •Variablen, u. und ^• (i = 2, ...• ,g) ̂ .'welche mit
den yV und den eingeschlossenen z. nicht korrelie-
ren, selbst unkorreliert mit :den "y. und z..

• . • . • • . .. • i - .• •. • j . . •

1 1 Vgl. C. F.. CHRIST, a.a.O., S. 438-440.

1 2 Zur 2SLS-Methode generell siehe C. F. CHRIST,
, a.a.O., S. 432ff.

. . . _ Q _



Mi,'.

13vorherbestimmten Variablen exogen sind. ^ Für den

Fall, in dem unter den vorherbestimmten Variablen

auch verzögert endogene vorkommen, wird die asymp-

totische Normalität bis jetzt lediglich vermutet, sie
14wurde noch nicht exakt bewiesen.

Praktisch werden die y- (i = 2,..., g) nicht explizit

ausgerechnet, sondern die beiden Stufen werden zu

einer einzigen Schätzfunktion verbunden, die in ihrer

Grundstruktur der OLS-Schätzfunktion äußerlich gleicht.

Die OLS-Schätzfunktion, auf die Gleichung (3) ange-

wendet, lautet:

Z1Y2

Y2Z1

Z1Z1

\ -1 ' ,\

(5)

13
Wenn wir für die Strukturgleichungen normalver-
teilte Zufallsglieder unterstellen, sind die
Schätzungen sogar asymptotisch effizient, sofern
man nur solche Schätzmethoden vergleicht, die
dieselbe (unvollständige) a-priori-Information
verwenden wie 2SLS, und sofern unter den vorher-
bestimmten Variablen nur exogene Variable vorkom-
men. Vgl. C. F. CHRIST, a.a.O., S. 466.

14 Vgl. C. F. CHRIST, a.a.O., S. 441 und S. 466.
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Darin bedeutet:

b = Spaltenvektor der Koeffizienten der "erklären-

den" endogenen Variablen in der Gleichung (1)

- 1) Komponenten]

c = Spaltenvektor der Koeffizienten der vorherbe-

stimmten Variablen in der Gleichung (1)

(k Komponenten)

A A

b,c = entsprechende Schätzvektoren

jy, = Beobachtungsspaltenvektor der zu erklärenden

endogenen Variablen (N Beobachtungen)

Zy, = Beobachtungsmatrix der eingeschlossenen vorher-

bestimmten Variablen (N Zeilen, k Spalten)

Yp = Beobachtungsmatrix der rechtsstehenden, "erklä-

renden" endogenen Variablen (N Zeilen, (g - 1)

Spalten)

A

Yp = Matrix der (erststufigen) Schätzwerte für die

Beobachtungen der "erklärenden" endogenen Vari-

ablen, geschätzt unter Verwendung aller im

System enthaltenen vorherbestimmten Variablen;

oder einfach: Schätzmatrix für Y-, (N Zeilen,

(g - 1) Spalten)

Ersetzt man nun in der Schätzfunktion (5) die Matrix Y.

durch die ihr entsprechende erststufige OLS-Schätz-

funktion, d.h. setzt man

Y2 = Z&' = Z(Z'Z)~
1Z'Y2 (6)

worin Z die Beobachtungsmatrix (mitHZeilen und 1

Spalten) aller vorherbestimmten Variablen des Systems

und A die Matrix (mit (g - 1) Zeilen und 1 Spalten)

der a- . in (2) darstellen, in die Formel (5) ein,

- 11



dann erhält man die Formel ( 7 ) , in der auf der rechten

Seite nur noch Beobachtungswerte der Variablen vor-

kommen. • „>,

b \ / T 1 7^7 ' 7^ ' "7 • V V' V\ I i^L^ü L) ü i2
 X2 -1

Diese Formel der 2SLS-Schätzfunktion besitzt dieselbe

Grundstruktur wie die Formel der konventionellen

OLS-Schätzfunkti on.

3. Teststatistische Fragen bei Anwendung

der Two-Stage-Least-Squares-Methode (2SLS)

3.1 Die Frage der Anwendbarkeit des t-Tests

zur Signifikanzprüfung 2SLS-geschätzter

Parameter

A A
Für die 2SLS-Schätzwerte b• und c. der Parameter

d

b- und c. der Gleichung (1) lassen sich approxi-

mative Varianzen und Kovarianzen schätzen. ^
AO A

Bezeichnen wir diese Schätzungen mit ^ (b;) und

^ (c.), dann sind die folgenden Größen, wegen
d

15̂ Dazu benutzt man die Formeln für die nachweisbar
existierenden asymptotischen Varianzen und Kovari-
anzen der 2SLS-Schätzungen und ersetzt alle Wahr-
scheinlichkeitsgrenzwerte durch ihre entsprechen-
den Stichprobenwerte.
Zum Nachweis der Existenz der asymptotischen Vari-
anz-Kovarianz-Matrix vgl. C. F. CHRIST, a.a.O.,
S. 441ff. Zur Schätzung der approximativen
Varianz-Kovarianz-Matrix vgl. dse. S. 444.

- 12 -



der Konsistenz und asymptotischen Normalität der

2SLS-Schätzungen b- und c., approximativ normal-
sic 1 d

verteilt mit Mittelwert 0:

b. - b- c. - c.
(Q)

1—2,...,g J — I , . . . ,

Die Schätzung erfolgt (siehe auch weiter unten den
Abschnitt über Autokorrelation), mit einer Ausnahme,
wie beim OLS-Verfahren, wenn man dieses auf die
Gleichung (3) anwendet, was ja bei 2SLS theoretisch
tatsächlich geschieht. Das bedeutet: in der OLS-
Varianz-Kovarianz-Formel

2. S\

werden die Spalten der Matrix X für die Zwecke der
2SLS mit den "Beobachtungs"-Vektoren der Variablen

yo, y-,,..., z, auf der rechten Seite von (3)

identifiziert, d.h. die Matrix X läßt sich auch als
A

X = (YpZ.) schreiben mit der gleichen Bedeutung der

Symbole io und Z. wie in Formel (5). Als Schätzung

von o wird aber nun nicht ow nach (3) berechnet,
Aj A

sondern ^ verwendet, wobei u. anhand von (1), d.h.
A A

mittels y2,y^,.-. und nicht mittels Jp,Jxi»»• be-

rechnet wird. Zur Berechnung von u, werden also die

beobachteten y--, nicht die erststufigen y>-Werte

verwendet.
Die folgenden Bemerkungen zur approximativen
Normalität entnehmen wir größtenteils C.F. CHRIST,
a.a.O., S. 515.

- 13 -



Approximativ und nicht exakt normalverteilt mit Mittel-

wert null sind diese Größen aus mehreren Gründen.

Erstens sind die b. und c'. nur approximativ, und nicht
i . j

exakt normalverteilt. Zweitens sind die Erwartungs-

werteYb. und c. möglicherweise verzerrt und die Erwar-

tungswert.e der,Größen (8) sind deshalb nicht notwendiger-
. - , ' • . \ . • • • . . - • . • • _ . " ^ z . • • ' •

weise gleich null. Drittens sind die & ( ) nur Schätz-
werte der- approximativen'; nicht der exakten Standardab-
weichungen der Schätzungen b. und c.. Ferner sind die,

9̂ do

& ( ••) vermutlich nur approximativ % -verteilt. Des-

halb sind die Größen (8) nicht exakt, sondern nur

approximativ t-verteilt und deshalb, da die t-Verteilung

selbst eine Approximation der Normalverteilung darstellt

bzw. umgekehrt, auch nur approximativ normalverteilt.

Infolge dieser Überlegungen halten wir die Anwendung,

des. t-Tests, ..so. wie . er üblicherweise .zur .Überprüfung

von OLS-geschätzten Parametern, auf signifikante Unter-

schiede, gegenüber, dem hypothetischen Wert , 0, oder /einem

.anderen ..vorgegebenen .Wert verwendet wird,: in.', approxima-

tiver. Bedeutung'., auch bei.:2SLS. für berechtigte und- •"'; sinn-. :

:voll. . Denn ••: wenn man, '' wie>;Z:.Bw. CHRIST:^- b" er ei tsi'von;:.. ;

approximativer Normalvertpilung der Größen.(Ö) ;spricht,

dann sichern wir uns noch zusätzlich ab, indem wir bei

der approximativen Prüfung von Signifikanzen auch noch

die beschränkte Zahl der Freiheitsgrade unserer Schätzun-

gen beachten und die Signifikanzprüfung anhand.der t-

Verteilung statt der Normalverteilung.vornehmen. Denn

bekanntlich entspricht die Normalverteilung der t-

Verteilung genau dann, wenn die Zahl der Freiheits- .

grade., . u n e n d l i c h - g r o ß i s t . " . : .-.'•.'•••.• -'r': -':; -v;';;'' '".\':."''!" '.'••''"."':.
:. v

Und bei ̂ beschränkter r .endlicher Zahl. der ";Freiheits-

grade besitzt-die tAVerteilung eine, größere Varianz

als die,Normalverteilung,; so daß,: im VergMch zum. '• : •

Normalvert.eilüngstest, beim t-Test eine größere Ab-

weichung des. geschätzten Parameters von der Nullhypo-

these erforderlich ist, damit diese Abweichung bei •

• •• ' • ' • v .' • •' - 1 4 - ' • ' ' '



gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit als signifikant

gelten kann.

3«2 Die Frage der Anwendbarkeit des F-Tests

zur Signifikanzprüfung der Gesamt-

regression einer 2SLS-geschätzten

Strukturgleichung

Die Frage, ob der bei OLS übliche F-Test zur Über-

prüfung eines multiplen Korrelationskoeffizienten (R)

übertragbar ist auf 2SLS zur Überprüfung eines R
17nach der Definition '

2
P *T ut-
R2 = 1 - T- t ö (9)

ist zu verneinen. Diese Antwort gründet sich weniger
•• 1 P>

a_uf die Beobachtung , daß der F-Test, im Gegensatz

zum t-Test, sehr empfindlich auf Abweichungen von der

Normalverteilungsvoraussetzung der zugrundeliegenden
19Variablen y reagiert-, als vielmehr a Uf die Beobachtung,

Darin werden bei 2SLS die u, anhand der Gleichung (1)

und nicht aufgrund der Gleichung (3) geschätzt, soll-
ten also nicht mit v, verwechselt werden. Ansonsten
ist R hier analog zum multiplen Korrelationskoeffi-
zienten und R2 analog zum multiplen Bestimmtheits-
koeffizienten von OLS definiert.

1 8 Vgl. J. PFANZAGL, Allgemeine Methodenlehre der Sta-
tistik, Bd. II, Berlin 1962; S.190.

19
Unter den "zugrundeliegenden" Variablen verstehen wir
hier die stochastischen Glieder u,.

- 15 -



daß bei 2SLS die Größe R2 gemäß der Definition (9)
20negativ und R deshalb imaginär werden kann

21Während bei OLS stets die Gleichung

gilt, ist sie bei 2SLS im allgemeinen nicht mehr

erfüllt. Statt dessen gilt bei 2SLS allgemein mit

seltenen Ausnahmen

2 i X—*2

it f 2- yit

Ohne weiteres ist bei 2SLS deshalb auch die Un-

gleichung

A2 N. V 2
ut * £- y1t (12)

und damit, aus (9) folgend, ein negativer R -Wert
22möglich . Die Größe

PO " //
-^ Diese Befürchtung äußert z.B. auch R.L. BASSMANN

in seinem: Letter to the Editor, Em 30/1962.
P1

Wir verwenden bei ŷ, in den Ausdrücken (10), (11)
und (12), aber nicht im Ausdruck (9) Abweichungen
vom Mittelwert.

22
Im übrigen sind nach meinem "Empfinden" die Wahr-
scheinlichkeiten des Auftretens negativer R2-Werte
je.nach der Schätzmethode verschieden und bei LI
größer als bei 2SLS.

- 16 -



worin k die Zahl der zu schätzenden Parameter einer
Gleichung ^ und N den Stichprobenumfang (Zahl der
Beobachtungen) darstellt, kann deshalb bei 2SLS ohne
weiteres, d.h. mit nicht verschwindender Wahrschein-
lichkeit, negativ werden, was den Annahmen einer F-
Verteilung widerspricht und die Anwendbarkeit des
F-Tests ausschließt.

3-3 Die Frage der Zahl der Freiheitsgrade
beim t-Test

Bei der approximativen Anwendung des t-Tests auf
2SLS-geschätzte Parameter taucht die Frage nach der
korrekten Anzahl der Freiheitsgrade auf. Für diese
Zahl gibt es zwei verschiedene Berechnungsformen.

Form 1:

a) Zahl der Beobachtungen (N) minus Zahl: der in der
Gleichung rechtsstehenden, "erklärenden" Variablen
(g - 1 + k), d.h. N - (g - 1 + k) = N - g - k + 1.

b) Zahl der Beobachtungen (N) minus der um 1 vermin-
derten Zahl der in der Gleichung enthaltenen endo-
genen (g) und enthaltenen vorherbestimmten (k)
Variablen, d.h. N - C ( g + k ) - 1 ] = N - g - k + 1 „

In der Zahl k ist auch das Absolutglied der (line-
aren) Gleichung enthalten, d.h. der Parameter jener
Erklärungsvariablen, die über die ganze Beobach-
tungsperiode unverändert den Wert 1 annimmt und
deshalb tatsächlich nichts zur Erklärung der Varianz
der zu erklärenden oder abhängigen Variablen beiträgt

- 17 -



Form 2:

Zahl der Beobachtungen (N) minus Zahl aller vorher-

bestimmten Variablen des Modells bzw. des Gleichungs-

systems: (2), d.h.: N - 1.

Für exakt, identifizierte Gleichungen, also solchen,

bei deinen die Anzahl der im System (Modell), nicht

jedoch in der (betrachteten) Modeilgleichung ent-

haltenen vorherbestimmten Variablen (1 - k ) , gerade

gleich der Zahl der endogenen Variablen-der betrach-

teten Gleichung minus 1,:ist,. d.h. gleich der Zähl

(g - 1) der rechtsstehenden, "erklärenden" endogenen

Variablen der Gleichung, wenn also (1 - k) = (g - 1)
. . - . • • • • : • • • • • . . - . • • . • - .• O l ± .

gilt, dann fallen die beiden Formen zusammen. Es

kann hier deshalb keine .^Meinungsverschiedenheit geben.

.'Bei überidentifizierten.;:Gleichungen, also solchen,

bei denen'die Zahl'der.ausgeschlossenen^vorherbestimm-

ten Variablen/(l - k). größer ist als die Zahi der .

; eingeschlossenen/.endogenen, .minus 1-y wenn . also = (1: •- k) >

(g •'-;'1:)-:,'''dann'.gibt• ;es•• • jedoch abweichende;''Auffassungen.

dagegen hält • sich .an Form 2. ' \-

2/|". Aus (1 - .k). = (g..- 1) folgt 1 = k + g - 1 •

und (N-,1) '= N - (k + g - 1) = N - k - g + 1.

2 5 a.a.O., 'S... 272 \ . . . ...

p /- . : •

a.a'.'O..:', S.,..5i8f. (dort implizit), siehe jedoch
, .. auch/S. .515 wegen .der. Bemerkung: "The appropriate

number ofdegrees of freedom ... is not clear".
( Auslassung durch uns), so daß die in der Praxis

. vorherrschende...Form 1 auch vonCjHRIST nicht als
einwändfrei.betrachtet wird..

2? Vgl. R. L.. BASSMANN, The Computation of Generalized
Classical Estimates of Coefficients in a 'Structural
Equation, Em 27/1959',.. insbes. S. 77.

• • : V ' . • • '•• ' : - . 1 8 - • ' '..• .



...Zur Ermittlung .der;. Zahl ;der Freiheitsgrade kommt es

im. folgenden, darauf an,- Vdie verschiedenen (unabhän-

gigen) Beschränkungen zu ermitteln, denen die Resi-

duen u^ im Rahmen des 2SLS-Verfahrens unterworfen*

sind. ..Das geschieht indirekt auf dem'..Weg üb er.: die •• :

Beschrankungen, •.denen die Residuen, der-..ersten. Stufe

von 2SLS',-v,^ und die Residuen der zweiten Stufe von .
• ' ' " A •'•• ; • •' • " ' • • ' • • • ' •

2SLS, w,, unterworfen sind. Zwischen den; Residuen der

beiden Verfahrensstufen besteht, die aus•(4) folgende :

Beziehung (14).,,. .. '" .

• • ut- = wt: " b2v2t - b3v3t " *•• - bgygt. • ( 1 4 )

worin u, die Schätzung des Zufallsgliedes der betrach-

teten, 2SLS-geschätzten Gleichung eines 'Systems dar-

• s t e l l t . ; - . - ; • . • • / ' . : - : ; ' / . : • . . : , ' • '•'••• '• • ' • • ; ' • - . :. • / • ' ^.. • '

den ..'Eigenschaften ^ e r gewöhnlichen ;Kl;einst- : ;.: ^; .y

^uädr;atme±höde;;;(OES);'ündlVaüs^;'ld

/•erste -Stuf e;̂ d:e;s;A5SLST-Verf ahrens. n ichts arideresv ist,;,; r

;als^.eine;,^!!Wendung^vöri:V;OLS, • ieitenV;wir; für. väie-^aus •;. '

:;'der-:-\.erst:e-nV-'iS;t;̂ f:e;--de1s • 2SLS-Verf ahreris.:hervorgehenden : ; '

•V-.. ab.,., daß sie :mit a l len vorherbestimmten .yariablerj '
l t : • • • • • • • ' • ; . . • • • • • • p n , . " • • , . • : ' ' . • . . . " • . • • • •

unkorreliert .sind. •• : : ' . ;. : • \ :

2 8 ' ' •' • "'' • • " • • ''• ' • v' '• Die. OLS-Schätzfunktion lautet in der üblichen' v .

Symbolik: A = ^ x ) ^ V j ^ S ; ; . V

••. . w o r i n . : X ; d i e B e o b a c h t u n g s m a t r i x d e r : e r k l ä r e n d e r ] , . •....;
. ' y \ d e n B . e o b a c h t u n g s , s p a l t e n v e . k t ö r d e r zu e r k l ä r e n d e r !

;. . ;J.Var'i,'äb'leti,:-:-.'un'd.vp. ' d e n ' : S p a l t e n v e k t o r d e r , ; . P a r a m e t e r - .
. • • : } S c h ä t z w e r t e 1 d a r s t e l l e n . . _ . . . '. ' ; ..• ^:::r.^r,:.\-

:-,s . . : - : . .
.• ;•':..:. ;Wenä ;en./wir nun"' s i n n g e m ä ß ; - d i e / Symbole von . ( 2 ) ah.,. :v

•'.•[ . : d ä r i n " : l : ä . u t e ' n . ' d i e . , O L S i - S c h ä t z f u n k t i o n e n für;H-i;.:, " ' . ••
' - a - V ' = ( a ^. : i. ••• •; a ; - , ' ) . , . ' d . h . f ü r d e n V e k t o r d e ' r . ••/•"•• , : , \ . . . . : . :

' ' J - " • . ' . • . • • ' X . l , • , » « ' • . - , • 1 - L : ; . ' , • • • . • . " • • • • ' • • • • > . . ' , ; • • • • ' . • • • • . • • ; • ; •;

>.Ko%effizie'nt.en:;.a- -(j' = 1.,:• •.', 1) der Erklärüngs-::;,
• • , ' • . '

;
 • - ' • " • . ' V • • ' . ; . ' • ' • • • • . • • • • ' • ; • ; ' . .

1
d v : ' ' • : • . - • • • . ' • . . " • . • , i •.... : , ; ; . ; : : • • . ' • •:.•••. • - • . ' • ; . -.

• gleichung- für die. i-te endogene Variable (er§te',. • .
' . S t u f e : v o n ' 2 S L S ) : r • •••• . : ,•:.'• - : J - V V

.•••••.. ; . S - i : = . " ( Z ' Z ) ~ 1 Z l y i - •• . i = 2 , . . . - : . . ; ; . ' g , :':.:. '••' •

•' : : . ' : - " ' / : \ : : ; { " . . ; : ' . • ' • ; - . i 9 . - " • •• •• . . • • • : • • . /



A
wt, welches aus der zweiten Stufe von 2SLS hervor-

geht, ist mit yit (i = 2,..., g) und mit

z.£ (j = 1 , ..., k ) , also mit einem Teil der vorher-

bestimmten Variablen des Systems, unkorreliert. Das

folgt ebenfalls aus den Eigenschaften von OLS und aus

dem Umstand, daß die zweite Stufe von 2SLS ebenfalls

eine Anwendung von OLS darstellt. Folglich sind die

vorherbestimmten Variablen zumindest teilweise, näm-

lich die z., (j = 1,..., k ) , mit w, unkorreliert-.-

Wenn nun w, auch mit den z., (j = k + 1, ..., 1),

also den ausgeschlossenen, vorherbestimmten Variablen

unkorreliert wäre, dann wären sowohl w. als auch die

v-it und daraus nach (14) folgend u, mit allen vorher-

bestimmten Variablen unkorreliert und Form 2 wäre

korrekt.-Leider läßt sich für w, lediglich feststellen,

daß es außer mit den eingeschlossenen vorherbestimmten

Variablen z-, (j = 1, ..., k) nur noch mit den

y- . (i ='r 2, ... , g) d.h. mit (g - 1) linear unabhän-

gigen' Linearkombinationen.aller vorherbestimmten

Variablen unkorreliert ist. Wegen (1-k) > (g - 1 ) ,

i
worin Z die Beobachtungsmatrix aller vorherbestimmten
Variablen und y- den Beobachtungsspaltenvektor der
i-ten endogenen Variablen darstellt. Der Spaltenvekt'oi
der Residuen v- ist definiert als v- = y- - Za'..
Daraus folgt für das innere Produkt des Vektors v.
mit den Beobachtungsvektoren Z. der vorherbestimm-
ten Variablen z., (j = 1 , ...,^1), wobei die Z. die

Spalten der obigen Matrix Z darstellen, also
Z = (Z 1 .... •Z]_) gilt: '• '

Z'v\ > .Z'yjL - Z'Za|

= Z 1

= Z y i yi ,'yi - Z'yi = 0 i = 2, ..., g,

d.h. die y- sind orthogonal zu den Z. bzw. die v-,
i .j lt

korrelieren nicht mit den z.,.

- 20 -



d.h. weil die Zahl der ausgeschlossenen vorherbe-

stimmten Variablen (voraussetzungsgemäß) größer ist

als die Zahl der rechtsstehenden, erklärenden endo-

genen Variablen, d.h. größer als die Zahl der frag-

lichen Linearkombinationen, können vorherbestimmte

Variable existieren', mit denen w, und deshalb auch ua
pq x- i

tatsächlich korreliert. J Auf jeden Fall wird bei

29
yZur strengeren Fundierung dieser Feststellung bilden
wir folgendes Gleichungssystem:
A. A A , „A. - ~
w y i = w Z a ' i i = 2 , ..., g.
w ist hier als Spaltenvektor mit N Komponenten auf-
zufassen (t=1,..., N) . A

y. ist die i-te Spalte der Nx(g - 1)-Matrix Y„ mit
der Bedeutung wie in (50.

a- sind linear unabhängige Zeilenvek^oren mit
1-Komponenten der (g- 1>xl-Matrix A in (6).

Z = (Zy., Zp) ist die Nxl-Beobachtungsmatrix aller
vorherbestimmten Variablen.
Z. die Nxk-Matrix der eingeschlossenen, Zp die

Nx(l - k)-Matrix der ausgeschlossenen vorherbe-
stimmten Variablen. A

Wir teilen den Zeilenvektor a- der Koeffizienten
der erststufigen Regression analog zu Z auf:

Wir wissen von der zweiten Stufe des 2SLS-Verfa&rens
daß w'Z1 = 0 und w ^ = 0 für i = 2 , ..., g.

Daraus folgt aus dem obigen Gleichungssystem

A.Aw'yi = w'(Zi,Z2)U2'/ = 0+ w'Z2äJ = 0

Das Gleichungssystem w'Zp^ = 0 i = 2, ..., g

ist homogen und besteht aus (g - 1) Gleichungen in
(1 - k) "unbekannten" Kovarianzen zwischen v,v unc
den ausgeschlossenen vorherbestimmten Variablen. D:
(g - 1) linear unabhängigen Zeilenvektoren a? ent-
halten die (konstanten) Koeffizienten des linearen
Gleichungssystems. Ist nun (1 - k)>(g - 1), dan-
ist die Zahl der "unbekannten" Kovarianzeri größer
als die Zahl der Gleichungen. Es gibt dann nicht-
triviale Lösungen des Gleichungssystems, d.h. die

- 21 -



i >. •'.'"!.!!

überidentifizierten Gleichungen eine solche von

null verschiedene Korrelation nicht durch irgend-

welche Restriktionen des 2SLS-Verfahrens verhindert..

Die Z a h l d e r R e s t r i k t i o n e n , d e n e n die u, unterwor-•••••,

fen sind, ist bei überidentifizierten Gleichungen-. '..

kleiner als 1. Folglich ist die Zahl der j:Freiheits-

grade größer als (N - l). Das spricht gegen die

Form 2. ;; . • • ! . . . ' .

Wie bereits gesagt, ist u, entsprechend dem Inhalt

der zweiten Stufe von 2SLS unkorreliert mit.k (der^1)

vorherbestimmten Variablen und mit (g - 1;) Linear- ,'

kombinationen der 1-vorherbestimmten Variablen. Für.

die w.•bestehen keine weiteren Restriktionen. Das-
A A • • . • • • . ' • •

selbe gilt für u,, obwohl die v.., also ein Teil der

(additiven) Komponenten von u., nicht' nur,1 k + g , - 1, .

sondern 1 Restriktionen unterworfen sind.rDas\bedeu- -

tet, daß die Zahl der Freiheitsgrade, nicht .unter ;. *

N - ( g - 1 ) - k l i e g t . • ' - • • • . ! ; •'••- ' •'••

Sie kann aber auch nicht darüber liegen. Denn das

würde voraussetzen, daß.sich unter den (g - 1) (linear

unabhängigen) Linearkombinationen aus deri 1 vorher-.-

bestimmten. Variablen wenigstens eine befände,. die •,mi.ti .

einer der k eingeschlossenen vorherbestimmten Vari-

abler! vollständig (d.h. mit Wert 1) korrelie.rt wäre. ,

Und. das wiederum würde den, Fall vollständiger Mülti-;

kollinearität bedeuten und schon die.erste Stufe. des

2SLS-Verfahrens zusammenbrechen lassen. . .;';;;';; ';';\';.... •

Andererseits gibt es im Fall einer überidentifizierteri

Gleichung, bei der ja (1 - k) > (g - 1) gilt., genügend

Spielraum dafür, daß aus den 1 vorherbestimmten Vari-, •

"unbekannten".Kovarianzen; sind nicht notwendigerweise
gleich null. .'
ist aber (l.-:k)= (g- 1)', dann gibt es n
weise nur eine. Lösung, die zugleich triviai: ist, vö..ii.;'
alle "unbekannten.". .Kovarianzen sind danri'vgleich;.nttl:l«'

• ' ' " • " ; . : ' • • • • > • : • . • • • - ' . 2 2 - • • • ' • • • " • • ' • • : : , J ' • v ' - " : ; - : ; : • • • • - - • " • /



ablen (g - 1) Linearkombinatione.n gebildet werden • •'. .

können, die von den k eingeschlossenen vorherbe- '

stimmten Variablen (linear.) unabhängig sind, so daß:,

das 2SLS-Verfahren nicht aus Gründen vollständiger- :.

Multikoilinearität notwendigerweise zusammenbrechen ... .

m ü ß t e . •; • • : . - . ' : . ' • . , ' • • ' • . :"••/. • '•"'-•

Infolgedessen gibt Form 1 (auch) im Falle überiden-

tifizierter. Gleichungen die korrekte Zahl der.Frei-,;

heitsgrade an. Verwendet man im Fall überidentifif. -.-;

zierter Gleichungen die geringere Zahl der Freiheits-

grade nach Form 2, dann laßt man bei der approxima-

tiven Anwendung der Signifikanzteste eine.zusätzliche

Vorsicht walten, - die Nullhypothese für die:'• .P'äräV;-.,;•:.••'

meterwerte .wird .-.weniger, leicht zurückgewiesen.; v;iDie';.
;';

Wahrscheinlichkeit eines ..Fehlers erster- A'rt?. sinkt;".;'

d a d u r c h . . - • - / •• ;•-.•"-•'. ,-;'••' •'.:-;;'.-• • ••'- ••:•-;•.• ,jV :'- ~ . . - W ^ ' v : y . ' ^ \ y ' - ^ - : : . \ . : ^

Das von mir programmierte Rechenprogramm>ffürvi'd;as;', ,i;>: ..

2 SLS-Ver fahren macht von Form 1 Gebrauch,.vermeidet;..:.

also die in Form 2 bei überidentifizierten'.Gleichün-.

gen enthaltene zusätzliche Vorsicht...; ii;\ ::1.;; ;; '' :

Bei exakt identifizierten- Gleichungen- e'ht-spricht' die"'.•-.-

Form 1 der Form 2 und beide Formen entsprechen dann

der xvahren Zahl der Freiheitsgrade. 'Bei•• überid.entifi-'

zierten. Gleichungen gibt allein Form: 1 „die richtige.•-.
• ' " • • • . . 5 0 • : • ' • • - • • • • ' ' • ' ' • - ' ; - : ; • • ' • ' • ' • ' ' : •

Z a h l d e r F r e i h e i t s g r a d e . . . a n . ^ . .:;; - , ; :'..-.".-'.:;'-:.:.';".-':..'...',•'••

. • - . . • . . • • • - . • • • . • : • . . • • • • . : . . • / • • . : •

Die. Umrechnung der : approximativen.; t-Größen.;isjbi; ein
fach Bezeichnen wirmit t d e n tWert?(des^t^T^estfach. Bezeichnen •• wir^mit . t. den t-Wer̂ t?
mit f. Freiheit sgrad:en nacn. Form;i, ',i ••= ;1:, 2,;:.da
gilt' äach .Definition, der .t-Werte '(siehe [8])/die:
B e z i e h u n g : ' . • • ' . . • • ' „ • • •: •' • ;•-..' W y ' : u ,,;;•:

• • - • • . ^ 1 : ~ t 2 ' r r — • ' ' • ' • • • • • • ' ' " • • " • ^

• . . . . • • . ; • • • ' ' • . : " . " 2 • • ' • : ' • ' • • " • . : ; ' ' : ; " :

F e r n e r g i l t : •• ' •;•••'•. -.•'•• ' ••;:..' • • • ^ ' , ; ; , ; v ' . / - : :

1. fp ̂  f,. genau dann, wenn ,-tp•*. t'y,, und' t^< •t̂ -O-".

g e n a u d a n n , w e n n ( 1 - k ) > . ( g — 1 ) . • ••••.;••:•'.

2. fp --XA genau dann, wenn tp = ty,,. -und' t;,?\:;=v:t

g e n a u d a r i n , ' - w e n n '(l.'-.'. k ) = '(g_ -.-1")'..-. /'.';••• •'•'̂ /̂;?-,:/.



.3.4 Notwendigkeit und Möglichkeit einer . .

. ••:• Überprüfung der Autokorrelation • ,- ,:. ',.-...;._...

. v o n R e s i d u e n •.- . : •: ^. : •,; ••-, • .;• ;'.. .•:•: • *'•;-;
: •'. •. ••'•

Bei autokorrelierten Zufallsgliedern .hat;;die.::AnŴ ri:-*T:-;;;; •,

düng von ÖLS auf • Einzelgleichungssysteme mehrere'.*:%-?>-O

unangenehme Konsequenzen. Erstens gelten --d4--ev:OLS-;;-
v".

Schätzformeln für die Varianz der' Parameterschatz\mr , •

gen nicht. Zweitens wird, wahrscheinlich, die ;:in. diese

Formel eingehende Varianz., des Zuf ailsgliedes v.syste.matisc!

unterschätzt, und drittens sind die (wanr'.en).; Variahzen

der Parameter Schätzungen nicht mehr minimal., d.h. eine
• .. . • . • . • •:• • • ; . . • • . ••• . ' . " 5 ^ • • . - . . • ' - . :

Optimumeigenschaft von OLS geht dann •verloren.-.-", :: .

Unterschätzung der. Streuung der ParameterSchätzungen

führt bei Anwendung des. t- und F-Tests leicht.; vor-; -.; •

schnell zu einem' signifikanten Resultat^. .d.,h.; zu Ver-

werfungen der Nullhypothese, wo sie, bei.;der -•gewählten • .,

Irrtumswahrseheinlichkeit^.tatsächlich noch':'/aid;fr-ie'c
:ht-er'i-'...:':..

halten werden.:- müßte. .Bevor man -bei. OLS

these eridgültig. verwirfty; sollte man also prüferi|>:;ob;.i':- .-.

die R-osiduen : äXs'-'Schät zweite .der-uhb e ob ächte tem'Zii^f:^-

f allseinf lüsse autokorreliert sind. .Wenn . ja,\dann;;;i;st

das Testergebnis, zusätzlich ' zum leicht; kalkulierbaren,

und in Irr tumswahr scheinlichkeiten ausgedrückten;: .Test- •

risiko, mit nicht bzw. nur umständlich kalkulierbarer

Unsicherheit behaftet. : . . .• • ..- ,;:

Vgl. J. JOHNSTON, a.a.O., S. 187ff. AußerdÄ^be^?''?:
steht bei ÖLS und ''Eingleichüngssy-stemeri^
daß die'. Autokorrelation. sich •••mit; anderen "-'•'- ̂'-•--•-•"~
für, die^QIiS-Methöde' paart und dann;; zu
sehbaren; Konsequenzen, für :

:die ^Schätze;
führt; .(z'..B.';Um'kehrurigi;des Vprzeicherife

i'eine;^|irif;o:lga
verzögerter; Variabler.v(allein;)' ;su- erwarteriäes;;iiöga^
tivent.Bias: .in- ein:en- positiven):.-..Vgl.-idse.. v:;;&;• a;;O.;̂ :;.
S . 2 - 1 ' 5 f . : ' . V • • ' • :''..';.•• '••••" : •; "i "-:•;•• ; r ' " V '.: ; - ; : v : ' : ; : ' ' ; : ; \ . - ' ; :

• • • - - • . : • - • . . • ' . ' • • ' • • '
;

-
:

- -
:

- - 2 4 ' . - ' , : •••';•• ; ' ' ' ^ • ' 3 ^ v - ^ -
1



Mit denselben unangenehmen Konsequenzen für die

Anwendung des t-Tests ist eine Unterschätzung der

Streuung der Parameterschätzwerte infolge autokor-

relierter Zufallsglieder wahrscheinlich auch bei

2SLS zu erwarten. Und. wie bei OLS gibt es dafür zwei

Gründe. Erstens ist die.übliche Formel für die-asymp-

totischen Varianzen und Kovarianzen der Parame.ter-

schätzwerte bei autokorrelierten Störgliedern der

betrachteten Strukturgleichung eines Mehrgleichungs-

systems nicht mehr korrekt, folglich auch nicht mehr

die approximative Schätzung der Varianz der Parameter-

schätzwerte, die sich auf diese asymptotische. Formel

stützt. Zweitens wird auch hier wahrscheinlich die

Varianz des Zufallsgliedes, systematisch unterschätzt.

Autokorrelierte Zufallsglieder behindern jedoch nicht

nur die•approximative Anwendbarkeit des- t-Tests, son-

dern wirken sich auch nachteilig auf andere Eigen-

schaf ten . der 2SLS-Schätzfunktion aus..In Modellen .

mit.verzögert endogenen unter den vorherbestimmten ;

Variablen .-können die 2SLS-Schätzungen ihre Konsistenz-

eigenschaft verlieren, wenn die Zufällsglieder ver-,

schiedener Perioden nicht unkorreliert.sind. Aber

selbst dann, wenn alle vorherbestimmten Variablen

exogene Variablen sind, kann bei autokorrelierten

Zufallsgliedern die Konsistenzeigenschaft verloren-

gehen, sicherlich'aber geht die Eigenschaft der asymp-

totischen Effizienz' der 2SLS-Schätzungen, falls, vor-
32 33

banden^ , verloren. ^

3 2 ' • • ' " •

' Die asymptotische Effizienz von 2SLS ist dann:;ge-
geben, wenn die Menge der vorherbestimmten.'Vari-
ablen nur'exogene Variablen enthält und wenn; die
Zufallsglieder außerdem gemeinsam normalverteilt
s i n d . ' '' • ' • . . • • . • • . ' • ' • .'•''• •

- 2 5 - ' : ' • • . • • • : ; ;



Ein für EinzelgleichungsSysteme geeigneter Test zur. .

Überprüfung der Nullhypothese, daß die unbeobachteten

Zufallsglie.der (nicht zu verwechseln mit ihren Schätz

werten, den Residuen) nicht autokorreliqrt; sind,.. :'••:;/

wurde von DURBIN, und WATSON^ entwickelt .^'Dieser .Test

stützt sich auf die Größe d, die definiert••• wird • als : •
"

A

- u )

worin u, die Residuen, oder allgemeiner\ Schätzwerte

der • Zufallsvariablen u+. darstellen. Handelt es sich-

um OLS-. oder 2SLS-Residuen,. dann gilt- -:u = 0 und ..d

l a u t e t d a n n •' ' .' ;' '• ; •'-.; .••'•••"•..•':•':•

Vgl. wegen der übrigen Voraussetzungen die Beschrei-
bung de.s von G. F. CHRIST sogenannten "model 3
(normal.)" in C. F. CHRIST, a.a.O., S. 35Off. ,.'iiisbp-s.
S. 356, sowie auf • S. 466 die Tabelle über die Eigen- .;
Schäften von 2SLS unter -den Voraussetzungen des \
"model 3 (normal)". '

• ' • % • ' . • ' ' • : . ' • • • • • ;

Siehe' C. F. CHRIST,. a.a.O., S. 481. ' :'
:']'< .•..•/,•":':;

^ Siehe J. •.•DURBINvund.,G-i : S . .WAT30N.,>',Testin|';'
Correlation in Least ;Squares ;Regr-es:sion':':;I.\v.,Bm-'-;:3-.7/1.9.50-,
ferner dieselben-, • Testing ' ...',. Regression"'iil-y:'.'•'•/• ' ;̂v

. -,3m •38/195;1'.:,: -:-.. .v"
:>";;:": #: .:•"'' ,': '• -:. itf^y-iV^^-?^-:''- • ' '-.

• Das folgt .'aür\::2-SLS/;--aus:7Ĝ ^ ,. j
. Gültigkeit .yon:--jV



DURBIN und WATSONs Test für d überprüft die Auto-

korrelation der Zufallsglieder u. anhand ihrer
A •

Schätzwerte u. . Obige. Nullhypothese bezieht ;sich ..;..:

also auf u, und nicht auf u.,., obwohl sie anhand von.;
•'• " . •• A ^ : • • : . • • • • •

d; d.h. letztlich mittels' u. getestet wird. Darin. ...

unterscheidet sich dieser Test vom Test.mit^dem ur-

sprünglichen VON-NEUMANN-Quotienten55, welcher 'defi-

niert wird als ' ;' . ...

±L

N

HART undv. NEUMANN^^' haben:., die Verteilting;dieser:.:,:

Grölte vertafelt unter der Annähme, .daß.-ü̂ '. n.ormalver- :

teilt ,ist.. Der VON-NEUMANN-Quotient .untersucht: :die .-'. :

Autpkorrelationan den unbeobachteten Zufallsgliedern

selbst, nicht aber an den entsprechenden Schätzwerten

A n d e r s f o r m u l i e r t : ' • • • .-. ;.;.'.'; y -.;•.'..• •

Der ursprüngliche VON-NEUMANN-Quotient: kann,' auf..'die,-..

Residuen angewandt, d. h. u, an St eile .von u^ in. •die- V.
~ ~ ~ ~ " - - X V ' '•'• '•'• ' " ' • - • • • - ' ' • • ' • ' - ^ - : ' • : • > • ' • • • • i k : - - , - Y - : - - - : - £ : : v : - ) i ' : ' •

• Formel für- :x̂ 2',eingesetzt,;--prinzipie'll^
:tiicht^.':zuVierr- .'.:

lässig die'Autokorrelation der unbeobachteten'- Zufalls

gliecler selbst, d.h.. der u^, überprüfen,- ^sondern nur:'

e b e n d i e d e r ' R e s i d u e n . •'.' '•' . ..'..;..••.•.-•••.'• ...';•' ;-;':;:.:-:'; '•';'.• .

Monte-Carlo-Studien von ORCUTT und COCHEANE38v:haben ; ̂

diesen Mangel eindeutig gezeigt. , ...v- '-•'

-5 0 . Siehe -.John', von NEIMANN, Dist r ibut ion .-pf t he "Ratio
of the Mean Square Succes.sive Diff erence . to:.th.e.
Vi AMS 1 / 9 ^ i 'Variance, AMS 12/19^1 ;•> sowie, d se . , A .Furthe;r':.Remark;
Concerning' the. Dis t r ibut ion of the Rptio of.-theV-Hearj
Square Successive Diff erence t o the Varian'ce.v>;ÄMS:.
133/1942.

Siehe .B; I. ;HART;.ujid" J^v. NEUriANN;,;TabuIatfo;^;.v:af;'-the
Pro.bäb.i-lities-'.f or'• the:; R'atio. of the. flean Sqüaieä'. • '
Successive • Diff erence to -the- Varianpe,' AI;lS;;:rS;3/r1;94? •',;-

-. 2-7 -



! ff -•••

In zu vielen Fällen führte die Anwendung des VON-

NEUMANN-Quotienten auf. die Residuen (u.) zur. Annahme

der Nullhypothese fehlender Autokorrelation, der. in

der Studie vorgegebenen und damit' bekannten .Zufalls-

glieder, (u)., wo sie in '-Wahrheit, - so. die, Versuchs- .

anorönung .-, hätte, abgelehnt werden müssen. . Die

Verteilung, des V.ON-NEUMANN-Quotienten ist also; nicht

geeignet zur Entdeckung der Autokorrelation. von- un-

beobachteten Zufallsgliedern anhand von Schätzwerten

für dieselben. Es läßt sich mit' ihr entweder die

Autokorrelation der Residuen anhand.einer Stichprobe

von Residuen oder aber die. Autokorrelation der unbe-

obachteten Zufallsglieder anhand einer." Stichprobe

von unbeobachteten Zufallsgliedern (d.h. gar nicht)

ü b e r p r ü f e n d : •. '; ' • .••-:'>• V ' ' ." ;.;.•:., :.
:- \-^. ••'..:••'• y

Leider herrscht in- der "Literatur eine; gewisse; Verwir-

rung; , dadurch";daß .'.'diß^DpRBIN-WAT^^

a'ls VON-NEUMANN-Quotient;;.bezei.chnety bzw. der •'VON-.-' .•

NSUMANN-Quotient"'mit" Hilf e- der- DURBIN-MATSÖN-d-i}:":' '
• . • . : . ' . , • : • . . ' • • ; • • • ' " • : . . • . . . 5 0 : " • • • • ' . . . • • • " • • • ' : • • . ' • . • • - • ' • < • ' - • • • , ; • • . • • • • ; • . • ; • . • : : • • : • ' • - - •

F o r m e l d e f i n i e r t .-wird'.; • ; •-.- .: •'•"• ,::-; •'-";.:. •\;';;;r:'.:': -• ' •.

Der d^.Test 'von "DURBIN 'und;-WATSÖN -wurdet ausgearbeitet

für Regressionsgleichungen (Einzelgleichungssysteme),

in denen alle erklärenden Variablen exogene Variab1en

sind..Er gilt deshalb streng genommen.nicht für

Gleichungen, in denen verzögerte Werte der abhängigen

Variablen als erklärende Variablen vorkommen, und

ferner nicht durchgängig für einzelne Gleichungen ••

eines simultanen Gleichungssystems-';.. ,,... •;..;-', '..•'••.''•:: :'•;

Siehe G.... H. : ORCUTT'. ühä-D.'- COCHMNE,%_
Stüdy of . the' Meritsyof 'Autoregreösj:ve;: and;;R.educed
Form Transformations' in Regression Anälysis,, : : •
J A S A . 4 4 / 1 9 4 9 :.'. ..': : ' . '•y; : " ; ••'••'/• •.•••'.;•.•;•.•.•••••••

Siehe z.B. H. THEIL und A.L. NAGAR;,'/Testing the '
Independence of Regression.Disturbances, JÄSA. 56/
1 % 1 , i n s b e s . d i e F n . 2 a u f S.. 7 9 3 . : •.•••••.
Eine klare Unterscheidung findet man dagegen bei
C.F. CHRIST, a.a.O. , S. 523ff.,. auf; die. wir uns. . •
g r ö ß t e n t e i l s s t ü t z e n . . . . • '{ •: ;•;-• •



Die Verteilung der Statistik d hat eine Spannweite
40")von 4 und . hängt zunächst ab von der Zahl der

Beobachtungen (N) und der Zahl der erklärenden

Variablen außer dem Absolutglied (k - 1) . Da sie

ferner. abhängig ist von den Beobachtungswerten ,für;

y, der abhängigen Variablen., und;, für z v (i =;1,....,. k)

den (exogenen), .erklärenden Variablen, ist 'es. nicht

gelungen, sie allgemeingültig anzugeben. Die.Vertei-

lung von. d wird statt dessen eingegrenzt von den Ver-

teilungen für zv/ei andere statistische Größen, näm-

lich d. und d-,, die nicht von den Beobachtungswerten

selbst, wohl aber (auch) von der Zahl der Beobach-

tungen und der Zahl der erklärenden Variablen, ab-

hängen .; • ' . • •;. .. ' •

Um die Alternativhypotrie.se positiver Autokorrelation

gegen die Nullhypothese keiner Autokorrelation zu

prüfen, stellt man deshalb für eine ausgewählte

Irrtumswahr-scheinlichkeit in Abhängigkeit-von N'

und (k - .1) die . zugehörigen kritischen. .Werte für

d,.- und- d-,.: fest ..Diese Werte grenzen,..das; der, gewähl-

ten Irrtumswahrscheinlichkeit entsprechende kritische

ö' ein. • Ist darin das berechnete d größer'"als 'oder

bleich d , dann nimmt man die Nullhypothese an, ist
u ' ... . . ' .

d kleiner als oder gleich d-,, dann wird die Nullhypo-

these zugunsten der Alternativhypothese zurückge-

wiesen. Wenn die Konstellation d-,̂  d<d auftritt,

ist das Testergebnis nicht schlüssig.

Um die Hypothese negativer Autokorrelation zu testen,

verwendet man aus Symmetriegründen die Größen • .

(4 - d ) und (4 - d-,).. Zu einer ausgewählten. Irrtum?--

Wahrscheinlichkeit bilden.also die zugehörigen . .

Werte d-, und d eine untere und obere: .Schiaike''ftir.

Die Verteilung schrumpft mit zunehmendem Stich-
probenumfang (N->oo) auf den Wert 2 zurück.

4 1 ' • ' • •

unter dem kritischen d verstehen wir.die sonct so
genannte Grenze des Annahmebereichs' der. Nullhypo-
these, im englischen auch acceptance level genanni:



das kritische d beim Test positiver Autokorrelation.

Entsprechend bilden (4 - d ) und (4 - d.) die untere

und obere Schranke für das kritische d beim Test
42negativer Autokorrelation. Es existieren Tabellen

für einseitige Fragestellungen, die wegen der Symme-

trie der Verhältnisse auch für zweiseitige Tests an-

wendbar sind.

Orientiert man sich in der Praxis allein an den •

Schranken d und 4 - d , dann erhöht man etwas die--

Irrtumswahrscheinlichkeit, d..h. man wird etwas häu-

figer Autokorrelation annehmen, wenn tatsächlich keine
43

gegeben ist. Beim Test auf Autokorrelation des Zu-

fallsgliedes in Einzelgleichungen mit der verzögert

abhängigen unter, den erklärenden Variablen wird je-

doch die ausschließliche Anwendung von d (bzw. 4 - d )
44 u a

geradezu empfohlen.

DURBIlT's Untersuchung ^ der Frage der Anwendbarkeit

des d-Tests auf einzelne Gleichungen simultaner

GleichungsSysteme hat ergeben, daß die Anwendung der

4P
Siehe J. DU.RBIN und G. S. WATSON, Testing ...
Regression II, a.a.O.

f '̂ Es gibt jedoch Anhaltspunkte dafür, daß das
kritische d näher bei d als bei d- liegt, siehe
C. F. CHRIST, a.a.O., sY 527.

44
^ Siehe C. F. CHRIST, a.a.O., S. 527f. und unsere

vorhergehende Fußnote.

45
Siehe J. Durbin, Testing for Serial Correlatior.
in Systems of Simultaneous Regression Equation
Bm 44/1957.



DURBIN-WATSON-Gtatistik d auf strukturelle Residuen

und die Anwendung der Tabellen für d-, und d korrekt

ist, sofern die Menge der vorherbestimmten Variablen

nur exogene Variablen enthält und sofern die Struktur-

gleichung gerade oder exakt identifiziert ist. Bei

überidentifizierten Strukturgleichungen, und wiederum

unter der Voraussetzung, daß keine verzögert endogenen

Variablen im Modell vorkommen, gilt der d-Test

approximativ. Ein für diesen Fall genauer Test wird

zusätzlich von DURBIN angegeben.

Läßt man verzögert endogene Variable zu, dann bleibt

die näherungsweise Gültigkeit erhalten. Leider nimmt

DURBIN bei seinen Überlegungen an, daß die Gleichungen

mit der Limited-Information-Methode geschätzt werden.

Wir glauben aber, daß wir keine großen Fehler machen,

wenn wir DURBINs Resultate (ohne den genauen Test für

überidentifizierte Gleichungen) auch auf die 2SLS-
46Methode übertragen. In jedem Fall bringen wir

unseren Resultaten bei der approximativen Signifikanz-

prüfung der 2SLS-Schätzungen eine angemessene Skepsis

entgegen, wenn wir uns an d allein statt an d und
u u ———

d-, orientieren.

46
Bei der Handhabung der Tabelle für d-, und d gilt
hier als Zahl der erklärenden Variablen di^Gesamt-
zahl der im GleichungsSystem insgesamt enthaltenen
vorherbestimmten Variablen ohne die Dummy-Variablo
für das Absolutglied der betrachteten Gleichung.
Siehe J. DURBIN, a.a.O., S. 377
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