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Einige exakte und asymptotische Ergebnisse flr
das Standardmodell der Portefeuille-Auswahl

innerhalb einer Periode

Laurie Davies und Gerd Ronning

1 Einleitung

1.1 Das gewdhnliche Portfeuilleauswahl-Problem fiir eine
Periode kann wie folgt beschrieben werden: Ein Anleger mit
einer Nutzenfunktion wu(x) (wobei x der Betrag des Ver-
mégens ist) und Anfangsvermégen Y wihlt aus n Wert-
papieren (Av)? ein Portefeuille in der Weise aus, daB

der erwartete Nutzen des Verm&gens, das sich nach Ablauf
einer Periode ergibt, maximiert wird. Wenn Y, der Betrag
ist, den der Anleger im Wertpapier A investiert, dann
ist es sein Ziel, den Ausdruck E(u( g v, X%, )) zu
maximieren, wobei die nicht—negativeninfallsvariablen (Xv)?
die Werte der entsprechenden Wertpapiere (Av)? pro Ein-
heit des investierten Verm8gens am Ende der betrachteten
Periode bezeichnen. Man beachte dabei, da® in dieser For-
mulierung die M&glichkeit der Kreditaufnahme und der Anlage

in anderen Wertpapieren als (Av)? ausgeschlossen ist.

Wir m8chten gleich zu Beginn dieses Aufsatzes darauf hin-

weisen, da® wir stdrker als bisher in der Literatur liblich
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die Beschrinkung der Zufallsvariablen auf nichtnegative

" Werte betonen werden; bisher wurde oft nicht darauf geachtet,
daR negative Werte fir die oben definierten Zufallsvariablen
negative Preise der Aktien bedeuten wlirden bzw. daf man mehr

verliert als man investiert hat.

1.2 In [ 4] wurde unter Verwendung recht schwacher Annah-
men gezeigt, daf dies Problem eine eindeutig bestimmte L&sung
besitzt, die wir im folgenden mit (yi)? bezeichnen wollen.
Explizite L&sungen scheinen jedoch nur in sehr wenigen F&llen

bekannt zu sein; zwei davon seien hier erwidhnt:

(1) Die Zufallsvariablen (Xv)? seien austauschbar
(exchangeable) und linear unabhingig, und u(x) seil
beschridnkt und streng konkav. Dann ist

y, = ¥/n ,v=1, ... n ,

die eindeutig bestimmte Ldsung (siehe [ 4]).

(2) Die Zufallsvaricblen (Xv)? seien unabhingig und
normalverteilt mit Erwartungswerten (“v)? und
Varianzen (03)? . Angenommen, die Nutzenfunktion
sei u(x) = 1 - exp(-nx) , n > 0 , dann ist fir
genligend groRes Y (siehe § 2)

-1 8 -2)
oo {jzl(“v uj)cj J

2 n -2
0\)[_2 Uj }
J=1

die eindeutig bestimmte LOsung.
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Im zweiten Beispiel ist die Bedingung, daR die (Xv)? positiv
sind, verletzt; es wurde trotzdem angegeben, weil die Annahme
der hormalverteilung sehr hiufig behandelt wird. Uber die
Wirkung, die die negativen Werte auf die optimale Auswahl

haben, berichten wir in § 2

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, analog zu dem Ergebnis (2)
LSsungen fir andere Verteilungen als die Normalverteilung zu
bestimmen. Dabei werden wir weiterhin annehmen, da die Nut-
zenfunktion von der Form u(x) = 1 - exp(-nx) , n > 0 , ist,
In § 2 werden die Gamma-Verteilung und die Poisson-Verteilung
sowie positive stabile Verteilungen untersucht. Manchmal ist
es mégliéh, die exakte asymptotische Auswahl, d.h. %im yj/Y s

anzugeben, selbst wenn die exakte Auswahl flr festes Y

nicht bestimmbar ist. Uber solche Fille berichten wir in § 3 .

1.3 Die Ergebnisse in § 2 und § 3 werden stark von den An-
nahmen beeinfluft, daR die Zufallsvariablen voneinander unab-
hingig sind und daf die Nutzenfunktion u(x) von der Form

1 - exp(-nx) ist. Wir wollen jetzt in aller Kirze diese beiden

Annahmen besprechen.

Es ist klar, daR in der Realit#dt die Annahme der Unabhéngig-
keit verletzt ist. Die folgende schwichere Annahme bietet sich
an, obwohl auch sie keine befriedigende L&sung darstellt: Jede
Zufallsvariable Xv ist durch zwei Zufallsvariablen, ZO (Markt-
komponente) und Z, (Stdrvariable), bestimmt und zwar so, daR

entweder



‘(3) Xv = Hv + ZO »b v =21, ..o
oder
(4) Xv = szo s =1, ... n

gilt, wobei die Zufallsvariablen (Zv)g voneinander unabhingig

sind. (FlUr Ansatz (3) siehe z.B. [6] .)

Verwendet man (3) gemeinsam mit der Nutzenfunktion

u(x) = 1 - exp(-nx) , dann spielt die Zufallsvariable Zg

keine Rolle und es ist m&glich, mit den Methoden dieser Arbeit
exakte und asymptotische L&sungen zu erhalten. Allerdings

ist es schwierig, eine vernilinftige Bedingung fiir die Nicht-

Negativitit der Zufallsvariablen (Xv)? anzugeben.

Im Gegensatz dazu steht die Annahme (4). Die Nicht-Negativitit
der (Xv)? stellt jetzt kein Problem dar, weil man nur annehmen
muR, daR alle Zufallsvariablen (Zv)g positiv sind. Exakte
Losungen des Portefeuilleauswahl-Problems hingen nun aber von
der Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Zo ab und sind
deswegen schwer zu bestimmen. Es scheint auch in diesem Fall
méglich zu sein, asymptotische L&sungen zu erhalten. Wir wollen

jedoch hier auf diese Frage nicht eingehen.

Wenden wir uns nun der Frage der Nutzenfunktion zu. Es ist
bekannt, daB die Nutzenfunktion 1 - exp(-nx) "konstante
Risiko-Aversion" des Anlegers beschreibt (siehe [12]) und
deswegen von dkonomischer Bedeutung ist. In vielen F#llen
wire jedoch "abnehmende Risiko-Aversion" plausibler. Aller-

dings ist es in diesem Fall schwierig, exakte oder asymptoti-
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sche L8sungen zu erhalten. Zu ersten ist es im allgemeinen
selbst filr den Fall unabhingiger Zufallsvariablen (Xv)?
unméglich, eine geschlossene Form fiir die Verteilung der Summe
? vav anzugeben. Die einzige Ausnahme davon bildet dié
;;;ilie stabiler Verteilungsfunktionen, die gZum Teil aus die-

sem Grund, oft in der Literatur behandélt wird (siehe

z.B. [2,6,1113] ).

Andererseits wiirde, auch wenn diese Verteilung in einem be-
stimmten Fall bekannt wire, die Berechnung von E(u( §1yvxv))
nur in sehr Wenigeh Fdllen mdglich sein., Es wire se;;
interessant zu wissen, wie robust die optimale Auswahl (yt)?

bezliglich dieser Annahme einer bestimmten Nutzenfunktion ist.

1.4 In § 2 und § 3 wird weiterhin einschrinkend angenommen,
daR eine Anlage in Bargeld (oder einem Wertpapier, daf einen
bestimmten Betrag mit Sicherheit liefert) nicht mdglich ist.
Dies geschieht, weil die Hinzunahme eines solchen Wertpapiers
die Analyse liber den Zusammenhang zwischen den Ulbrigen Wert-
papieren verwischt. In § 4 Beweisen wir unter sehr schwachen
Annahmen, daf die Gleichung %im y:/Y = 1 fiir eine umfangreiche

Klasse von Nutzenfunktionen gilt, wobeil Yo die Nachfrage nach

Geld bezeichnet.

2 Exakte L&sungen

2.1 Wir wollen zuerst die Definition und einige Eigenschaf-
ten der (einseitigen) Laplace-Transformation einer positiven

Zufallsvariablen X rekapitulieren. Fir positives X ist die
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Laplaée—Transformation x{(x) von X durch

f ©
(5)  x() = EBlexm-a0] = [ expl-rn) Flax)
e}
definiert, wobei F(x) die Verteilungsfunktion der Zufalls-
variablen X ist. Da stets x» > O gilt, ist klar, dag x(i)
existiert und (beliebig oft) differenzierbar ist. Diese Ei-

genschaft werden wir spdter benutzen.

Es seien (Xv)? voneinander unabhingige Zufallsvariable mit
Laplace-Transformationen (Xv)? . Dann erhalten wir fiir die

n
Summe Z vav > Y, 20, v=1, ... n als Laplace-Transformati
v=1l

s

(6) x(x) = x, (Ay )

=1

<

Wenden wir uns nun dem Portefeuilleauswahl-Problem zu. Wenn
die Nutzenfunktion des Anlegers u(x) = 1 - exp(-nx) , n > 0O ,
ist und wenn er jeweils einen Betrag Yy, in Wertpapier A, in-

vestiert, dann betrigt sein erwarteter Nutzen am Ende der Peric

n
vaV)] =1 - E(exp(—nvziyvxv) =1 - x(n) ,

E[u( E

v=1

wobei x die Laplace-Transformation von Elyvxv ist. Angenommen,
die Zufallsvariablen (Xv)? sind voneina;éer unabhingig und
besitzen Laplace~Transformation (xv)? ; dann folgt aus (6),
daf der erwartete Nutzen des Anlegers durch T%lxv(nyv)

v=

gegeben ist. Das Portefeuilleauswahl-Problem ist deshalb

Yquivalent mit der Minimierung von

AT



n
(7) ! log(x,(ny )

v=1

‘unter Beachtung der Restriktionen

B )
(8) y, = Y
_ v=1 "V
und
(9) v, 2 O, v=1, ... n . -

Dies ist ein Problem des nichtlinearen Programmierens und
wurde in grégerer Allgemeinheit in [ 3] behandelt. Deshalb
geben wir hier die auf unser spezielles Problem lUbertragene

L6sung ohne Bewels an:

Man ordnet zuerst die Zufallsvariablen (Xv)? nach den Erwar-

tungswerten derart, daR

1}

>
-

o

(10) My 2 Uy 2 aea.. > W, T E(Xv) s V

n

gilt. Dann existiert eine ganze Zahl m, 1 € m < n , mit den

folgenden Eigenschaften:

El ‘Die m+1 Gleichungen
n
(11) !y, =¥ ,
vzl
x. (ny )
V v = - : o« & o
(12) W = Yo » v 1, m

besitzen eine eindeutig bestimmte L&sung (yi)g , fir die
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(13) yo>0, v=1, ...m
gilt. (yg ist der Lagrange-Multiplikator.)
E2 Es gilt
u <y v = m+l n
v‘*— O ’ , L I ) -
%*
E3 Die L8sung (yv)? von (7), (8) und (9) wird durch
s
. yv s v =1, ... m
Yy, °
0 s Vv Em+l, ... n
gegeben.

Wir werden deshalb in dieser Arbeit nur die allgemeine L&sung
von (11) und (12) angeben, weil die Bedingungen yi > O,v=1,...n
ohne Schwierigkeiten berilicksichtigt werden kénnen. Abschliefend
sei darauf hingewiesen, daf die L&sung von (11) und (12) in

vielen Fidllen einfach ist. Wir geben dann nur das Resultat an.

2.2 Die Normalverteilung

Die L8sung filir die Normalverteilung wurde in § 1 gegeben. In
diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Wirkung der
(unzulsssigen) negativen Werte der Zufallsvariablen (XV)2

auf die optimale Auswahl.

, %
Fiir grofBes Y gilt filr die optimale Auswahl (yv)?

* - no_
(14) vy, = Y°v2 ! C 1°j2)
J:



Dies folgt direkt aus (2). Demnach ist die optimale Auswahl
annihernd gleich der Auéwahl, die die Varianz des Gesamt-
Portefeuilles unabhingig von dessen Erwartungswert minimiert.
Man betrachte nur den Anteil, den die positiven Werte der
Zufallsvariablen Xv an xv(k) » der Laplace-Transformation von

Xv’ haben. Dieser ist durch

(2ﬂ0v

-1/2 =
2 I exp(-ax = %[——————
o

gegeben, woflir sich auch schreiben 148t:

-1/2 1.2 2, [° 2
(15) (2n) exp(-uvA + 5) o, f exp(-x“/72) dx
ovx—uv/ov

Fir grofes Y folgt aus (14), (15) und der asymptotischen Glei-

chung

f exp(-x2/2) ax = y-iexp(-y2/2) s
¥y

dah

*
exp (- %(nyvcv—uv/ov)2)

%
x,(ny ) = -
v v
v2n (nyvov-uv/ov)

gilt. Deshalb ist der Anteil der positiven Werte von Xv am

erwarteten Nutzen ungefdhr

4 0 5 S, (n _,yn_n
i3 3, b (15 T

v=1 v=1 v

(2m)2(qy)"

wihrend der wirkliche erwartete Nutzen ungeféhr

. /10
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n (n1)°

-2
o
v

1 - exp(%

1t e~

v=1

ist. Daraus folgt, daB fiir groRes Anfangskapital der erwartete
Nutzen zum Uberwiegenden Teil durch die - fiir unser Modell
unzuléssigen - negativen Werte von X\J bestimmt wird. Wenn also
in Anwendungsf#llen angenommen wird, daR die Zufallsvariablen
normalverteilt sind, dann ist bei hohem Anfangsvermdgen Y
darauf zu achten, daf der EinfluR der negativen Werte von (Xv)g,
bedeutend sein kann. In § 3.2 werden wir zeigen, daB, wenn
normalverteilte Zufallsvariablen (vag nur positive Werte
annehmen, fir die optimale Auswahl

(16) %im yi/Y = 1/n ,v=1,... n

gilt - im Gegensatz zu (14) .

2.3 Stabile Verteilungen

In den letzten Jahren sind, beginnend mit Mandelbrots Arbeit [
stabile Verteilungen sehr ausfihrlich im Zusammenhang mit der
Portefeuille-Analyse diskutiert worden. Fiir die folgenden Aus-
flihrungen ﬁbefnehmen wir die Bezeichnungsweise aus dem Artikel
von Fama [ 5] und verweisen auch beziiglich der Definition und
Eigenschaften der Verteilung sowie der Interpretation der

Parameter auf diese Arbeit.

Fiir unser Portefeuilleauswahl-Problem beschrdnken wir uns auf
solche stabilen Verteilungen, deren Masse auf der positiven

Halbachse konzentriert ist. Notwendig und hinreichend dafir ist

s



dah

§ 20, 0<a<1, B8=1

ist. Da unter diesen Bedingungen die Dichtefunktion fir x < §
verschwindet, betrachten wir nur den Fall 6§ = 0. Die Laplace-r
Transformation x(x) der stabilen Verteilung mit 6 = 0 , 0 < a < 1,

B = 1 ist durch
x(2) = exp(-yr%cosec(na/2))

\ N
gegeben, woraus sich folgendes Ergebnis leicht ableiten 1iRt:

Satz 1. Es geien (Xv)? stabile Zufallsvariable, fiir die
§, =0, B, * 1,vy,>0, a, 7 a,0<a<1 , v =1, ... n , gtlt.

Dann i1st die optimale Portefeuilleauswahl durch

1/(1-
% Y Yy @)
(17) y, = - ,v=1, ... n ,
Z’Y%/(l-a)
551

gegeben.

Dies Ergebnis impliziert, daR umso mehr von einem Wertpapier Av
gekauft wird, je gréfer der Wert des Streuungsparameters Yy der
Zufallsvariablen X, ist. Leider sind die Eigenschaften der
Dichtefunktion einer stabilen Verteilung noch nicht genligend
bekannt, um die Wirkung einer Erh&hung von Y, genau abschitzen
zu kénnen. M&glicherweise wird dadurch eine Abflachung der Kurve
bewirkt, die, da die Dichtefunktion flr negatives x verschwin-
det, die Masse an das rechte Ende der Verteilung driickt. Dies
bedeutet, daR die Wahrscheinlichkeit fiir hohe Werte zunimmt,
widhrend die fUr niedrige Werte abnimmt, was einer objektiven
Verbesserung des Wertpapiers gleichkommt. Selbst wenn dies wahr

wire, miiRte das Argument mit Vorsicht benutzt werden. Denn wir
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~werden sehen, daf in manchen Fillen die Verbesserung der Bedin-
gungen, die eine Aktie bietet, dazu filhren kann, daB von ihr

weniger gekauft wird (siehe § 3.3).

2.4 Die Gamma-Verteilung

Man sagt, eine Zufallsvariable sei gammaverteilt, wenn sie eine

Dichtefunktion besitzt, fiir die

0 , X £0
(18) £(x) = |
F%ET xu~1e—ex , X >0

gilt, wobei a,8 > O Konstante sind. Als Erwartungswert und

Varianz erhalten wir
E(X) = a/8 , V(X) = a/8°
Die Laplace-Transformation x(A) ist durch
x(A) = (1 + a/8)"°

gegeben. Fiur die optimale Auswahl erh#lt man in diesem Fall:

Satz 2. Es seien (Xv)? gammaverteilte Zufallsvariable mit
Erwvartungswert (uv)? und Varitanz (03)? . Dann ist die optimale

Auswahl durch
n

r\) .

-1 2
u Y + /o5
(19) o ° i <J'Ziu‘] ’ My
o z 2/02
v . 1“j j no
J:
gegeben.

.../13




_13-

Daraus folgt unmittelbar, daf

e 2
y u n
. 2, 2
(20) lim M = > z us/of
C Yoe Y o2 |5819°73

v

ist, d.h. fiir voneinander unabhingig gammaverteilte Zufalls-
variablen wird die optimale Auswahl anndhernd durch E(Xv)z/V(Xv)
bestimmt, was im Gegensatz zum Ergebnis (2) fir die Normal-

verteilung steht.

Es 18Rt sich zeigen, daR nur fir o > 1 der Modalwert grdfRer als
Null ist. Da fiir Aktien im allgemeinen die Annahme wenig plau-
sibel ist, daB® ein Totalverlust am wahrscheinlichsten ist, sollte
man vor allem Gamma-Verteilungen mit a > 1 betrachten. Im Gegen-
satz zur stabilen und Normal-Verteilung existieren bisher keine
entsprechenden Untersuchungen fiir die Gamma~Verteilung dariiber,
wie gut sie die m8glichen Ertrige aus Aktien beschreibt, obwohl
diese Verteilung unseres Erachtens von der Form her fir diesen
Zweck geeignet widre. Flir ein weiteres Argument zugunsten der

Gamma-Verteilung siehe § 3.4 .

2.5 Die Poisson-Verteilung

Eine Zufallsvariable ist Poisson-verteilt, wenn

(21) P(X = v) =

exp(=u) , uw>0, v =0,1,2,....
v!

gilt. Fiir Erwartungswert und Varianz der Verteilung erhalten wir

(22) E(X) = V(X) = u

.../1u
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sowie flir die Laplace-Transformation

(23) x(x) = exp(u(exp(-1)-1)) .

Satz 3. Eg seien (Xv)? Poisson-vertetlte Zufallsvariable mit
Erwartungswert (uv)? . Dann 18t die optimale Auswahl durch
* Y

_ 0
(24) v e Ly 0 Y0g u, - %(jz‘log b))
=1

gegeben.

Da flr das von uns betrachtete Auswahlproblem eines optimalen
Portefeuilles die Poisson-Verteilung keine Anwendungsmdglich-
keiten zu besitzen scheint, werden wir diese Verteilung im folgenr
den nicht weiter betrachten. Wir weisen jedoch darauf hin, daf
sich das obige Ergebnis ohne weiteres auf den Fall der Zufalis—

variablen Xv/av » 6§, > 0 , Ubertragen 1dRt.

3. Asymptotische Ergebnisse

3.1 Unter asymptotischen Ergebnissen verstehen wir Ergebnisse,
die filir grofes Anfangsvermbgen Y gelten. Wie bereits erwihnt,
sind solche Ergebnisse auch in F8llen anwendbar, in denen die
genaue Form der Laplace-Transformation nicht bekannt ist. Dies
rithrt daher, daR das asymptotische Verhalten der Laplace-Trans-

;
formation vom Verhalten der Verteilungsfunktion nur in der Nachw

Zusammenhang ausniltzen zu k&nnen, miissen wir zuerst beweisen,

barschaft des Ursprungs abhingt (siehe [ 7]). Um jedoch diesen l
ﬁ
i
* !
daR fir jedes v der Ausdruck y, gegen Unendlich strebt, wenn Y |

gegen Unendlich strebt. Dazu bendtigen wir den folgenden
L

1}
b
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Hilfssatz 1. Es set x(A) die eitnseitige Laplace-Trans-

formation der positiven Zufallsvariablen X. Ist
P(Xse) = 68(e) > O

ftir alle ¢ > 0 , dann gilt

X x'(x)
lim — = 0]
Ao x (X))
Beweis. Wir beweisen zuerst, daB
: [ exp(-ax) F(dx) . J x exp(-xx) F(dx)
(25)  lim —2 = lim —2 =
Are [ exp(=-ax) F(dx) Ase f x exp(-ix) F(dx)
o) Yo

fir alle ¢ > © gilt, wobei F(x) die Verteilungsfunktion von X

ist. Offensichtlich ist

Iw exp(=-ix) F(dx)
o)

(26) lim inf <

Ave exp(=-arx) F(dx)
o
Da
© ) € ©
J exp(-ax) F(dx) = J exp(-ax) F(dx) + J exp(-ix) F(dx)
o o €
€
< j exp(-ax) F(dx) + exp(-ie)
o
und

7€ e/2
f exp(-Ax) F(dx) 2 [ exp(-ax) F(dx) 2 8(e/2)exp(-re/2)
o o

gilt, erhalten wir

... /16



[ exp(=-2x) F(dx)
0

<1+ 1lim sup{(6(5/2))‘1exp(—ke/2

Ao

lim sup
Ao

J exp(=-ax) F(dx)
o

Unter Berilicksichtigung von (26) folgt daraus (25), soweit es
den hinteren Ausdruck in dieser Gleichung betrifft. Fiir den

zweiten Ausdruck in (25) verliuft der Beweis analog.

Unter Benutzung von (12) erhalten wir

@ €
[ x exp(=-ix) F(dx) f x exp(=-ix) F(dx)
lim sup 2 = 1lim sup 2
A exp(=-irx) F(dx) A>e J exp(=-rx) F(dx)
o o

fir alle € > O . Daraus folgt der Hilfssatz 1, wenn man bedenkt
daB

€ €
f!x exp(-2x) F(dx) < J exp(=-ix) F(dx)
o) o)

gilt. Unter Verwendung dieses Hilfssatzes k&nnen wir nun den

folgenden Satz beweisen:

Satz 4. Sind die Zufallsvariablen (Xv)g unabhéingig und gilt
fir jedes Xv
P(X,S€) > 0 , v=1,...n

fir alle € > O , dann ist

. %
limy (Y) = = , v =1, ... n
Yro ¥
. LI .
Beweis. Wir bezeichnen den Index des kleinsten y, mit v; und

' ] . .
den Index des grdften y_ mit v, . Hilfssatz 2 impliziert, da®

%
)
sz(“yvz)
(27) 1im - n = 0
Tre (n * )
XVZ sz

c . /17
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Wir nehmen an, daf

%
lim inf y < o
Y->o Vi

%! (x)

gilt. Wegen - — >0 fir x>0 s v =1, ... n , folgt
x, (x)
\Y

daraus, daB eine Folge (Yn); existiert, die derart gegen Unend-

lich strebt, dag

XGI(“yjl(“))

(28) inf - nq

n
le(“y

v
]

A\
o

(n))
1

\Y

. . . N ) &
fir irgendein ¢ ist, wobei yvl(n) das kleinste y, mit Y = Yn

bezeichnet.

*
Da die Auswahl (yv)? den Nutzen maximiert, impliziert die

Methode der Lagrange-Multiplikation, daR

' (ny ) ' (ny” )
X\)l y\)l X\Jz \)2
le(“yvl) sz( Yy,

isp, wobel die Ungleichung nur im Fall y:1= O gelten kann. Da
jedoch offensichtlich (27), (28) und (29) miteinander inkon-
sistent sind, muf

o * -
v, <

sein, womit Satz U4 bewiesen ist.

3.2 Regulir variierende Dichtefunktionen

Wir leiten zuerst asymptotische Ergebnisse flr Zufallsvariable

ab, deren Dichtefunktion in der Nachbarschaft des Ursprungs

0../18
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regulsr variieren. Zur Definition des Begriffs "regulir

variieren" siehe [ 7] .

Satz 5. Sind (Xv)? voneinander unabhiéingige positive Zufalls-
vartiable mit Dichtefunktion (fv)? s fidr die
xPv=1
(30) f(x) 2 ———L(x) , x¢0 , v=1, ... n°"
v v
r(ey)
gilt, wobei p, > O <8t und Lv(x) eine langsam variierende

Funktion ist ( siehe [ 7] ), dann gilt

(31) lim y*/Y =
Yoo v 3:1

Beweis, Es ist

xv(x) = J: exp(-ax) fv(x) dx

und

- x$(x) = J:x exp(-Ax) fv(x)-dx

Aus (30) folgt ([ 7] S.275) , dap fiir grofes A

1

x, (A~ APy Lv(x' )

und
- 3! -py-1 -1
ORI L, (07 :
woraus wir direkt
]

xv(k) o,
(32) - ——

X, (2) A

./19




erhalten. Nun folgt aus (30) und Satz 4, da®

. *
(33) %1m y, * ® , v =1, ... n
+>o
und deshalb
% %

xi(nyi) xj(nyj)
(34) % = - 1 <i,j <n

Xi(nyi) XJ'(nyJ')

Wegen (33) erhalten wir aus (32) und (34) zusammen

P P
———%—— ~ ———%—— s, 1 <1,] €£n R
yi YJ

woflr wir auch schreiben k&nnen:

% ]
(35) v, v —i » 1<1i,j sn
1
n
Unter Berilicksichtigung der Budgetrestriktion ) vy, = Y folgt
. v=1
daraus
% P4 Y
Y1 v n
I es
j=1"?

Satz 5 ergibt sich jetzt bei Beachtung von (35).

Anzumerken ist, daB® Satz 5 die Ergebnisse (16) und (20) als
Spezialfille einschlieft: Filr positiv bed:’mgteJr normalverteilte

Zufallsvariablen ist b, = 1, v =1, ... n, woraus sich (16)

+ Gegeben sei die Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion
F(x) = ffm £(t) dt . Wir sagen, die Zufallsvariable ist positiv

bedingt, wenn wir fir x > O Wahrscheinlichkeiten von der Art
X [- -}
P(O £ X< x) = [Jf£(t)at / [j £(t) dt

betrachten.
... /20



direkt ergibt. (20) ist identisch mit (31), da fir o in (18)
- 2
a = E(X)° /7 V(X)

gilt und e * eine langsam variierende Funktion fiir x+0 ist.

2.3 Auswahl zwischen Lotterien

Wir betrachten in diesem Abschnitt Lotterien. Darunter verstehe
wir sclche Wertpapiere (Av)g , bel denen mit Wahrscheinlichkeit
q, das gesamte im Wertpapier Av investierte Kapital verloren
geht, wihrend mit Wahrscheinlichkeit p, = 1 - q, sich filr diese!
Wertpapier ein Betrag (pro investierte Einheit) von a, > 0

am Ende der Periode ergibt. Als Laplace-Transformation erhalten

wir deshalb

(36) xv(x) =q, + pvexp(-avk)

Satz 6. Sind die Wertpapiere (Av)? Lotterien im oben be-

schriebenen Sinn und sind die (Xv)? voneinander unabhingig,

dann gilt
-1
. . & a\,
(37) o limy /Y = —4/———— , v =1, ...
Yoo Z a‘l
j=1 !
Beweis. Aus (36) erhalten wir
'(ny®) *
Xy iy np_a_exp(-na_y. )
(38) - —— = vV v {‘F“
x, (ny ) q, + p,exp(-na y )

Da die Voraussetzungen des Satzes 4 erfiillt sind, ist

/21



) *
(39) %1m y, = , v=1, ... n s
00

so daR wir entsprechend dem Beweis filr Satz 5 aus (38)

( ) ¥
p;asexp(-na;y; pjajexp(—najyj)

N

; K. %
q; + pyexp(-nay.) a; + pjeXp(-najyj)

erhalten. Weil a , D q, >0 ist flr v = 1, ... n und weil

\)’

(39) gilt, erhalten wir
* 3 .
a.y. n ajyj s 1 <1,3 £ n .

Unter Berilicksichtigung der Budgetrestriktion ergibt sich

daraus (37) .

Aufgrund dieses Satzes 14Rt sich folgendes interessante Ergeb-
nis angeben: Wenn Q, = q@ , v = 1, ... n , dann kauft der Anleger
weniger von einem Wertpapier mit hohem a, > d.h. er "pridferiert"
in seiner Auswahl das objektiv schlechtere Wertpapier. Natir-
lich ist dies Ergebnis nur fir Lotterien bewiesen, doch ist
allgemein Vorsicht geboten, wenn man versucht, intuitiv zu
interpretieren, warum die Auswahl (yt)? die beste ist. (Siehe

dazu die Bemerkungen am Ende von § 2.3.}

3.4 Die logarithmische Normalverteilung

Man sagt, eine Zufallsvariable X sei logarithmisch normal-

verteilt, wenn die Dichtefunktion f(x) durch

2
1 exp[_ %[ 1og§x/M) ] ] x>0
(L40) f(x) = | V27 ox J

0 , X

IA
O

/22
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gegeben ist, wobel o und M positive Konstante sind. Das n-te

Moment von X ist in diesem Fall durch

(412)  E(X™) = exp(nM + %nzo2 ' , n = 1,2,.

gegeben.

Die logarithmische Normalverteilung hat in der Literatur
deshalb gewisse Bedeutung erlangt, weil unter bestimmten._An-
nahmen (daruntef z.B. die Mdglichkeit kontinuierlicher Trans-

- formationen) gezeigt werden kann, daR die Wertpapier-Ertrige
diese Verteilung besitzen (siehe z.B. [ 8 , 9 ] ). Es

ist deshalb von Interesse, die optimale Auswahl flir logarithmis
normalverteilte Zufallsvariable zu bestimmen. Leider ist es
unmglich, eine geschlossene Form fiir die Laplace-Transformatio
einer logarithmisch normalverteilten Zufallsvariablen anzugeben
ferner ergibt sich aus(40), daB Satz 2 hier nicht angewandt
werden kann, da exp{(-(log x)2) keine in der Nachbarschaft
des Ursprungs regulir variierende Funktion ist. Andererseits
kann man eine hinreichend gute Schitzung fiUr das asymptotische
Verhalten der Laplace-Transformation bekommen und damit die
genaue asymptotische optimale Auswahl angeben. Dafiir ben&tigen

wir den

Hilfssatz 2. Es sei x(A) die Laplace~Transformation der

logarithmischen Normalverteilung mit Parametern M und o. Dann

i1t
g X'(l) log A
- T Vo — > A >
X()\) 02 A.

../23
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Beweis. Es ist

o 5 :
) 1 1 log(y/M)
X o V2w oy 2 o

Setzt man u = Ay, so 1l4Bt sich dafiir schreiben:

2
L(2) exp{_ %[ log(AM) ] } I[ 105(;1»1) -

v2n o [ g

wobei

© 2
I(u) J u* exp(- u - 2(—l95—3—} ) du
o

2 o

ist; entsprechend erhalten wir

- x'0) = —2— eXp(- 1[—39511Ml—]2} I{mlog(kM) ]
v'-é‘TT oA ‘. 2 o 02
Somit gilt
I[_EQELAMA_}
X'()\) 02
-1
—_—— = ’
x (x) I( 1ogéAM) - 1]
o

und es genligt demnach zu zeigen, daR
(42) IC(u) ~ uI(u-1) s U o> o

Dafliir bendtigen wir, daR flr groBes u

p+l 2
J yu exp(— y -— }.[__19_&_&_} ) dy

I(u) 2 5 =
M
u o _ 1{_log(u+1) 2
> u" exp(- (u+1) 3\ > ) dy

gilt und deshalb

L/oh
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(43) I(u) 2 uPH

filr alle B < 1 und u 2 uO(B) ist.
Wir schreiben

(44) G(y)

¢

> 1f log u 2
[ exp(- u - 5(———5———} ) du
y

Durch partielle Integration von I(u) ergibt sich

I(p) = u f v 1 a(y) ay
(o]

oo

I(u-1) + u J yu—l[G(y) - exp[-y—%(m]z]}

O

und daraus folgt

(45) IT(p) - I(u-1)]
® ou-1 l 1(105 y 2
<y J y IG(y) - exp(-—y-§l = ] ] dy
o
Partielle Integration von (44) ergibt
1(1og y)? " _log u 1(log u)¥)
G(y) - exp(-y-g[ P } } = = J 02 0 eXp['u"é( 02 }
o

Deshalb ist flr geniligend groRes y

2 2
o) - ex(- 32957 1L expl-y-f (o]
o" ¥

Setzt man dieses letzte Ergebnis in (45) ein, so erh&dlt man

./25
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| T(u) - I(u-1)|

v ) .
K 0 2
-1 . -1 1
< u I yu dy + u '( yu }%E_L exp[—y-é_(}_o_;;._z} ) dy
o a g ¥
M
< uau b oy log u T(u-1)

2 «a
ag u

fiilr alle a > 0. Daraus folgt wegen (43), daB

ap o

[T(u)/(uI(u-1)) - 1] € —He ¢ a2lO§ .
uI(u-1) o U

< uau*l(u_l)—ﬁ(u-l) , O %quu
o u

Die Ungleichung gilt fiir alle genligend grofen y , wenn 8 < 1
ist. . Setzen wir nun o = 1/4 , B8 = 1/2 und lassen u gegen
Unendlich gehen, so erhalten wir (42), womit der Hilfssatz

bewiesen ist.
Wir kénnen nun den folgenden Satz beweisen:

~Satz 7. Sind die Zufallsvariablen (Xv)? voneinander unab-

hingig und logarithmisch normalverteilt mit Erwartungswert (uv)?

*

und Varianz (0\2))n , dann gilt fir die optimale Auswahl (yv)?_i

(log(1 + ci/uf))'l

%
(46) lim y /Y = ‘ , v o= 1,..
Yo 7 . 2, 2,,-1

7 (log(1 + o5/u5))

j=1 !
Beweis. Unter Benutzung von Argumenten, wie wir sie in den

Beweisen der beiden letzten Sitze verwendet haben, sowle unter

*
Verwendung von Hilfssatz 2 gilt fir (yv)? :
./ 26
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% %
log(hry:) log(Ay.)
1 N J 1 < 1,3 <
2 ® D % ’ = 1,)] = n
Pi Yy IR

Dabei steht I nun an der Stelle des Parameters o in (40). Wir

erhalten deshalb:

8]

E3
lim N /Y = ———— , v = 1’ L.e N .
\Y)

j=1
Unter.Verwendung von (41) 148t sich nun aber zeigen, daB

2 2, 2
r, = log(l + o /u))

ist, womit Satz 7 bewiesen ist.

Zur Beziehung zwischen der logarithmischen Normalverteilung

und der Gamma-Verteilung sei im Zusammenhéng mit dem Portefeuill
auswahl-Problem folgendes festgestellt: Wenn die in Satz 7 be-
trachteten Varianzen (03)? im Verh8ltnis zu den Erwartungswerte
(uv)n klein sind, dann erhalten wir bei Benutzung der Approxi-

1

mation “log(l + x) = x , x klein ,

2, 2
. * uv/ov
lim yV/Y =

Yo o2 02
Z us/0"
PEPRR I

Da der Ausdruck auf der rechten Seite mit (20) identisch ist,
folgt daraus, daR (fiir groRes Y) die optimale Auswahl beinahe
diejenige ist, die man bei Zugrundelegung der Gamma-Verteilung
erhalten hdtte. Dieses Ergebnis UlUberrascht wegen der starken

formalen Unterschiede zwischen den beiden Verteilungen; anderer
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seits ist dies Ergebnis ein Argument , die Gamma-Verteilung
(fir die exakte L&sungen vorliegen) auch in Situationen zu
benutzen, in denen - theoretisch gesehen - die logarithmische

Normalverteilung adiquat wire.

4 Die Nachfrage nach Geld

b1 Unsere Analyse in den bisherigen Abschnitten ging von der
Annahme aus, daR der Anleger sein gesamtes Vermdgen in den
Wertpapieren (Av)g anlegt, wobei keines dieser Wertpapiere
mit Wahrscheinlichkeit 1 einen bestimmten Betrag am Ende der
Periode erreicht. Anders ausgedrlickt: Bisher war dem Anleger
nicht erlaubt, einen Teil seines Vermdgens als Bargeld zu hal-
ten. Diese Restriktion ist durch die Tatsache motiviert, da®
bei einer méglichen Anlage in Bargeld
(47) lim yo /Y = O ,v= 2, ...n

Yoo Y
ist, wobei (47) nicht nur die bisher betrachtete Nutzenfunktion
1 - exp{(-nx), sondern eine weit umfangreichere Klasse von

Nutzenfunktionen beriicksichtigt.

Wir wollen (47) im folgenden beweisen. Dabei betrachten wir
formal die Anlage in Bargeld als Investition in dem Wertpapier
Ay mit der Zufallsvariablen Xl’ fir die P(X1 = 1) = 1 gilt.

Als erstes bewelsen wir den

../28
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Hilfssatz 3. Es setien (Xv)? Zufallsvariable, fir die

n
(48) P v§1avx“ 1] > 0
Fir alle (a )1 mit
. n
(49) vzlav = 1 3 a, 20 , v =1, ... n s

gtlt. Dann gibt es ein € und etn & (e,8 > 0) derart, daB

. n
inf P(Zax < 1-¢] =
Loy )
PR =
ist, wobeil das Infimum sich besztiglich aller Ggy +ov @

versteht, fir die (U49) erfillt ist.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe kein solches e und kein
solches § . Dann existiert flr jedes genligend grofe j ein

Vektor (“jl’ ee. O0:_ ) , der (49) erfiillt und filir den

Jjn
.~1 .~1
[ Z aJv v < 1-] < ]
ist. Da die Menge der Vektoren a = (al, . an) , die (49)

erfiillen, kompakt ist, existiert eine Unterfolge

(a (m) 1 9 ¢ aj(m‘)’n

konvergiert, wobei . (49) erfiillt. Wir erhalten

) , die gegen einen Vektor a = (aol""

n
(50) limP[VzlaJ(m)’v X\’ P4 1 = 1

m-»eo

sowle

X f.s.

(51) lim Z GJ(m) y X = 1aov N

m->ow - v

nes-13

Daraus folgt, daB filr alle Stetigkeitspunkte x der Funktion
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( n
F(x) = kazlaov X, < x}
gilt:
n n ]
iift?[vz1ai(m)’v , < x] = P[vzlaov X, < X
= F(x) .

Da die Menge der Stetigkeitspunkte ilberall dicht ist, erhal-

ten wir aus (50) und (51) =
; ; )
Pt o X 2 1 = 1lim P[ Oy X 21
vzl OV TV >0 vzi J(m),v Ty J
= 1

im Widerspruch zu (48), womit der Hilfssatz 3 bewiesen ist.

h.2 Wir betrachten nun im folgenden Satz die Anlage von
Vermdgen in Bargeld neben der mdglichen Anlage in anderen
Wertpapieren. Dabei sei A, das "Wertpapier" Bargeld und u(x)

bezeichne die Nutzenfunktion des Anlegers.

Satz 8. Ist u(x) positiv, beschrinkt und streng konkav

und gilt

(52) 1im 22 ulrx) = 0 fiur alle » > 1 ,
X+o u - u(x)

wobei u = 1lim u(x) <st, sind ferner die Zufallsvariablen {(X_)

n

v'2

. X~>oo
voneinander unabhidngig und gilt

n
(53) P vzzavxv < 1 > 0
n

n
fir alle Uns +ov O mtt z a =1 wund a, 2 O, v=2, ... n

/ ZN



dann ist
(54) lim y;/Y = 1
Y+oo
Beweis. Als erstes sel angemerkt, daB® die Bedingungen des

Satzes implizieren, daR flir jedes Y > O eine eindeutig
bestimmte L&sung (y:)? des Portefeuilleauswahl-Problems

existiert. Siehe dazu [ 4]

Wir nehmen an, daR (54) falsch ist. Dann gibt es eine Folge

(Ym); , die gegen Unendlich strebt , und ein n > © derart,

dak
y*
(55) — < 1-a 0 ,m=1,2, Ll ,
m
bei y& = y (¥ =1 i
wobei y o = yv( m 2 VT 1,2,...m ist.
Wenn wir vereinbaren, daB
K. y % -
amv = ym,v+1 (Ym - yml) s v = 1, .« e I’l"l

ist, dann folgt aus (55) und der Budgetrestriktion, daf
A g e “m,n-l (49) erfilllen (mit n-1 anstelle von n).
Hilfssatz 3 und (53) implizieren demnach, daR es ein e und
ein 8 (£,8§ > 0) gibt derart, daR fir alle m
no o, %*
(56) Pl J vy X < (1-e) (Y, -y )| 28 > O
\Y

ml

ist. Wenn wir schreiben

e /31
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dann erhalten wir
Moo= | ou(yl 7yt x ) Fa dx_)
m - ? Ym1 ¥ vzzymvxv Xos +vv OXp
wobei F(x2, ce

ist. Demnach ist

n

- %
(u - u(yml + Z y
vz=2

#*
mvxv)) F(dx2’

- % n 4
u - u(ym1 + zzymvxv)) F(dx2,
-

*
mvXv” (1-6)(Ym_ym1)

(
Ig %

Aus der Definition von u und der Tatsache, daf u(x)

nehmend ist, ergibt sich, daB

- - #
Mpsu- [(u-uly, + Z ymvxv)) F(dx,,
i no, .
vzzymvxv < (1-e) (Y -y 4)

n

IA

v=2

IA

el
T

=i

S %
- u(ym1 + (1-e)(Y - yml)))6

wegen (56) ist. Deshalb erhalten wir

xn) die gemeinsame Verteilungsfuktion von X550

.. dxn)

. dxn)

oodx)

nicht-ab-

u- (u- u(y;1+(1—e)(Ym- ;1))]P( ) y;VXVS(l-)(Ym‘Yil)
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(57) J8umuly - e(Y -y 0))) s u - M
<u - u(y ),
Pt * \n c .
da wegen der Definition von (ym\’)v.z1 gilt: u(Ym) < Mm

. . %
Es ist jedoch y < Ym(l-n), und deshalb folgt aus (57),

ml
daB

s(u - u(Ym - e(Ym - Ym(l-n)))) <u - u(y )

bzw.dah

u - u(Yy)
n >0 .

v
o

u - u(Ym(l-en))

Demnach erhalten wir

1lim 4o u(Ym)

m-eo

v
O

- >0 ,
u - u(Ym(l-en)

was im Widerspruch zu (52) steht. Damit ist Satz 8 bewiesen.

Man kann leicht beweisen, daR (52) erfiillt ist, wenn fir
groRes X

3- u(x) = x Y

ist, wobei y(x) eine zunehmende Funktion von x ist, die
mit x gegen Unendlich geht. In bestimmtem Sinne ist dies
der Grenzfall, denn man sieht leicht ein, daB, wenn

- *
u(x) = - x ¥, y > 0 ist, die Ausdriicke yv/Y , v =1, ... n

... /33



unabh#ingig von Y sind. Dies illustriert das Verhalten der
konstanten Risiko-Aversion, das durch diese Nutzenfunktion

dargestellt wird.

5 Abschliefende Bemerkungen

5.1 Uber aie Probleme, die sich aus der Beschrinkung auf die
exponentielle Klasse von Nutzenfunktionen sowie die Annahme ™
der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen ergeben, haben wir
bereits in § 1 ausfihrlich gesprochen. Selbst unter Berlick-
sichtigung dieser Restriktionen enthdlt unsere Analyse einige
wichtige Ergebnisse,bdie hier zusammengefaft und diskutiert

werden sollens

Aus § 2 ergibt sich, daB es nicht geniigt, Erwartungswert und
Varianz einer Verteilung zu betrachten, sondern daf die ge-
samte Verteilung eine Rolle spielt. Das kann man direkt aus
einem Vergleich der Formeln der optimalen Auswahl fiir die ver-

schiedenen Verteilungen ersehen.

Speziell bei der Gamma-Verteilung fillt auf, daR die optimale
Auswahl von dem Quadrat des Erwartungswertes abhingt und

nicht vom Erwartungswert selbst wie z.B. bel der Normal-Vertei-
lung. Deutlicher noch sieht man den unterschiedlichen Einfluf
des Erwartungswertes, wenn man die Formeln (14) und (20)

vergleicht. Der grofe Einfluf des Erwartungswertes ist vor

VAT



allem deshalb so beachtlich, weil das Ergebnis fir die
exponentielle Nutzenfunktion d.h. fiir hohe Risiko-Aversion
abgeleitet wurde. Es ist anzunehmen, daR bei sinkender
Risiko-Aversion der Erwartungswert noch stdrker befﬁcksich-

tigt werden wiirde.

Selbst das Kriterium der "Dominanz" ist nicht ausreichend, un
dariilber zu entscheiden, wie das Vermdgen zwischen den yerschi
denen Wertpapieren verteilt werden soll. Man sagt, die Ver-

teilung F

dominiere die Verteilung F.,, wenn Fl(x) < F2(x)

1 2
fiir alle x gilt. Dieses Dominanzkriterium wurde verwandt,
um in einer ersten Stufe der Auswahl eine effiziente Menge
von Wertpapieren zu bestimmen [13. Unsere Analyse efgibt,
da® man aus der Dominanz nicht ohne weiteres darauf schlies-

sen kann, daB mehr von A, (mit Verteilungsfunktion Fl) als

von A, (mit Verteilungsfunktion F2) gekauft wird (siehe §3.3).

5.2 Bel einer Entscheidung dariber, ob die Normalverteilung
eine fiir das Portefeuilleauswahl-Problem angemessene Vertei-
lung ist, sollte beachtet werden, daB® die Zul#issigkeit von
negativen Werten beil der Normalverteilung eine starke Verzer-
rung der Auswahl bedeuten kann (§ 2.2). Die Gamma-Verteilung
besitzt diese nachteilige Eigenschaft nicht. AuRerdem scheint
sie von der Form her (fiir a > 1) eine plausible Verteilung

zu sein (§ 2.4). Sie ist auch dort anwendbar, wo eigentlich
aus theoretischen Uberlegungen die logarithmische Normalvertei-
lung passender widre, flir die jedoch keine exakte optimale Aus-

wahl bestimmbar ist (§ 3.4).
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Will man bei dem Vergleich auch die Familie der stabilen Ver-
teilungen berlicksichtigen, die in der Literatur in jlngster
Zeit stark fﬁvorisiert wurden, dann muf zunichst einmal darauf
hingewiesen werden; daB nur solche stabilen Verteilungen zulis-
sig sind, bei denen negative Werte unmégliche Ereignisse dar-
stellen und die demnach asymmetrisch sein miissen. In der Litera-
tur sind dagegen bisher nur symmetrische Verteilungen und deren
Vorzlige gegenlber der Nermalverteilung dargestellt worden. Fiir
die von uns betrachteten positiven stabilen Verteilungen exi-
stieren bisher kéin@ Untersuchungen dariber, wie gut eine An-
passung an empirische Daten ist; das Ergebnis einer solchen Un-

tersuchung wire sicher interessant.

5.%- In § 4 wurde die Annahme aufgegeben, daB keine der Aktien
einen bestimmten Ertrag mit Wahrscheinlichkeit 1 besifzt. Wenn
‘Bargeld als Anlage zugelassen wird, kann man unter den Voraus-
setzungen des Satzes 5 zeigen, daR die Proportion des Vermdgens,
die der Anleger als Bargeld h#lt, mit wachsendem Verm&gen

gegen 1 strebt.

Arrow [1] hat unter der Hypothese wachsender relativer Risiko-
Aversion und,fﬁr nur ein Wertpapier (abgesehen von der m&glichen
Anlage in Baréeld) gezeigt,dah unter diesen Voraussetzungen

die Einkommenselastizit8t der Nachfrage nach Bargeld nie kleiner
éls 1 ist. Die_Ergebnisse aus § U4 unseres Aufsatzes hingen eng
mit dem von Arrow untersuchten Problem zusammen, sind jedoch

nicht direkt damit vergleichbar.
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5.4 Wie bereits erwihnt, nennt man den Parameter n in der
Nutzenfunktion 1 - exp(-nx) den Risiko-Aversions-Koeffizienten
Fir eine Lotterie mit gleichem Gewinn- und Verlustbetrag 148t
er sich recht anschaulich als die (doppelte) Wahrscheinlichkeits
pfémie“pnq‘ginheit des Lotteriebetrages inteppréfﬁefen,'die
“der'Entscheiédﬁgstréger (mindestehs? Véfiangt;*Um die Lotterie
zu akzeptieren [12]. Diese Interpretation gilt nur fir fixes
Vermﬁgen.uWiTwhéQén jédoch zu diesem Aufgatzw&ﬁéﬁﬂgus§égen fir
wachsendes d.h. variables Verméggn/gemaéhf. In-diesem Fall wirk
der Risiko~Aversions—Koeffiziént wie ein Skalierungsfaktor des
Vermgens: Ein bestimmtes Vermdgen 1liRt sich ebensogut als klei-
nes Verm&gen bei groRem Risiko-Aversions-Koeffizienten als auch
- als grofes Vermdgen beil kleinem Risiko-Aversions—Koeffizienten

interpretieren.

Interessanterweise taucht der Risiko-Aversions-Koeffizient in
der optimélen Auswahl fir die stabile Verteilung nicht auf.

AuBerdem ist die Auswahlproportion yi/Y von Y unabhingig.
Demnach verhilt sich bei Annahme einer stabilen Verteilung ein
Anleger mit beliebiger konstanter Risiko-Aversion so, als ob er|

konstante relative Risiko-Aversion besiBe.

5.5. \Betrachtet man den Betrag y: fir eine Aktie Av in
Abhingigkeit vom Verm8gen Y wund stellt dies graphisch dar,
so kann man die entstandenen Kurven wegen der Analogie zur
Konsumtheorie als Engel-Kurven bezeichnen. Die Abbildungen 1
und 2 geben die Engel-Kurven flir stabile und Gamma-Verteilung

an. Man kann die Engel-Kurven direkt aus den in § 2.3 bzw. 2.}
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Abbildung 2 - Gamma-Verteilung
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Abbildungen 1 und 2 ungefdhr hier

angegebenen Ergebnisse erhalten. Wie in § 2.1 erklidrt wurde,

sind in der Abbildung 2 die Aktien nach der GrdRe ihresi

~r

Erwartungswertes geordnet, wobel der Index 1 die Aktie mit

dem grdften Erwartungswert bezeichnet. Es werden jeweils

Portefeuilles mit 3 Aktien betrachtet.
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