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Projektwahl beil unvollstindiger Information

I. Einfilihrung

In der betriebswirtschaftlichen Theorie der Investition, d.h.”
der Theorie der Projektselektion (capital budgeting), wird
iblicherweise davon ausgegangen, dahk die Zahlungscharakteri-
stika (Einzahlungs- und Auszahlungsreihe) jedes relevanten
Projekts in deterministischem oder stochastischem Sinn (Dich-

1)’

tefunktion) bekannt sind Da Existenz und Verfligbarkeit von
Informationen trivialerweise stets an geeignete Aktivit&ten
‘gebunden ist, wird also unterstellt, daB die entsprechenden
Kosten der Informationsbeschaffung und -verarbeitung vernach-
lissigenswert gering sind. Inwieweit diese Annahme zumindest
approximativ vertretbar erscheint, ist letztlich, immer nur

quaestio facti.Vermutlich spielen Informationskosten bei der

Entscheidung liber alternative Investitionsprojekte i.a. dann
keine bedeutende Rolle, wenn der Rahmen traditioneller, d.h.
erprobter Technologien und/oder Produktsortimente nicht ver-
lassen wird. Mit i.d.R. erheblichen Informationskosten dage-
gen ist die Entscheidung liber Investitionsprojekte verbunden,
die einen Wechsel von Produktionsverfahren und/oder Sortiment
bedeuten. Ausdruck des in diesem Zusammenhang bestehenden In-
formationsbedarfs bzw. unmittelbar als Informationskosten in-

terpretierbar sind die Ausgaben fir Forschung und Entwicklung.

In den nachfolgenden Ausfiihrungen wird das bei unvollstdndiger

1) Insofern beschrinkte sich die beim Ubergang vom determini-
stischen zum stochastischen Ansatz diskutierte Problematik
auch nur auf die Frage der angemessenen Berilicksichtigung
des Risikos (Verwendung von Sicherheitsiquivalenten vs.
Risikoprimie beim Ansatz des Kalkulationszinssatzes).



Information auftretende Entscheidungsproblem eines Investors
unter verschiedenen Annahmen betrachtet. In seinen Grundzigen
14Rt es sich wie folgt paraphrasieren:

Gegeben eine Menge von Investitionsprojekten,

iber deren Zahlungscharakteristika sich der In-

vestor nur im Rahmen eines gezielten und Kosten

verursachenden Explorationsvorgangs informieren

kann. - Wann bzw. nach Erkundung wievieler und ggf.

welcher Projekte wird der Informationsstand als

ausreichend betrachtet und welche Projekte werden

auf dieser Basis durchgefihrt?
Diese Kennzeichnung verdeutlicht, dak die Projektselektion bei
unvollstdndiger Information ein sequentielles Entscheidungs-
problem definiert, bei dessen L&sung daher auf Ergebnisse der
allgemeinen Theorie sequentieller Entscheidungen und insbeson-
dere der Theorie optimaler Stoppregeln zuriickgegriffen werden

1).

kann Dieser Weg wird im folgenden beschritten . Dabeil wird

in Teil .IT zundchst ein einfaches Grundmodell betrachtetZ).
Wie in Teil III ausgeflUhrt, sind die in diesem Ansatz verwen-
deten Annahmen in verschiedener Hinsicht relativ eng; sie
lassen sich aber - wenn auch bei mehr oder minder weitgehender
Modifizierung der Entscheidungsregel - ohne weiteres abschwi-
chen. Dies wird beispielhaft filr einige u.E. starke Hypothesen

demonstriert.

II. Ein einfaches Modell der Projektwahl

1. Annahmen

Die erforderlichen Anmahmen beziehen sich allgemein auf die

Eigenschaften des opportunity set sowie die Zielsetzung des

1) Ein erster in diese Richtung gehender Vorschlag stammt von
McCALL (1965). Die von ihm behandelte Problemstellung unter-
scheidet sich von der oben skizzierten allerdings insofern,
als der Investor ohne eingenes Zutun mit einer durch einen
ZufallsprozeB generierten Abfolge von Investitionsprojekten
konfrontiert wird. Mdoglicherweise ist dieses prima vista un-
realistisch - scheinende Szenario Grund daflir, dak die Anre-
gungen von McCALL u.W. ohne jede Resonanz geblieben sind.

2) Vgl. dazu RAMSER (1979).




investierenden Unternehmens (kurz: Investor). Dabei werden

die Eigenschaften-des opportunity set durch relevante quénti-

tative Merkmale zur Verfligung stehender Projekte einerseits
sowle durch den Informationsstand des Investors und den Mag-,
lichkeiten (incl. Kosten) seiner Verbesserung andererseits
charakterisiert. Im einzelnen wird von folgenden Annahmen aus-

gegangen:

(A.1) Jedem Investor steht eine unbegrenzte Menge sich gegen-

~seitig ausschlieRender Investitionsmbglichkeiten resp.
Projekte zur Verfligung. Jedes Projekt ist durch seine
spezifischen Zahlungscharakteristika gekennzeichnet;
sie werden durch den mit seiner Realisierung maximal
erreichbaren Erwartungsnutzen des Kapitalwerts x ge-
messen. Das i-te Projekt habe einen maximal erreich-
baren Erwartungsnutzen X5

(A.2) Das projektspezifische xi kann nur im Zuge eines "Such-
» prozesses", d.h. durch eine Kosten verursachende Unter-

suchung des i-ten Projekts in Erfahrung gebracht werden.
Die Periodenkosten des Suchprozesses (Suchkosten) sollen
c=const.>0 betragen, wobei pro Periode nur ein Projekt
untersucht werden kann und untersucht wird. Daher kann
im folgenden mit i sowohl die Anzahl der Untersuchungs-
perioden wie die Anzahl wuntersuchter Projekte gezihlt
werden. .

(A.3) Der maximal ergzielbare Erwartungsnutzen X ist im Inter-
vall [o,®») verteilt, seine Verteilungsfunktion F(x)
wird als absolut stetlg angenommen, auferdem soll fir
die Momente u, o < .

(A.4) P(x) ist zeitinvariant.

(A.5) Die "entdeckten" projektspezifischen xj sind voneinan-
der unabhingig; damit 18t sich das Ergebnis eines Such-
prozesses jeweills durch eine Folge {x3} von unabh&ngigen,
gleichverteilten Zufallsvariablen x; - mit Verteilungs-
funktion F(x) - charakterisieren.

(A.6) Der Investor kennt F(x).
(A.7) Die zulissige Dauer des Suchprozesses 1st unbegrenzt,

(A.8) Bel Beendigung des Suchprozesses kann irgendeines der
bis dahin analysierten Projekte realisiert werden
(Suche mit Rlckgriffsmdglichkeit).

(A.9) Der Investor maximiert den Erwartungsnutzen des "Such-
ertrags", d.h. des Kapitalwerts der Differenz von pro-
jektgebundenem Kapitalwert abzlglich aller Suchkosten.
Der Investor sei risikoneutral, seine Nutzenfunktion
also linear.



Zu (A.1) ist zu bemerken, daB ein Investitionsprbjekt i.d.R.
nicht eindeutig bezliglich seiner Nettoeinzahlungsreihe ist.

Die Kennzeichnung durch den zugehdrigen maximalen Erwartungs-
nutzen des Kapitalwerts bzw. - aufgrund (A.9) - durch den zu-
gehbrigen maximalen erwarteten Kapitalwert setzt also norma-
lerweise die Ldsung eines hier nicht n8her betrachteten Opti-
mierungsproblems voraus. Dabei kann es sich u.a.b— beispiels-

\Wweise bei Existenz konvexer Anpassungskosten - um ein Kontroll-

problem handeln.

2. Entscheidungsregel

(A.1) - (A.9) definieren ein relativ einfaches suchtheoreti-
sches Entscheidungsproblem, dessen Struktur u.a. aus der Theorie
des job search bekannt ist (s. LIPPMAN/McCALL, 1976).

Angenommen zunédchst, daR es liberhaupt Okonomisch ist, einen
Suchprozeﬁ einzuleiten und nicht einfach ohne vorherige Suche
eine Zufallswahl zu treffen. Die Suche kann dann grunds&tzlich
nach einem sequentiellen oder einem nicht-sequentiellen Ver-
fahren erfolgen. Dabei versteht man unter einem nicht-sequen-
tiellen Verfahren einen Suchprozef mit im vorhinein festgeleg-
ter Anzahl von Untersuchungsperioden bzw. explorierter Projekte;
bel einem sequentiellen Verfahren wird diese Entscheidung im
Verlaufe des Suchprozesses selbst getroffen. Aus (A.2) folgt,
dah ein sequentielles Suchverfahren nicht sub-optimal sein
kann; daher brauchen im folgenden nur sequentielle Verfahren

betrachtet zu werden.

Aufgrund von (A.8) lautet der Suchertrag bel Beendigung der

Suche nach dem n-ten Suchschritt

Yn = max(xl,...,xn) - n-c . (Ir.2.1)
Es ist dann eine Stoppzeit t zu finden, die E(Yt) maximiert,

o
wobel Y, = nfi AN 1{t:n}' Es 1&Bt erstens sich zeigen (s.

Anhang 1, Theorem 2), daf unter den gemachfen Annahmen eine



optimale Stoppregel existiert. Zweitens kann bewiesen wer-

0

den, dak sie wilie folgt definiert ist
t* = min{n|xn > s} (I1.2.2)

wobel s die L&sung von

o

J (x—s)}F(x) := H(s) = ¢ (IT.2.3)

S ‘H'(s) = -[1-F(s)] < o

darstellt (s. Anhang 1, Ausfihrungen zu Theorem 3). Die Stopp-
regel hat also einmal "myopischen'" Charakter: das Ergebnis
der n-ten Exploration entscheidet iliber Beendigung des Suchpro-
zesses oder Fortsetzung i.3. der Exploration des nédchsten,
d.h.-des (n+1)-ten Prdjektsl).
Politik "Reservations™-Eigenschaft. D.h. es existiert ein kri-

2)

tischer oder eben "Reservations"-Kapitalwert s , beil dessen

Zum anderen hat die optimale

erstmaliger Realisierung oder Uberschreitung die Suche beendet,

andernfalls aber fortgesetzt wird.

Die Bestimmung von s gemdR (II.2.3) 14Rt sich wie folgt plau-
sibel machen. Angenommen, das bis zu Beginn der n-ten Periode,
d.h. vor Exploration des n-ten Projekts, entdeckte beste Pro-
jekt liefere einen Kapitalwert in Hohe von w. Dann ist mit der
Exploration des n-ten Projekts ein marginaler erwarteter Such-

ertrag vor Abzug der Suchkosten in HShe von

E[max(xn,w)]—w = J (x-w)dF(x) (II.2.4)
W
= H(w) , H'(w)<o

1) Myopische Entscheidungsregeln kennt man u.a. aus der Ersatz-
theorie.

2) Kapitalwerte sollen hier wie im folgenden stets, ohne daB
es noch ausdriicklich erwdhnt ist, als projektbezogen maxi-
male erwartete Kapitalwerte verstanden werden. :



zu erwarten. Sofern H(w)<c, wird die Suche beendet und das

mit w verbundene Projekt realisiert; sofern H(w)>c wird

die Suche zumindest um eine Periode, d.h. auf Exploration
zumindest eines welteren Projekts ausgedehnt. Der erwartete mar-
ginale Nettoertrag nach Suchkosten, d.h. H(w)-c, ist aber wegen
H'(w) grundsidtzlich dann negativ, wenn das beste bisher ent-
deckte Projekt w>s mit s als Lésung von H(s)-c=o erfiillt.

Daher ist die Suche sofort dann zu beenden, wenn ein Projekt
miz'einem Kapitalwert von mindestens s entdeckt istl).

-

Aus diesen {Uberlegungen folgt weiter, daf der mit Befolgung
der optimalen Politik verbundene erwartete Suchertrag mit
der HShe des kritischen Kapitalwerts s Ubereinstimmt. Das
kann man direkt unter Verwendung der Entscheidungsregel in
ES(Yt*)einsehen. Da die Dauer der Suche bis zur Auffindung
eines Projekts mit einem Kapitalwert von mindestens s eine
geometrisch verteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungs-
wert Es(t*)$[1—F(s)]'1 ist, gilt

o

"
—_—

E_(Y,_,)

ST = [ xarGo=e |/ 1a-m(s))

0 — §

7

XdF(x)=c *+ s(1-F(8)) - s(l—F(s))}/[l-F(s)]

n
=
ne—-193

(x—s)dE(x)—c ] / [1-F(s)l+s = s (II.2.5)

(1]
"
n-—8

da definitionsgemidf H(s)-c=o, d.h. die eckige Klammer im letz-
ten Ausdruck gleich Null ist. In Erweiterung der eingangs ge-
machten Einschrinkung ist also festzustellen, daR Suche lber-
haupt nur dann Skonomisch ist, wenn ESCQﬁ)ZSZO. Nimmt man zu-

sdtzlich zu (A.1)-(A.9) an, daB alternative Investitionsmdg-

1) Daraus wie bereits aus (II.2.2) folgt natiirlich, daR (A.8)
im vorliegenden Entscheidungsproblem irrelevant ist..



lichkeiten existieren, die ohne Suchaufwand einen Kapital-
wert in HShe von €, €>0, garantieren, so ist Suche selbst-
verstidndlich nur flir s2e>0 interessant. '

Fir eine einfache Ableitung der Konsequenzen einiger Erweite-
rungen des hier diskutierten Grundmodells ist es zweckmdRig,
den Reservations-Kapitalwert, d.h. den erwarteten Suchertrag
bei optimalem Stoppverhalten, durch einen Funktionalgleichungs-~
ansatz zu charakterisieren. Wie aus den voranstehenden Ausfih-
rungen folgbw.ldRt sich die optimale Politik in der ersten
Suchperiode damit beschreiben, daf die Suche beendet bzw.
"gestoppt" wird, wenn X428, der Suchvorgang auf die nichste
Periode ausgedehnt bzw. "ein weiterer Suchschritt" vorgenommen
wird, wenn X <s. Da auf jeden Fall Suchkosten in H&he von c
anfallen, kann man den erwarteten Wert der optimalen Suchpoli-
tik, d.h. nach (II.2.5) den kritischen oder Reservations-Kapi-
talwert s mit Hilfe von

s = E[max(xl,s)]—c : (IT1.2.6)

darstellen.

f

3, Einflu® von Datenidnderungen

Der optimale erwartete Suchertrag, d.h. der optimale kriti-
sche Kapitalwert s hdngt ab von .

- der Hohe der Suchkosten ¢ und

- den Eigenschaften der Verteilung der Kapitalwerte F(x)
zur Verflgung stehender Projekte.

Der Einfluf einer Verdnderung dieser Daten wird von den Eigen-

schaften von H(w) bestimmt. Insgesamt erhilt man
H'(w) = -[1-F(w)l<o , H"(w) = f(w) =2 o

lim H(w) = o , lim H(w) = E(x) = yu (I1.3.1)
Wooo W=0



Damit hat H(w) etwa den in Fig. 1 dargestellten Verlauf

H,(w)Af?m

et e e v e e TR e

Fig. 1: Kritischer Kapitalwert

Daraus folgt zunichst, daR zunehmende Suchkosten auf die
Hohe des kritischen Kapitalwerts s, die erwartete Dauer
der Suchgzeit Es(t*) bzw. die erwartete Anzahl zu untersuchen-

der Projekte und die erwarteten Suchkosten c»Es(t*) folgende
Auswirkungen haben:

& . 1
dc - T II=F(s)T °°
aEs(t*) F'(s) ds
. = 5 < 0 flir F(s) <1 (II.3.2)
dc [1-F(s)] de
dlc+E _(t*)] 3E_(t*)
s ZE(t*) +¢c » ———— 2 0
dc S dc

Die Reaktion auf die erwarteten Suchkosten ist also nicht ein-
deutig. Ferner ist offenbar die o.e. Bedingung s2o0 resp. s2e>0
dafir, dak es OSkonomisch ist, Uberhaupt einen Suchproze? in Gang

zu setzen, gleichbedeutend mit H(o) = E(x)=2c resp. H(e)=2c.



Unter den zahlreichen Mbglichkeiten einer Ver#dnderung von
F(x) sollen hier Verinderungen betrachtet werden, die als
(a) "allgemeine Verbesserung" der Verteilung zufolge zu-

nehmender durchschnittlicher Kapitalwerte (bzw. vice
versa),

(b) "allgemeine Verschlechterung" der Verteilung zufolge zu-
nehmender "Unsicherheit" . (bzw. vice versa)

interpretierbar sind.

Zu (a): Eiﬁé allgemeine Verbesserung der Ertragssituation,
wie sie sich z.B. in einer konjunkturell bedingten Verbesse-
rung des "Investitionsklimas" dokumentiert, kann man sinnvoll

mit Hilfe des Konzepts der stochastischen Dominanz erster

Ordnung erfassen. Formal definiert man die Ordnung durch
Gr, F < F(x) 2 G(x) vVvx€lo,») ,

wobeil G#F angenommen ist. Eine allgemeine Verbesserung der
Ertragssituation i.S. dieser Definition liegt dann vor, wenn
F die "urspriingliche", G die "neue" Verteilung ist und —
G>, F ei1tl) . :
tat von FISHBURN/VICKSON (1978)

Unter diesen Umstdnden folgt aus einem Resul-

J (x-5)" dF(x) < J (x-s5)" dG(x) s

da (x-s)' nicht-fallend auf lo,=) ist (s. Anhang 3, Theorem 1).
Die Veridnderung der Verteilung wirkt sich in Fig. 1 in einer
Rechtsverschiebung des Graphen von H(w), d.h. des marginalen
erwartéten Suchertrags (brutto) aus. Diese Situation ist noch
einmal in Fig. 2 Verdeutlichtg); man sieht unmittelbar, da®

der kritische Kapitalwert steigt, genauer
G>1 F = S, = s (IT.3.3)

wobei Hi(si)—c = o , i=F,G.

1) Eine 7 4-dominierende Verteilung hat gleichzeitig auch den
gréReren Erwartungswert; das Umgekehrte gilt nicht,

2) Die Indizes F und G weisen auf die jewellig relevanten
Verteilungen hin. :



Fig. 2: Ver#nderung der Verteilung i.S. von (a).

r

Zu (b): Zur Erfassung zunehmender Unsicherheit der Verteil-

lung bietet sich entsprechend das Konzept der stochasti-

schen Dominanz zweiter Ordnungl) an. Im folgenden sollen nur

Verteilungen mit gleichem Mittelwert nach dem Grad ihrer
Unsicherheit geordnet werden, so daR eine ErhShung der Un-
sicherheit einem mean preserving spread i.S. von ROTHSCHILD/
STIGLITZ (1970) entspricht®’. Die formale Definition der
Ordnung lautet fiir Verteilungen F,GB%it Hp = Ug

1) Be@dg hier verwendeten Dominanzkonzepte sind in der Inve-
stitionstheorie durchaus gebriuchliche Ordnungsrelationen
(vgl. z.B. LEVY/SARNAT, 1978, Ch. 10).

2) Eine Verteilung mit grdRerem spread hat gleichzeitig auch
die grodRere Varianz; das Umgekehrte gilt nicht.

3) Die folgenden Ergebnisse gelten filir Verteilungen, die auf
einem kompakten Intervall I<R,, z.B. [o0,b], konzentriert
sind.
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X
Fr, G < JF(t)dt < JG(t)dt vx€lo,b]
0] (0]

Eine Erhdhung der Unsicherheit i.S. dieser Definition hat
dann stattgefunden, wenn F die "urspringliche", G die '"neue"
Verteilung ist und F‘>2 G gilt. Unter diesen Umstdnden folgt

J (x-s)" da(x) = f (x-s)" aFr(x) ,

da (x-s)’ konvex und nicht-abnehmend auf [o,b] ist (s.

Anhang 3, Theorem 2). Geometrisch wirkt sich infolgedes-

sen die Erh&hung der Unsicherheit in einer im Ordinaten-
schnittpunkt erfolgenden Drehung des H(w)-Graphen entgegen

dem Uhrzeigersinn aus. Der Fall ist in Fig. 3 veranschau-
licht. Man erkennt unmittelbar, daB auch hier der kritische

H(w)4
Fe=Ho

C¢

Fig, 3: Verdnderung der Verteilung i.S. von (h).
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Kapitalwert steigt, genauer
F>2G = 5, < sgq (IT.3.4)

wobei Hi(si)-c=o, i=F,G. Also ist ein Anwachsen der "Unsicher-
heit" der Verteilung insofern von Vorteil fir den Investor,
als der erwartete Suchertrag steigt. Diese Implikation ist
intuitiv leicht dadurch erkldrbar, da® bei steigendem spread
die Masse der Verteilung auf die Verteilungs-"Enden" (tails),
in diesem Fall auf [s,») geschoben wird: damit muR der erwar-
tete Suchertrag steigen. “

III. Erweiterungen

1. Revisionsbedlirftige Annahmen

Der bisher behandelte Annahmenkomplex mag im Einzelfall durch-
aus passend sein. In der Regel allérdings dirfte sich eine

Reihe von Annahmen als zu restriktiv erweisen.

Zur Kostensituation zundchst erscheint (A.2) in mehrfacher

Hinsicht unbefriedigend. Erstens dlrften die Suchkosten pro
Projekt nicht selten stochastischer Natur, d.h. bei gegebenen
Periodenkosten ¢ die Anzahl pro Periode explorierter Projekte
eine stochaétische Variable sein. Zweitens lassen sich ohne
weiteres Beispiele und Griinde fiir die Hypothese zunehmender
wie abnehmender (jetzt: erwarteter) Suchkosten pro Projekt
anfiihren. De facto zunehmende Suchkosten geben sich ceteris
paribus allein schon bei einer Diskontierung. Drittens hat
man grundsidtzlich davon auszugehen, daR der Investor die
(erwartete) Anzahl explorierter-Projekée pro Periode durch
geeignete Verédnderung seiner Suchintensitidt beeinflussen kann

- natlrlich mit entsprechenden kostenm8figen Konsequenzen.

Die verschiedenen Annahmen zur Verteilung der Kapitalwerte



B.Iblicthek des Institutg
s fiir Weltwirtscuaf; Kigl

kénnen als Ausdruck der Ertragssituation betrachtet werden.

Dann ist erstens (A.6), d.h. die Annahme {iber den Informa-
tionsstand begzliglich der Ertragssituation im Zweifel nicht
gerechtfertigt. Normalerweise wird man davon auszugehen
haben, daR die Verteilung der Kapitalwerte nicht bekannt ist,
so daB das Ergebnis einer Projektanalyse gleichzeitig auch
Einsichten in die objektive Verteilung der Kapitalwerte lie-
fert. In diesem Zusammenhang ist dann zweitens von Bedeutung,
da® mit (A.8) stets Riickgriffsmdglichkeiten auf friiher ana-
lysierte Projekte konzediert werden. Andererseits ist drittens
aber die Ertragssituation gilinstiger zu beurteilen, wenn -man
beachtet, daR im Zweifel die analysierten Projekte resp. ihre
Kapitalwerte im Gegensatz zu (A.5) nicht unabhingig voneinan-
der sind. SchlieRlich wird man viertens nicht in jedem Falle
annehmen k&nnen, daR die Verteilung entsprechend (A.4) im
Zeitablauf stationdr ist. (A.4) ist ebenso wie (A.8) nicht
zuletzt aus Griinden der Konkurrenz hiufig nicht haltbar.

Die dritte Klasse von Annahmen, die u.U. abzuschwdchen sind,
betrifft die unterstellte Zielfunktion einschl. eventueller

Nebenbedingungen. Bekanntlich wird im Gegensatz zu (A.9) in

praktischen Planungsansdtzen insbesondere im Rahmen von Diver-
sifikationserwidgungen {iblicherweise mit irgendeiner Hypothese

der Risikoaversion argumentiert. Ferner wird der SuchprozeB

im Regelfall - nicht zuletzt aus Grinden der Finanzierung -

im Gegensatz zu (A.7) zeitlich oder eben budgetmifig limitiert

sein.

Grunds&dtzlich konnen mit mehr oder minder grofem Aufwand alle
erwdhnten Annahmen ébgeschwécht werden. Im folgenden soll dies
beispielhaft fir jeden der drei Annahmenkomplexe gezeigt wer- °
den. Dabei wurden im Rahmen der Kostenbetrachtungen alle drei
angeschnittenen Aspekte behandelt. Zur Ertragssituation wird
nur auf den zweifellos wichtigen Fall unbekannter Verteilung.
im Zusammenhang mit der Beriicksichtigung zusidtzlicher Nebenbe-
dingungen auf das Problem budgetmdRiger Beschrinkung der Such-

aktivitidt eingegangen.



- 14 -

2. Kosten des Suchprozesses

(a) Selbst bei "technologisch" konstanten Suchkosten wird die
Suche mit zunehmender erwarteter Suchzeit teurer, wenn Zins-
kosten berilicksichtigt werden, d.h. spitere Sucherfolge ent-
sprechend diskontiert kalkuliert werden. Wenn man davon aus-
geht, daR die Suchkosten grundsdtzlich zu Beginn einer Peri-
ode anfallen, die Projektcharakteristika aber erst am Perioden-
ende voll "entdeckt" sind, lautet die den kritischen Kapital-
wert definierende Funktionalgleichung (II.2.6) mit r als Zins-
satz hier

s = Elmax(x,,s)1/(1+r)-c : (IIr.2.1)"

Da E[-]}-s = H(s), impliziert dies, da® s die L&sung von

H(s) = c+(1+r)+rs := K(c,s) (IIr.2.1)

sein muB. Diskontierung bewirkt also ceteris paribus im
Vergleich mit dem frilher behandelten Fall r=o eine Einschrin-
kung der Suchzeit als Folge der Rlicknahme des kritischen Kapi-
talwerts. Die sonstigen komparativ-statischen Eigenschaften
der L®sung werden nicht beriihrt. Die mit K(c,s) abgekiirzte
rechte Seite von (III.2.1) ist die Summe simtlicher margina-
ler erwarteter Suchkosten,'hier: "technologische" Suchkosten
plus Zinskosten, wobei Diskontierung offenbar den Effekt hat,
dak KS(~)>o, d.h. die erwarteten marginalen Kosten ansteigen.

Diese Uberlegungen setzen voraus,daR auch bei den verdnderten
Annahmen die bisherige optimale Stoppregel Gliltigkeit behdlt,
so da® (II.2.6) in der dargestellten Form analog verwendet

werden kann. Dies scheint nach den in Anhang 1 gemachten Aus-

flhrungen allerdings nicht gesichert.

(b) Ansteigende "technologische'" Kosten der Suche schlagen

sich in sinkendem kritischen Kapitalwert nieder. Angenommen,



diese Kosten betragen in der n-ten Periode c-na, c>o0, a=l;
a=1 beschreibt den bisher behandelten Fall. Diskontierung
werde vernachlissigt und - wie vorher - unterstellt, daB
die optimale Stoppregel nicht variiertl). Die (II.2.6) zu-
grundeliegende Gleichheit erwarteten marginalen Suchertrags

mit den marginalen Suchkosten fihrt hier (s. Anhang 1.2.1)

zu folgender Bestimmungsgleichung fir den kritischen Kapital-

wert Sh
H(s ) = cl(n+1)® - n%) (III.2.2)

Da flir a>1 die marginalen Suchkosten pro Periode steigen, er-
hdlt man eine nicht-steigende Folge von Reservationskapital-
werten {sn}. Dabei ist zu bemerken, daR® sich auch die Form
der Stoppregel gegeniiber der in Teill II angegebenen &ndert

und hier

t* = min{n!max{xl,...,x } 283

lautet (s. Anhang 1.2.2).

(¢c) Die insgesamt erwarteten Suchkosten kdnnen gegeniliber der

im Grundmodell behandelten Situation aber auch dann héher aus-
fallen, wenn aufgrund zufidlliger Einflilisse der in c zum Aus-
druck kommende Ressourceneinsatz u.U. nicht ausreicht, um ein
Projekt erschépfend zu analysieren. Angenommen, bel gegebenen
Suchkosten ¢ pro Periode sei die Zahl der pro Periode analysier-
baren Projekte eine Zufallsvariable T mit dem Wertebereich

{0,1} und der Wahrscheinlichkeitsdichte (1-p,p), o ¢ p < 1,

so daR E(T)=p. Die Funktionalgleichung (II.2.6) kann dann flr

die modifizierte Problemsteliung wie folgt formuliert werden

s = E(max{xl,s}) - cE(1) (III.2.3)

1) Der Beweis wird auch fiir diesen Fall in Anhang 1 gegeben.
Dabei wird u.a. gezeigt, daR® die optimale Stoppregel fir
o<a<l ihren myopischen Charakter verliert.
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Dabei bezeichnet v die - geometrisch verteilte - Wartezeit
bis zum ersten erfolgreichen Abschlu® eines Forschungspro-
jekts. Wegen E(t1) = % erhilt man aus (III.2.3) sofort

H(s) = ;’—) (ITI.2.4)

Die komparativ-statischen Effekte einer Veridnderung von p

entsprechen denen von ¢ mit umgekehrtem Vorzeichen.

Es 188t sich leicht zeigen, daR® die in Anhang 1 entwickelte
Theorie des optimalen Stoppens auch filir den vorliegenden*Fall
gﬁltig'ist. Anstelle der Folge {xi} von gleichverteilten Zu-
fallsvariablen mit der Verteilungsfunktion F(x) betrachtet man
die Folge {Ei} mit der Verteilungsfunktion

F(x) = (1-p)F_(x) + pF(x) ,

wobeil FO(X) die Verteilungsfunktion der im Nullpunkt konzen-
trierten Einpunkt-Verteilung ist. {§i} hat offenbar alle ver-
langten Eigenschaften, und es gilt

Hﬁ(s) = J (x-5)dF(x) = pH(s) (III.2.4)
S

(d) Bisher wurde unterstellt, daR die (erwartete) Anzahl pro
Periode explorierbarer Projekte ein Datum flr die Unternehmung
ist. Tatsdchlich ist dies natirlich normalerweise nicht der
Fall. Eine Abschwidchung dieser Annahme liegt insbesondere bei
Unsicherheit Uber die Anzahl pro Periode untersuchbarer Pro-
jekte nahe und kdnnte modellhaft beispielsweiée so erfalft wer-
den, daR man p zu einer Entscheidungsvariablen deklariert und
gleichzeitig eine zusdtzliche Kostenkomponente 0(p), 0'>o,
0(o)=0, postuliert. Man kann diese Kosten als monetires Aqui-
valent des Ressourceneinsatzes interpretieren, der zur Erstel-
lung einer geeigneten "Technologie" oder "Infrastruktur der
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Suche" erforderlich ist. Der Einfachheit halber setzt man
P = E%j (o<usu<1l, A>0), wobei p als Entscheidungsvariable
fiir die Suchintensit&t betrachtet wird. Beispielhaft soll
hier nur der Fall ohne Riickgriffsm&glichkeit untersucht

werden; ferner soll angenommen werden, daR die Suche nach
héchstens A Schritten beendet sein musl’.
Man erh#dlt dann fir Yg(x), d.h. flir den maximalen erwarteten
Ertrag, wenn noch (n-n) Suchschritte méglich sind, und der

Ertrag x auf Stufe n vorliegt,

n _ | A n
Yn(x) = max{x, oZiéﬁ [-O(p) + e Yn+1(o) + (III.2.5)
o [ e}
0

fir n=1,...,(n-1)

Y5 (x)=x.

Mit Hilfe der Beziehung

Yi(x) = max{x,s_} (ITI.2.6)

fiir n=1,...,(n-1) sienht man sofort ein, daB® - analog dem
schon bekannten Moaell der Suche bei beschrinktem Budget -
die Reservationskapitalwerte {sn} im Zeitablauf nicht steigen.
Die noch offene Frage nach dem optimalen Verlauf der Such-
intensitdt wird mit Hilfe der folgenden Proposition beant-

wortet:

1) Dieser Fall wird weiter unten systematischer betrachtet.
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Proposition 1: Bezeichne u; die optimale Suchintensitdt auf
Stufe n, dann gilt

1)

=
%
HA
=
nO*
HA

S V-1

Damit ist gezeigt, daB es offenbar nicht optimal ist, schon
auf der ersten Stufe die Suchintensitit so weit wie mdglich
auszudehnen. Vielmehr ist es ékonomisch sinnvoll, die Suche
im Zeitablauf zu intensivieren, um den EinfluB gleichzeitig
sinkender Reservationskapitalwerte zu kompensieren.

1) Beweis: Es bezeichne YL den maximal erwarteten Ertrag, Wenn
h8chstens (fi-n) Suchschritte mdglich sind und auf der Stufe
n kein Erfolg der Suche eingetreten ist. Dann gilt

oo
n _ _ X n u ol -
Y, = max_{ O(u) + T3 Yne1 T TEX I max{x,Yn+1}dF(X)} =
ofu<iu 5

(=~

max {-O(u)'+ E%T N —E—[Yﬁ + J (x-y2 )dF(x)]} =

"

o<usi n+l u+il ‘n+l _ n+1
) n
Yn+1
- u n n o _
= oﬁiia{'@(“) ey _J (x-v n+1)dF(X)} t Ypq T
n
Yn+1

= max {-e(u) + 2 H(y
oSuSﬁ i

u n _ n n
* ED) ﬁﬁ(Yn+1) H(Yn))} ¥ Th+t
Banh

Hv

)

Wegen Y2+1 s YE und der Eigenschaften von H(:) folgt

*
n-1 Un
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3. Zusdtzliche Informationsmingel.

(a) Im Regelfall ist davon auszugehen, daR der Investor die
Verteilung der Kapitalwerte der zur Verfiligung stehenden Pro-
jekte nicht vollstidndig kennt, d.h. (A.6) nicht gegeben ist.
Unter diesen Umstidnden flhrt eine Projektanalyse nicht nur
- zu Erkenntnissen Uber die Zahlungscharakteristika des betrach-
teten Projekts, sondern liefert auch eine Information tiber

den Charakter der (objektiven) Verteilung der Kapitalwerte.
Damit kann der nidchste Explorationsvorgang auf der Grundlage
eines verbesserten Informationéstands erfolgen. Von besonde-
rem Interesse ist, ob auch in diesem Falle eine &hnlich ein-
fache Entscheidungsregel optimal ist wie im Grundmodell - ins-
besondere also, ob die "Reservations"-Eigenschaft in Verbin-
dung mit dem myopischen Stoppentscheid erhalten bleibt.

R .

(b) Grundsdtzlich wird bei genligend allgemeiner Betrachtung .
die optimale Stoppregel ihre "Anschaulichkeit™ verlieren, wenn
man davon ausgeht, daB® dem Suchenden die Verteilung F(x) der
erwarteten Kapitalwerte nicht bekannt ist. Daher wird es in
diesem Fall weckmdRig sein, explizite Verteilungsannahmen ein-
zuflthren. Unter diesen Umst&dnden ist es i.d.R. mdglich, prak-
tikable und Gkonomisch interpretierbare Grenzen flir die kri-
tischen Kapitalwerte abzuleiten. Man kann zeigen, dag die
Analyse bel Glltigkeit bzw. Ungliltigkeit von (A.8) zu jeweils
verschiedenen Ergebnissen fihrt. Die folgenden Uberlegungen
beschrénken sich auf die Suche mit Rlckgriffsm&glichkeit, da
in diesem Fall der myopische Charakter der Stoppregel unter
bestimmten Annahmen an die Suchkosten gewdhrleistet werden

kann.

Das Problem soll dann wie folgt prizisiert werden. Die Vertei-
lung F(x) ist in dem Sinne nicht bekannt, daR der Investor
zwar {iber ihren Verteilungstyp informiert ist, aber mindestens
ein Verteilungsparameter unbekannt ist. Uber den unbekannten
Parameter besteht eine a priori—Verteilung} Im vorliegenden
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Fall wird F(x) als Normalverteilung mit unbekanntem Mittel-
wert 0, aber bekannter Prizision r:i/cgzl angenommen. Uber

O besteht eine a priori-Verteilung, die wiederum eine Normal-
verteilung N(u,t) ist, deren Verteilungsparameter bekannt
sind. Die spezielle Annahme {iber die a priori-Verteilung ver-
einfacht die Behandlung des Problems, da Normalverteilungen
als a priori—Verteiluné und als Verteilung der beobachteten
Variablen bel nabhingiger" Beobachtung zueinander "konjugier-
te" Verteilungen bilden, d.h. die a posteriori-Verteilung
liber © ist wiederum eine Normalverteilung, deren Parameter
durch die Ergebnisse der beobachteten Variablen "korrigiert"
sind (s. Anhang 3.2) und die man explizit angeben kann. Bei

jedem Suchschritt wird nun neben den Suchkosten auch die In-
formation {iber den Parameter von F(x) wachsen. Es ist intuitiv
klar, daB der kritische Kapitalwert flir ein solches Problem,
vorausgesetzt man kann seine Existenz zeigen, einen im Zeit-
ablauf "unberechenbaren" Verlauf annehmen kann. So kann ein
bestimmtes Ergebnis je nach Erfahrungsstand unterschiedlich
beurteilt werden, und es ist ohne weiteres mdéglich, daf® man

bei einem Ergebnis stoppt, das man zu einem frilheren Zeitpunkt
als unzureichend abgelehnt hat. Man kann aber zeigen, daR

sich fir den gegebenen Rahmen wenigstens Untergrenzen flir die
kritischen Kapitalwerte ableiten lassen, die sich "reguldr”
verhalten, und daR in einem Spezialfall die Stoppregel bei
Gliltigkeit von (A.8) sogar die in Teil II angegebene Form an-

nimmt.

Zur Losung des Problems wird ein Funktionalgleichungsansatz
verwendet und die Existenz der L&sung aufgrund der Annahmen .
von Teil II vorausgesetzt. Auf jeder Stufe kann der Informa-
tionsstand des Experimentators durch ein Tripel (X,u,t) cha=
rakterisiert werden, wobei X das bisher vorliegende maximale
x ist, p und t die Parameter der a posteriori-Verteilung Uber
0, die dann gleichzeitig a priori-Verteilung fiir die nichste

Stufe ist. Wird eine weitere Beobachtung x gemacht, dann wird
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1%}%, t+1) (s. Anhang 3.2,

Theorem 3), wobeil x(x)=max{X,x} gesetzt wird. x besitzt bei

(X,u,t) transformiert zu (x(x),

dem vorliegenden Informationsstand (utr) die Verteilung
N(p,t/t+1) (s. Anhang 3.2, Theorem 4). Bezeichne V(x,u,t)
den erwarteten Gewinn der optimalen Politik, wenn vom Infor-

mationsstand (X,p,t) gestartet wird; dann gilt fiir V(.) die
Funktionalgleichung )

V(Z,u,1) = max{i,E(V[i(x),u(x),r+1])—c} (III.3.1)
wobel u(x) = I%%%. Gleichung (III.3.1) wird nun derart trans-
formiert, daBR sie flir Zufallsvariable x mit u=o gilt, so daB
man in der Ausgangsposition jeweils den Informationsstand
(x,0,7) hat. Dies ist m8glich, da offenbar fir V(-) die In-

varianz-~Beziehung
V(x-K,u-K,7) = V(X,u,t)-K o (ITI.3.2)
gilt. Man definiert U(x,t) := V(X,o0,t); dann gilt fiir den er-

warteten Wert der optimalen Politik beil transformierter Vari-

ablen x mit N(o, ?£T) beim Informationsstand (x,t)

U(x,t) = max{i,E(U[i(x) - Tfl, T+1])-c} (ITI.3.3)

Die Giiltigkeit von (III.3.3) folgt leicht aus (III.3.1):

UGE,©) = T(X,0,0) = max{X,E(VIRG0, g, t+il)-c}

- - X
max{x,E(V[X(x) - ?éf’ o,T+1] + ?TT)_C}

max{i,E(U[i(x) - ?§T’ r+1])—c}

T

da x verteilt ist nach N(o, ?TT)’

Man kann nun zeigen, (s. DE GROOT, 1970, S. 342), dak
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U(x,t) > x = U(xg,T) >x, ¥ %, <X

Dieses Ergebnis ist nicht-trivial, da der Erwartungswert auf

. der rechten Seite von (III.3.3) wiederum von X abhingt. Be-
zeichne s*(1) den kritischen Kapitalwert, dann folgt aus den
bisherigen Uberlegungen, daf es optimal ist, beim Informations-
stand (x,u,t) nicht zu stoppen, wenn

X-u < s*(1).
Zur Bestimmung von s*(t) hat man das folgende Ergebnis:

Proposition 2: Es gilt flr >0

s*(1) 2 v i (xre) /et | (III.3.4)
E o
wobei t' := (;%T)z, und ¥(c) := § (x-c)dF(x), F ist die Standard-
c

Normalverteilung (s. Anhang 3.3).

. ° - - a X .
Beweis: Es sei Ul(x,r) = E(U[x(x) - =T r+1]}-c.

Dann wird (III.3.3) zu

- U(X,1) = max{i,Ul(i,r)}
Daraus folgt U(X,t) = X. Also erhilt man mit x = (x(x) - rfl)
Ul(i,r) 2 Elmax{x,x} - ?éil-c =
- 1Y%
= X + __‘{/(I'X) - C s
wobei die letzte Gleichheit aus E(x)=zo und Theorem 5 in
Anhang 3.3 folgt.
A y(t'%) . - - .
ngenommen —-——- > C, dann gilt U(x,Tr) > x; also darf die

optimale Politik auf dieser Stufe nicht stoppen. Daraus folgt

X < s*(7t). Also erhilt man durch Aufldsung nach X
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T'x > T-l(T'C)
und

_1 '
s*(t) =2 X__é;_ﬁl . q.e.d.

Ein interessantes Ergebnis dieses Kapitels besteht darin, da®
unter einer speziellen Annahme an die Suchkosten die in Pro-
position 1 angegebene Untergrenze flir den Reservationskapital-

wert mit s*(r) zusammenfillt. Dies folgt aus

Lemma (DeGROOT, 1970, S. 343): Wenn die Ungleichung

Til > 2(1-mc?) ‘ (ITI.3.5)

erfliillt ist, gilt

(¢) Zusammenfassend erhdlt man also fiir das in diesem Kapitel
diskutierte Problem die folgende Stopp-Regel: Gegeben der In-
formationsstand (X,u,t) und es gilt Ungleichung (III.3.5),
dann soll

- v e
- gestoppt werden, wenn xX-u 2 —

-1 .
- nicht gestoppt werden, wenn X-p < X__éi_&l

Ist Ungleichung (III.3.5) nicht erfiillt, dann kann man immer-
hin aussagen: Es soll

- =1
- nicht gestoppt werden, wenn x-u < E——L;—Sl

-1, , .
Nimmt man E__é;_&l als kritischen Kapitalwert, dann wird man

héchstens zu friih stoppen, da er Untergrenze flir s*(t1) ist.

Aus der Definition von ¥(-) folgt, daR (s. Theorem 5, Anhang 3.3)
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der kritische Kapitalwert s*, der sich aus ?*(X—s*)dF(x)=c
ergibt, wenn F(x) die Verteilungsfunktion vzn N(o,t') ist,
durch %T W-l(r'c) berechenbar ist. Damit kann das Ergebnis
des Lemmas dahingehend interpretiert werden, daR die optimale
Stoppregel bei GUltigkeit von (III.3.5) den myopischen Charak-
ter hat, durch den die optimale Stoppregel im Falle der Suche
bei bekannter Verteilung F(x) charakterisiert werden konnte
(Teil II). Dabei wird jeweils F(x) als "bekannt" mit N(o,t')
Vorausgeseﬁzt und s*(t) aus der bekannten Gleichung
H(s*(t))-c=o bestimmt. Folglich hingt s*(t) vom jeweiligen
Informationsstand ab. N

Wie man aus Ungleichung (III.3.5) sofort erkennt, ist der
myopische Charakter der Stoppregel auf jeden Fall gewdhrlei-
stet, wenn die Suchkosten ¢ groR genug sind, d.h. genauer

1 s > 1 . . "
c 2 ; fir ¢ 2 ist (III.3.5) immer noch flir ge-
TT172 2 <2n)172 ’ |

nligend grofe 1t erflillt. Das bedeutet, dak man um so eher die
Giltigkeit einer myopischen Entscheidungsregel erwarten kann,
je groRer die durch die Prédzision t gemessene subjektive

Sicherheit, d.h. je kleiner die Varianz der a priori-Vertei-

lung iliber den unbekannten Parameter © ist.

4, Budgetbeschrinkungen

(a) Grundsidtzlich hat natiirlich die Entscheidung tlber Annahme
oder Ablehnung eines Projekts in Verbindung mit der Linge

des Suchvorgangs bzw. der HShe der insgesamt flir Forschung
und Entwicklung eingesetzten Ressourcen im Rahmen und im Zu-
sammenhang mit den sonstigen unternehmerischen Entscheidungen
zu erfolgen. Wenn hier also ein Teilproblem isoliert betrach-
tet wird, dann hat man davon auszugehen, daf eine Reihe von .
Nebenbedingungen zu beachten ist, die i1.S. einer mdglicher-
weise iterativ realisierten Simultanentscheidung formuliert

sind. Als Beispiel soll hier der Fall einer Finanzierungsgrenze
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betrachtet werden. Konkret wird unterstellt, da® das maxi-
mal flir Forschung und Entwicklung zur Verfligung stehende
Budget nach oben beschrinkt ist. Bei monetdrem Ansatz heift
das, daBk bei den im Ubrigen dem Grundmodell entsprechenden
Annahmen die zulidssige Anzahl der Suchperioden bzw. die
zuléssige Anzahl explorierbarer Projekte eine feste Ober-

grenze nicht Uberschreiten darfl).

(b) Gesetzt den Fall, daR auch hier wieder die urspriingliche
optimale Stopprégel Gliltigkeit behdlt, ist die Ableitung

der Entscheidungsregel relativ einfach, wenn auf die mit
(A.8) geforderte Rﬁckgriffsméglichkéit verzichtet wird. Der
Netto-Ertrag der Suche wird dann durch die Folge {Yn} mit

Y, = Xn-cn (n=1,...,n) angegeben. Wie in Anhang 2 gezeigt,
hat die optimale Stoppregel "Reservations-Eigenschaft", d.h.

es wird auf der n-ten Stufe gestoppt, wenn

wobei S den erwarteten Netto-Ertrag 'des "Nicht-Stoppens"”

bei Befolgung der optimalen Stopp-Politik bezeichnet. Mit
?g(x) soll der maximale Netto-Ertrag auf der Stufe n bezgeich-
net werden, d.h. wenn noch (N-n) Suchschritte m8glich sind.
Dann folgt sofort, daB ?g(x) in Form folgender Funktional-
gleichung gegeben werden kann:

©
~n ~n
Yn(x) = max{x,—c + JYH+1(y)dF(y)} (III.4.1)
o)
fir n=1,...,(n-1),
Nr_l _ .
Ta(x) = x (ITI.4.2)
- .
Dabei bezeichnet s, = -c ¥ J?g+1(y)dF(y) (sﬁ=o) den kritischen
)

1) Uniliblich, aber durchaus sinnvoll wire im librigen, diese
Obergrenze i.S. eines Erwartungswertes zu bestimmen.
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Kapitalwert auf der n-ten Stufe des Suchprozesses. Aus
(IIT.4.1) folgt sofort, daB der kritische Kapitalwert im

Zeitablauf abnimmt, d.h. sliszi...isﬁ_l. Aus der Beziehung

1(y)dF(y) = (IIT.4.3)

= -c + max{ n+1}dF(y) =

S
L
i

= l-c # H(Sn+1)] * Sne1

folgt sn§s flir alle n, wobei H(s)=c, d.h. s der Reservations-
kapitalwert bei unbeschrinkter Suchzeit ist. Denn aus 5,>8
fir wenigstens ein n folgt H(s ) -c<o, also S~ im

Wlderspruch zu der vorher abgelelteten Beziehung s >s n+1°

Eine kurze Uberlegung zeigt, dak die komparativ-statischen
Eigenschaften der Entscheidungsregel des Grundmodells - hier
bezogen auf einen gegebenen Zeitpunkt n - unveridndert bleiben:
Eine Erh8hung der Suchkosten pro Periode c 1&Rt s, flir alle n
sinken (nach Definition von s ) Die Verinderungen von F(x)
gemdh® den in Teil II deflnlerten Relationen (1, <5 ergibt

die gleichen Ergebnisse, da Y D(x) offenbar nicht fallend und

konvex ist.

Wesentlich schwieriger wird das Entscheidungsproblem beil Bei-
behaltung von (A.8). Wie man den Ausfihrungen von Ankang 2
entnehmen kann, ist die "Reservations-Eigenschaft" der Stopp-
Regel nicht von vornherein klar. In Anhang 4 wird ausfiihrlich
gezeigt, daB auch bel Gliltigkeit von (A.8) eine Folge von
Reservations-Kapitalwerten {s;} existiert mit siz ZSﬁT1
Man benutzt dabei die folgende Funktionalgleichung

’B (x) bezeichne den maximalen Netto-Ertrag der Suche, wenn

(n- n) mégliche Suchschritte iibrig bleiben)
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~Tl _ . ~n [ ~n i
000 = max{x,me ¢ B2, 0000 + | 2, (nasep)
X

= max {x,z,(x)]} (TII.4.4)
fiir n=1,...,(n-1) ,
BR(x) = x

und definiert die s; durch

st = min{xlxzzn(x)} (III.4.5)

Als interessantes Ergebnis (s. Anhang 4 kann man zeigen, daf
fiir alle n gilt s;=s, wobel s der Reservations-Kapitalwert beil
~suche mit unendlichem Zeithorizont ist und sich gemi® (II.
bestimmen 14Rt. D.h. also bei Gilltigkeit von (A.8) haben
Budgetbeschridnkungen keinen Einfluf auf die Eigenschaften der
Stopp-Regel, aublerdem wird wegen sé=s§sn niemals friher
(hdchstens spidter) gestoppt als bei der Suche ohne Rickgriffs-
méglichkeit.

IV. Pazit und weitere Probleme

Auf Optimierungskalkiilen beruhende Entscheidungsregeln haben
i.d.R. nur dann Chancen einer breiteren Anwendung inAder be-
trieblichen Praxis, wenn sié einfach strukturiert und még-

lichst ohne nennenswerten administrativen Aufwand exekutier-
bar erscheinen. Diese Voraussetzungen erfiillt eine myopisch-
sequentielle Entscheidungsregel ohne Frage, sieht man einmal
von der Problematik der Datenbeschaffung ab. Bedauerlicher-

weise ist aber die im Rahmen des Grundmodells glltige Maxime

nur begrenzt robust, wie die Diskussion verschiedener Erwei-



terungen erwiesen hat. Insofern wire von einigem Interesse

zu untersuchen, ob und unter welchen Umst&nden die unter

den Annahmen von Teil II korrekte, d.h. optimale Entschei-
dungsregel bei "vertretbaren" Fehlern auch unter nicht "pas-
senden" Bedingungen benutzt werden kann - dann natiirlich i.S.

einer Daumenregel. Insbesondere ist in diesem Zusammenhang

an den wichtigen Fall unbekannter Verteilung zu denken.

Abgesehen von einer systematischen Analyse der einleitend

zu Teil III erwdhnten, aber von uns nicht im einzelnen be-
handelten Fragestellungen, 148t sich eine Reihe weiterer, _
mehr oder minder spezieller Szenarios vorstellen, deren Un-
tersuchung im einzelnen Anwendungsfall von Bedeutung sein
kann. Von allgemeinerem Interesse allerdings schiene uns der
Versuch, das Verfahren der Projektwahl bei unvollstindiger
Information zu einem Verfahren der Bestimmuﬁg eines optimalen
Projekt-"Portfolios" bzw. Investitionsprogramms bel unvoll-
stindiger Information zu erweitern. Dabei ergeben sich u.U.
héchst komplexe intertemporale Entscheidungsprobleme, da na-
_tuirlich gleichzeitig auch Uber eine in ersatztheoretischem

Sinn geeignete zeitliche Strukturierung des Investitionspro-

gramms zu befinden ist. Offensichtlich besteht hier ein enger
Zusammenhang mit dynamischen Aspekten der Diversifikations-
entscheidung und damit allgemein mit der Wachstumsentschei-
dung einer Unternehmung bei unvollstdndiger Information.



ANHANG

1. Das Problem des optimalen Stoppensl)

Ziel dieses Abschnittes ist es, den formalen Hintergrund
fiir die in Teil II gemachten Annahmen {iber Existenz und
Form von optimalen Stoppregeln in einem m&glichst allge-
meinen Rahmen darzustellen. Gegeben sel eine "stochasti-
sche Folge" {Yn,Fn}, d.h. eine Folge von reellen Zufalls-
variablen Y : (Q,F ) - (R.®) mit F, S F,,, und eine Menge
von Stoppzeiten C, d.h. eine Menge von Abbildungen

T: @ - Nuf{=} mit der Eigenschaft

t

{t=n}€Fn vn s
P{t(oo} = 1 s

E(Y;) +

Dann entstehen zwei Probleme. éinmal mupl gezeigt werden, ob

Uberhaupt ein t*€C existiert, so daB

E(Yt*) = sup E(Y

)
teC L

zum anderen muB geprift werden, welche "Form" die optimale
Stoppregel hat, d.h. welches Kriterium sie einem Entscheider
gibt, der den ProzeR {Yn} "optimal"'stoppen will. Dabei wird
im folgenden gezeigt, dak die optimale Stoppregel "myopischen'
Charakter fir sog. monotone, stochastische Folgen hat, und

dap die im Text verwendeten Folgen monoton sind. Aus der
speziellen Annahme der Unabhidngigkeit der X4 (s. (A.5)) und
der konstanten Suchkosten folgt die "Reservations"-Eigenschaft
von t*,

1) Die folgenden Ausfilihrungen stiitzen sich auf Arbeiten von
CHOW/ROBBINS (1961, 1963, 1971).
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1.1, Existenz einer optimalen Stoppregel

Fir die Existenz von optimalen Stoppregeln fiir eine stocha-
stische Folge gilt der folgende Satz

Theorem 1 (CHOW/ROBBINS, 1963, S. 36): Gegeben sei eine

stochastische Folge {Yn,Fn} mit den Eigenschaften

- | . n 1 1 s -
| (a) Y Y Yn (Yn ,Yn sind Fn meRbar)

no> 3 1 = o
(c) Y" 2o, l;m Yo"os

Dann existiert eine Stoppzeit t*€C, so da®

E(Yt*) = sup E(Y

)
tec ¢

Man kann nun zeigen, daR die im Text definierten qualls—
variablen Yn = max{Xl,...,}n}-n-c den Bedingungen des Theo-
rems geniligen. Um allgemeinere F&lle behandeln zu kdnnen,
wird dies fiir Nettoertragsvariable Yn mit steigenden Such-
kosten Z(n) (also Z(n+1) - Z(n)>o) formuliert. Explizit soll

" 1
flir unsere Zwecke angenommen werden, daB )

Z(n) = cn® (a>0, c>0)

Theorem 2: Die {xi} seien unabhingig und identisch verteilt

. +,1+ax
mit E[IXil] < E[(Xi )

le Stoppzelt flir die Folge Y = max{xl,...,xﬁ} - cn

] < e, dannexistiert eine optima-
o

Beweisskizze: Man muB zelgen, daB flr die speziell definier-

te Folge~{Yn} die Bedingungen von Theorem 1 erfi{illt sind.
Offenbar sind (a), (c) erfiillt mit

1) In Teil II wurde der Spezialfall a«=1 diskutiert.



- 31 -

o
cn
t = X -
Yn max { 1"“’Xn} 5
cn®
n o —
Tn T 2

Um die Glltigkeit von (b) nachzuweisen, bendtigt man das
folgende technische Lemma

Lemma (CHOW/ROBBINS, 1963, S. 43): Gegeben sei eine Folge
Xy 5 Xgs¥gs e von unabhingigen, gleichverteilten, nicht-nega-
tiven Zufallsvariablen, und es sei flir «,c>0 '

' a

Z :=_szp[max(x1,...,xn) - cn’]
Dann gilt

P{Z<w} = 1 o= E(x% ¢o (1.1.1)
und flr

1,1

8>0: E(2V/8) co = Ex® B <o (1.1.2)

Nun gilt
' o} o
_en | o< [ ot Ly _cn
sgp[max{xl,...,xn} _é_} S sumeax{xl,...,fn} —§~]

Also folgt aus (1.1.2) mit B=1, X=X

o

E[sup[max{xl,...,xn} - 93—]] < =
n

d.h. Bedingung (o) von Theorem 1 ist erfillt.

g.e.d.

Fir a=1 (s. Teil II) impliziert (A.1) offenbar die in
Theorem 2 bendtigten Annahmen x.
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1.2. Form einer optimalen Stoppregel

‘Das Problem der Existenz einer optimalen Stoppregel kann filir
die hier bendtigten Fille als geldst gelten. Es bleibt zZu
zeigen, daR die optimale Stoppregel tatsichlich die in Teil II
angenommene Form hat. Dazu bendtigt man folgende Definition.

Definition: Die stochastische Folge {Yn,Fn} heiRt "monoton",

wenn
B, € B, <. U B = Q
1 2 > poq N
mit
.= ; <
B, : {E(Xn+1|Fn) s X3

M.a.W.: Ist bei einer monotonen, stochastischen Folge auf

einer Stufe n das Ereignis {E(Y

< .
ne1(Fy) § Y 1 eingetreten,

dann ist die Folge vom Zeitpunkt n ab ein Supermartingal.

Flir monotone Folgen nimmt die optimale Stoppregel folgende

("myopische'") Form an:

Theorem 3 (CHOW/ROBBINS, 1963, S. 39): Gegeben sei eine sto-

: 3 - V- ": * o * %k
chastische, monotone Folge {Yn,Fn} m;t Yn Yn Yn Yn Yrl s

wobei
(a) E[sup(Yn')+] = B <

< 1 < " . LA,
(b) o 2 Y," T Y,,... l;m Y "=

(c) (Yn*)_ ist gleichfdrmig integrierbar

(a) Y **

HA

KYn" fir ein Kelo,=[ ,

dann existiert eine optimale Stoppzeit t*, die wie folgt
definiert werden kann



* = il <
t m1n{n|E(Yn+1!Fn) < Yn}

Unter den Voraussetzungen von Theorem 2 kann man leicht
zeigen, dah filir die Folge {Yn} mit Yn=max{xl,...,xn}-cna
die Voraussetzungen (a) - (d) von Theorem 3 erflillt sind:

Man nimmt nur

o
en
r = X L. X -
Y max{vl,.. R n} 5 s
o

y n - on

n 2 3
Y * = max{x x 3} Y ** = on®

n 13"')n ;) n 5

dann ist offenbar (a), (b) erfiillt; mit K=2 ist auch (d)
erfillt. '

Wegen

[max{xl,...,xn}f'§ xl

-

und E(1x1) < « sind offenbar die {Yn*_}.gleichférmig inte-

grierbar.

Es soll nun gezeigt werden, daB die oben definierte Folge
-{Yn} fliir bestimmte Werte von a« monoton ist, womit Theorem 3
anwendbar ist, und daB die in Theorem 3 definierte Stoppzeit

t* fur {Yn} die folgende Form annimmt

t* = min{nlmax{xl,...,xn} 2 Sn} ,
wobei sansung von J(x—sn)+dF(x) = Z(n) ist.
Dazu berechnet man

E(Yn+1an)_Yn = J(x—max{xi,...,xn}) dr(x)

- e((n+1)%-n%y  (1.2.1)
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wegen der Unabhdngigkeit der {Xi}.

Definiert man s, durch
J (x-s )*aF(x) = c((n+1)%n®) ,

dann folgt offenbar aus (1.2.1)

< >
E(Y ,,IF) S Y, <= max{xy,...,x} Zs (1.2.2)

- > Loy _ P
Da max{x;,...,x, .4} 2 max{xl,...,xn} und cl[(n+2) (n+1)™7]

2 cl(n+1)%-n%] rur a2l gilt Sn+1§Sn‘ Demnach ist die oben de-
finierte Folge X fiir a21 monoton. Also ist Theorem 3 anwend-
bar,und aus (1.2.2) folgt, daR t* die oben angegebene Form
hat. Flir den in Teil II behandelten Spezialfall a=1 gilt

of fenbar Sn=S =s und

n+1

t* = min{nlxn 2 s}

Ein Spezialfall ergibt sich durch Betrachtung der Folge
n
. _ LN . _ t-1 .
{Yn’Fn} mit Yn = B max{xl,...,xn} tElB ¢, wobei B€lo,1l.
Dies entspricht dem in Teil III besprochenen Fall der Diskon-
tierung, in dem Kosten jeweils zu Beginn, Ertrdge am Ende

einer Periode anfallen. Die (1.2.1) entsprechende Gleichung

ergibt hier (mit m_ := max{x;,...,x,})
n n, _ .n _ _ -
E(p (Bm ,,-m )IF )-Bc = B [E(Bm , -m [F )-c]
= p7(BS (x-m ) "dF(x)-(1-8)m ~c] (1.2.3)
Wegen mn+1>:’mn ist {Y_ } monoton; mit der Definition von s

durch

BH(s) = c+(1-B)s (1.2.4)
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erhdlt man die in Teil IIT.2 angenommene Stopp-Regel.
Allerdings ist nicht gesichert, da® hier Uberhaupt ge-
stoppt wird; die Bedingung (b) von Theorem 3 ist flr Yn
offenbar nicht erfillt.

2. Das Stopp-Problem bei beschrinkter Suchzeit

In Anhang 1 wurden nur Stoppzeiten t betrachtet, die nicht
beschfénkt sind, es wurde lediglich P{t<wo}=1 gefor-
dert. In diesem Abschnitt soll die Menge C der zu betrach-
tenden Stoppzeiten eingeschridnkt werden auf

¢V o= (teciesw
Damit kann das Problem des optimalen Stoppens einer stocha-
stischen Folge {Yn,Fn} analog zu Abschnitt I formuliert
werden: Man suche ein t*ECN, so daB

E(Y_,) = sup E(Y,)
e gec Tt

Fiir dieses Problem kann man intuitiv die Losung durch "back-
ward induction" angeben. Bei Beachtung einer optimalen Stopp-
Politik geht man wie folgt vor: Auf der N=-ten Stufe muR auf
jeden Fall gestoppt werden mit dem "Ertrag" Yy; auf der
(N-1)-ten Stufe wird gestoppt, wenn E(YN!FN_l)SYN_lg es wird
eine weitere Stichprobe genommen, wenn E(YNlFN_1)>YN_1, so-
fern man eine optimale Stopp-Politik befolgt. Allgemein wird
die Zuldssigkeit dieses Verfahrens in folgendem Theorem be-

wiesen.

Theorem 1 (CHOW/ROBBINS, 1971, S. 50): Man definiere

N
YN_ 1= YN
N N
Y = maX{Yn,E(.n+1!Fn)}

fir n=1,2,...,N-1 s
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dann ist die Stoppzeit t*ECN,definiert durch

N

t* o=z min{nlYn =Y,

optimal in CN flir die stochastische Folge {Yn’Fn}"

Mit Hilfe von Theorem 1 ist sowohl die Existenz als auch die
Form der optimalen Stoppzeit bel beschridnkter Suchzeit gege-
ben.

Ist Y =X -nc (c>0) gegeben mit Fn:F(Xl""’Xn>’ wobei die
{x,} eine Folge von unabhidngigen, gleichverteilten Zufalls-
variablen bilden, dann nimmt die optimale Stopp-Regel, die
in Theorem 1 gegeben ist, eine einfache Form an. Da die Xn
unabhingig sind, gilt

N

*
g n+1

o,

11}

min{nIYrl 2 E(y

wobel die y ~definiert sind durch

-

N N
Y, = max{¥ ,E(y , )}
offenbar gilt E(v)) 2 E(vy) 2 ... 2 E(Yy). Fur die Ausfihrun-

gen in Teil III ist das folgende Resultat wichtig: Ist die
stochastische Folge {Yn,Fn} wie oben gegeben durch Ynzxn—nc,

dann ist die optimale Stoppzelt gegeben durch

* = 3 >
v mln{nlxn:sn} s
mit s_ = E(NN y-c flir n=1 N-1, s.=o, woheil
n Tn+1 3 *** ;) N 2
N N
Th+1 T Tph+1 + (n+l)e
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3. Verschiedene Hilfsmittel

3.1. Stochastische Dominanz

Die folgenden Theoreme sind von FISHBURN/VICKSON (1978)

bewiesen worden.

Theorem 1: Es gilt die Kquivalenzrelation

Ju(X)dF(X) > Ju(x)dG(x) P
o) o

= G(x) 2 F(x) vV x€[o,»)

flir alle nicht-abnehmenden, endlichen reellen Funktionen
u(-) auf [o,=).

Theorem 2: Fiir F,G, die auf einem endlichen Intervall [o,b] kon-

zentriert sind mit HpTHg gilt die Aquivalenzrelation

h b X
[u<x>dF<x> > Ju<x>ae<x> - JG(t)dt >
(o] o] (0]
X
2 IF(t)dt v x€lo,b]
(o]

flir alle nicht zunehmenden endlichen, konkaven, reellen

Funktionen auf [o,Dbl.

3.2. Konjugierte Familien von Normalverteilungen

Theorem 3 (De GROOT, 1971, S. 167): Gegeben sei eine mit
N(e,r)4vefteilte Zufallsvariable x. Dabei ist die Prédzision

r bekannt, Uber den Mittelwert 6 besteht eine a priori-
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Verteilung N(u,t), dann ist die a posteriori-Verteilung
Uber © beil Vorliegen einer Beobachtung x eine Normalver-
teilung mit den Parametern

+ - Tutrx

= —_— ! = +
u Tir 3 T T+r

Theorem 4 (De GROOT, 1971, S. 239): Die Dichte der beding-
ten Verteilung einer Zufallsvariablen x sei N(0,1), dabei
ist 0 eine Zufallsvariable, die verteilt ist gemidR® N(u,t),

dann ist die Randverteilung von X gegeben durch N(u,?%T).

3.%3. Eigenschaften der Funktion ¥(-):

Ist F(x) die Verteilungsfunktion von N(o,1), dann bezeichnet
man speziell HF(o) mit v(-); mit Hi;fe von ¥(-) kann man
explizite L&sungen flir Reservations-Kapitalwerte von normal-
verteilten Zufallsvariagblen leicht angeben. Im Text werden

die folgenden Eigenschaften von ¥(-) benutzt:

Theorem 5 (De GROOT, 1971, S. 247/48): Fir die Funktion ¥(-)
gilt

a) ist F die Verteilungsfunktion von N(u,t), dann gilt
1

2
HF(X) - Y (1 (E‘H))

2
T

b) ¥(X)+x = Elmax{x,x}]
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4, Suche mit Riickgriff bei beschrinkter Suchzeit

Im folgenden wird mit Hilfe eines Funktionalgleichungsan-
satzes der Reservations-Kapitalwert sk direkt bestimmt. Be-
zeichne B (x) den maximalen Netto- Ertrag der Suche mit "Rlck-
griff", wenn (n-n) mdgliche Suchschritte ibrig bleiben. Dann
definiert man ‘

8000 = max{x,~c + 85, 0orGo + [B,  mar} o)

n+1 ] Pn+
X

Aus der Darstellung von (III.4.1) als

13:3I

(%) = max {x,Zn(x)} (4.2)

wird sofort ersichtlich, dak eine einfache Definition von 5,
wie im Falle ohne Rickgriffsmdglichkeit hier nicht mdglich
ist. Die folgende Proposition zeigt, da® durch

s¥ := min{xlx 2 z,(x)} (4.3)

auch filir diesen Fall eine Folge von Reservations-Kapitalwerten

existiert.

Proposition: Fiir das oben definierte Problem existiert eine

Folge von Reservations-Kapitalwerten {s;}?, so daR auf Stufe

n genau dann gestoppt wird, wenn X, 2 s;.

0 ()ar(y)

Beweis: Man deflnlere mit Zn(x) 1T - n+1(X)F(x) J
X

X .= 3 >
s¥ = min fx|x 2 Zn(X)}



- 4o -

s; ist offenbar ein Reservations-Kapitalwert, wenn gezeigt

werden kann

Z s* 2 Z
X < sn D X 2 n(X)

Nach Definition von s; ist die Implikation

X S

ny

>
; « X 2 Zn(x)

offensichtlich. Flr den Beweils der umgekehrten Richtung ge-

nligt es zu gzeigen, dapR (x - Zn(x)) nicht abnehmend in x ist.

Dies geschieht durch Induktion wie folgt:

Offenbar ist

X-ZN-l(X) = x—[-c+xF(x)+Jde(y)] = C-J(y—x)dF(y)
X X

nicht abnehmend in x, da H(-) nicht zunehmend in x ist.

nommen , (x—Zn+1(x))isﬁ nicht abnehmend in x, dann gilt

co

x-2_(x) = c+x-B0, (x)- Jf B, (9)- Bn+1(x)]dF(y)
X

Of fenbar ist (x—Zn(x)) nicht abnehmend in x, da

(x (x)) = min{o,x-Zn+1(x)}

n+1

P“—ﬂ

nicht abnehmend in x und J 2
ple

nehmend in x ist.

c-H(x)

Ange-

1{y) - n+1(x)]dF(y) nicht zu-
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Da offenbar Zn(x) z Zn+1(x) 2 ..., gilt flir die Reserva-
tions-Kapitalwerte s; 2 s;+1 2 ... . Dariliber hinausgehend

kann man durch eine leichte Uberlegung sogar zeigen, daB
s{ = 35 = ... = s; = s, wobei s - wie oben - der kritische
Kapitalwert bei unbeschrinkter Suchzeit ist. Dies folgt
aus der Definition von Zn(x) als

‘

Zn(x) = x+(H(x)-c) (4.4)

filr x 2 sfs1s

der Eigeschaft von H(-) (strikt fallend), H(s)-c=o und der
Definition von-s; als

sk = min{le(x)—c < o} | (4.5)

Daraus resultiert sofort s; 2 5. und man kann schlieBen:
5, ist nach Definition der erwartete Ertrag bei fortgesetz-
ter optimaler Suche flir 1 Suchschritte; s; lUbersteigt diesen

Ertrag, folglich wird in diesem Fall auch spidter gestoppt.

P
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