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Komparative Statik, Stabilitdtsanalyse und Korrespondenz-—

prinzip bei gemischten Differentialgleichungssystemen

~ I. Zuereziehung'zwischen*komparétiv~statischer-und.dynamischer’

~_. Analyse (Korrespondenzprinzip) bei gemischten Differential-

gleichungssystemen (DGS) .

Es ist jedem dkonomischen Theoretiker geldufig, daf in der
komparativ-statischen Gleichgewichtsanalyse bei der Bestimmung

der Wirkungen,. diexvon‘Veranqerungen.in.exogenen:VariablenAauﬁ
die;endoqenen'VariabIen:eines¢Modellssausgehen, gegenliufige
Einzeleffékterauftreten.kénnen@ Bei einer rein qualitativen
Analyse, in der nur die Richtung, aber nicht die zahlenmidBige:
Stdrke von Wirkungen ermittelt werden soll, miissen dann die
Gesamteffekte deswegen unbestimmt bleiben, weil die einander
entgegengesetzten Einzeleffekte ohne: numerischer Spezifikation
nicht saldiert werden kénnen. Spdtestestens: seit.Samuelson das:
Rorrespondenzprinzip 1) formulierte, ist auch bekannt, das8 sich
solche Unbestimmthe;ten.durchAAuswertung}von.Stabil;tatsbedlngungen
zumindest einschrédnken, wenn nicht sogar beseitigen lassen. Exr-  __ ;
fillte Stabilitatsbedingungencharakterlsleren Gleichgewichte:
Vals,stablle Lagen, . zu denen das mit dem statischen Glelcha

gewichtssystem (ein Gleichungssystem) korrespondierende
dynamischerUngleichgewichtésystem:(ein Differentialgleichungs—
system) konvergiert. Die: Samuelsonschen. S&tze "One interested only
in fruitful statics: must study dynamics.™ 2) und "We: find our-
selves confronted with this paradox: in order for the comparative- -
statics analysis to yield fruitful results, we must first develop

a theory of dynamics.™ 3) sind wohl bekannt.

Bei der Anwendung des Samuelsonschen: Korrespondenzprinzips
lassen sich u. a. folgende Beziehungen (Eigenschaften) ausnutzen:

7. Die System~ oder Funktionsdeterminante des komparativ-—
statischen linearen bzw. linearisierten Gleichgewichts-
modells. ist, abgesehen von einigen positiven oder
negativen und konstanten Proportionalititsfaktoren
(Anpassungsgeschwindigkeiten) gleich der‘System—-oder



Funktionaldeterminante: des. korrespondierenden dynamischen
Ungleichgewichtssystems (linearen Differentialgleichungs-—

systems mit konstanten RKoeffizienten).

2. Dier Systemdeterminante deés: korrespondierenden dynamischen
Ungleichgewichtssyétemshlaﬁt’sich allein als Produkt der .'» . . .-
Losungen (Eigenwerte) der charkateristischen Gleichung ‘des:~- -
dynamischen Systems darstellen.

- 3. Bei Stabilitit des dynamischen Systems muB8 das Produkt der

Eigenwerte notwendigerweise positiv bzw. negativ sein,‘wenn |
die Anzahl der Eigenwerte:(Ordnunq:der"Systemmaﬁrix) gerad-
zahlig bzw. ungeradzahlig ist.

4. Fir stabile Systeme 138t sich aufgrund wvon 1.- bis 3. das
Vorzeichen der Systemdeterminante des: komparativ-statischen
Gleichgewichtsmodells: bestimmen.

DiesKenntnLS-des.Vorzeichensader‘Syétemdeterminantezdes.komparativ~
statischen Gleichgewichtsmodells ist bei mathematischer komparativ-
statischer Analyse unbedingt notwendig zur Bestimmung der Wirkungs-—
richtung von Ursachen. ‘

Nicht selten std8t man in der komparativ-statischen Analyse bei

der Formulierung des korrespondierenden Ungleichgewichtssystems

auf gemischte-Differenfialgleichungssysteme=(DGS). In gemischten
DGS treten im Gegensatz zu reinen DGS neben Differentialgleichungen
auch: gewdéhnliche Gleichungen auf, d. h. es kommen auch Gleichungen
chne Differentialquotienten als Variable: vor. Den gemischten DGS
fehlt im allgemeinen die Eigenschaft 2. Die gemischten DGS lassen
sich zwar durch Variablenelimination auf reine DGS reduzieren,.

es geht aber dabei die Eigenschaft i verloren. Will man die Eigen-
schaft 1 bei einer Reduktion.des‘dynamiscﬁen,Systems beibehalten,
dann muf man auch das komparativ-statische: Gleichungssystem ent-
sprechend. iber eineElimination von Variablen reduzieren. Auf diese
Weise: wiirde: allerdings die Aussagefihigkeit der komparativ-stati-—
schen Analyse entweder eingeschridnkt 6der'abery die Analyse bei.
dem Versuch, die Einschrinkungen infolge;de:'Variablenelimination
wieder riickgdngig zu machen, technisch enorm kompliziert. Es besteht
daher offensichtlich ein Be&arf'an einem einfachen Verfahren zur



stabilitdtstheoretischen Bestimmung des: Vorzeichens: der System—
determinante: von komparativ-statischen Gleichgewichtssystemen,
deren korrespondierende dynamische: Ungleichgewichtsysteme DGS
vom: gemischten. Typ sind.

_II. Ein brauchbarer Satz fiir die Stabilitdtsanalyse bei gemischten

Differentialgleichungssystemen (DGS)

A bzw. B seien Matrizen der Ordnung n x n bzw. n x & mit konstanten
Elementen. szei.ein Vektor mit m(< n) Komponenten,und‘ix2 ein
Vektor mit. n — m > O Komponenten. Der Vektor z habe & Komponenten..

Das. folgende lineare DGS

L )\ .

(1) dt .

nennén.wir, auch ohne den inhomogenen Teil Bz, ein gemischtes: DGS..
Die Null auf der linken Seite von (1) reprédsentiert einen Vektor
bestehend auss. n - m > O Nullen, besitzt also die gleiche: Anzahl

2
,steady—state-Lasungrxs des. Systems. (1) ist definiert durch

von Komponenten wie: der Vektor x,. A sei nichtsingulér. Die

[ 1

(2) 0 = A&~ - Bz bzw. x¥ = 27 Bz

Der Einflu8 von z auf die steady-state-Ldsung wird in der kompara-—
tiv=-statischen Analyse untersucht. Bei der Analyse der Stabilitit
eines komparativ—statischen,Gleichgewichts;gehﬁgt es, den homo-
genen Teil eines DGS zu betrachten. In den folgenden DGS wird
daher die inhomogenisierende Komponente Bz unterdriickt und x ist

. als Abweichung vom steady-state-Wert x> zu. interpretieren. Bei
einer im Anhang néher definierten m-Zerlegung der Matrix A kann
man den. homogenen Teil des gegebenen gemischten DGS auch wie

folgt schreiben:



"\

dx .
- B Paz *t Bip ¥y HRqg Xy
dt |
(3) = -
o A1 Baa %3 Bar X1 T R Xy

Der "untere" Teil,dieseerystemsrbesteht.aus;ganzwgewéhnlichen‘-””F“
linearen Gleichungen, die man nach x aufldsen kann..

Wir unterstellen, daBiIAzzl # 0. Als eindeutige Ldsung fiir
xz‘erhalt man danns:

' T
(4) Xy = =Byy Aoy Xee

Mit dieser'Lésungrfﬁr’xz kann.das:gemiSchte:DGs.auf’ein;reines;
DGS' reduziert werden. Das reduzierte System lautet: .

_ ; S - A =1
11 X7 wobei ATT = ATT ATZ Azz AZI

Im folgenden sei unterstellt, dafg |§i1| £ 0.

Rls:chafakteristische-Gleichung des gemischten Systems haben wir:

(6) A -2 | =0

Daz:ina;i.st.l'.i,1 eine Einheitsmatrix der Ordnung m x m.
Die charakteristische' Gleichung des reduzierten Systems: lautet:

Nach Satz 1 des Anhanges erhdlt man flir die charakteristischen
Gleichungen der beiden Systeme die:gleichén Ldsungen (m Eigen-
werte). Ein anschaulicher Grund fiir dieses Ergebnis: Das dynami-
sche: Verhalten eines Systems kann nicht von seiner speziellen
mathematischen Darstellungsform (extensive oder reduzierte Form)
abhdngen..



1, .., m)

i

Bei paarweise verschiedenen Eigenwertentki (%
lautet die allgemeine Ldsung des DGS (1) :

(8) xT(t) =¢’1VIeA1t +ﬂc2v?d)2t‘+ c3v?e}3t + ee. + cmV?eAmt

1

x1(t)
Darin;sind'ci beliebige, durch Anfanésbedingungen.zu'bestimmende

Konstanten und vi sind die den A, zugeordneten Eigenvektorem

d’er‘Matrix.i11 b;w. jeweils der-di;»ersten m-Komponenten um-—
fassende Teil der Eigenvektoren der charakteristischen Glei-—
chung (6) . Bedi mehrfachen Nullstellen der charakteristischen
Gleichungen sind die Eigenwerte nicht. mehr alle verschiedemn.
(8)ist dann.durch.Polynomefzu‘modifizieren‘4). Das: DGS (7). ist
nur dann stabil, wenn:dieRealteilevsamtlicherEig‘enwer.tenegati;v~

. Zum gemischten DGS (1) korrespondiert das Gleichungssystem (10Q)
fir die komparativ-statische Gleichgewichtsanalyses:

(10) Ax~> = Bz v xsf = (xi} xi)

mit B als Konstanten-Matrix der Ordnung n x £ und z als Vektor
von ¢ Parametern. Wir vernachléssigen.zunéchst:diefMaglichkeitr
‘dag die Systemmatrix des DGS. und die die des korrespondierenden
komparativ-statischen Gleichgewichtssystems sich durch zeilen-
weiseeverschiedené:Proportionalitatsfaktoren‘(Marktanpassungs~
geschwindigkeiten) unterscheiden k&nnen. Die Marktanpassungs-—
geschwindigkeiten seien also alle durch geeigente Wahl von Mas8-
einheiten filr die x -Variablen auf 1 normiert.

Zweck der komparativ-statischen Analyse ist die Bestimmung der
Quotienten*dxi//dzj. Die L&sung des Gleichungssystems (10) in
‘Differentialform lautet:

(11) ax® = A" 'Bdz = — X Bdz.



X ist.hierbei>die=Adjunkte'von K. Offensichtlich ist die: Kenntnis:
des Vorzeichens der SystemdeterminanteAIAl notwendig 2zur Bestim-
mung des: Vorzeichens von dxif//_dzj. Leider ist selbst dann, wenn
das Vorzeichen jedes. einzelnen Elementes. der Matrix. A durch theo—
retische oder a priori Uberlegungen bestimmt werden.kann, das:

: Vorzeichen.aer'Determinante«von A in vielen Fdllen noch unbestimmt.:
Hier kommt nun.daszSaﬁuelsonscheaKorrespondenzprinzipAzum Zuge..

Das Vorzeichen von |A| 148t sich durch die Annahme der Stabilitit
des. korrespondierenden DGS wie folgt bestimmen. |

Kennt man das:; Vorzeichen der Determinante |[A dann ergibt sich

221’
das: Vorzeichen der Determinante: |A| fir ein stabiles DGS. aus der

Gleichung (12)

m

(12) lA] =-|A22|igT.xL

Diese Gleichung gilt nach Satz 2 des:AnhangSrg). Diezxi sind

hier Eigenwerte sowohl des gemischten DGS mit Systemmatrix A,

als auch der reduzierten Fassung die;esSysteinsemit.Systemniatrix:i1
denn sowohl intuitiv- als auch nach Satz 1 des. Anhangs kdnnen die
Stébilitatseigenschaften des: gemischtentSYStémeund.die‘des:zugevv
hérigen reduzierten'Systems nicht verschieden sein. Bekanntlich
ist bei Stabilitdt eines Systems. das Produkt der Eigenwerte seiner
charakteristischen Gleichung notwendigerweise positiv bei gerader
Zahl m und negativ bei ungerader Zahl m der Eigenwerte 6)»

Es gilt daher folgender Satz H:

Bei einem positiven (negativen) We:t,der Determinante~[A22[ folgt
aus. der Annahme der Stabilitdt des gemischten DGS, da8 bei geradem
die. Determinante |A| des komparativ-statischen Gleichungssystems
positiv (negativ) und bei ungeradem m die Determinante |A| negativ

(positiv) ist. @

Flir den Fall nichtnormierter Marktreaktionsgeschwindigkeiten
unterscheidet sich die.sjstemmatrix C des gemischten DGS von der
Matrix A des korrespondierenden komparativ-statischen Gleichungs—
systems in den ersten m-Zeilen zeilenweise durch Proportionalitdts-

faktoren ki’ die im allgemeinen von 1 verschieden sind. Die



Systeme seien annahmegemdf so geordnet, daf die Beziehung zwi-
schen den Elementen der Matrizen C und A sich wie:folqﬁ darstellen
l48¢t:

C; .. = & i& = M + 1’ o0 o p n

i3 L3

Bei einer entsprechenden m-Zerlegung von C und A gilt alsos

= A

Ca2 22°

In diesem Fall besteht.zwischen;der'Systemdeterminante.ICJ des:
gemischten DGS. und der Systemdeterminante des: korrespondierenden
komparativ-statischen.GleichungssystemszIAI die: Beziehung

(14). |C| =(Ex: ki)[A[..

Die. Anwendung von Satz 2 des Anhangs liefert

m m

1o oAy = Al T oA
22 1=1 i 22 j=1 *

(15) |c| = |c
=1

so das8 man schlieflich einen Gleichung (12) verallgemeinernden

Ausdruck
(16) |a] = ~ Iy ' e
i
i=7
erhéit, indem nun diexi L8sungen der charakteristischen Gleichungen
I,y © _
(17) C -2 =0 bzw.. lc” - AIH’ = 0



und nicht der charakteristischen Gleichungen:

ITT Q _

(18) A =X = Q bzw. ATT - IT1 = 0
o 0/

darstellen.

. Im Fall nichtnormierter Marktreakticnsgeschwindigkeiten,gilt
daher folgender Satz H': o

Bei einem positiven (negativen) Wert des Quotienten
|22z
o

Ik,
i=1 *

vfolgt:aus der Annahme der Stabilit&t des: gemischten DGS, dasg
bei geradem.midie~Determinante:lA] des- komparativ-statischen
Gleichungssystems. positiv (negativ) und bei ungeradem m die Detexr—
minahte-lAl negativ (positiv) ist.® '

'Die Annahme von Stabilit&t und die Kenntnis des Vorzeichens: )
der DeterminanterIAzzl sowie der Marktreaktionsgeschindigkeiten ki
- reichen also hin, um das: Vorzeichen der Systemdeterminante !A|

zu bestimmen. In den Anwendungen l&8t sich das. Vorzeichen von

[Azzl oft sehr leicht bestimmen. Das ist auch im noch folgenden
Beispiel der Fall. » <

Ist das Vorzeichen von IAZZJ nicht schon durch die: Vorzeichen der
Elemen.te'von.A'22 festgelegt, dann ist der hier vorgeschlagene Weg
zur'BestimmungxdesaVorzeichens.der'Determinante~IA} nicht direkt .-
gangbar. Ist das Vorzeichen voh.lﬁézl unbestimmt, dann kann man

das: Vorzeichen von |A| auch nicht anhand des charakteristischen
Polynoms ﬁnd der Descartesschen Vorzeichenregel bestimmen. Ein
denkbarer Ausweg besteht darin, das Subsystem

(19) A22 xz(t) ='-A21 xd(t)



sls steady-state~L8sung eines gemischten DGS' zu betrachten;, dessen
Konvergenzgeschwindigkeit wesentlich gr&Ber ist als die des iiber—
geordneten Ausgangssystems, so daf man fir die:éweckefder’Analyse
des. Gesamtsystems: das: Sub-DGS in jedem Zeitpunkt sich als bereits
im steady-state befindend betrachten und durch.das. kKorrespondie= -
rende komparativ-statische: Gleichungssystem, die ‘steddy-state—-
Lésung im Zeitpunkt t, darstellen kann. Flr dieses isolierte Sub-
system kdnnte man das zugehdrige' reine oder gemischte  DGS for—

- mulieren und das Vorzeichen von IAZZI durch. analoge: Anwendung Vo -
.Satz H bzw. Satz H' bestimmen. Dieser zweistufige Weg setzt allexr-—
dinqvaorausr daf im komparativ-statischen Subsystem (19) Verhaltens-
gleichungen und Marktgleichgewichtsbedingungen und nicht nur
Definitionsgleichungen enthalten sind, so daf8 die Formulierung

vorn Differentialgleichungen (Anpassungsgleichungen) sachlich tber-=
haupt gerechtfertigt bzw. sinnvollnist;__l ) ' |

III. Ein Anwendungsbeispiel

Zur Demonstration der Anwendung unseres Satzes H' benutzen wir

7)

ein bekanntes: Modell von Metzler . Es besteht aus einer Gliter-—

marktgleichgewichtsbedingung
(20) S(x, w) = I(r),

~einer Geldmarktgleichgewichtsbedingung (Portfoliogleichgewichts=-

bedingung)
. m
(21) L(r) = ——— , - , S
g &

einer Definition des realen privaten Vermdgens

(22) W

a+m,

und einer Definition des realen Wertes der kaufkraftgesicherten

Wertpapiere (Aktien)
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c vy
(23) a = o .
-

Dabei reprédsentiert

r den: Zinssatz,

- m den Realwert. der privaten Kassenhaltung,

.gqa den. Realwert der von Privaten gehaltenen kaufkraftgesichexten
Wertpapiere (Anteil q;am—gesamten;privéten,und.staatlichen'
Bestand), ) |

w den Realwert des. privaten Sparens, ’

$,I den Realwert des: laufenden Sparens, der laufenden Investition

cyo;den realen Wert der Profite (Anteil c am Vollbeschdftigungs-
sozialprodukt) ;

g ist. ein Parameter fir Offenmarktpolitik.

Die: differenzierte Form dieses Systems. lautet:

]
i
r r } w
1
1
L_ ] 0
_ : x {
(24) | -- + -
1
l,
0 A §
]
|
:
-3 : 0
r' .
|
A

Das. korrespondierende DGS ist vom gemischten Typ:

dm

(25) — =k, |S(r, w) = I(xr) .
— =% [ -]
dr | : m
(26) — 2k, [L(z) - _m.]
‘ dt ' qa .
- (27) w=g9ga +m
cy
(28) a = —=2

r
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k, und k, sind positive Marktreaktionsgeschwindigkeiten. Die

linearisierte Fassung des- korrespondierenden DGS hat die fol-

gendefGeétalt:

hl
I
e — { R PR
o kr.‘, (S.:_ Ir), : kTSW
i
{
kZ;r ! 0
k.
t
1
o] : =1
{
|
* {
-2 i (0]
r |
I
!
c

Definitionsgemds8 haben wir in diesem Beispiel:

=T g
A ., = | -

22 0 -1
DésaVorzeichen.von:IAzzl istfpositiv; Wegen Positiver kT’ k2

ist auch [Azzl/k1kz,positiv; m = 2 ist gerade. Wendet man nun
Satz H' an, dann zeigt sich, daf die Determinante |A| bei Stabi-
litit des: korrespondierenden gemischten DGS notwendigerweise
positiv ist. Dieses Ergebnis 148t sich bei der komparativ-sta-—
tischen. Analyse ausbeuten. Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhdlt
man. aus. (24) z. B. o

dr S, 1 n A
(28) | ™ e e -==2:-==> . ' -
dq |&|\@a g%a| o

Fir eine expansive Offenmarktpolitik (dg < O) kann man mit

[A1 > O und unter Beachtung von Sw < O eincdeutig einen Rickgang
des. Zinssatzes ableiten. Ohne die Ausnutzung der notwendigen
Stabilititsbedingung wire die Richtung der Zinsreaktion unbe-
stimmt.
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V. Mathematischer Anhang 8)

1. m=Zerlequng von quadratischen Matrizen

Unﬁér‘der‘mQZerlegung“nrx,nm(mfiin) srerstehen: wir im folgenden
einer Aufspaltung von A in vier“ﬁntermatrizen:-A1T, A12 etc.
Der Trennungsstrich zwischen den: Teilen verlduft zwischen der
m-ten und der (m + 71)-ten Zeile und Spalte.

: S O I a,. - U
11 %2 w0 TTme *1,n
.‘, & ' - '
L3 _.— l -5 1Y
L 4 ©- ‘ o .-
L. ® l 1 o
: : L :
g e 800 ¢ a L ere s v e o
am,T am,Z a-‘m,m‘ : m, 1 m,n
i-
:
.06 0 o 6 o0 8 &L . I a Aoc-or-a"
n+ 1,1 o+, m m+1 ,;m+1 m+1,n
70 l [ 2 . [ 2
» ® ' 0- .:
- c: | . o
.- ®: l o *>
L 2 o l o -
N " Lo :
a8 8 00 O 6 0 & 8 ; .~..,~,...a'
aﬁ,l a’n,m : an,m+1 n,n.
|
{
A | A,
11 1 T2
1
i
= ] s s e e o0 e v om o - e - - e _ —
i
{
i
A : A
21 ; C 22

Ist A die Einheitsmatrix, dann bezeichnen wir die»Matrix Amit I

und:die.Untermatrizen.A1T etc. mit'ITT etc. Die Matrizen I

IZT sind demnach Nullmatrizen.

12 und

2. _Eigenschaft (%) einer quadratischen Matrix

Hat eine quadratische Matrix A von der Ordnung n x n die folgende
Gestalt,
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a1 1 . 0 9 8 0 S @ e 9 8- B bW .»uma;jm‘ O....:w. G 86 Q- ¢ O 4 ® B & 8 S 6 ¢ B BB @ 09
. . .
am 1 ® 6 8- 0.4 O-9-0 O & 6 8 & O ¢ O B amm. o ® @ & 00 -9 B9 O & & ';- " 0 O 80 O OO @ .rO’ A .
'TT: Q
a’. . A...o-o:.w.»‘-ucao‘qo-o@ma“ - & v . O..‘.,.‘.,..V.»,._.,., O' - =-’-\‘?’--’ B
5 EN N g TTmeT,m - “ml,me -% T S |
i St ‘ . Bare Bagf
. “m+2 ,m+1 *m+2,m+2 -
: > : t sl o0
. . N AR .
an1 060 00 O 8 0 OO O 00 00 0.0 an ’m . am"m* 1 0 9 8 5 © © ¢ & 9 06- 0 O 9 O ﬂ*' L .nann
o .:J -
ot : 4
mit i &,. %0 (m: < n),

danxi: sagen wir, sie besitze die Eigenschaft (+). Die Eigenschaft (%)
bedeutet bei einer m-Zerlegung der Matrix A, da8 A'TZ eine».:Ntill,—-'
matrix:. ist, daf die Matrix Azz untere Dreiecksmatrix ist, d&. h.

in der Diagonalen lauter von Null verschiedene Elemente. und nord-
8stlich der Diagonalen nur Nullelemente besitzt, wdhrend die Ubri-

‘gen Elemente: von A beliebig sind.

1st A

3. Lemma 1 S

Flir eine m-zerlegte, quadratische Matrix A mit der Eigenschaft (+¥)

gilt:

| Al =‘IA1TI lAzzl

Beweis: K
1.1:l = 0, dann gilt die Gleichung trivialerweise...' Denn die
Eigenschaft (+) impliziert stets (ATZ{ = 0 und mit {A—ﬂ = 0 auch

|A| = 0. Ist aber lA-ﬂl % 0, dann 148t sich durch Addition geeig- |
neter Vielfacher der ersten m Zeilen von A zu den letzten n-m Zeilen

erreichen, da8

-A. { ‘ )
11 ! 0 | Ay

|
' !
EN R » =T e e
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9)

Nach einem wohlbekannten Satz ist aber ,
A B 0
L : -
0. B ,.AZ‘Z_. o

so dag
l A | = l A1-1 I l Azzg l

We Zo Do We

)

4. G=-Transformation der Matrix A

Wenn eine- quadratische Matrix der Ordnung n x n die Eigenschaft (#)

noch nicht besitzt, dann kann man sie unter gewissen Voraussetzungen;'

durch geeignete Transformationen, die wir hier abkiirzend als

G-Transformation (G flir Gaus8) bezeichnen, in eine Matrix mit der

Eigenschaft (#) Uberfihren. '

Die G-Transformation besteht aus. folgenden Schritten:

1. Addition eines geeigneten Vielfachen der j-ten Zeile von A zu dexr
Zeile i von A, wobei j =m.+ T,...,nund i = 1,...,n0.

2. Vertauschung zweier Zeilen k und i1,k +1, firm+ 1 <k, 1 < n.

Damit eine Matrix G-transformierbar ist, muf bei einer m-Zerlegung
der Matrix A die Voraussetzung !Azz.l 4 0 erfiillt sein.

5. Dafintion der Matrizen mit Querstrich (Definition Q)

M:Lt,_i bezeichnen wir eine quadratische Matrix, die die )Eigenschaf,t: (%)
besitzt und die durch G-Transformation aus der quadratischen Matrix 2
der Ordnung n x n hervorgegangen ist. KT 1 5;’12:, etc. 'sind die ent-
sprechenden. Untermatrizen der m-zerlegten Matrix A. Beachte: A.] 1 etc.
sind nicht G-Transformierte von A,y ete.! ‘

Mit v bezeichnen wir die Anzahl der Zeilenvertauschungen im Zuge
der G-Transformation.
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7. Lemma 2

Voraussetzungen:

Es gelte die definitorische Vereinbarung Q. Die gquadratische

Matrix A der Ordnung n x n sei G-transformierbar. Fir A und Xﬁgebe:
es m-Zerlegungen, wobei m < n. Unter diesen VOraussetzunged,gelten*

die folgenden Behauptungen:

1. A besitzt die Eigenschaft (%)

2 (=17 lal = |& |
Vv . R -~
30 (c‘l) ‘A’ZZI =. |A22|
4o (B = 1, 1A, ]
v_‘ - - -
5. (=17 Al = A 11E,] )
Beweis.: zu 1: gilt ex definitione;
zu 2: folgt aus der Konstruktion.von7§
(Anwendung der G-Transformation. auf A);
Zzu 3: siehe Beweis: zu 2;
zu 4: folgt aus der Anwendung von Lemma 1 auf |A|
zu 3: folgt aus 2 und 4;
zu 6: folgt aus 3 und 3.
8. Satz 1 .

Unter. den Voraussetzungen von Lemma 2 besitzen die folgenden
charakteristischen Gleichungen a), b) und c) gleiche Eigenwerte:

A ITT 0]
a) A - =.O
0] o]
A
- I10 O\ _ o
b) A - -
(0] 0]



R XITT = 0

'

c)

Dabei ist I11 eine Einheitsmatrix der Ordnung m x m mit m < n
und A die Eigenwertvariable.

Beivéis . Es genugt zu zeigen, daf die charakteristischen Gleichungemn

‘zueinander proportional sind. Nach den Voraussetzungen ist A und
daher auch B G-=transformierbar, wobei
R o
A - ’ (1)
o (o} ‘

B ¢

Unter Anwendung der defj_.nitor.ischen, Vereinbarung Q auf die Matrix B

gilt dann nach Aussage 2 von Lemma 2
(a_,.T)v |B| = |§ l (2).

und nach Aussage 6 von Lemma 2

8] =[5y 1Bp, | - (3
Aus (2) und (3) ergibt sich ' _ -
=07 |8 |=|B| = (-7 |Eyy] By, @)

Eine: ndhere: Betrachtung von B und der Nachvollzug der einzelnen
Schritte einer G-Transformation zeigen, das .

Byy = Ayy (5)
AL, o .
§=a-] W : | (6)
o o/
Brp =890 - Agy | (7)
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Aus. (1), (4) und (5) bis (7) erhdlt man schlieB8lich

AT,., O
-nY |a ~f -l
o o
= (-1)" 'KT.T - A'Infl lAzz-.l

(Beachte: GFTransformierbafkeit von'A impliziertijAzzl £ 0).

Wo Zo Do Wo

Anmerkungen und Interpretationen zu Satz 1

1. Ist K die Matrix der "extemsiven"” Form eines. gemischten DGl=—

 Systems, dann ist Ay, die Matrix der reduzierten Form des
gemischten DGl-Systems.

2. Satz 1 besagt, daf die reduzierte Form die gleichen. Eigenwerte
besitzt wie die extensive Form des. gemischtén DGl:Systems-
Die: Reduktion eines DGl-Systems veréndert also das. dynamische
Verhalten eines: Systems nicht. ‘

9. Satz 2

Unter den Voraussetzungen won Lemma 2 gilt fiir die Determinante
der Matrix A: |

I

|, Al = ‘ AZZ o A ] - AZ ceve. Am .
= A22 -%%%}-Al m< n
=1

wobei.die,xi gleichzeitig L&sungen der charakteristischen

Gleichungen a), b) und ¢) (siehe Satz 1) sind.
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Beweis:
Bekanntlichagiltifﬁx'diernésungen:ki (Eigenwerte) der charakte-

ristischen Gleichung c), das

m:
= T by m < n

|&
i=1 i

TTl
Zusammen mit Aussage 6 von Lemma 2 folgt dann die Behauptung.

Anmerkung zu .Satz 2:

- ’ . n:
Wenn m = n, d. h. wemn A = A, ., dann gilt |&| = Ayeesedd = T X

mit;ki‘als:nésuﬁqen~de: charakteristischen Gleichung [A -AI| = 0.
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