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Kointegration von Aktienkursen�

Professor Dr� Walter Kr�amer
Fachbereich Statistik� Universit�at Dortmund

D������ Dortmund

Oktober ����

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht das gemeinsame Zeitreihenver�
halten von spekulativen Preisen� speziell von Aktienkursen� An�
hand ausgew�ahlter deutscher Dividendenwerte wird gezeigt� da	
dieses gemeinsame Zeitreihenverhalten zu den Markt schlagenden
Anlagestrategien f�uhren kann und in diesem Sinn mit e
zienten
M�arkten nicht vertr�aglich ist�

� Das Problem

Sei xt ein um Dividenden� Nennwert�anderungen etc� bereinigter Aktienkurs�

In einem informationse
zientenMarkt ist dann yt �� �nxt� ein Random Walk

mit Drift Le Roy ������

yt � �t � yt�� � �t t � �� � � � � T �� ��

�Ich danke Ingolf Dittmann� Gerd Hansen� J�urgen Wolters und zwei anonymen Gutach�
tern der ZfbF f�ur zahlreiche Anregungen und Verbesserungsvorschl�age� verbleibende Fehler
sind dem Autor anzulasten� bei der rechentechnischen Umsetzung haben mir Uwe Hassler
und Ralf Runde beigestanden�
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Dabei ist �t die bei kontinuierlicher Verzinsung in Periode t erwartete bzw�

geforderte Rendite� sie wird im weiteren als potentiell� variabel unterstellt��

Im Mittelpunkt der folgenden Betrachtung stehen die unerwarteten Renditen

� �Uberrenditen � Innovationen� � �t� in einem e
zienten Markt bilden diese

eine Martingal�Di�erenzenfolge�

E�tjAt��� � � ��

mit At�� die Information am Ende der Periode t � �� Sie sind damit nicht
aus vergangenen Kursen und sonstigen allgemein zug�anglichen Informationen

vorhersagbar� Au	erdem sind sie� falls die zweiten Momente existieren� seriell

unkorreliert�

Cov�t� �t��� � E�t � �t��� � E E�tj�t��jAt����

� E �t��E�tjAt���� � E�t�� � �� � �� ��

Diese Implikationen eines e
zientenKapitalmarktes sind seit langem ein bew�ahr�

ter Ausgangspunkt� um ebendiese E
zienz zu testen� Saisone�ekte� Winner�

Looser��Uberreaktionen� langfristige und kurzfristige Autokorrelationen� erfolg�

reiche Handels�Regeln oder die Prognostizierbarkeit von �Uberrenditen auf�

grund des Wetters oder anderer �okonomischer und nicht�okonomischer Varia�

blen sind die am h�au�gsten getesteten Anomalien� die diesen Konsequenzen

eines e
zienten Marktes zun�achst zuwiderlaufen Saunders ����� Kr�amer und

Runde ����� neben vielen anderen��

�Bei den im weiteren verwendeten t�aglichen Renditen l�a�t sich �t als kurzfristig konstant
betrachten� Jedoch �uberspannt die im weiteren betrachtete Stichprobe mehr als drei Jahr�
zehnte� hier ist Konstanz kaum als gegeben anzunehmen�
Die von der jeweils unterstellten Kapitalmarkttheorie abh�angigen Bestimmungsgr�unde f�ur
�t bleiben im weiteren au�erhalb der Betrachtung�

�Leider ist der Sprachgebrauch bez�uglich ��Uberrenditen� nicht einheitlich� Alternativ
wird darunter oft auch die Di	erenz zwischen tats�achlicher und Marktrendite 
siehe etwa
Bromann et al� ���� oder die Di	erenz zwischen tats�achlicher und risikoloser Rendite ver�
standen� letztere sind auch in einem e�zienten Markt vorhersagbar�
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Diese Tests unterscheiden sich einmal hinsichtlich der zugelassenen Alterna�

tiven zu einem e
zienten Markt� zum anderen durch die implizit unterstell�

ten Informationsmengen At� bez�uglich derer �� und �� gefordert werden�

W�ahrend etwa auf Chart�Techniken beruhende Filterstrategien oder Autokor�

relationstests nur die vergangenen Kurse des betrachteten Papieres selbst be�

nutzen� also die im Fama�schen ����� Sinne �schwache� E
zienz des Marktes

�uberpr�ufen� werden die Informationsmengen At bei anderen Tests auch noch

von weiteren Variablen wie Kalenderdaten Saisone�ekte�� relativer Firmen�

gr�o	e Size�E�ekte� oder Kurs�Gewinn�Verh�altnissen und anderen �rmen�

spezi�schen Informationen aufgespannt� Hier handelt es sich also um Tests

der �halbstarken� semi�strong� E
zienz� Aber in einer Hinsicht stimmen die

meisten dieser Tests doch �uberein� Von Ausnahmen wie Winner�Looser Stra�

tegien abgesehen� stellen sie allein auf das univariate Zeitreihenverhalten der

untersuchten Kurse ab� die durch e
ziente M�arkte implizierten Konsequenzen

f�ur das gemeinsame� multivariate Zeitreihenverhalten der Kurse bleiben au	er

Acht�

Dieses gemeinsame� multivariate Zeitreihenverhalten stochastischer Prozesse

steht im Zentrum der im Kielwasser von Engle und Granger ����� entwickel�

ten Kointegrationsmethodologie� die sich auch f�ur statistische Tests der E
�

zienzmarkttheorie verwenden l�a	t� Wie man leicht sieht� und wie im n�achsten

Abschnitt nachgewiesen wird� ist Kointegration von logarithmierten� Aktien�

kursen mit seriell unkorrelierten �Uberrenditen nicht vertr�aglich� mit anderen

Worten� Ein Nachweis von Kointegrationsbeziehungen liefe auf eine Ablehnung

eines jeden seriell unkorrelierte �Uberrenditen implizierenden Kapitalmarktmo�

dells hinaus�

Anders als univariate sind solche multivariaten Kointegrationsmethoden bis�

lang eher selten f�ur E
zienztests von Aktienm�arkten herangezogen worden
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Cherchi und Havenner ����� Taylor und Tonks ����� Kasa ����� Stengos und

Panes ����� MacDonald und Power ����� Corhay et al� ����� Richards ������

Diese Arbeiten geben sich in der Regel mit dem rein statistischen Nachweis

einer Kointegrationsbeziehung zufrieden� ohne den Konsequenzen bez�uglich

e
zienter M�arkte n�aher nachzusp�uren und vor allem� ohne die f�ur Standard�

Kointegrationsanalysen n�otigen Voraussetzungen nachzupr�ufen�

In der vorliegenden Arbeit werden erstmals deutsche Aktienkurse einer Ko�

integrationsanalyse unterworfen� Dabei zeigt sich� da	 zwar keine Standard�

Kointegrationen nachgewiesen werden k�onnen in dem Sinn� da	 eine Line�

arkombination der logarithmierten Kurse als station�arer ARMA�Prozess mo�

dellierbar w�are�� da	 gewisse Linearkombinationen aber dennoch stochastisch

beschr�ankt zu bleiben scheinen� und da	 dieser Sachverhalt f�ur pro�table Han�

delsstrategien auszunutzen ist�

� Integrierte und kointegrierte stochastische

Prozesse

Unter leichtemMi	brauch der Notation sei yt �
�
y
���
t � � � � � y

�n�
t

��
in weiteren ein

vektorwertiger stochastischer Proze	� Die Komponenten y
�i�
t von yt hei	en inte�

griert der Ordnung � kurz� y�i�t � I���� falls ihre mittelwertbereinigten ersten

Di�erenzen als station�are ARMA�Prozesse alias I���Variable� modellierbar

sind�

�y�i�t � y
�i�
t � y

�i�
t�� � �

�i�
t � �

�i�
t mit �

�i�
t � ARMAp� q�� ��

In leichter Verallgemeinerung der Standardde�nition ist dabei ein zeitvariabler

Wert von E�y�t�t � zugelassen�
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Um auszuschlie	en� da	 bereits die Ausgangsprozesse y�i�t selbst station�are Pro�

zesse sind� soll ferner die Spektraldichte der �
�i�
t an der Stelle � einen positiven

Wert annehmen�

Der in �� zusammengefa	te Sachverhalt l�a	t sich umformulieren zu

y
�i�
t � y

�i�
� �

tX
j��

�
�i�
j � g�i�t�� t � �� � � � � T �� ��

mit g�i�t� �
Pt

j�� �
�i�
j � was auch die Bezeichnung �integriert der Ordnung

�� erkl�art� Die station�aren Ausgangsvariablen �
�i�
t werden einmal aufaddiert

integriert��

In einem e
zienten Aktienmarkt mit konstanten Innovationsvarianzen sind

die logarithmierten Kurse o�ensichtlich integriert der Ordnung �� Die �
�i�
t sind

unkorreliert� d�h� ��i�t � ARMA�����

Im weiteren seien alle Komponenten des n�dimensionalen Vektorprozesses yt

integriert der Ordnung � im Sinne von �� und ��� Ein solcher Vektorproze	 yt

aus auschlie	lich integrierten� stochastisch trendbehafteten Komponenten y�i�t

hei	t kointegriert� wenn eine nichttriviale Linearkombination der y�i�t existiert�

die keinen Trend mehr hat� Formal� y
�i�
t � I�� f�ur i � �� � � � � n� aber es gibt

einen von Null verschiedenen Vektor c � c�� � � � � cn�� den Kointegrationsvek�

tor� mit c�yt � I��� �

Abbildung � zeigt beispielhaft zwei unabh�angige Random Walks mit Drift

keine Kointegration�� Abbildung � zwei kointegrierte stochastische Prozesse

erzeugt durch Addition zweier unabh�angiger station�arer Prozesse zu ein� und

demselbenRandomWalk�� die Diagramme zeigen� wie stochastisch trendbehaf�

�Bei nichttrivialen Driftkomponenten ��i� � der Standardfall bei Aktienkursen � bein�
haltet dies die Zusatzbedingung c�� � �� bei zeitvariablen Driftkomponenten beinhaltet dies
die Zusatzbedingung c�g
t� � � f�ur alle t�
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tete Variablen ohne Kointegration immer weiter auseinanderdriften� w�ahrend

kointegrierte Variable dem Trend zum Trotz eng beieinander bleiben� �

Der Kointegrationsvektor c ist o�enbar nicht eindeutig� denn jedes skalare

Vielfache von c ist ebenfalls ein kointegrierender Vektor� falls mehrere linear

unabh�angige Kointegrationsvektoren c���� � � � � c�r� existieren� ist auch jede Line�

arkombination ein Kointegrationsvektor� r hei	t dann der Kointegrationsrang

des Systems�

Kointegration hat verschiedene Konsequenzen� Die f�ur die Zwecke der vorlie�

genden Arbeit wichtigste ist die sog� �Fehlerkorrekturform� des Systems Engle

und Granger ����� S� ���� L�utkepohl ������ Sei yt ein n�dimensionaler kointe�

grierter stochastischer Proze	 mit Kointegrationsrang r d�h� es gibt einen aus

r linear unabh�angigen Kointegrationsvektoren c���� � � � � c�r� zusammengesetzte

n�r Matrix C � �c���� c���� � � � � c�r�� mit C �yt � I���� Dann gibt es eine weitere

n� r Matrix D mit detC �D� �� �� so da	

�yt � �t � DC �yt��

� Linearkombination von verz�ogerten Werten von �yt

� station�arer Rest� ��

Die Bedeutung dieser Gleichung f�ur einen multivariaten Aktienkursproze	 ist

evident� Der Vektor �yt der ersten Di�erenzen der logarithmierten Kurse ent�

spricht dem Vektor der Renditen� �yt � �t sind die unerwarteten Renditen�

und aus �� folgt

E�yt � �tjAt��� �

DC �yt�� � E�ubrige TermejAt��� �� �� ��

�Man beachte aber� da� dieses enge Beieinanderbleiben f�ur Kointegration nicht n�otig ist�
es reicht� wenn die erste Variable und ein geeignetes Vielfaches der zweiten nahe beieinander
bleiben�
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im Widerspruch zur zentralen Gleichung ��� �Uberrenditen sind aus verz�oger�

ten Werten vergangener Kurse vorhersagbar� aber genau das ist per de�nition

der �Uberrenditen ausgeschlossen  Kointegration der kumulierten �Uberren�

diten ist mit keinem Kapitalmarktmodell vertr�aglich� welches die Martingal�

Di�erenzeneigenschaft der �Uberrenditen impliziert�

� Sind die deutschen Gro�chemiewerte

kointegriert�

Im Mittelpunkt der folgenden Untersuchung stehen t�agliche logarithmierte

Kassakurse von Bayer� BASF und Hoechst retrograd bereinigt� vom ��������

bis ����������� entsprechend einem Stichprobenumfang T � ������ Dieser Aus�

wahl lag der Gedanke zugrunde� da	 sich diese Firmen hinsichtlich Gr�o	e�

Produktpalette und Kostenstruktur sehr �ahneln� alle sind aus der gleichen

unternehmerischen Wurzel� den IG�Farben� hervorgegangen� sie operieren auf

verwandten M�arkten� unterliegen vergleichbaren Risiken� sofern also Kointe�

gration auf deutschen Aktienm�arkten nachgewiesen werden kann� dann am

ehesten wohl hier� 	 Tabelle � fa	t ausgew�ahlte Kurskennzahlen dieser Papie�

re zusammen� Die durchschnittlichen j�ahrlichen Renditen sind dabei als

�
Kurs am ��������

Kurs am ������

� �

�� � � ��

�Weitere Kandidaten f�ur Kointegration sind die gro�en Banktitel� oder Stamm� und
Vorzugsaktien der gleichen Gesellschaft� Diese a�priori�Auswahl der untersuchten Werte ist
wichtig� um sog� �data�mining� zu vermeiden� W�urde man rein mechanisch alle Teilmengen
etwa der im Frankfurter Amtlichen Handel notierten mehr als ��� Titel auf Kointegration
testen� w�are die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Fehler �� Art nicht mehr zu kontrollieren�
auch eine korrekte Nullhypothese �Keine Kointegration� w�urde oft� wenn auch zu Unrecht�
abgelehnt 
Fehler �� Art�� damit zu Unrecht auf Kointegration erkannt� Auf diese Weise
kommen vermutlich die meisten �signi�kanten� Kointegrationsbeziehungen in MacDonald
und Power 
����� zustande�
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und die j�ahrlichen Volatilit�aten als das Produkt der Wurzel der B�orsentage per

annum mit der Standardabweichung der t�aglichen Renditen berechnet�

Abb� � zeigt beispielhaft den retrograd bereinigten und logarithmierten� Kurs

von BASF� die �Ahnlichkeit mit dem k�unstlich erzeugten Random Walk aus

Abb� � ist nicht zu �ubersehen und wird wie bei den anderen Werten auch durch

formale Einheitswurzeltests best�atigt� Abb� � zeigt die Kurse von Hoechst und

Bayer simultan �ahnlich auch die �ubrigen Kurvenpaare� Beschr�ankung auf zwei

Werte� um die Graphik nicht zu �uberladen�� Der reine Augenschein l�a	t Ko�

integration vermuten� Trotz individueller stochastischer Trends bleiben beide

Reihen eng beisammen�

Alternativ zeigt Abb� � die logarithmierten Kurse von Bayer und Hoechst in

einem bivariaten� Abb� � alle drei Kurse zusammen in einem trivariaten Streu�

diagramm� Neben der Kointegrationsbeziehung als solcher wird in diesen Dia�

grammen zus�atzlich noch die Gerade deutlich der �Attraktor� in der Notation

von Granger ������ zu dem die Wertepaare bzw� Wertetripel quasi hingezogen

werden� Auch aus dieser Sicht ist Kointegration nicht unwahrscheinlich�

Es gibt verschiedene formale Tests zur Pr�ufung� ob dieser Augenschein nicht

tr�ugt� d�h� ob oder ob nicht die Nullhypothese �es gibt keine Kointegration�

im Licht der Daten verworfen werden mu	� Die ersten� von Engle und Granger

����� vorgeschlagenen Methoden nutzen die Idee� da	 bei Geltung von H��

d�h� bei Abwesenheit von Kointegration� keine station�are Linearkombination

c�yt der zur Debatte stehenden Variablen y
���
t � � � � � y�n�t existieren darf� Mit an�

deren Worten� das statistische Testen der Nullhypothese �keine Kointegration�

l�auft auf das Testen der Hypothese �stochastischer Trend alias Einheitswurzel

in zt � c�yt� hinaus�
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Im weiteren werden daher verschiedene g�angige Einheitswurzeltests auf aus�

gew�ahlte Linearkombinationen der logarithmierten Kurse angewandt�
 Der

Dickey�Fuller�Test DF�� der Dickey�Fuller�t�Test DFt�� der �Augmented�

Dickey�Fuller�Test ADF�� die Z� und Zt�Tests von Phillips ����� und der

Pu�Test von Phillips und Ouliaris ����� siehe auch Hamilton ����� Kap� ��

und �� oder Fuller ����� Kap��� f�ur Einzelheiten��

Der Dickey�Fuller�Test basiert auf der Pr�ufgr�o	e

T !�� �� ��

mit !� die Kleinst�Quadrate�Sch�atzung f�ur � in

zt � �zt�� � ut� ���

und der Dickey�Fuller�t�Test ist der Standard t�Test von H� � � � � in ���

mit Pr�ufgr�o	e

!�� �
!���

� ���

Beide Verfahren halten ihr Signi�kanzniveau nur bei unabh�angigen ut�s� sie

werden bei potentiell korrelierten St�orgr�o	en durch allgemeinere Tests ersetzt�

der �Augmented� Dickey�Fuller�Test hat die gleiche Pr�ufgr�o	e ��� wie der

Dickey�Fuller�t�Test� nimmt aber in ��� noch m verz�ogerte Werte von �zt

in der rechten Seite auf im weiteren m � � � � � ��� die Z�� und Zt�Tests von

Phillips addieren einen geeigneten Korrekturfaktor zu �� bzw� ���� der eben�

falls die Auswirkungen korrelierter St�orgr�o	en in der Regressionsbeziehung

��� asymptotisch konterkariert� und der Pu�Test von Phillips und Ouliaris

�Mittels der Statistik�Software Coint ���� einer Sammlung einschl�agiger Gauss�
Programme von Ouliaris und Phillips 
������
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����� vergleicht im wesentlichen zwei autokorrelationsrobuste Sch�atzungen

f�ur die Varianz der zt � c�yt� Bei Abwesenheit von Kointegration haben die�

se Sch�atzungen den gleichen Grenzwert nach geeigneter Normierung�� die

Pr�ufgr�o	e konvergiert� bei Kointegration divergieren diese Sch�atzungen� damit

auch die Pr�ufgr�o	e� die Nullhypothese �keine Kointegration� wird abgelehnt�

Eine erste Serie von Tests benutzt die a priori �xierten Kointegrationsvektoren

c��� �

�
������
�

��
�

�
					
 � c��� �

�
������
�

�

��

�
					
 � c��� �

�
������
�

�

��

�
					
 �

d�h� es wird getestet� ob paarweise Di�erenzen der logarithmierten Kurse als

integrierte Prozesse modellierbar sind�

Dieser a�priori�Auswahl der potentiellen Kointegrationsvektoren lagen einmal

optische Hinweise aus Abb� � und �ahnlichen� hier nicht wiedergegebenen Ab�

bildungen anderer Kurspaare�� aber auch sachlogische Argumente zugrunde�

In dem Umfang� wie zwei Unternehmen als Kopien voneinander gelten k�onnen�

sollten sich ihre Aktienkurse proportional entwickeln� etwa

Bayer � 	� Hoechst � stochastische Abweichung St�orung��

d�h�

�nBayer� � �n	� � �nHoechst� � �nSt�orung�� ���

Die Kointegrationsbeziehung ist also gerade die Di�erenz�

Tabelle � zeigt die Pr�ufgr�o	en des Augmented Dickey�Fuller�Tests � zusam�

men mit den Sch�atzungen f�ur �� Unabh�angig von der Anzahl der verz�ogerten

	Auf die Wiedergabe der Standard�Dickey�Fuller Tests wird hier verzichtet� wegen Kor�
relation der ut�s unter H
 sind deren Aussagen bei Kointegrationsresiduen nur schwer zu
interpretieren�
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�zt auf der rechten Seite von ��� in der Tabelle m genannt� kann die Hy�

pothese �keine Kointegration� f�ur die Paare Bayer�BASF und Bayer�Hoechst

nicht verworfen werden� Bemerkenswert auch die Robustheit der Sch�atzungen

f�ur �� die sich bei Aufnahme weiterer Regressoren in die Gleichung ��� erst ab

der vierten Nachkommastelle �andern und deshalb in der Tabelle als konstant

erscheinen�

Alternativ zur Autokorrelationsadjustierung durch den Augmented Dickey��

Fuller�Test zeigt Tabelle � die Z�� und Zt�Tests von Phillips ������ die die

Auswirkungen potentiell korrelierter St�orgr�o	en in ��� durch Korrekturfak�

toren an den Pr�ufgr�o	en �� und ��� abfangen� Auch hier ergibt sich ein

gemischtes Bild� F�ur einige Tests und Wertepaare wird die Hypothese �keine

Kointegration� verworfen� f�ur andere dagegen nicht�

Um dem Einwand zu begegnen� diese fehlende Eindeutigkeit k�onnte auf einer

falschen Wahl der a priori festgelegten Kointegrationsvektoren beruhen� wur�

de in einer weiteren Serie von Tests der Kointegrationsvektor durch die Daten

selbst bestimmt� Dazu werden alle drei Kursreihen auf die jeweils anderen re�

gressiert� und die Residuen dieser Regression den gleichen Einheitswurzeltests

wie in den Tabellen � und � unterworfen�

Tabelle � zeigt das Resultat f�ur den Augmented Dickey Fuller Test die Re�

sultate f�ur die Tests von Phillips sind �ahnlich und werden hier nicht eigens

referiert�� Zwar nehmen die Ablehnungen der Hypothese �keine Kointegrati�

on� zu� aber von einer einhelligen Akzeptanz von Kointegration kann noch

immer keine Rede sein in Tabelle � sind zus�atzlich noch die gesch�atzten Re�

gressionskoe
zienten angegeben��

Ein gro	er� auch in diesen Tabellen manifester Nachteil dieser auf gesch�atzten

Residuen basierenden Einheitswurzeltest ist die Abh�angigkeit der Pr�ufgr�o	e

��



von der Wahl des Regressanden� d�h� die Normierung des Kointegrationsvek�

tors c� Da dieser� falls existent� nur bis auf skalare Vielfache festliegt� wird

bei seiner empirischen Bestimmung eine seiner Komponenten willk�urlich auf

� normiert� diese Komponente bestimmt zugleich den Regressanden in der

Kointegrationsregression� Obwohl asymptotisch unerheblich bei einem von

Null verschiedenen wahren Koe
zienten des Regressanden konvergieren die

Sch�atzungen immer gegen ein Vielfaches von c�� h�angt das Test�Ergebnis in

endlichen Stichproben von dieser Normierung ab�

Um auch diesem Einwand zu begegnen� zeigt Tabelle � noch die Resultate

dreier nicht�residuengest�utzter Tests auf Kointegration� die ersten beiden ver�

gleichen im wesentlichen Eigenwerte von verschieden gesch�atzten theoretischen

Kovarianzmatrizen� Der Phillip�Ouliaris Pz�Test die normierten Eigenwerte

zweier empirischer Kovarianzmatrizen des Variablenvektors yt� der Stock��

Watson�Test ����� die zweier Autokovarianzmatrizen erster Ordnung von yt�

Der Johansen�Test schlie	lich ist ein unter der Annahme normalverteilter In�

novationen berechneter Likelihood�Quotienten�Test gegen die Alternative �es

gibt genau einen kointegrierenden Vektor� siehe Hamilton� ����� Kap� �� f�ur

Details�� Auch hier ein gemischtes Bild� zwei Tests lehnen ab� einer Johansen�

dagegen nicht�

Als Fazit dieser formalen Tests bleibt damit zu konstatieren� da	 die Hypothe�

se �keine Kointegration� je nach Test durchaus verworfen werden kann� aber

doch nicht so eindeutig und jenseits allen Zweifels� wie der erste Augenschein

erwarten l�a	t� bei einer Stichprobe des Umfangs 
 ����� bei der selbst klein�

ste Verletzungen der Nullhypothesen zu statistisch signi�kanten Testresultaten

f�uhren� bedarf die fehlende Eindeutigkeit einer Erkl�arung�

��



� Fraktionale Kointegration

Die mangelnde Eindeutigkeit der Diagnose �Kointegration� f�ur die hier unter�

suchten Daten kann zwei Gr�unde haben� i� die Kointegrationsvektoren k�onnen

die nichtstochastischen Komponenten der logarithmiertenKursreihen nicht an�

nulieren� c�gt� �� �� oder ii� die Kointegrationsresiduen verhalten sich anders
als in den Standardtests vorausgesehen�

Im weiteren ist Erkl�arung i� aus a�priori�Gr�unden auszuscheiden� auch wenn

man zeitvariable erwartete Renditen zul�a	t� werden diese quer zur Zeit f�ur die

hier betrachteten Dividendenwerte nahezu identisch sein� bei identischemBeta

siehe Tabelle �� und auch sonst vergleichbarer Unternehmensstruktur gibt es

keinen Anla	� hier systematische Di�erenzen zu vermuten� zumindest f�ur die

Kointegrationsvektoren c � f��� � ��� ���� �� �� und ������ ��g d�urfte damit
c�gt� � � f�ur alle t zu unterstellen sein�

Im weiteren steht daher Erkl�arung ii� im Mittelpunkt� Die Standard�Kointe�

grationsmethodologie geht davon aus� da	 die fragliche Linearkombination

c�yt der Ausgangsvariablen y
���
t � � � � � y

�n�
t im Kointegrationsfall als station�arer

ARMA�Proze	 modellierbar ist c�yt � I���� bei Abwesenheit von Kointegra�

tion dagegen ist c�yt integriert der Ordnung ��

Diese Dichotomie ist unn�otig und unrealistisch strikt� es erscheint sowohl m�og�

lich als auch im Kontext der hier untersuchten Kurse sogar hoch wahrschein�

lich� da	 gewisse Linearkombinationen c�yt der integrierten Ausgangsdaten

zwar station�are und stochastisch beschr�ankte� aber nicht ARMA�modellierbare

stochastische Prozesse sind� Diese M�oglichkeitwurde bereits von Granger �����

S� ���� durchaus gesehen� aber als wenig wichtig abgetan� von wenigen Aus�

nahmen abgesehen siehe etwa Cheung und Lai ���� im Kontext von Kauf�

��



kraftparit�aten� sind in empirischen Kointegrationsanalysen f�ur die Kointegra�

tionsresiduen nur die Alternativen I�� oder I�� erlaubt�

Die hier untersuchten Daten deuten aber darauf hin� da	 die Kointegrationsre�

siduen besser als integriert der Ordnung d Id�� mit � � d � � zu modellieren

sind� Dabei hei	t ein stochastischer Proze	 fztg fraktional integriert oder in�
tegriert der Ordnung d� wenn �dzt � I�� mit

�d � � � L�d �
�X
i��

�iL
i� ���

Dabei ist Lzt � zt�� der Lag�Operator und

�i �
iY

j��

j � �� d

j
���

siehe Hassler ���� oder Schlittgen"Streitberg ����� S� ����� F�ur d � �� �

sind fraktional integrierte Prozesse station�ar genauer� gibt es eine station�are

L�osung der stochastischen Di�erenzengleichung�dzt � ut mit ut � ARMAp� q���

Die folgenden Eigenschaften setzen fraktional integrierte Prozesse von ARMA�

Prozessen ab�

i� f�ur � � d gilt�
P�

i�� jEztzt�i�j � � in diesem Sinn haben fraktio�

nal integrierte Prozesse ein �langes Ged�achtnis�� f�ur station�are ARMA�

Prozesse gilt #jEztzt�i�j ����

ii� die Autocovarianzen Eztzt�i� klingen nur sehr langsam ab� sie verhalten

sich f�ur gro	e i wie i�d�� bei station�aren ARMA�Prozessen ist der Abfall

dagegen exponentiell��

iii� die Spektraldichte hat eine Polstelle bei � bei station�aren ARMA�Prozes�

sen ist die Spektraldichte eine auf dem ganzen Intervall ������ ���� stetige

Funktion��

��



Abb� � zeigt beispielhaft die ersten ��� Autokorrelationen der Kointegrations�

residuen �nBayer� � �nHoechst�� Diese Autokorrelationen klingen nur lang�

sam ab� selbst bei ��� Tagen Abstand ist die Autokorrelation noch gr�o	er als

����

Abb� � zeigt die empirische Spektraldichte von �nBayer� � �nHoechst�� auch

hier das gleiche Bild� die Graphik suggeriert eine Polstelle bei �� d�h� ein frak�

tional integrierter Proze	 scheint f�ur die Kointegrationsresiduen das bessere

Modell zu sein�

Tabelle � zeigt ausgew�ahlte Sch�atzungen f�ur d� die mit einem von Geweke"Porter�

Hudak vorgeschlagenen Verfahren ermittelt worden sind� dieses Verfahren nutzt

die Tatsache� da	 sich die Spektraldichte f� eines fraktional integrierten Pro�

zesses schreiben l�a	t als

f� �

�
� sin�

�


�

���d

� g�� ���

Durch Logarithmieren erh�alt man

�nf� � �n g���� d �n

�
� sin�

�


�

��
� �n g��g��� � ���

wobei der letzte Term f�ur kleine  vernachl�assigt werden darf� F�ur kleine har�

monische Frequenzen j etwa j 	
p
T � erh�alt man damit durch Addition des

Periodogramms Ij��

�n Ij�� � �n g��� � d �n

�
� sin�

�
j

�

��
� �n

�
Ij�

fj�

�
� ���

wobei der letzte Term stochastisch um � variiert� und der Parameter d durch ei�

ne KQ�Regression von �n Ij�� auf �n
�
� sin� j���

�
gesch�atzt werden kann�

Tabelle � zeigt die Ergebnisse dieses Verfahrens� angewandt auf die Kointe�

grationsresiduen bei konstanten und gesch�atzten Kointegrationsvektoren� die

��



gesch�atzten d sind durchweg positiv� h�angen allerdings vom Umgang der Hilfs�

regression alternativ die m � �� oder m � ��� kleinsten harmonischen Fre�

quenzen� ohne die ersten ��� und auch von den jeweiligen Residuenreihen ab�

Alternativ wurde der Parameter d auch durch die zuerst von Mandelbrot �����

f�ur Wirtschaftsdaten vorgeschlagene �Range�Scale�Analyse� gesch�atzt� Sei da�

zu

z�t ��
tX

i��

zi t � �� � � � � T � ���

der Proze	 der sukzessiven kumulierten Summen des Ausgangsprozesses zt� sei

Rt� k� �� max
��i�k


z�ti �

�
z�t �

�
i

k

��
z�ti � z�t

���

� min
��i�k


z�ti �

�
z�t �

�
i

k

��
z�ti � z�t

���
���

die im Intervall von t bis t�k realisierte Spannweite der kumulierten Summen

um einen linearen Trend siehe Abb� ��� und sei St� k� die Standardabweichung

der z�tii � �� � � � � k�� Dann ist der �rescaled range� R�S �� Rt� k��St� k�

f�ur gro	e k proportional zu k��	d�

R�S � Konstante� k��	d� ���

und

�nR�S� 
 �nKonstante� � �� � � d��nk�� ���

Abb� �� illustriert dieses Grenzverhalten f�ur zt � �nBayer� � �nHoechst��

die realisierten Werte von R�S liegen f�ur gro	es k auf einer Geraden mit einer

Steigung von knapp unter �� d�h� der Integrationsparameter d liegt knapp unter

�"��

��



Dieses Ergebnis wurde durch analoge R"S�Analysen der �ubrigen Kointegrati�

onsresiduen best�atigt� Damit ist als Fazit dieses Abschnitts festzuhalten� da	

konventionelle Kointegrationsmethoden im Kontext von Aktienkursen nicht

mehr greifen� zwar scheinen durchaus stochastisch beschr�ankte Linearkombi�

nationen der Kursreihen zu existieren� aber diese zeigen weit h�ohere als mit

ARMA�Modellen vertr�agliche Langfristkorrelationen und sind besser als frak�

tional integrierte Prozesse zu modellieren� �

Damit erkl�art sich auch die z�ogerliche Ablehnung der Nullhypothese �Keine

Kointegration� bei vielen Tests� Bei fraktionalen Alternativen haben Einheits�

wurzeltests nur wenig Macht� d�h� ein Fehler �� Art kommt hier besonders

h�au�g vor siehe Diebold und Rudebusch ����� Hassler und Wolters ���� oder

Kr�amer ������

� 	Uberrenditen durch Handelsstrategien

Das wichtigste Ergebnis der ersten vier Abschnitte ist� auch wenn formale Ko�

integrationstests keine �klassischen�Kointegration der deutschen Gro	chemie

erkennen� scheinen gewisse Linearkombinationen dieser Werte dennoch stocha�

stisch beschr�ankt zu bleiben� konkret� durch station�are fraktional integrierte

Prozesse modellierbar zu sein�

Diese Stationarit�at impliziert aber �mean reversion�� d�h� aus beispielsweise�

�nBayer� � �nHoechst� � Id�

�Wegen der Fehlerkorrekturdarstellung 
�� folgt daraus zugleich die I
d��Eigenschaft
der Renditen selbst� und die logarithmierten Kures selbst sind nicht I
��� Ich danke J�urgen
Wolters f�ur diesen wichtigen Hinweis� Jedoch ist diese nicht�I
���Komponente in den Kursen
minimal� sie bleibt bei allen Tests auf Einheitswurzeln unentdeckt�

��



folgt� da	 bei �nBayer�
 �nHoechst� die k�unftigen Renditen von Hoechst die

von Bayer �ubersteigen werden� und umgekehrt� bei �nBayer� � �nHoechst�

wird Bayer die h�oheren Renditen zeigen�

Auf einer weniger formalen Ebene ist dieser Sachverhalt vielen Investoren wohl�

bekannt� die meisten auf Portfolioumschichtungen beruhenden Handelsstrate�

gien laufen auf das Ausnutzen von derartigen Kointegrationsbeziehungen hin�

aus� So sind etwa die von Schiereck und Weber ����� oder Bromann et al�

����� untersuchten Handelsstrategien als implizites Auswerten von Kointe�

grationsbeziehungen zwischen deutschen Dividendenwerten zu verstehen� und

auch das periodische Umgewichten einzelner L�ander in internationalen Anla�

geportfolios kann man als angewandte Kointegrationsanalyse begreifen� �

Tabelle � zeigt Gesamtrenditen von Anfang ���� bis Ende ���� bei bilateralen

Portfolioumschichtungen� Es stehen jeweils zwei Werte zur Debatte� Anfang

���� wird der billigere in das Portfolio eingestellt� �� Dort bleibt er� bis sein

Kurs den Konkurrenten um �$ �ubersteigt� dann wird getauscht� Die Tabelle

zeigt die so erzielten Gesamtrenditen f�ur � � �� �� �� �� �� � und f�ur verschiedene

prozentuale Transaktionskosten� �$� �� �$� �� �$� Ebenfalls angegeben ist die

Anzahl der Portfolioumschichtungen� die bei dieser Regel n�otig werden� Wie

diese Zahlen zeigen� ist ab einer kritischen Handelsschranke � � � � �� �� eine

aktive Handelsstrategie einem buy�hold�Verhalten selbst bei Transaktionsko�

sten von �� �$ pro Umschichtung f�ur alle Wertepaare vorzuziehen� in allen

F�allen ergibt aktives Handeln eine h�ohere als maximal bei einer buy�and�

hold�Strategie erzielbare Gesamtrendite ���$ f�ur Bayer� s� Tabelle ���

�Bei den meisten dieser Handelsstrategien sind allerdings die Tauschzeitpunkte a priori
fest� bei den hier untersuchten Strategien sind sie dateninduziert�

�
Implizit wird dabei untestellt� ein Investor ���� h�atte wissen k�onnen� welches ���� die
bei retrograder Bereinigung billigste Anlage sein w�urde� In praxi w�are zun�achst die Gr�o�e
�
�� aus 
��� aus einer Vor�Stichprobe zu sch�atzen� dann st�unde die billigere der beiden
Aktien fest� das gesamte Verm�ogen w�urde in diesen Wert investiert und bei Tauschsignalen
v�ollig umgeschichtet�

��



Tabelle � zeigt die Renditen bei zwei alternativen� alle drei Werte simultan

erfassenden Strategien� Strategie I verf�ahrt dabei wie folgt� kaufe billigsten

der drei Werte� tausche gegen billigeren� falls Kurs 
 � � �� Minimum der

beiden anderen Kurse�� bei Strategie II wird dagegen nur getauscht� falls Kurs


 � � �� Maximum der beiden anderen Kurse�� Wie die Tabelle zeigt� sind

auch hier betr�achtliche �Uberrenditen zu erzielen�


 Fazit und Ausblick

Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit sind� �� zwischen gewissen deut�

schen Aktienkursen scheinen Kointegrationsbeziehungen vorzuliegen� �� die

aus diesen Kointegrationsbeziehungen resultierenden Residuen lassen sich mit

konventionellen ARMA�Modellen schlecht beschreiben und �� diese Kointe�

grationsbeziehungen lassen sich dennoch f�ur Handelsstrategien nutzen� die den

Markt zu schlagen scheinen� Da sich sowohl das Beta als auch die Volatilit�aten

der aus diesen Handelsstrategien resultierenden Portfolios kaum von denen

der Einzelwerte unterscheiden  zu jedem Zeitpunkt ist genau einer der drei

Werte im Portfolio  scheint dieses Ph�anomen auch nicht durch Zusatzrisiko

erkl�arbar�

Eine vorl�au�ge ex�ante Betrachtung scheint diese ex�post Sicht der Dinge zu

best�atigen� die Rendite des am Ende der Stichprobe billigsten Wertes BASF�

hat seither d�h� von Januar ���� bis September ����� die Rendite des am

Ende der Stichprobe teuersten Wertes Bayer� geschlagen� ��� Prozent vergli�

chen mit ��� Prozent� Innerhalb dieser Zeitspanne haben sich die Kurse nicht

gekreuzt� es w�are keine Umschichtung erfolgt�

F�ur eine systematische ex�ante Analyse w�aren aber auch die Kointegrations�

��



kandidaten  hier im R�uckblick ausgew�alt  durch a priori �Uberlegungen

zu �nden etwa Stamm� und Vorzugsaktien der gleichen Gesellschaft�� Diese

Analysen sind zur Zeit in Arbeit� Erst wenn auch dann noch �Uberrenditen er�

zielbar blieben� w�are Kointegration endg�ultig als Indikator eines ine
zienten

Marktes anzusehen�
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Tabelle �� Ausgew�ahlte Kurskennzahlen

BASF Bayer Hoechst

Kassa�Kurs ���������� ���	
� ���	
� ���	��
retrograd bereinigter Kurs ������
� ��	�� ��	
� �
	��
Gesamtrendite uber �� Jahre� ���	�� ���	�� ���	
�
durchschn� jahrl� Rendite b� Operation Blanche �	�� �	�� �	��
Volatilitat �jahrlich� ��	�� ��	
� ��	��
Beta �	
� �	
� �	
�
gro�ter Kursgewinn an einem Tag �	�
� �	��� �	���
Datum ��������
� ���������� ��������
�
gro�ter Kursverlust an einem Tag ���	�� ��	�� ���	��
Datum �
�������� ���������� ����������

��



Tabelle �� Augmented Dickey�Fuller�Tests bei a priori �xierten
Kointegrationsvektoren 
kritischer ���Wert � �����

m Sch�atzung f�ur � Pr�ufgr�o	e

a� �nBayer� � �nHoechst�

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

b� �nHoechst� � �nBASF�

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

c� �nBayer� � �nBASF�

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

��



Tabelle �� Die Z� und Zt�Tests von Philips bei a priori �xierten
Kointegrationsvektoren 
kritischer �� Wert in Klammern

Kointegrationsbeziehung Sch�atzung f�ur � Pr�ufgr�o	e

a� Z��Test �����

�nBayer� � �nHoechst� ����� �����

�nHoechst� � �nBASF� ����� ������

�nBayer� � �nBASF� ����� �����

b� Z��Test mit Absolutglied ������

�nBayer� � �nHoechst� ����� �����

�nHoechst� � �nBASF� ����� ������

�nBayer� � �nBASF� ����� �����

c� Zt�Test ������

�nBayer� � �nHoechst� ����� �����

�nHoechst� � �nBASF� ����� �����

�nBayer� � �nBASF� ����� �����

d� Zt�Test mit Absolutglied ������

�nBayer� � �nHoechst� ����� �����

�nHoechst� � �nBASF� ����� �����

�nBayer� � �nBASF� ����� �����

��



Tabelle �� Augmented Dickey�Fuller�Tests auf Einheitswurzel in
den Kointegrationsresiduen bei gesch�atzten

Kointegrationsvektoren 
kritischer ���Wert � �����

m Sch�atzung f�ur � Pr�ufgr�o	e

a� �nBayer�� ����� � ���� �nHoechst� � ���� �nBASF� � Residuum

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

b� �nHoechst�� ����� � ���� �nBayer� b� ���� �nBASF� � Residuum

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

c� �nBASF�� ���� � ���� �nHoechst� � ���� �nBayer� � Residuum

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

� ����� �����

��



Tabelle �� Nicht�Residuengest�utzte Tests auf Kointegration�

Test Pr�ufgr�o	e kritischer � $ Wert

Phillips"Ouliaris Pz ������ �����
Stock"Watson ����� �����
Johansen max EW� ����� �����

� Ablehnung� falls Pr�ufgr�o	e 
 kritischer Wert�

Tabelle �� Sch�atzung des fraktionalen Integrationsparameters nach
Geweke�Porter�Hudak

Sch�atzung f�ur d
Residuen

m � �� m � ���

�nBayer� ��nHoechst� ���� ����

�nBayer� ��nBASF� ���� ����

�nHoechst� ��nBASF� ���� ����

�nBayer���� ��� �� �� �nHoechst���� �� �nBASF� ���� ����

�nHoechst���� �� � �� �� �nBayer���� �� �nBASF� ���� ����

�nBASF���� ��� �� �� �nBayer���� �� �nHoechst� ���� ����

��



Tabelle �� Renditen ��������� bei bilateralen Umschichtungen

kritische Handelsschranke � � �
� ���� ���� ���� ���� ����

a� Bayer � BASF
Umschichtungen �� �� �� �� � �

keine Transakt� Kosten ���$ ���$ ����$ ���$ ���$ ���$
���$ Transakt� Kosten ���$ ���$ ���$ ���$ ���$ ���$
���$ Transakt� Kosten ��$ ���$ ���$ ���$ ���$ ���$

b� BASF � Hoechst
Umschichtungen ��� �� �� �� �� ��

keine Transakt� Kosten ����$ ����$ ����$ ����$ ����$ ����$
���$ Transakt� Kosten ���$ ���$ ����$ ����$ ���$ ����$
���$ Transakt� Kosten ���$ ���$ ���$ ���$ ���$ ���$

c� Hoechst � Bayer
Umschichtungen ��� �� �� �� � �

keine Transakt� Kosten ����$ ����$ ���$ ����$ ���$ ���$
���$ Transakt� Kosten ���$ ���$ ���$ ���$ ���$ ���$
���$ Transakt� Kosten ���$ ���$ ���$ ���$ ���$ ���$

Tabelle �� Renditen ��������� bei trilateralen Umschichtungen

kritische Handelsschranke � � �
� ���� ���� ���� ���� ����

a� Strategie I
Umschichtungen ��� �� �� �� �� ��

keine Transakt� Kosten ����$ ����$ ����$ ����$ ����$ ����$
���$ Transakt� Kosten ���$ ����$ ����$ ����$ ����$ ����$
���$ Transakt� Kosten ���$ ���$ ���$ ���$ ���$ ���$

b� Strategie II
Umschichtungen � � � � � �

keine Transakt� Kosten ����$ ����$ ����$ ����$ ���$ ���$
���$ Transakt� Kosten ���$ ����$ ����$ ���$ ���$ ���$
���$ Transakt� Kosten ���$ ���$ ���$ ���$ ���$ ���$

��
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