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Zusammenfassung

Das Ab�ussverhalten des Rheins wird mittels �exibler saisonaler Model�

le mit langem Ged�achtnis modelliert� Zur Sch�atzung der Persistenz wird

f�ur jede Saisonfrequenz separat eine Log�Periodogramm Regression

durchgef�uhrt� Verglichen mit Standard�ARMA�Prozessen liefern die�

se Modelle eine gute Anpassung an das Langfristverhalten des Rheins�

Langfristabh�angigkeiten werden signi�kant f�ur die Jahres� und Halb�

jahresfrequenz gesch�atzt�

KEYWORDS� Saisonales langes Ged�achtnis	 Log�Periodogramm Re�

gression	 Rheinab�uss

� Einleitung

Mitte der f�unfziger Jahre entdeckte der Hydrologe Hurst 	�
��� anhand der

j�ahrlichen minimalen Wasserst�ande des Nils das Ph�anomen� dass der minimale

Wert eines Jahres noch stark von weit zuvor beobachteten Werten beein
usst

wird� Er entdeckte� dass die Wasserst�ande nicht beliebig um den Mittelwert

oszillieren� sondern dass auf einen hohen Wert weitere hohe Werte folgten und

auf einen niedrigen Wert eine Phase mit niedrigen Wasserst�anden beobachtet

wurde� Diese Persistenzeigenschaft von Ab
�ussen kann statistisch mit Zeitrei�

hen mit langem Ged�achtnis beschrieben werden� Mandelbrot�van Ness 	�
���

�



f�uhrten mit der fraktionalen Brownschen Bewegung ein erstes Modell zur Be�

schreibung derartiger Zeitreihen mit langem Ged�achtnis ein� Die fraktionale

Brownsche Bewegung ist eine Verallgemeinerung der Standard Brownschen

Bewegung mittels selbst�ahnlicher Prozesse�

Allgemein wird ein station�arer Prozess Xt als Zeitreihe mit langem Ged�achtnis

bezeichnet� wenn die Bedingung

Cov�Xt� Xt�k� �k�� L��k�jkj
��d� d � ��� 	�
��

gilt� wobei L��k� eine f�ur jkj �� � langsam variierende Funktion ist� Die�

se Bedingung charakterisiert die Haupteigenschaft von Zeitreihen mit langem

Ged�achtnis� der langsame Abfall der Korrelationen� Die Korrelationen sind

nicht absolut summierbar� Dies ist ein entscheidender Unterschied zu der Stan�

dardannahme der Unabh�angigkeit und zu Prozessen mit kurzem Ged�achtnis�

deren Korrelationen absolut summierbar sind� Dies kann in der Anwendung

zu gro�en Schwierigkeiten f�uhren� da kleine� aber schwach abfallende Korrela�

tionen oft von den Standardtests nicht erkannt werden� aber trotzdem einen

gro�en Ein
uss auf die Datenanalyse haben k�onnen� So ist zum Beispiel der

Standardfehler des arithmetischen Mittels nicht mehr von der Ordnung n�
�

� �

sondern er muss durch n��� � � � � �

�
� ersetzt werden�

�Aquivalent zu der obigen De�nition k�onnen Zeitreihen mit langem Ged�achtnis

auch mittels Eigenschaften der Spektraldichte f de�niert werden� Dabei wird

ausgenutzt� dass die kleinen Frequenzen der Spektraldichte das Langfristver�

halten des Prozesses bestimmen� Demnach hei�t ein station�arer Prozess Xt

Zeitreihe mit langem Ged�achtnis� falls

f��� �j�j�� L����j�j
��d� d � ��� 	�
��

gilt� wobei L���� wiederum langsam variierend ist f�ur j�j �� �� Aus die�

ser De�nition erh�alt man eine weitere Eigenschaft von Zeitreihen mit langem

Ged�achtnis� Die Spektraldichte hat einen Pol am Ursprung� d�h� f�ur Frequenzen

gegen Null geht die Spektraldichte gegen unendlich�






Neben der fraktionalen Brownschen Bewegung fanden Granger�Joyeux ������

und unabh	angig davon Hosking ������ mit einer Verallgemeinerung der klas


sischen ARMA�ARIMA�Prozessklasse �Box�Jenkins ����
�� zu sogenannten

ARFIMA�Prozessen einen weiteren Zugang zur Modellierung von Zeitreihen

mit langem Ged	achtnis� Ein ARFIMA�Prozess ist de�niert als L	osung der

Gleichung

��B���� B�dXt � ��B��t� ���

wobei B der Backshift Operator ist� ��x� und ��x� die AR� und MA� Poly


nome sind und �t ist Wei�es Rauschen �vgl� Box�Jenkins ����
��� Im Gegen


satz zur Standardannahme mit ganzzahligem d nimmt im Falle von langem

Ged	achtnis der Parameter d Werte aus dem Intervall ��� ���� an� Der Term

���B�d ist f	ur fraktionales d dabei wie folgt de�niert�

��� B�d �
dX

k��

ck����
kBd�k�

mit den aus der Gammafunktion abgeleiteten Koe�zienten

ck ��

�
d

k

�
�

��d� ��

��k � ����d� k � ��
� ���

Geweke�Porter
Hudak ������ konnten die 	Aquivalenz der beiden Ans	atze zei


gen� In der Literatur sind diverse Sch	atzverfahren f	ur die St	arke des langen

Ged	achtnisses �die Gr	o�e des Parameters d im ARFIMA�Modell� vorgeschla


gen worden�

Mandelbrot�Wallis ���
�� zeigten die gute Anpassung dieses Modells an die

minimalen Wasserst	ande des Nils� Auch f	ur andere Fl	usse �u�a� Sankt�Lorenz�

Strom� Loire� Mississippi� konnte eine sehr gute Modellanpassung nachge


wiesen werden� Mit Hilfe der adjustierten Spannweite� einem heuristischen

Sch	atzverfahren f	ur den Ged	achtnisparameter� sch	atzten Mandelbrot�Wallis

langes Ged	achtnis in den monatlichen bzw� j	ahrlichen Ab�	ussen der obigen

Fl	usse� Zeitreihen mit langem Ged	achtnis scheinen daher ein geeignetes Mo


dell f	ur Ab�ussdaten zu sein�

�



Seit der mathematischen Formulierung durch Mandelbrot�van Ness ������

konnten zahlreiche weitere Zeitreihen mit langem Ged	achtnis in der Praxis

modelliert werden
 Neben der Hydrologie spielen diese Modelle vor allem in

der empirischen Kapitalmarktforschung eine gro�e Rolle
 Eine 	Ubersicht �ndet

man z
B
 bei Beran ����
� und Sibbertsen ������
 Das Problem� Ab�ussda�

ten geeignet zu modellieren� wurde von Lawrence�Kottegoda ������ intensiv

diskutiert
 Sie fassen die statistischen Eigenschaften hydrologischer Zeitreihen

zusammen und diskutieren die Vorteile von Modellen mit kurzem und langem

Ged	achtnis
 Hosking ����
� beschreibt die Modellierung hydrologischer Zeitrei�

hen mittels fraktionaler ARIMA�Modelle
 Einen allgemeinen 	Uberblick 	uber

statistische Methoden in der Hydrologie �ndet sich in Hipel�McLeod ����
��

wobei dort der Schwerpunkt auf modellgest	utzten Techniken liegt� darunter

Modelle mit langem Ged	achtnis oder saisonale Modelle
 Bedingt durch die

Entwicklung verbesserter Sch	atzverfahren hat in den letzten Jahren eine Wie�

derbelebung dieses Gebiets stattgefunden �z
B
 Montanari et al
 ����� �����


Im Vergleich zu anderen Fl	ussen konnten Mandelbrot�Wallis ������ f	ur den

Rhein bei der Analyse der monatlichen Ab�	usse am Pegel Basel kein persi�

stentes Verhalten nachweisen
 Dies kann in Eigenschaften des Pegels Basel

begr	undet liegen
 So wird der Rhein bei Basel im Wesentlichen durch den

Hochgebirgsein�uss bestimmt mit geringen Ab�	ussen im Winter und hohen

Ab�	ussen in den Sommermonaten verursacht durch die Schneeschmelze im

sp	aten Fr	uhjahr und Fr	uhsommer
 Au�erdem verursachen sowohl der Boden�

see als auch die Schweizer Seen wie der Bieler See oder der Z	urichsee durch

Seeretention eine Ver	anderung des Ab�ussverhaltens
 Jedoch sollte gerade die

Seeretention aus hydrologischen Gesichtspunkten das Ph	anomen eines persi�

stenten Ab�usses auch beim Rhein bewirken
 Demnach k	onnen zwei Gr	unde

f	ur das negative Ergebnis in Mandelbrot�Wallis ������ ausschlaggebend sein�

zum einen mag dies in den Eigenschaften des Pegels Basel begr	undet liegen


Ein anderer Grund k	onnte auch in dem verwendeten Verfahren liegen� bei der

Analyse von Monatsmitteln muss die Saisonstruktur vorab eliminiert werden


In der vorliegenden Arbeit wird der Pegel Kaub vor der Moselm	undung und der

Pegel K	oln hinter der Moselm	undung betrachtet
 Gerade f	ur den Pegel K	oln






ist zu erwarten� dass der Hochgebirgsein�uss durch den Mittelgebirgscharakter

�uberlagert wird� Dieser bringt insbesondere imWinter hohe� durch Regen� und

Schneef�alle verursachte Ab��usse sowie niedrige Ab��usse im Sommer� Einen

erwartet starken Ein�uss ist ferner auch der Mosel und ihrem Einzugsgebiet

zuzuschreiben� Der Untergrund ist hier eher steiniger Natur mit einer nur gerin�

gen Bodenau�age� in der Regenwasser gespeichert werden kann� Hohe Ab��usse

der Mosel k�onnen damit auch noch den Pegel K�oln beein�ussen� Auch f�ur den

Pegel Kaub w�are es nach den Ergebnissen dieser Arbeit m�oglich� dass der Mit�

telgebirgscharakter den Hochgebirgsein�uss bereits dominiert� Auch hierdurch

k�onnen abweichende Ergebnisse zu Mandelbrot�Wallis 	
���
 zu erkl�aren sein�

F�ur einen detaillierten �Uberblick �uber das Ab�ussverhalten an den einzelnen

Rheinpegeln sei auch auf die Rhein�Monographie verwiesen 	Gerhard 	
���

�

Es wird daher erneut das Ab�ussverhalten des Rheins untersucht� diesmal

allerdings an den Pegeln Kaub und K�oln� Es werden monatliche maximale�

mittlere und minimale Ab��usse betrachtet� Die Abh�angigkeitsstruktur wird

mittels einer Periodogramm�basierten Sch�atzmethode gesch�atzt� Vorteil dieses

Verfahrens ist� dass weder Kenntnisse �uber das Kurzfristverhalten noch �uber

die genaue Verteilung der Ab��usse erforderlich sind� Allein anhand der Struk�

tur des Periodogramms k�onnen Langfristabh�angigkeiten erkannt werden� Ein

weiterer Vorteil dieses Verfahren besteht darin� dass eine Eliminierung der Sai�

sonstruktur vorab nicht erfolgen muss� Das scheint insbesondere sinnvoll vor

dem Hintergrund� dass verschiedene Ein��usse 	Hochgebirgsein�uss vs� Mittel�

gebirgscharakter
 das Regime in ihrer Struktur unterschiedlich beein�ussen�

Die Arbeit zeigt� dass in der Tat ein saisonales Modell mit langem Ged�achtnis

eine gute Anpassung an alle betrachteten Ab�ussdaten liefert�

�



� Verwendete Daten

Die Bundesanstalt f�ur Gew�asserkunde in Koblenz archiviert die t�aglichen Ab�

��usse des Rheins an verschiedenen Pegeln� Um Vergleiche zwischen den Pe�

geln tre�en zu k�onnen� wird f�ur beide Pegel derselbe Untersuchungszeitraum

gew�ahlt� sowohl f�ur den Pegel Kaub als auch f�ur den Pegel K�oln liegen Da�

ten von Januar 	
�� bis Dezember 	

� zugrunde� Bei beiden Pegeln wurden

jeweils die tats�achlichen Monatsspitzen sowie aus Tageswerten berechnete Mo�

natsmittel und Monatsminima verwendet� Somit ergeben sich Reihenl�angen

von 		�� Beobachtungen f�ur die Pegel Kaub und K�oln� Anstelle der Origi�

nalreihen werden jedoch die logarithmierten Reihen betrachtet� um eventu�

elle Ein��usse� die sich durch eine hohe Prozessvarianz ergeben k�onnen� aus�

zuschlie
en� Durch den �Ubergang zu logarithmierten Daten wird die Varianz

der betrachteten Zeitreihen verkleinert� einen Ein�uss auf die Sch�atzung der

Abh�angigkeitsstruktur hat diese Transformation nicht� Abbildung 	 zeigt die

logarithmierten Reihen�

Der Hauptgrund� sowohl den Pegel Kaub als auch den Pegel K�oln zu betrach�

ten� ist der erwartete starke Ein�uss der Mosel auf das Ab�ussverhalten des

Rheins� Durch die weitgehend geringe Bodenau�age �ie
t der Niederschlag aus

dem Einzugsgebiet der Mosel schnell in den Rhein ab� Dieser E�ekt sollte den

Ab�uss� der aus Hochgebirgsein��ussen entstanden ist� �uberlagern� d�h� der Mo�

selein�uss sollte am Pegel K�oln sichtbar sein� Auch der Pegel Kaub� der vor der

Moselm�undung liegt� wird durch Zu��usse wie Neckar und Main beein�usst� Al�

lerdings ist bei Betrachtung der jahresdurchschnittlichen Maxima ersichtlich�

dass auch der Hochgebirgsein�uss noch vorhanden ist �Gerhard �	
����� d�h�

im Jahresverlauf treten zwei lokale Maxima auf� Es muss also davon ausgegan�

gen werden� dass die Struktur der durchschnittlichen Maxima bzw� Minima

an den beiden Pegeln unterschiedlich sein wird� Aufgrund dieser Vermutun�

gen erscheint es sinnvoll ein saisonales Modell an die Daten anzupassen� Dies

wird auch durch die Autokorrelationsfunktionen der Zeitreihen unterst�utzt�

die das �f�ur Monatsdaten� typische Bild einer saisonalen Struktur mit langem

Ged�achtnis aufweisen �Abbildung ��� Sie haben zum einen einen sinusoidalen

�
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Abbildung �� Logarithmierte Reihen des minimalen� mittleren und maximalen

Ab�usses am Pegel Kaub �linke Spalte� und K�oln �rechte Spalte�
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Abbildung �� Autokorrelationen der minimalen� mittleren und maximalen

Ab��usse an den Pegeln Kaub �links� und K�oln �rechts�
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Verlauf und zum anderen langsam abfallende Autokorrelationen� also typische

Charakteristika von saisonalen Reihen mit langem Ged�achtnis�

� Bestimmung von Saison und Persistenz

Als Ausgangspunkt einer statistischen Analyse werden in der Regel kovarianz�

station�are Zeitreihen betrachtet� d�h� Zeitreihen mit konstantem Mittelwert

und einer Kovarianz� die nicht von den Werten selbst sondern nur vom Zeitab�

stand zweier Beobachtungen abh�angt� Derartige Zeitreihen enthalten weder

einen Trend noch eine Saisonstruktur� Um Stationarit�at in Zeitreihen mit Mo�

natsdaten zu erhalten� wird von jeder Beobachtung das zugeh�orige Monats�

mittel abgezogen und durch die Monatsstandardabweichung dividiert� Eine

derartige Saisoneliminierung wurde auch von Mandelbrot�Wallis ��	
	� vor�

genommen� Eine weitere M�oglichkeit� Saisonstrukturen aus einer Zeitreihe mit

Monatsdaten zu eliminieren� besteht in der Di�erenzierung der Zeitreihe� das

hei
t es werden die zw�olften Di�erenzen gebildet�

��� B��� lnXt � lnXt � lnXt����

Diese Di�erenzenbildung ist aber nicht immer sinnvoll� wie beispielhaft das

Periodogramm der di�erenzierten Reihe der mittleren Ab��usse am Pegel

K�oln zeigt �Abbildung ��� Um die Saisonfrequenzen ��
 �Jahresfrequenz��

��� �Halbjahresfrequenz�� ��� �Quartalsfrequenz�� ���� �Dreimonatsfrequenz�

und ���
 �Zweimonatsfrequenz� herum erkennt man ��L�ocher� im Periodo�

gramm� Das deutet auf eine �Uberdi�erenzierung der Reihe hin� mit ande�

ren Worten der Grad der Di�erentiation wurde mit d � � zu hoch ange�

setzt� Anhand des Periodogramms erscheint also ein fraktionaler Di�erenzen�

�lter mit d � ��� �� geeigneter zu sein� um die Saisonstruktur zu eliminie�

ren� Auf eine Vorab�Transformation der Reihe wird daher verzichtet� um ei�

ne m�oglicherweise falsche Modi�zierung zu vermeiden� Lawrance�Kottegoda

��	��� weisen ferner daraufhin� dass Trend bzw� Saison klassische Eigenschaf�

ten einer hydrologischen Zeitreihe sind und es daher fragw�urdig ist� ohne ge�

naues Wissen �uber die Struktur diese a priori zu eliminieren� Aus diesem Grund
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Abbildung �� Periodogramm der Reihe lnXt � lnXt��� f�ur mittlere Ab��usse am

Pegel K�oln

wird ein fraktional integriertes saisonales ARMA�Modell gew�ahlt� eine Er�

weiterung des Modells ��� um eine saisonale Komponente	 Ein sogenanntes

ARFISMA�
� d� 
��Modell ist L�osung der Gleichung

��� Bs�d lnXt � ut� ���

wobei s die Saison� d den Grad der Di
erentiation bezeichnet und ut ein

station�arer Prozess mit beschr�ankter Spektraldichte �z	B	 ein gew�ohnlicher

ARMA�p� q��Prozess� ist	 Bei dieser Art der Modellierung handelt es sich aller�

dings noch um ein starres Modell� da der Ein�uss der verschiedenen saisonalen

Abh�angigkeiten und des Langzeitged�achtnisses lediglich durch einen einzigen

Parameter d modelliert wird	 Porter�Hudak ����
� nutzt ein solches Modell

zur Modellierung von Geldmengen und Ray ������ prognostiziert den monatli�

chen Absatz eines bestimmtes Produkts bei Zugrundelegung eines erweiterten

Modells der Form ���	 F�ur diese Zwecke wird ein alternativer Ansatz betrach�

tet� der eine �exiblere Ged�achtnismodellierung erm�oglicht und imWesentlichen

�




auf Hassler ������ zur�uckgeht� Betrachten wir zun�achst eine Faktorisierung des

Filters

��� Bs� 	 ��� B��� 
B�
s����Y

j��

��� ei��j�sB���� e�i��j�sB��

Dann kann ein �exibler saisonaler Filter mittels Faltung de�niert werden durch


�s �	 ���B�d��� 
B�ds��
s����Y

j��

f��� ei��j�sB���� e�i��j�sB�gdj � ���

Andel ������ zeigt� dass jeder Faktor aus ��� durch

��� ei�B�d��� e�i�B�d 	
�X

l��

�lB
l

�l 	
lX

k��

cl�kck cosf�l � �k��g� ���

dargestellt werden kann� wobei die Koe�zienten ck gerade dem Binomial�

koe�zienten ��� entsprechen� �Uber die Koe�zienten ck sind demnach auch

die Ged�achtnisparameter festgelegt und man gelangt somit zu einem �exiblen

ARFISMA��� �s� ���Prozess der Form


�s lnXt 	 ut� ���

Der Ein�uss jeder Saisonfrequenz kann demnach durch verschiedene

Ged�achtnisparameter modelliert werden� Das starre Modell ergibt sich als Spe�

zialfall gerade dann� wenn alle Parameter dj in ��� gleich sind� In Anlehnung

an die Eigenschaften stochastischer Prozesse mit langem Ged�achntis gilt f�ur

derartige ARFISMA�Modelle�

� Der Prozess ist station�ar dann und nur dann� wenn dj � �� �� j 	

�� �� � � � � s���

� Der Prozess hat langes Ged�achtnis� wenn dj 	 � ist f�ur mindestens ein

j � ��� s����

��



� F�ur dj � � hat das Spektrum an der Saisonfrequenz ��j�s einen Pol� f�ur

dj � � eine Nullstelle� j � �� �� � � � � s���

Eine zentrale Bedeutung hat demnach die Spektraldichte eines solchen Prozes	

ses� da eine Polstelle an einer Saisonfrequenz auf langes Ged�achtnis hindeutet�

F�ur den zuvor beschriebenen Prozess l�asst sich die Spektraldichte f allgemein

darstellen durch 
siehe Hassler 
����



fX
�
 �
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� sin�
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�
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�
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In der Umgebung der j�ten Saisonfrequenz l�asst sich dann Gleichung 
�
 ap	

proximieren durch

fX
��j�s� �
 �j�j�� ���dj Kj fu
��j�s
� j � �� �� � � � � s��� 
�


d�h� die Spektraldichte um die j�te Saisonfrequenz h�angt von der gegen Null

konvergierenden Frequenz �� einer Konstanten Kj und der beschr�ankten Rest	

spektraldichte fu ab� F�ur positives dj ist die rechte Seite von 
�
 unbe	

schr�ankt� Wir wollen diese Eigenschaft von Prozessen mit saisonalem langen

Ged�achtnis nutzen� um mit Hilfe des empirischen Analogons der Spektraldichte

die Ged�achtnisparameter zu sch�atzen� Dazu verwenden wir das Periodogramm

einer Zeitreihe� das de�niert ist durch

IX
�j
 �
�

n
j

nX
t��

Xte
i�j tj�� �j �

��j

n
� j � �� � � � � n���

Eine auf dem Periodogramm basierende Sch�atzprozedur wurde zuerst von

Geweke�Porter�Hudak 
����
 f�ur nicht saisonale Prozesse vorgeschlagen� Hass	

ler 
����
 und sp�ater Arteche�Robinson 
����
 �ubertragen das Verfahren auf

saisonale Prozesse� Dieses� auch Log�Periodogramm�Regression genannte Ver	

fahren basiert im Wesentlichen auf dem Logarithmus der Gleichung 
�
 sowie

��



der beidseitigen Addition des logarithmierten Periodogramms und resultiert

bei saisonalen Prozessen in folgender Regressionsgleichung�

ln�IX��j�i�� � aj � djRi � �j�i� j � �� � � � � � s�	� i � �� � � � � m� �
�

Dabei ist das logarithmierte Periodogramm die abh�angige Variable� aj eine

Konstante� die von der Restspektraldichte fu an der j
ten Saisonfrequenz

abh�angt� dj ist der zur j
ten Saisonfrequenz zugeh�orige Ged�achtnisparameter

und Ri � � ln�� sin���i�n�� sind die Regressoren� Mit �j�i ist ferner

der Fehlerterm bezeichnet� Mit Hilfe der Gleichung �
� kann nun jeder

Ged�achtnisparameter dj einzeln gesch�atzt werden�

Abbildung � zeigt die Periodogramme der verschiedenen Reihen� Alle Abbil�

dungen weisen einen Peak am Ursprung und an den ersten beiden Saisonfre�

quenzen auf� Diese Peaks k�onnen m�oglicherweise auf eine Ged�achtnisstruktur

hinweisen� Hinzu kommt� dass die H�ohen der einzelnen Peaks unterschiedlich

sind und demnach ein �exibles saisonales Modell� das unterschiedliche Sai�

sonein��usse durch variable Modellparameter erm�oglicht� wie oben beschrieben

eine geeignete Anpassung liefern sollte� Anhand der Regressionsgleichung �
�

kann der Ged�achtnisparameter dj somit als Steigungsparameter einer linea�

ren Regression interpretiert werden� die an m aufeinanderfolgenden Fourierfre�

quenzen ausgewertet wird� Die L�ange des Frequenzbandes ist dabei keineswegs

fest vorgeben sondern vom Anwender festzulegen� Da die Regressionsgleichung

auf der Approximation ��� beruht und diese nur in einer kleinen Umgebung

um die Saisonfrequenz g�ultig ist� f�uhrt ein gro�es Frequenzband zu einem Bi�

as in der Sch�atzung von dj� Andererseits resultiert die Verwendung nur we�

niger Fourierfrequenzen in einer Vergr�o�erung der Varianz� Eine ��optimale�

Bandbreitenwahl ist also nur in dem Sinne m�oglich� dass man die Summe aus

Verzerrung und Varianz minimiert� Eine Zusammenfassung der theoretischen

Aspekte �ndet man bei Hurvich et al� ��

��� Arteche�Robinson �	���� zeigen�

dass unter zus�atzlichen Annahmen f�ur Gaussprozesse gilt�

p
m� �dj � dj� �d N ��� ���	���

��
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Abbildung �� Periodogramm der minimalen� mittleren und maximalen Ab��usse

an den Pegeln Kaub �linke Spalte� und K�oln �rechte Spalte�
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d�h� der Log�Periodogramm�Sch�atzer konvergiert gegen eine Normalverteilung�

Trotz der Trade�O��Situation bei der Bandbreitenwahl ist die semiparametri�

sche Log�Periodogramm�Regression ein weit verbreitetes Verfahren� da es im

Vergleich zu den parametrischen Alternativen ohne weitere Annahmen an den

zugrundeliegenden Prozess auskommt� So ist z�B� bei parametrischen Verfah�

ren immer eine Vorab�Spezi�kation der autoregressiven und moving�average

Ordnungen notwendig� Eine Fehlspezi�kation wiederum resultiert in verzerr�

ten Sch�atzern� Die Log�Periodogramm�Regression ben�otigt im Vergleich le�

diglich die Beschr�anktheit der Restspektraldichte� Zudem wird f�ur die Log�

Periodogram�Regression keine Verteilungsannahme an den zugrundeliegen�

den Prozess ben�otigt� Parametrische Verfahren wie der Maximum�Likelihood

Sch�atzer gehen von normalverteilten Daten aus� Es ist aber bekannt� dass Ab�

	ussdaten einer schiefen Verteilung folgen und z�B� hinreichend gut durch ver�

schiedene Formen einer Gamma�Verteilung modelliert werden k�onnen� Diese

Verteilungen sind nicht symmetrisch und haben somit eine andere Form als die

Normalverteilung� Diese Tatsache spricht ebenfalls f�ur eine semiparametrische

Modellierung im Vergleich zu parametrischen Alternativen�

F�ur die Log�Periodogramm�Regression wurde in unserem Fall die maxima�

le Zahl an m�oglichen Fourierfrequenzen gew�ahlt� F�ur die Pegel Kaub und

K�oln hat jede Reihe n 
 ���� Beobachtungen� das hei
t es k�onnen insge�

samt n�� 
 ��� Fourierfrequenzen berechnet werden� Da zwischen zwei Sai�

sonfrequenzen jeweils n��� � �� 
 �� Fourierfrequenzen liegen� w�ahlen wir

f�ur jede Regression m 
 �� Fourierfrequenzen� um den Ein	uss benach�

barter Saisonfrequenzen zu vermeiden� Die Ergebnisse der einzelnen Log�

Periodogramm�Regressionen sind in Tabelle � zusammengefasst� Der Stan�

dardfehler f�ur die Sch�atzungen ergibt sich aus der obigen Verteilungseigen�

schaft des Log�Periodogramm�Sch�atzers und liegt in der Gr�o
enordnung von

������� Auch im Falle nicht normalverteilter Daten liefert die Verteilungsaussa�

ge zumindest eine gute Approximation� Dies wird von Montanari et al� ������

f�ur einen alternativen Sch�atzansatz gezeigt� Die Argumente sind auf den hier

vorgestellten Ansatz �ubertragbar�
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Pegel Saisonfrequenzen

Kaub � ��� ��� ��� ���� ���� �

Minima ������ ����	
 ������ ������ ������� ����
	 �������

Mittel ����
� ���
�� ��

�	 �����	 ������
 ���
��� �����	

Maximum ��
��	 ����
� ���		� ������� ��


� ������
 ����
	�

K�oln � ��� ��� ��� ���� ���� �

Minimum ����
� ������ �����
 ����

 ���	�
 �����	 ���
	�

Mittel ����
�� ������ ��


� ����
�� ���
�� ���
�
 ���




Maximum ���
�� ����	� ���
�� �����

 ��
��
 ������
 ��
��


Tabelle �� Gesch�atzte Ged�achtnisparameter f�ur die verschiedenen Reihen und

Saisonfrequenzen

Die Sch�atzung liefert zwei Ergebnisse� zun�achst deuten die Sch�atzwerte auf das

Vorliegen einer Ged�achtnisstruktur hin� da f�ur jede betrachtete Reihe minde�

stens ein Parameter signi�kant gr�o�er Null ist� F�ur die minimalen und mittle�

ren Ab	�usse beider Pegel ist der Wert an der Jahresfrequenz ��
 maximal� das

hei�t die Ergebnisse deuten auf ein saisonales langes Ged�achtnis hin� Das be�

deutet� dass z�B� ein geringer Ab	uss in einem bestimmten Monat eines Jahres

�verglichen mit dem mittleren Ab	uss dieses Monats� mit hoher Wahrschein�

lichkeit auch einen geringen Ab	uss in dem gleichen Monat der folgenden Jahre

induziert� Die Struktur der mittleren Ab	�usse kann genauso interpretiert wer�

den� wobei Unterschiede zwischen den Pegeln nur in der Gr�o�e der gesch�atzten

Parameter �und damit in der unterschiedlichen Ausgepr�agtheit der Persistenz�

liegen�

Ein anderes Bild liefert die Analyse der maximalen Ab	�usse beider Pegel� hier

taucht am Pegel Kaub der gr�o�te Wert bei der Halbjahresfrequenz ��
 auf�

Das deutet wiederum daraufhin� dass hier der maximale Ab	uss einer Halb�

jahresschwingung zugrunde liegt� F�ur den Pegel K�oln liegen die Sch�atzungen

f�ur die Jahres� und Halbjahresfrequenz in etwa derselben Gr�o�enordnung� Ins�

besondere zeigt die Existenz der Halbjahresschwingung� dass die Maxima bei�

der Pegel im Jahresverlauf zun�achst von Winterniederschl�agen und dann vom

�




Hochgebirgsein�uss beein�usst werden� Allerdings ist aufgrund der gleichzeiti�

gen starken Dominanz der Jahresschwingung am Pegel K�oln der Hochgebirgs�

ein�uss nicht mehr stark ausgepr�agt� mit anderen Worten� w�ahrend der Pegel

Kaub noch von beiden Regimen beein�usst wird� ist der Hochgebirgsein�uss

am Pegel K�oln nur wenig dominant� Dieses Resultat wird �uberdies durch die

Betrachtung der durchschnittlichen Maxima im Jahresverlauf gest�utzt �vgl�

Gerhard �	
��

�

Die getro�enen Schlussfolgerungen h�angen nat�urlich von der Genauigkeit der

Sch�atzungen ab� Es muss daher an dieser Stelle �uberpr�uft werden� ob das

gew�ahlte Modell mit den gesch�atzten Parametern �uberhaupt eine gute Anpas�

sung an die Daten liefert� Dazu berechnen wir den Residualprozess �ut� indem

wir den Filter ��
 mittels der gesch�atzten Koe�zienten berechnen und auf den

Prozess flnXtg anwenden� Bei einer akzeptablen Anpassung sollte der Residu�

alprozess �ut weder ein Ged�achtnis noch eine saisonale Struktur aufweisen� F�ur

diese Prozesse betrachten wir erneut die empirische Autokorrelationsfunktion

und das Periodogramm in den Abbildungen � und ��

Betrachtet man die verschiedenen Residualreihen des Pegels Kaub� so erkennt

man� dass die Saisonstruktur verglichen mit dem Ausgangsprozess �Abbildung

�
 hinreichend gut eliminiert wurde� da eine sinusoidale und auf einen Jah�

resgang hindeutende Struktur nahezu nicht mehr erkennbar ist� Auch das

Ged�achtnis konnte durch den zugrundeliegenden Prozess adequat beschrie�

ben werden� da die Peaks im Periodogramm der Residuen zwar nicht elimi�

niert� wohl aber in ihrer Gr�o�e reduziert wurden� Dieselbe Schlussfolgerung

l�asst sich auch f�ur die Residuen der minimalen� mittleren und maximalen

Ab��usse am Pegel K�oln ziehen� F�ur die untersuchten Reihen liefert das Mo�

dell ��
 augenscheinlich eine ��gute� Anpassung an die Daten� Bei einer Eli�

minierung von Saison und Ged�achtnis m�usste der Residualprozess demnach

durch einen ARMA�p� q
�Prozess niedriger Ordnung darstellbar sein� Wir wol�

	�
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Abbildung �� Autokorrelation und Periodogramm der gesch�atzten Residuen der

minimalen� mittleren und maximalen Ab��usse am Pegel Kaub
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Abbildung �� Autokorrelation und Periodogramm der gesch�atzten Residuen der

minimalen� mittleren und maximalen Ab��usse am Pegel K�oln
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len daher mittels eines Informationskriteriums pr�ufen� ob eine Anpassung von

ARMA�Modellen niedriger Ordnung m�oglich ist� Dazu w�ahlen wir das Bayes�

Schwarz�Kriterium �BIC�� das neben der Zahl der gew�ahlten Parameter auch

die Reihenl�ange ber�ucksichtigt �siehe z�B� Schlittgen�Streitberg �	

���� Die

geeignetste Anpassung liefert diejenige Modellordnung� f�ur die das Kriterium

minimal wird� Tabelle � zeigt die resultierenden Ordnungen f�ur die verschie


denen Reihen�

Pegel Ordnung BIC

Kaub

Minima ARMA����� �������

Mittel ARMA����� 	���
�

Maximum ARMA����� 
���
	

K�oln

Minimum ARMA����� ��
�

Mittel ARMA����� �

���

Maximum ARMA����� ���	�
�

Tabelle �� Modellordnung der Residualreihen bei ARMA�Anpassung mittels BIC

F�ur jede Residualreihe werden demnach AR� und MA�Ordnungen kleiner

gleich � ausgew�ahlt� was auf eine gute Anpassung des gew�ahlten Modells

schliessen l�asst� Vergleicht man hingegen die BIC�Werte untereinander� so er


geben sich grosse Unterschiede� Kleinen Werten bei den Residuen der Minima

stehen grosse BIC�Werte bei den Residuen der Mittel und vor allem Maxima

gegen�uber� Die minimalen Ab��usse lassen sich somit gut durch das Modell er


kl�aren� die mittleren und maximalen Ab��usse erfordern gegebenfalls noch eine

Erweiterung durch Modellierung von kurzfristigen Abh�angigkeiten� Dies muss

bei der Interpretation der Ergebnisse ber�ucksichtigt werden�
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� Zusammenfassung

Aus hydrologischer Sicht ist es plausibel� dass die Ab��usse des Rheins ei�

nem Modell mit langfristigen Korrelationen folgen� Dies liegt insbesondere in

der Seeretention des Bodensees und der Schweizer Seen wie zum Beispiel des

Bieler Sees und des Z�urichsees begr�undet� Im Vergleich zu Pegeln in Boden�

seen�ahe� die ausschlie�lich unter dem Hochgebirgsein�uss stehen� sollten sich

rheinaufw�arts zum Pegel K�oln Unterschiede zeigen� Der Pegel K�oln wird stark

von Winterregenf�allen beein�usst und wird damit von zwei verschiedenen sai�

sonalen Strukturen dominiert� Ebenso spielt aus hydrologischer Sicht auch der

Ein�uss von Zu��ussen� insbesondere der Mosel� eine gro�e Rolle �

Die Arbeit von Mandelbrot�Wallis 	
���
 unterst�utzt die These von langem

Ged�achtnis in den Rheinab��ussen nicht� Die vorliegende Arbeit hat die mi�

nimalen� mittleren und maximalen Ab��usse an den Pegeln Kaub und K�oln

erneut untersucht� Im Vergleich zur Arbeit von Mandelbrot�Wallis 	
���
 wur�

de auf eine Vorab�Eliminierung der Saison verzichtet und stattdessen ein �e�

xibles saisonales Modell angepasst� mit dessen Hilfe langes Ged�achtnis model�

liert werden kann� Saisonales langes Ged�achtnis trat bei den minimalen und

mittleren Ab��ussen an der j�ahrlichen Saisonfrequenz auf� Der maximale Ab�

�uss wird am Pegel Kaub durch einen Halbjahreszyklus bestimmt� am Pegel

K�oln gibt es aufgrund der �Uberlagerung der Regime sowohl persistente Jahres�

als auch Halbjahresstrukturen� Weitere wesentliche Unterschiede zwischen den

Pegeln Kaub und K�oln konnten dabei in Bezug auf ihr langfristiges Verhal�

ten nicht festgestellt werden� Die Modellanpassung an die Daten erwies sich

als akzeptabel� Allerdings wurden auch deutliche Unterschiede in der G�ute

der Anpassung festgestellt� so scheint die Modellierung der minimalen Ab�

��usse vielversprechender zu sein als die der maximalen Ab��usse� Es bleibt zu

�




pr�ufen� inwieweit alternative Verfahren �z�B� eine simultane Modellierung von

Kurzfristabh�angigkeiten� eine noch bessere Anpassung leisten k�onnen�
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stoph Helwig und Tamara K�onning f�ur ihre Unterst�utzung bei den Simula�
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