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Option Pricing Theory and Fuzzy Expectations
Oktober 1999

Abstract

The classical option pricing theory assumes that the future payoffs are known; uncertain is only
which payoff will be realized. The probability distribution is given too. But this model leads to a
mismatch of theoretical prices and observable market prices. Moreover, it is not reasonable, why
everyone should have the same set of crisp payoffs.

In this paper we will show that options can also be valued when uncertainty is not reduced to
probabilities of payoffs. In our approach the basic model is extended to the case that payoffs are
described by fuzzy numbers.

By connecting option pricing theory and fuzzy set theory we get a better model of real financia
markets. This allows us to establish modern portfolio instrumentsin a fuzzy environment.

JEL classification: D82, G14

Keywords:  Arbitrage, Contingent claims, Fuzzy logic, Time continuous valuation, Options



Optionspreistheorie bei vagen Daten

Oktober 1999

Zusammenfassung

In der heutigen Theorie der Optionsbewertung wird davon ausgegangen, dal3 die Markterwartungen
genau berechenbar sind. Die Unsicherheit besteht lediglich darin, welcher Aktienkurs sich letztlich
realisiert, die Eintrittswahrscheinlichkeiten sind bekannt. Dabei treten jedoch erhebliche Probleme
auf, denn theoretisch erwartete Preise entsprechen oft nicht den am Markt beobachteten.

Ziel dieser Arbeit ist es, zu untersuchen, ob auch dann eine Optionsbewertung moéglich ist, wenn die
Unsicherheit nicht nur auf die Stochastik reduziert wird, sondern wenn zusétzlich angenommen
wird, dal3 Marktteilnehmer nur unscharfes Wissen tiber kiinftige Preisentwicklungen haben. Hierbel
dient die Fuzzy Set Theorie zur Modellierung der nur gréf3enordnungsmaéliig bekannten kinftigen
Aktienkurse.

Es wird in dieser Arbeit zwischen der Optionspreistheorie und der Fuzzy Set Theorie eine Verbin-
dung geschaffen, die es zukunftig erlauben wird, die Unsicherheit im Markt besser zu modellieren,
als dies mit heute dominierenden Methoden der Optionsbewertung moglich ist.

JEL classification: D82, G14

Schlagworte:  Arbitragebewertung, Derivate Finanzinstrumente, Fuzzy-L ogik,
Zeitstetige Optionsbewertung



1. Einleitung

In den letzten 25 Jahren haben, nicht zuletzt durch die 1997 mit dem Nobelpreis ausgezeichneten
Arbeiten von Fischer Black und Myron Scholes, Optionsmérkte einen grof3en Aufschwung erlebt.
Finanzintermedidre wurden durch die grofRen Gewinnmargen, die Optionsgeschéfte beinhalten,
angelockt. Allerdings wurde die Offentlichkeit auch durch Nachrichten Uber groRe Verluste bei
Termingeschéften erschittert. Um Insolvenzen zu vermeiden ist sowohl eine ausgereifte Options-
preistheorie vonnoten, als auch ein einfach zu handhabendes Instrumentarium zum Risikomanage-
ment erforderlich. Die Pionierarbeiten von Black und Scholes lieferten zwar beides, jedoch war
schnell einzusehen, dai’ die hierbei zugrunde gelegten Annahmen in der Realitét oft nicht gegeben
sind und sich Optionspreise auch haufig anders verhalten, als dies das Modell beschreibt. Insbeson-
dere wurde immer wieder darauf hingewiesen, dal3 die wichtige Einfluf3grof3e Volatilitét in der
Redlitét im Gegensatz zum Modellrahmen nicht konstant bleibt; mit der Folge, dal3 trotz grof3em
Rechenaufwand eine bedeutende Unsicherheitskomponente verbleibt, die es zu managen gilt.

Dieses Problem wurde in der Folgezeit nach 1973 unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet.
Hieraus entwickelten sich zum Beispiel Modelle zu stochastischer Volatilitdt oder impliziten Ver-
teilungen', an denen auch heute noch geforscht wird. Annahme hierbei ist es, daR das
Black/Scholes-Modell grundsétzlich theoretisch richtige Preise liefert, jedoch die Volatilitat besser
geschéatzt werden mul3. Zahlreiche empirische Studien wie zum Beispiel die Arbeiten von BAKSHI,
CAO, CHEN [1996] und andere® belegen diese Vorstellung.

Diein jenen Modellen als konstant angenommenen Parameter sind in der Realitdt haufig nur unge-
nau beobachtbar und es wird meist davon ausgegangen, dal3 die verbliebene Unsicherheit alein auf
die Volatilitdt zurtickzufihren ist. Im Gegensatz dazu soll in dieser Arbeit ein aternativer Vor-
schlag zum Umgang mit der Unsicherheit gemacht werden. Da Uber die Volatilitét niemals genaue
Aussagen getroffen werden konnen, wird diese weiterhin als vorhandene Risikoquelle angesehen.
Zusétzlich wird eine Ungenauigkeit in einem Parameter eingefiihrt, welcher Aufschluld Gber die
zukunftigen Erwartungen von Marktteilnehmern gibt und im klassischen Modell als konstant ange-
nommenen wird.

Zur Modellierung dieser Ungenauigkeit soll das Instrumentarium des ,, Fuzzy-Logik* dienen. Auch
dieser Teilbereich der angewandten Mathematik wurde in den letzten Jahren zunehmend mit prak-
tischen Problemstellungen in Verbindung gebracht. Ein gute theoretische Grundlage hierzu bieten
Forschungen der Fuzzy-Logik basierten Entscheidungstheorie®®, der Fuzzy-Optimierung® und der
Fuzzy-Mathematik®, so da auch eine Anwendung von Fuzzy-Logik in finanzwirtschaftlichen
Bereichen faszinierend erscheint.

Lvgl. Derman, E., I. Kani (1994) u.a.

2 7.B. Longstaff, F. (1995) u.a

3vgl. Zadeh L. (1992) u.a

*vgl. Rommelfanger H. (1994, 1999) u.a.
> vgl. Rommelfanger, H. (1994) u.a.

® Dubois, D., H. Prade (1980) u.a.



Es soll gezeigt werden, dal? eine theoretische Bewertung von Derivaten mit Hilfe eines Fuzzy-L ogik
basierten Modells mdglich ist und dal? dessen Konstruktion analog zu klassischen Derivatebewer-
tungsmodellen hergeleitet werden kann. Durch die Anwendung eines solchen Verfahrens leiten sich
neue Erkenntnisse tber die finanzwirtschaftliche Theorie ab und es konnen Empfehlungen fir das
Risikomanagement gegeben werden, die auf individuellen Markteinschézungen eines Investors
beruhen. So wird gleichzeitig eine préaferenz-unabhangige Bewertung, wie auch ein préaferenzab-
hangiges Hedging mdglich. Die grofdten Anforderungen bei der Konstruktion eines neuen Verfah-
rens stellen Arbitragefreiheit und Vollsténdigkeit eines Kapitalmarktes, denn diese Bedingungen
sind fur das weitere VVorgehen essentiell.

In der vorliegenden Arbeit wird diese Vorgehensweise anhand von zeitdiskreten und zeitstetigen
Betrachtungsweisen der Kursfeststellung von Aktien erlautert. Betrachtet werden ausschliefdich
europaische Standard-Optionen auf Aktien. Die Erkenntnisse sind jedoch auch auf komplexere Titel
Ubertragbar.

Die Arbeit schliefdt mit einer Zusammenfassung, in welcher Ausblicke auf weitere Forschungen
gegeben werden.

2. Fuzzy-Logik basierte Dar stellung des Binomialmodells
2.1. Annahmen und Implikationen

Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, eine Moglichkeit des Aufbaus von Binomialmodellen mit
Fuzzy-Logik zu beschreiben und diese zu diskutieren. Ein besonderes Augenmerk soll dabei auf die
sich ergebenden Unterschiede zum Standard-Binomialmodell nach Cox, Ross, RUBINSTEIN [1979]
gelegt werden.

An dieser Stelle missen zunéchst einige Annahmen getroffen werden.

Annahme 2.1 [Unscharfe im Modellrahmen]
Einzig unscharf im Fuzzy-Logik basierten Binomialmodell sind Auszahlungen eines zugrundelie-
genden Assets und dessen Derivate.

Annahme 2.2 [ Verteilungsei genschaft von Fuzzy-Auszahlungen]
S8 S ein Underlying mit Fuzzy-Auszahlungen in Zeitpunkt t, so ist der Preis dessen im Nachfolge-
zeitpunkt t + 1 durch

T30+ _ (i) o, . i+]) . 2D ¢
S :|:St(+1)_§%g)m’§§+1)’st+l %_R
+1=0_,. . . _—
+20) —a(i) . ) .
+SI(-21_§%§) >d’§'$-)+l’st+1%R
bestimmt. Dabei ist u>1 ein Wachstums- und d, 0<d <1, ein Schrumpfungsparameter.



Dies impliziert, dal3 die Auspragung der Spannweiten zu jedem Knoten nicht zwingend abhéngig
von den vorhergehenden Knoten und Zeitpunkten ist.

KOROLEV, LEIFERT, ROMMELFANGER [1999] haben gezeigt, dal3 die risikolosen Wahrscheinlich-
keiten nicht von den Spannweiten der Auszahlungen abhéngen, sondern nur die Gipfel entscheidend
sind. Ansonsten gelten die im neoklassischen Modell getroffenen Annahmen.

Annahme 2.3 [ Atomistische Konkurrenz der Investoren]
Der Preis eines Gutes kann von Investoren nicht durch Kaufe oder Verkaufe beeinfluft werden.
Alle Investoren sind Preisnehmer.

Annahme 2.4 [ Friktiond oser Kapitalmarkt]

Der Kapitalmarkt ist friktionslos. Dies bedeutet im einzelnen:

Q) Es gibt keine Marktzugangsbeschr&nkungen

2 Es existieren keine Steuern und Transaktionskosten

3 Samtliche Wertpapiere sind beliebig teilbar

4) Esexistieren keinerlei Leerverkaufsbeschrankungen fir die Wertpapiere

Annahme 2.5 [Arbitragefreiheit]
Es existieren auf dem Kapitalmarkt keine Arbitragemdglichkeiten.

Annahme 2.6 [ Vollstandigkeit des Anleihemarkts]

Der Anleihemarkt ist vollstandig im Snne, daf3 insolvenzrisikolose Nullkuponanleithen der Fallig-
keiten t =1,2,...,T existieren.

Annahme 2.7 [ Dividendenzahlung]
Bei dem Underlying handelt es sich um ein nicht-dividendenausschittendes Wertpapier.

Annahme 2.8 [ Konstanter risikoloser Zins)
Der riskolose Zins sei Uber die betrachtete Laufzeit konstant.

Die Spannweiten spielen eine herausragende Rolle in Zusammenhang mit Arbitragefreiheit und
Vollstéandigkeit der modellierten Welt. Sie haben nicht nur auf den festzustellenden Preis des Deri-
vats einen Einfluf3, sondern determinieren auch Grenzen fur die Parameter u und d.

Es ist leicht nachzuvollziehen, dal3 die Spannweiten der Auszahlungen sich nicht Gberschneiden
sollten. Dies kann durch eine geeignet kleine Wahl der Spannweiten selbst oder aber durch eine
geeignet grofRe Wahl des Parameters u und eine geeignet kleine Wahl des Parameters d sicherge-
stellt werden.



Definition 2.1 [ Perfekte Vollstéandigkeit]

Folgen jedem Zustand im Binomialmodell zwei mogliche Zusténde im ndchsten Zeitpunkt und gelte
es weiterhin, daf3 die Zugehorigkeitsfunktionen der Wertpapierauszahlungen in den verschiedenen
Umweltzustéanden auf einem r -Niveau keine gemeinsame Elemente aufwei sen, al so:

S§i+1) - Sﬁi) "t=1,..T,i=0,..t,
w !

dann heil3t der Markt ,, vollstandig auf einem r -Niveau® *.

Annahme 2.9 [ Spannweiten der Auszahlungen]

Die Spannweiten der Fuzzy-Auszahlungen seien zu jedem Zustand in T gleich grof3 und symme-
trisch und genligen weiterhin den Vollstandigkeitsiiberlegungen nach Definition 3.1. Weiterhin
gebe der Entscheider nur die Spannweitenin T an.

2.2. Modéllierung des Binomialmodells mit Fuzzy-L ogik

Gegeben sei eine Menge von Zeitpunkten mit tT {0,1,..., T} . Ein betrachtetes Wertpapier S habe zu
einem Zeitpunkt t die Fuzzy-Auszahlung S®”. Zum nachfolgenden Zeitpunkt t + 1 kann das

Wertpapier dann die Auszahlung S oder S, aufweisen. Diese Fuzzy-Auszahlungen konnen

jedoch nicht mahr wie im klassischen Modell durch einfache Skalarmultiplikation mit u und d
errechnet werden, denn fur die Vertellungsei genschaft gilt nunmehr Annahme 2.2.

Diese Spannweiten koénnen frei gewahlt werden, sollen jedoch die Vollstandigkeitsbedingung
erfullen. Es wurde ebenfallsin KOROLEV, LEIFERT, ROMMELFANGER [1999] gezeigt, dal3 der Vektor
Q unabhangig von den Spannweitenauspragungen ist, deshalb gilt:
oHgl+r)-do
u-d
Q= u- 1+ r);
u-d g

(2.1)

Anlehnend an das neoklassische Modell soll auch hier zunéchst wieder Pfadunabhéngigkeit unter-
stellt werden. Es gilt dann:

é(i) :SS%O >‘Ui gt i;§§i);St

sho 2.2)
9 R

" Eine Menge B K(X) wird einer Menge C1 K(X) auf dem Niveau r T [0,1] vorgezogen, und man schreibt
B~ C,wennr diekleinstereelle Zahl ist, so daf?

Inf B, ® SupC, furaleal [r,1
und fUr wenigstensein al [r,1] die obige Ungleichung im strengen Sinne erflllt ist. Dabei sind

By ={xT X|mp(x)* a} und C, ={x1 X|ms(x) * a}

die a-Nivau-Mengen von B bzw. C.



Um in diesem Szenario einen vollstandigen Markt zu modellieren, muf3 unter Annahme 2.9 fur alle
rechten Spannweiten S sowie alle linken Spannweiten S gelten, dal3

D 0
0£§:5£¥. (2.3)

Solange das Fuzzy-Logik-basierte Binomialmodell in diesem perfekt vollstandigen Markt ange-
wandt wird, ergeben sich zum herkémmlichen Modell bei der Optionsbewertung keine Unter-
schiede. Es mul3 beachtet werden, dal? der Preisin t = 0 Uber T Perioden errechnet wird, d.h. auch
die Spannweiten werden mit der Pfadwahrscheinlichkeit gewichtet und tGber T Perioden diskontiert.

Der heutige Erwartungswert zukinftiger unscharfer Auszahlungen des Wertpapiers S ergibt sich
also durch

-

T &0 T_a&06 Y (2.9)
g §r) —>q (-0 a§>g >0 (-9 has >§.i>q'>(l- o'z
i=0 i=0 élg 4R
und |&/% sich vereinfachen zu:
o= 1 & T a6 <o)
EoQ[Sr]=§So DRI SRIRULE 5t SRR (25)
i=0 élg i=0 &l g q_R

wobei S, hier den Gipfelpunkt der Fuzzy-Auszahlung des Wertpapiers S zum Zeitpunkt t = 0

bezeichnet.

Bel der Optionsbewertung in diesem Modellrahmen sind die Spannweiten der Optionszahlung von
herausragender Bedeutung. Grundsétzlich wird davon ausgegangen, dal3 die Spannweiten der Opti-
onsauszahlung von denen des Underlyings abhangig sein sollten. Da das betrachtete Binomial-
modell lediglich eine Erweiterung des Arbitragemodells darstellt, kdnnen die ge-wonnenen
Erkenntnisse aus KOROLEV, LEIFERT, ROMMELFANGER [1999] Ubertragen werden.
Die Spannweiten der Optionszahlungen lassen sich also durch die Spannweiten des zugrundelie-
genden Assets errechnen. So soll fur die linke Spannweite einer europaschen Call-Option mit
BasispreisK gelten:

cl = max{sP - 0} - ma{s¥ - s- k.0 (2.6)
und analog fir die rechte Spannweite

¥ = maqs? +5- k0 - max{s? - ki0} . @2.7)

Damit der Call positive Auszahlungen aufweist, missen die Auszahlungen des Underlyings Uber
dem Basispreis liegen. Die Mindestanzahl von Aufwértsspringen im Binomialbaum, damit zumin-
dest der Gipfelpunkt einer Optionsauszahlung ,,im Geld” liegt, sei mit a bezeichnet.

Fir agilt dann bezogen auf die Gipfelpunkte von §i): al N mit Sﬁa) 3 k L‘JSﬁa’ D<k .



Fir SV 148t sich weiterhin mit Sicherheit sagen, daR (& 2 <k

Die Spannweiten und der Gipfelpunkt der Option 6@ miti =0,1...,a2 sind dann immer gleich
Null, also C{) = (0;0;0)_ miti =0,1,...,a-2.

Andererseits muf3 auch gelten, dal3 §[(a+1) >k, denn in diesem und alen weiteren oberen Knoten

sind die Spannweiten des Underlyings symmetrisch und die Spannweiten der Optionszahlungen
werden nicht durch die Bedingungen der Gleichung (2.6) oder (2.7) tangiert.

Durch Einsetzen in die Bestimmungsgleichungen fir die Optionsspannweiten erhdlt man
g(P = §UE(T') =Sfiri = (a+1),(@a+2),..,T. Der aus diesen Zustanden ermittelte Optionspreis
soll im folgenden mit , CY bezeichnet werden. Dies entspricht der Aufspaltung des Optionspreises
in positive Auszahlungen und Zahlungen von Null wie im klassischen Modell nach Cox/ Rosy/
Rubinstein. Es werden also hier zunéchst nur alle Optionszahlungszustande einbezogen, die sym-
metrische oder keine Spannweiten aufweisen, da dies den Rechenaufwand erheblich vereinfacht.
Nicht in die Berechnung des Optionspreises einbezogen sind zunéachst Zustande, in denen die Zah-
lungen asymmetrische Spannweiten erhalten konnen. Diese werden danach gesondert behandelt.

Der Optionswert aus allen Zustanden symmetrischer Spannweiten ergibt sich zu:
Cq = (2.8)
r+-0

(@+n T % 2 a+1(}M1 )" 1P -%); ; ()>q wol s 4 ()le QT8

i=a+l i=a+l AR

Dieser Ausdruck 1&3t sich mit Hilfe der Gleichung (2.5) umformen und man erhalt:

Gorao ey § BT o fe 0

=al e 2.9)
T . . T P .o
2 Oy T-1 . 2 0 T-i
a &2>gdxl-9'"g a4 &g Xl-9
i=a+1§ﬂ>q . i=a+1§g QLR

Die Spannweiten der Option in den Zustdnden i =(a+1),(a+2),..,T ergeben sich also aus den
mit der Pfadwahrscheinlichkeit gewichteten Spannweiten des Underlyings.

Zur vollstandigen Bewertung der Option missen zuletzt noch die Zusténde nach (a-1) und a Auf-
waértsspriingen betrachtet werden. Der Anteil des Optionspreises aus diesen Zustédnden sei mit ,C¥
bezeichnet. Bei jeweils einem dieser beiden Zustdnde konnen die Spannweiten der Option trotz
symmetrischer Underlying-Spannweiten asymmetrisch werden. Urséchlich hierfr ist die Options-
eigenschaft, nach der negative Zahlungen ausgeschlossen werden.



Folgende Graphik soll dessen Sachverhalt verdeutlichen:

Zugehorigkeitsfunktion
m einer Call-Option bei
Sg')A =0 / Anwendung der Gleichungen
L S[ (2.6) und (2.7)

/

~—»
I
Basispreis Sg)

Abbildung 2-1 : Asymmetrie der Spannweiten eines Calls

Den Optionsauszahlungen werden in diesem Fall falsche Zugehdrigkeitswerte zugewiesen, die zu
grol3 sind, wenn der Gipfelpunkt der Differenz aus zustandsabhéngiger Auszahlung und dem
Basispreis im negativen Bereich liegt. Wenn der Gipfelpunkt aus dieser Differenz positiv ist, dann
werden den Optionsauszahlungen zu kleine Zugehdrgkeitswerte zugewiesen. Dieser Fehler tritt aber
nur in einem einzigen Zustand auf und ist daraus folgend mit steigender Anzahl von Zeitpunkten
entsprechend klein.

Deshalb wird der Fehler im folgenden vernachlassigt und Gleichungen (2.6) und (2.7) sollen wei-
terhin Anwendung finden. Die Bewertung dieser Zustandspreise erfolgt tber:

C =T Ty § @0 00,88- s | 2 @o g o
G TAg T 4 FOEIO LT kx & B oT

g §9>q‘ X1- q)T-i xmax{§P- k,Q - max{éP- S-k0}:  (2.10)

i=a-1€' 9

3 g% X(1- T P xmax{SP +S- k,0} - max{SD- k,O})LR

i=a+1€ 9

Addiert man alle Zustandsauszahlungen, bei denen der Call im Geld ist, so erhdt man eine Bewer-

tungsformel fir européische Calls mit Fuzzy-Auszahlungen:
Co=CoA,C, (2.11)

Dabei fallt auf, dal? sich der Gipfelpunkt bei einer Fuzzy-Optionsbewertung nicht von der klassi-

schen Bewertung unterscheidet, denn
Co = IS XBT;ai) - k XL+ 1) T =B(Tig; ); Co+ i Co+ 1Co) g - (2.12)



Der Fuzzy-Preis eines europdischen Calls ergibt sich also aus dem Gipfelpunkt, der den gleichen
Wert aus der klassischen Optionsbewertung annimmt, und den in T glltigen Optionsspannweiten,
die Uber T Perioden diskontiert werden miissen.

2.3 Das Fuzzy-L ogik basierte Binomialmodell in der Grenzfallbetrachtung

Das vorstehende Fuzzy-Logik basierte Binomialmodell soll nun weiter modifiziert werden, um die
Zustandsbaume der Realitdt genauer anzupassen. Redlistischer wéare die Annahme, dal3 sich der
Aktienkurs in vielen kleinen Abschnitten andert, also durch eine grof3e Anzahl von aufeinanderfol-
genden Binomialschritten darstellen 18/3.
Préziser formuliert, sei im folgenden die Zeit, in der sich der zugrundeliegende Aktienkurs veran-
dert, mit h bezeichnet. Sei t eine feststehende Zeitperiode, welche z.B. in Kalendertagen ausge-
driickt werden kann, und n die Anzahl der Perioden wahrend der Zeitspanne t, so wird h wie folgt
definiert:

ho % (2.13)
Werden die betrachteten Zeitabschnitte starker verkleinert, so strebt h gegen Null, wenn
n® ¥ geht. Entsprechend missen die Parameter u, d und R angepaldt werden.

Sei R der risikolose Kontierungsfaktor, so gilt R" =R! genau dann, wenn

A t

R=Rn. (2.14)
Mit h® 0 gilt fur (2.14): R=e™. (2.15)

Entsprechend dem Standard-Binomialmodell in der Grenzfallbetrachtung missen dann auch die
Sprungparameter angepaldt werden.

Hier greifen wir auf den Vorschlag von Cox, Ross, RUBINSTEIN [1979] zurlick. Um diese Vorstel-
lung in das vorgestellte Modell einzubringen, mul3 zun&chst Uberlegt werden, wie die Spannweiten
bei Marktvollstandigkeit gewdhlt werden missen. Durch Einsetzen der Parameter u , mit
u=esVlt .und d, mit d=e SYP' | mit Hilfe von Gleichung (2.3) in die Gleichung (2.4) ergibt sich
zunéchst

_ S xes*/ﬁ xe~ (T-1)>s\/ﬁ - S )e-TXS\/a
S=

S= 2.16
S > (2.16)
Dies lafdt sich weiter vereinfachen zu
§: §: i ée(Z- T)S\/a _ e(- T)S\/ﬁq (217)
28 8]
und die Grenzwertbetrachtung fihrt zu [im S=1im S=0.
Di® 0 Di® 0

Da die Parametrisierung aus dem Standard-Binomialmodells bernommen wurde, muf untersucht
werden, ob das Binomiamodell mit Fuzzy-Auszahlungen im Grenzfall auch gegen die
Black/Scholes-Formel konvergiert. Auf eine ausfuhrliche mathematische Beweisfihrung sei an
dieser Stelle verzichtet. Es soll hier lediglich die Beweisidee dargel egt werden:



Mit kleiner werdenden Zeitabschnitten missen auch die Spannweiten der Option und des Under-
lyings kleiner gewahlt werden, um Vollsténdigkeit zu garantieren. Flexiblere Anpassung bietet in
diesem Zusammenhang das Konzept des r -Niveaus, das schon bel der Definition der Vollsténdig-
keit (Definition 2.1) erfolgt ist. Die vom Anwender gewdahlte Fuzziness des Optionswerts kann
derart eingeschrankt werden, dal3 der Markt vollstandig auf einem r -Niveau wird. Mit kleiner wer-
denden Zeitintervall und zunehmender Anzahl von Knoten steigt dieses Niveau, bis schluRendlich
ein r-Niveau von eins erreicht wird. Dann ist die Unscharfe der Auszahlungen fir eine Option
sowie auch fur die des Underlyings verlorengegangen. Da aber die klassischen Binomialbdume so
aufgebaut werden, dal3 die Vollstandigkeit zu jedem Zeitpunkt und in jedem Knoten gegeben sein
mul3, ist der Markt auch bei Binomialbaumen mit Fuzzy-Auszahlungen auf dem r -Niveau von eins
immer vollstandig. Auf dem r -Niveau von eins unterscheidet sich die Bewertung im Fuzzy-Bino-
mialmodell somit nicht von der Bewertung des Standard-Binomia modells.

Hieraus folgt, dal3 eine Bewertung bei unendlich kleinen Zeitabschnitten im Fuzzy-Binomia modell
ebenfalls gegen das Black/Scholes-Modell konvergieren muf3. Es ist jedoch anzumerken, dal3 die
Binomialwahrscheinlichkeiten schneller gegen eine Normalverteilung konvergieren, as die Spann-
weiten gegen Null streben. Im Anhang 2-A sind Zusammenhange zwischen den Spannweiten, den
Basispreisen und der Anzahl der Zeitspriinge graphisch dargestellt.

Mit diesen Erkenntnissen kann nun ein zeitstetiges Optionsbewertungsmodell mit unscharfen Aus-
zahlungen des Underlyings aufgebaut werden.

3. Fuzzy-L ogik basiertes zeitstetiges Optionbewer tungsmodell
3.1. Zeitstetige Prozesse mit Fuzzy-Auszahlungen des Underlyings

Im zeitstetigen Modell nach Black/ Scholes wird eine Annahme lber den Prozef3 des Underlyings
gemacht. Es wird unterstellt, dal3 die Auszahlungen der Aktien einer geometrischen Brownschen
Bewegung mit Steigung folgen.

Definition 3.1 [ Brownsche Bewegunq] :

Der Proze W = (W, : t3 0) ist eine Brownsche Bewegung unter dem Wahrscheinlichkeitsvektor Q
dann und nur dann, wenn gilt
W; ist kontinuierlich, und Wg =0,
der Wert W; ist unter Wahrscheinlichkeiten Q normalverteilt P W; ~N(O, t),
das Inkrement Ws;t - Wg~N(O, t) ist normalverteilt unter Wahrscheinlichkeiten Q und ist un-
abhangig von der FiltrationFg, der Historie des Prozesses bis zum Zeitpunkt s. (Markov-Ei-
genschaft)
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Wir werden aber alle Annahmen, einschlief3ich dieser, aus dem Standardmodell Gbernehmen und
zeigen, dal3 sie auch fir ein Fuzzy-Logik basiertes Modell vollig ausreichen, um eine partielle Dif-
ferentialgleichung aufzustellen. Fur den Prozef3 des Underlyings sei nun angenommen:

Annahme 3.1 [ Dynamik eines Aktienprei sprozesses fur Titel mit Fuzzy-Auszahlungen]

Der Aktienpreisprozef3 fur Titeln mit unscharfen Auszahlungen sei durch eine Brownsche Bewegung
der Form
dS SS9 g =589 Rrdt +(sSG0) gdW

beschrieben.

In Ubrigen gelten Annahmen 2.3 bis 2.8 weiterhin.

Die Annahme 3.1 unterstellt eine geometrische Brownsche Bewegung mit Drift. Eine Fuzzy-Zahl
erfahrt in der Zeit eine deterministische Steigung, wobel der zweite Term der rechten Seite der
Gleichung stochastisch ist, deshalb ist die Lage der Fuzzy-Auszahlungen unsicher. Zu bemerken ist
weiterhin, dal? die Risikoquelle beim Standardmodell und bei dem Fuzzy-Logik basierten Modell
identisch ist. Durch eine vage Darstellung von Auszahlungen kann das Fuzzy-Logik basierte
Modell eine gewisse Unsicherheit in den deterministischen Teil der angenommenen Brownschen
Bewegung aufnehmen. Auch hier flief3t also eine weitere Genauigkeitskomponente ein.

Zwar ist der heutige Preis des Underlyings am Markt beobachtbar, es ist jedoch fraglich, ob dieser
durch eine eindeutige reelle Zahl dargestellt werden kann. Die Problematik ist offenkundig. Zum
einen bildet der am Markt beobachtbare Bid-Ask-Spread ,, natlrliche” Spannweiten fur das Under-
lying. Andererseits stellt sich die Frage, ob der Markt den Wert des Unternehmens korrekt ein-
schétzt. Die Fehleinschdtzung kann zum einen bei der Bewertung gegenwartiger Anlagen aber auch
bei der Bewertung Investitionsmdglichkeiten mit unsicheren kinftigen Zahlungen resultieren. Aus
Annahme 3.1 geht weiterhin hervor, dal3 die Spannweiten der Aktienauszahlungen Uber die Zeit
driftunabhéngig sein sollen, also konstant bleiben. Diese Annahme ist nicht zwingend notwendig.
Uber die nachste Periode konnen jedoch nur Erwartungswerte der Auszahlung gebildet werden,
gleiches wirde fur die Spannweiten gelten. Da jedoch Uber dieses Verhaten bis hierher keine
Aussagen getroffen sind, noch Informationen dartber verflgbar wéren, soll diese Ungenauigkeits-
komponente, welche einmal festgelegt wurde, zunéchst nicht verandert werden. Ist es maglich, tber
die Entwicklung der zukiinftigen Unsicherheit genauere Angaben zu machen, sollten diese selbst-
verstandlich in die Modellierung einflief3en.

Der Volatilitatsterm soll dagegen scharf darstellbar bleiben. Das kann damit begriindet werden, dal3
die historische durchschnittliche Volatilitdt am Markt berechnet wird und Gber die gegenwértige
oder kunftige Volatilitét des Underlyings keine Aussagen getroffen werden kénnen. Eine Ver-
mischung von Fuzzy-L ogik-Methoden und stochastischen Verfahren soll im stochastischen Teil der
Brownschen Bewegung vermieden werden, denn es kann nicht ausgeschlossen werden, dal? die
Entscheidungstrager unter Umstanden emotional, also begrenzt rational, handeln. Diese aggregier-
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ten Handlungsweisen implizieren stochastische Bewegungen. Eine Zuweisung von Spannweiten
konnte nur spekulativ erfolgen.

3.2. Problematik und Notwendigkeit der Differentiation von Fuzzy-Zahlen

Um im folgenden analog zum klassischen Modell aus Abschnitt 8 vorgehen zu kénnen, ist es not-
wendig, auch partielle Ableitungen in einem Fuzzy-Modellrahmen darstellen zu kénnen. Dies
wurde insbesondere benttigt, um fir beliebige andere Aktienpreisprozesse partielle Differential-
gleichungen erstellen zu konnen. Ein allgemeingiltiges Verfahren existiert zum derzeitigen Stand
der Forschung nicht. An dieser Stelle soll daher zunéchst die Problematik verdeutlicht werden und
dann verschiedene L 6sungsansétze vorgestel It werden.

Waéhrend sich bei Variation einer Variablen einer klassischen Funktion nur die einzelnen Funk-
tionswerte verandern kénnen®, kénnen sich bei Funktionen von Fuzzy-Zahlen nicht nur die Gipfel-
punkte, sondern auch die Spannweiten verdndern. Die Ausprégung einer Differentiation besteht
statt aus eines einzelnen Elements, bzw. einer einzelnen Funktion, einer Menge von reellen Zahlen
dann aus einer Menge von Elementen der gesamten Menge von reellen Zahlen. Diese Menge ist
durch Zugehdrigkeitsfunktionen beschrieben und kann sich aufgrund einer Auspréagung der
urspringlichen Funktion an jeder Stelle auf andere Weise verandern. Daraus folgt, dal3 die Ablei-
tung einer Funktion von Fuzzy-Zahlen eine Fuzzy-Menge sein mufite.

Formal 1803t sich das Problem wie folgt formulieren:
Fur eine klassische Funktion mehrerer Variablen 1&8/% sich eine eindeutige, von den Variablen
abhangige Ableitung bestimmen:
%, y) _
ﬂX - f(X’ y) '

wobel y einen Vektor mit anderer unabhangigenVariablen beschreibt, y = (yq,Yo,...,Y,) -

Beinhaltet die Funktion nunmehr eine Variable, welche Fuzzy-Zahlen annimmt, d.h. eine Funktion
F(X,y), so ist die Ableitung dieser Funktion eine Fuzzy-Zahl f , wobei sowohl der Gipfel und die
Spannweiten als auch die Referenzfunktionen von der Auspragung der Funktion F(X,y) abhangig
sind:

TREY) - FRy) mit F&y) = fR IR TR )
und fUr die Zugehdrigkeitswerte gilt

s BQ();( 1;/()"’3’})) fir £(x,y) £1(X,y),f(Xy) >0

N0 S BTN . -
Tyl Y] i RECY - TEYy i 1%, y) > F(x,y), FR y) > 0
1 F(x.y})

8 klassischen partielle Ableitung
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Dabei stellt f(x,y) den Wert der Ableitung an genau einer Stelle x dar. Aus dieser Uberlegung geht
hervor, dal3 jede Ableitung einer Funktion, die unter anderem von einer Fuzzy-Zahl abhéangt,
einzeln tiberdacht werden muR, da fiir f(X,y)und f(X, y) keine genauen Aussagen getroffen werden
konnen.

Zwei grundlegende Richtungen zur Losung dieses Problems sind vorstellbar. Dabei ist eine Vor-
gehensweise auf die explizite Lésung des Differentials ausgerichtet und es ist denkbar, eine Losung
mit Hilfe fuzzy-mathematischer Methoden zu finden, die sich zu einer Fuzzy-Zahl, bzw. einer
Fuzzy-Funktion ergibt®. Eine andere stark vereinfachte VVorgehensweise ist die Defuzzifizierung
von Fuzzy-Zahlen, um eine klassische, aus eindeutigen reellen Zahlen erhaltene, Ableitung zu
erhalten.

Es wird also fir jede Fuzzy-Ableitung ein Verfahren gesucht, welches fir den Spezialfall beste
Ergebnisse liefert. Daher werden an dieser Stelle lediglich einige relevante Ableitungen untersucht.
Dabel wird im besonderen Mal3e Wert auf die 6konomische Plausibilitét und Interpretation gelegt.
Fur die Defuzzifizierung von Ableitungen wird ein spezielles Verfahren vorgeschlagen. Die Ver-
wendung alternativer Verfahren ist aber ebenso moglich.

Die Defuzzifizierung einer Funktion, die abhéngig von einer Fuzzy-Zahl ist, vollzieht sich in 3
Stufen. Zunachst mui3 die Fuzzy-Zahl selbst Uber eine geeignete, praferenzabhangige Wahl eines
Niveaus, das a-Niveau, auf eine Spanne moglicher Auspragungen reduziert werden. Danach wer-
den die Werte dieses a-Schnitts auf einen einzigen Wert Y reduziert. Inwieweit dieser Wert Y
Aussagekraft Uber die Préferenzeinstellung eines Investors hat, zeigte bereits LEIFERT [1999]. Der
letzte Schritt ist dann die Ableitung der Funktion, welche nunmehr nur noch von defuzzifizierten
Variablen abhangt und somit mit tiblichen Methoden bestimmt werden kann.

Gegeben sei eine Funktion F(X,y), welche unter anderem von einer Variablen x abhangt, die nur

fuzzy beschrieben ist. Diese Variable wird dann auf zwei Niveaus defuzzifiziert und es ergibt sich:
F(Y x3,y).

Diese Funktion stellt nichts anderes dar, als F(x, y}) und die Ableitung 183 sich somit durch
ﬂF:TYY);Z, y) — f(Y x2,y)

ermitteln.

Dem Prozef der logarithmierten Aktienkurse kommt in der Theorie wesentliche Bedeutung zu. Dies
ist vor alem darauf zuriickzufthren, dal3 durch die Anwendung von 1t6’s Lemma die Dynamik
einer Brownschen Bewegung vereinfacht werden kann. Offenbar waren dazu Kenntnisse tber drei

° Dubois, D., Prade,H. (1980), S.95-126
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verschiedene Ableitungen der Logarithmusfunktion erforderlich. Diese sollen bei Fuzzy-Auszah-
lungen des Underlyings ausfuhrlich im Anhang 3-A betrachtet werden.

Es wurde bereits erwahnt, daid die hier angestellten Uberlegungen zunéchst rein theoretisch sind und
dai jede Ableitung einzeln betrachtet werden muf3. Esist sicher nicht von der Hand zu weisen, dal3
andere Verfahren zur Bestimmung der Ableitungen vielleicht mathematisch exaktere Ergebnisse
liefern kénnen. Jedoch muf3 zunéchst untersucht werden, inwieweit dieser Fehler fir die Options-
bewertung an sich relevant sind, oder ob er sich nicht vielleicht sogar negativ auf die Gesamtergeb-
nisse auswirken konnte, wenn an dieser Stelle andere Annahmen getroffen werden wirden. Fakt ist,
dai3 die Spannweiten der Auszahlung eines Finanztitels vorgegeben werden. Ein entscheidender
Teil der Lésung kommt also der geeigneten Wahl dieser Spannweiten zu. Es ist zum derzeitigen
Stand nicht erkl&rbar, warum sich auch die Spannweiten der Auszahlung einer Bewegung verandern
sollen, wenn diese abgeleitet wird. Daher soll hier auf zusétzliche Komplexitét verzichtet werden.

3.3. Stochastische Differentialgleichung mit Fuzzy-Auszahlungen des Underlyings

Zur Losung der Gleichung aus Annahme 3.1. soll wieder auf [t6"s Lemma zurtickgegriffen werden.
Diesist grundsétzlich mdglich, da der stochastische Prozess des Underlyings unverandert geblieben
ist. Allerdings ist hier eine modifizierte Form notwendig, um den Fuzzy-Eigenschaften der
Auszahlungen und der SDE zu gentigen. Wirden nur die ersten Ableitungen bei einer Taylor-
Expansion zur L6sung gentigen, so ergibt sich:

~ qC =, 1C

DC » = DS+ =Dt (3.1)
1s i

Dies ist jedoch nicht der Fall. Vielmehr miissen gleiche Uberlegungen wie im klassichen Modell
angestellt werden, um zu Uberprifen, ob Dt-Terme der Ordnung eins auch in hdheren Ableitungs-
ordnungen existieren. Die Taylor-Reihe bel Fuzzy-Auszahlungen unter obigen Annahmen bezlig-
lich der SDE kann also wie folgt formuliert werden:

DC =D (SS9 +1Kc;c_1:1—;tC)LRDt+%(G§6)LR SCERNIN

(3.2)

2 - 200~ 6
;—D(S;SS)LRDH%’”C’{%)LFWAR(DSDQ

In vorhergehender Schreibweise stellt D7 das Delta einer Hedge-Position bzw. die erste Ableitung
des Fuzzy-Preises eines Claims C nach dem Fuzzy-Preis des Underlyings S dar, welches nach
Abschnitt 3.2 ermittelt werden konnte. Wie im diskreten Binomialmodell &3t sich auch
Goder (GG G) g bestimmen. Nach 1t6's Lemma existiert lediglich ein weiterer Term, welche
Werte der Ordnung Dt beinhaltet. Durch die Fuzzyness der Auszahlungen wird jedoch Dt nicht
tangiert, folglich gilt fur die Veranderung des Preises eines Claims C:
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DC = U:XD(Sigé)LR +11(C:(_:1—;tC)LRDt+%(G9(_3)LR x[I(S;gé)LR]Z_ (3.3)

Strebt nun im Limes Dt gegen Null, sofolgt aus (3.4):

(C.CC
%dt +1(Ga0, R 1SS R (34

dC=D0" (SS9 +
Einzig problematisch erscheint zundchst der Ausdruck d[(S;S S)LR]Z, da hier zur genauen Berech-
nung eine Fuzzy-Multiplikation durchgefuhrt werden mufdte, welche zur Folge hétte, dald der Term
sehr grofe Spannweiten aufweisen wiirde. Es lassen sich jedoch Uberlegungen anstellen, inwieweit
sich eine quadratische Ver&nderung auswirkt, wenn Dt wiederum gegen Null strebt.

Gilt aso:

d[(S;S9) gl* = [(ME;S 9 gt + [(SS,0,0) gAWI?, (3.59)

dann wirkt sich die Veranderung mal3geblich nur noch auf den stochastischen Teil der Gleichung

aus und wir formulieren dann:
d[(S;S 9 g]* = (S%0;0) st (3.5b)

Wird die Gleichung in Annahme 3.1 in die Gleichung (3. 4) eingesetzt, so erhélt man

dC =0 {n8;S ) g +D (sS,0;0) R AW + "]"C dt+= G(82 0,0)_rsd (3.6)
Nach Umformung und Zusammenfassung der Terme:
dC=[Fn8 S & + '"C 1 1 G200 gsdt +[(0FsS0,0) = gl W (3.7)

Entsprechend dem zeitstetigen Standardmodell hat die Anderung des Optionswertes die gleiche
Struktur wie die Anderung des Wertes des Underlyings. Sie hat zwei Bestandteile, eine determini-
stische Steigung und eine Risikoquelle, die identisch mit der Risikoquelle des Underlyingsist.

Es wurde im Abschnitt 3.1. die Frage aufgeworfen, ob ein dhnliches Vorgehen fir einen Preis-
prozefd logarithmierter Aktienkurse denkbar ware. Dies ist, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde,
nicht ohne zusétzliche Annahmen lber die Differentiale der Gleichung (3.7) moglich.

Dies kann weiter vereinfacht werden zu:

ol(lnS)—[(mS S). 1 52, gt +sdW (3.8)

Der Beweis befindet sich im Anhang 3-B.

3.4. Normierung von Fuzzy-L ogik basierten Brownschen Bewegungen

In diesem Abschnitt wird die Normierung einer Fuzzy-Logik basierten Brownschen Bewegung mit
dem Geldmarktkonto und mit der Aktie untersucht. Es soll hier bereits mit der Dynamik eines log-
arithmierten Preisprozesses gearbeitet werden. Dies erspart zum Ende einige Umformungen, die
notig sind, um den Ubergang zu einer Optionsbewertung darzulegen, wie dieser in Abschnitt 3.6.
untersucht wird.
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Zuné&chst werden die beiden folgenden Prei sprozesse angenommen:
dinS) =[(MZ; 2 % 1 52, ndt +sAW (3.93)
dK =rKdt mit K¢=1 (3.9b)

Dabei ist die Dynamik der Aktie bereits aus den neoklassischen Modellierung bekannt. Eine Nor-
mierung mit

| =™ und dW = dw +1 dt
S

dazu fuhrt, dal3 Gber den Drift des urspriinglichen Preisprozesses genauere Aussagen getroffen wer-
den konnen. Auf die ausfihrliche Beweisfuhrung wird verzichtet. Dargestellt wird, wie der mit dem
Geldmarktkonto normierte Preisprozefd aussieht und welche Bedeutung diesem zukommt. Es soll
also der Prozef3

d(ing) = [(m— —% - sZ]LRdt +sdW
dem Geldmarktkonto normiert werden:

din§) =[m3 S. %LR L s7at+ s, - ™)
Nach Zusammenfassung der Terme dt und th ergibt sich:

S 1 S. S 1 A
d(in9) _[(r,=,§%LR - 2t +sdW

Dieses Ergebnis entspricht auch gerade dem aus dem klassischen Modell bekannten Zusammen-
hang. Wird mit dem Geldmarktkonto normiert, entspricht der Drift einer Brownschen Bewegung
gerade dem risikolosen Zins. Es konnte an dieser Stelle der Einwand erhoben werden, dal3 durch die
Struktur der Spannweiten die LR- Fuzzy-Zahl des Driftterms negativ werden konnte. Der Drift
einer Bewegung aber muf3 nicht unbedingt grof3er als Null sein. Ob der Driftterm 6konomisch plau-
sibel ist, hangt von den Spannweiten selbst ab. Sind diese aber im Vergleich zum Gipfel punkt klein,
wie dies zu erwarten ware, so waren die Schwankungen des Driftterms ebenfalls nur gering und
relativ problemlos zu erklaren. Der Betrag der risikolos investiert werden kénnte, hangt selbstver-
standlich auch von der Auspragung von S ab. Sind die Spannweiten eher grofd gewahlt, so wird
auch dieser Betrag unsicherer. Wiederum muf3 darauf verwiesen werden, dal3 eine plausible Ldsung
von der Wahl geeigneter Spannweiten abhangt.
Es soll hier die Normierung mit dem Aktienpreisprozef3 S selbst durchgeftihrt werden. Dazu werden
wiederum die Preisprozesse (3.98) und (3.9b) verwendet. Es gelte nun fir einen normierten Preis-
prozef3
y=K.
S
Dieser Prozef? besitzt nicht die Martingal elgenschaft. Um diese zu erhalten, wird so normiert, dal3
r-m+s?
S

f=
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entsprechen muR3, wobei dW = dW - f dt. Normiert wird also
S —rmS.S . 1.2
d(InS)—[(mg,é 1) pot +sdw

und durch Ersetzen von dW kann formuliert werden:

2
d(InS)—[(m k- 2 s2]dt +s(dW, +$dt)

Nach Zusammenfassung der Terme dt und th ergibt sich:
d(InS) =[(r +sz;%;%)LR - %52] dt + AW, .

Auch dieser Term unterscheidet sich nicht wesentlich von der analogen Darstellung des klassischen
Modells. Es konnte aso festgestellt werden, dafd identische Normierungshilfen zu Ergebnissen
fuhren, die eine Analogie zum klassischen Modell aufweisen und weiterhin 6konomisch begriindbar
bleiben. Auch der Volatilitétsterm bleibt unabhangig von der gewahlten Normierung. Hiermit ist
wiederum gezeigt, dal3 durch die Umformung beziglich der Wahrscheinlichkeiten kein Fehler
entsteht. Volatilitdtsschdtzungen kénnen gerade deshalb wie bisher durchgefiihrt werden, da sich
diese durch eine Normierung nicht verandern. Bevor versucht wird, anhand der erzielten Ergebnisse
in diesem Abschnitt gezielt Optionen zu bewerten, wird untersucht, ob eine partielle
Differentialgleichung existiert, die den Eigenschaften der bekannten Black/Scholes PDE am néch-
sten kommt.

3.5. Fuzzy-Logik basierte partielle Differentialgleichung

Um die Risikoquelle zumindest zum grof3ten Teil zu eliminieren, wird ein Hedge-Portfolio gebildet,
welches an dieser Stelle mit P bezeichnet wird.
P=-C+D S (3.10)

Es wird spéter untersucht, ob der Wert des Portfolios fuzzy ausgedriickt werden muf. Fiir die Ande-
rung des Portfoliowertes bei margina kleinent gilt folgender Zusammenhang:
dP=-dC+D >dS (3.11)
Werden die Gleichung aus Annahme 3.1. und (3.8) in die Gleichung (3.11) eingesetzt, so gilt:
=- [ XS, & + '"C 1 1 G000 gs 2t

(3.12)
- (0'sS;0,0) rAW + D': X5, S 9), gat - (D'sS;0;0), RAW
Nach Umformung und Zusammenfassung erhalten wir:
dP =- [( ) +1 G><(52 00, *s2]dt (3.13)

Der Wert des Portfolios hangt auch bei Fuzzy-Logik basierten zeitstetigen Modell nicht von der
Risikoquelle dW ab. Das Portfolio ist risikolos und muf3 im Gleichgewicht eine sichere Rendite r
erbringen:



17

P _ - [(117?) +1GXS%00), g 2] dt

i dt 3.14
P CC+D S 7 (314)

Es gilt hier lediglich ,ungefdhr gleich, da das gesamte Risiko nur in Speziaféllen vollstéandig
gehedged werden kann. Durch Optimierung des Deltas einer Position wird lediglich eine Annahe-
rung an einen perfekten Hedge erzielt.

Die Gleichung (3.14) kann umgeformt werden, so dal3 gilt:

) [(1%_(5) + % AS%0;,0) gs?dt » r (- C+ OF xSt (3.15)
oder
1%_? + rDE§+%52(SZ;O;O)LR G- 1C» 0 (3.16)

Gleichung (3.15) stellt die Fuzzy-Logik basierte partielle Differentialgleichung dar, die auf einer
geometrischen Brownschen Bewegung mit Fuzzy-Auszahlungen des Underlyings beruht. Augen-
scheinlich ist vor allem, dal3 diese nunmehr lediglich ungeféhr gleich Null sein muf3. Es wird jedoch
in den folgenden Abschnitten deutlich, dal3 dies eher problematisch als hilfreich ist und es werden
Defuzzifizierungsansétze vorgestellt, die auf der in Abschnitt 3.2. dargestellten |dee basieren.

3.6. Fuzzy-Logik basierterisikoneutrale Bewertung

Die Grundlagen der Fuzzy-Logik basierten riskoneutralen Bewertung wurden bereits im ein- und
mehrperiodigen Modellen vorgestellt. Im einperiodigen Fuzzy-Logik basierten Modell wurde die
Behauptung bewiesen, dali3 die risikoneutrale Bewertung Ergebnisse liefern kann, wenn mindestens
ein auf dem Markt gehandeltes Basiswertpapier crispe Auszahlungen hat. Diese Eigenschaften
sollen nun im zeitstetigen Modell benutzt werden. Dies scheint zunachst méglich, da eine européi-
sche Call-Option im Fuzzy-Logik basierten stetigen Modell durch ein Underlying mit fuzzy Aus-
zahlungen und eine risikolose Anleihe, der ein bekannter crisper Zins zugrunde gelegt wird, nach-
gebildet wird.
Diese Darstellung lehnt sich an risikoneutrale Bewertung im zeitstetigen Modell nach Black/ Scho-
les. Es werden also solche Wahrscheinlichkeiten fur die Fuzzy- Logik basierte Brownsche Bewe-
gung gesucht, bel denen der angenommene Prozef3 fur das Underlying und Derivat zu einem Mar-
tingal wird.
Alle Annahmen aus Abschnitt 3 werden beibehalten. Das Underlying mit fuzzy Auszahlungen folgt
folgender geometrischen Brownschen Bewegung:

dSSS) LR = (MBS S) Rt +sSAW (3.17)
Die Entwicklung des Geldmarktkontos kann beschrieben werden als eine Steigung ohne Risiko-

guelle, wobei die Momentanverzinsung bekannt und crispist :
dK=rKdt, mit Ko =1 (3.18)
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Die Auszahlungen eines européischen Call mit fuzzy Auszahlungen des Underlyings sind:
Cr =max[(S1;SY R - k. 0] (3.19)

Die Maximumsbedingung in Gleichung (3.19) kann durch eine Indikatorfunktion ersetzt werden:
~ - . ; _11 wennA eintritt
Cr =[51:8S9 g - Kl XI{(STi§§)LR>k} mitl 5 =ig sonst (3.20)

Da ein europdischer Call durch zwel Wertpapiere nachgebildet werden kann, deren Zahlungstrome
additiv verknUpfbar sind, ist die Bewertungsgleichung (3.20) darstellbar as:

Cr=GrS9Rr M (5159, 1k~ K 5189 Rk (321)

Dadurch kénnen die beiden Terme auf der rechten Seite der Gleichung (3.21) einzeln bewertet
werden.

Bewertung von k X|{(ST;S§)LR>'|(}

Zunéachst soll eine Hilfsvariable y definiert werden, so dai gilt:

U e T (322

Die Auszahlungen von y werden nun mit Geldmarktkonto normiert. Es sind aber auch andere Nor-
mierungen denkbar. Das Geldmarktkonto als Numeraire hat den Vortell, dal’ der Erwartungswert
von y unter dieser Normierung zu einem Martingal wird:

Yo _g Y1
Yo g T (3.23)
Ko OKg

Der in yt enthaltene Basispreis k und das Geldmarktkonto K zum Zeitpunkt T sind konstant und

koénnen somit aus dem Erwartungswert herausgenommen werden, so dal3 die Gleichung (3.23) ver-
einfacht wird zu:

Yo _ k. k £
Ko EO[I{(ST SS)LRH(}]

Dabei kann der Term EO[I

(3.29)
( (Srigé)m*k}] als Erwartungswert unter risikolosen, kinstlichen Wahr-
scheinlichkeiten fir das Ereignis, dal3 die Option zum Verfallsdatum ,,im Geld” liegt, interpretiert
werden. Deshab soll zundchst die Brownsche Bewegung unter den risikolosen Wahrscheinlich-
keiten betrachtet werden. Die Brownsche Bewegung nach Annahme 3.1 wird normiert mit:

dW, =dW - I dt mit | =1 (3.25)
S
Dabel wird | als Marktpreis des Risikos bezeichnet. Wird die Gleichung (3.24) in die Gleichung

(3.17) eingesetzt, so kann die Verteilung des Underlyings beschrieben werden als:
P A m-r
d(S;S9 g =(n5;;S 9 gt +sS; (dW; - S dt) (3.26)

Die Gleichung (3.23) kann weiter umgeformt werden zu:
dS; =(rSt; S99 L rdt + sSidW; (3.27)
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Der Driftterm in der Gleichung (3.27) ist bei Zinsunsicherheit lokal risikoneutral. Mit der Normie-
rung des Prozesses fur das Underlying kann somit der gleiche Effekt erzielt werden, wie im
Abschnitt 3.4. durch Bildung eines Hedgeportfolios. Wird die linke Seite der Gleichung (3.27)
logarithmiert, so wird die geometrische Brownsche Bewegung zu:

2 ~
ding) =[(r3; %LR X 1dt + s (3.28)

Der Beweisfindet sich in Anhang 3-B dieser Arbeit.

Die Gleichung (3.28) ist eine arithmetische Brownsche Bewegung. Die Vorteile wurden bereits
erlautert. Weiterhin gilt folgende Eigenschaft:

W(S > k) =W(InS > Ink) (3.29)
Der Wert der Underlyings am Verfallsdatum der Option kann bei einer arithmetischen Brownschen
Bewegung dargestellt werden als:

- - T -
INSt =In§y + odInSt (3.30)
0
Die Gleichung (3.30) kann weiterhin umgeformt werden zu:

2 T
InS; = |nso+o[(r—%LR S ldt + sl
0 (3.31)

U InSr InSO+[(r,S S)l_R 2]T+sVA\/T

Wird die Gleichung (3.31) in die Bedingung (3.29) eingesetzt, so kann die risikolose Wahrschein-
lichkeit errechnet werden:
InS; = Ink
(3.32)
0 I +I(:3 S)LR T+sWT>Ink

Aus der Definition 3.1 fur die Brownsche Bewegung folgt, dal3 der Term SWT dem Fehlerterm
eJT, mit e~ N(0,D), entspricht. Deshalb kann die Ungleichung (3.32) auch dargestellt werden als:

2
InS +Ink - (G S S)LR- 32 T

sJ_

Die Ungleichung (3.33) ist dem Ausdruck d, aus der Black-Scholes Gleichung sehr dhnlich, hat
aber einen negativen Vorzeichen, also -d,. Weiterhin zu bemerken ist es, dal die linke Seite der

<e (3.33)

Ungle|chung (3 33) fuzzy ist. Die Ungle|chung kann deshalb folgendermal3en formuliert werden:

W(e> - d2) W(e< d2) = N(dz) (3.34)
Wird diesin die Gleichung (3.23) eingesetzt, 1&3t sich vor einer Riick-Normierung formulieren:
Yo _ KN(dz) (3.353)

Ko Kt
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Fur das Geldmarktkonto gilt die Beziehung
& _ Ko _ e rT
= == ,
K T K 0 >er
so dal3 (3.35a) schlufendlich zu (3.35b) umgeformt werden kann:

Yo =ke "TN(dy) (3.35h)

Bewertung von S; XI{(ST;gé)LRH(}

Auch hier soll zunachst eine Hilfsvariable y definiert werden, so dal3 gilt:

Vo = x| _ 3.40
Yr =5 (SS9 Rk (3:40)

Die Auszahlungen von y werden dem Underlying normiert. Unter diesem Numeraire wird der
Erwartungswert von y zu einem Martingal:

Jo-g 21 (341)

S 5

Dabei ist die Unschérfe der Hilfsvariable y direkt Fuzzyness des Underlyings abhangig. Die Pro-

blematik der Division von Fuzzy-Zahlen wird an dieser Stelle nicht erlautert. Anzumerken sei, daf3
von uns hier betrachtete Spezialfall identisch mit in Abschnitt 3.2 erlauterten Problematik der
Differentiation von Fuzzy-Zahlen ist. Deshalb konnen die dort dargelegten Ausfihrungen ohne
Einschrankung auf die Gleichung (3.41) Ubertragen werden. Der Ausdruck St in der Gleichung
(3.41) kann gekiirzt werden zu:

Yo_r¢ _
’ch = Eo[l{(ST;SS)LR>k}] (3.42)

Dabei kann der Term EO[I >I(}] Erwartungswert unter kinstlichen Wahrscheinlichkeiten

{(ST;§§)|_R
interpretiert werden. Die Parallelen zum obigen Bewel's sollen erhalten bleiben, so dal3 zundchst die
Brownsche Bewegung unter den risikolosen Wahrscheinlichkeiten und einer anderen Normierung
betrachtet wird:

dW, =dW - fdt mit f = %J’Sz (3.43)
Wird die Gleichung (3.43) in die Gleichung (3.17) eingesetzt, so kann die Verteilung des Under-
lyings beschrieben werden als:

dS; = (1S, +s2;S9) g dt +sS AW, (3.44)
Wird die linke Seite der Gleichung (3.44) logarithmiert, so wird die geometrische Brownsche
Bewegung zu:

dinS) = [(r;%;%m +s2- S—Zz]dt + sdWt (3.45)
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Die Gleichung (3. 45) kann we|terh| n vereinfacht werden:
dinS) =[(r;2 %LR . S21t + st (3.46)

Mit der Gleichung (3.46) wurde eine arithmetische Brownsche Bewegung erreicht. Der Wert der
Underlyings am Verfallsdatum der Option kann bei dieser arithmetischen Brownschen Bewegung
dargestellt werden aIS'

InS; = |n§)+o[(r S)LR —]dt+ode
(3.47)

U In§T:In§O+[(r§ é 5—22]T+s\/AVT

Aus der Definition 3.1 fur die Brownsche Bewegung folgt, dal3 der Term SWT dem Fehlerterm
gﬁ , mit g~ N(0,1), entspricht. Wird die Gleichung (3.47) in die Bedingung (3.33) eingesetzt, so
kann die kunstliche Wahrscheinlichkeit errechnet werden:
W(InSt > Ink)
2
Ink- InS - [(r; S.S ot SZ]T (3.48)
v )
Die Ungleichung in (3.46) dem Ausdruck d; aus der Black-Scholes Formel dhnlich und entspricht -
d, . Die Bedingung (3.48) wird daher umgeformt zu:

S .S.S,, s2
. In§- |nk+[(r,§,g)+7]T o
W(g < e ) = N(d) (3.49)

0 W(g>-

Dieinder Gle|chung (3.41) getroffene Normierung wird dann rickgangig gemacht:

Yo =SoN(dy) (3.50)
Werden beide Terme aus Gleichung (3.39b) und Gleichung (3.50) zusammengefaldt, kann eine
europaische Call-Option bewertet werden:

C=SN(dy) - ke "TN(d,) (3.51)
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4. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigte sich mit Bewertung derivater Finanztitel mit Fuzzy-Auszah-
lungen des Underlyings. Es wurde diskutiert, ob mit Hilfe eines Fuzzy-Logik basierten Modells die
Redlitdt von Aktienméarkten genauer beschrieben werden kann. Dabei wurde versucht, klassische
Instrumente der Bewertung von derivaten Finanztiteln in eine Betrachtung zu Uberfihren, die es
erlaubt, mit Fuzzy-Auszahlungen umzugehen. Der Trick der Modellierung bestand darin, dal3 die
Stochastik des neoklassischen Bewertungsmodells im wesentlichen unveréndert blieb. Jedoch
wurde eine weitere Unbestimmtheitskomponente in Form von unscharfen Auszahlungen modelliert.
Diese schlagt sich in Fuzzy-Preisen des Derivats nieder. Dabei ist anzumerken, dal? ein solcher
Fuzzy-Preis auf vollstandigen Mérkten eine Gleichgewichtslosung darstellt und préfe-
renzunabhéngig ist.

Mit Hilfe des gleichen Modellrahmens gelang es dann, auch zeitstetige Modelle zu implementieren.
Bei dieser Vorgehensweise zeigten jedoch Probleme bei der Differentiation von Fuzzy-Zahlen, was
weitere Berechnungen erheblich erschwert. Um hier zunéchst zu interpretierbaren Ergebnissen zu
kommen, wurde ein Defuzzifizierungsverfahren angewandt. Es wurde dann gezeigt, dal3 es fur alle
Investoren eine praferenzunabhéngige Menge von Preisen gibt, welche durch eine Zugehorig-
keitsfunktion beschrieben ist. Fur jeden einzelnen Investor wird jedoch die individuelle Préfe-
renzeinstellung eingebracht, um zu Optionspreisen zu gelangen.

Die Modellannahme, dal3 die zukinftigen Auszahlungen des Underlyings nur unscharf darstellbar
sind, scheint uns plausibel zu sein. So werden Risiken, die in der realen Welt bestehen, aber in den
Standardmodellen aus der Modellierung ausgeschlossen werden, berlicksichtigt. Dabel bedienen
sich die Standardmodelle der Annahme tber homogene bedingte Erwartungen aler Markteilnehmer
beziiglich der zustandsbedingten Auszahlungen des Underlyings. Jene wird im Modell mit Fuzzy-
Auszahlungen gelockert. Nichtsdestotrotz ist eine Bewertung von Derivaten maoglich, die in
Extremféallen anal oge Ergebnisse wie das Standardmodell liefert.

Obwohl fir die Bewertung von Standardoptionen im Fuzzy-Binomialmodell wie auch im zeitsteti-
gen Modell geschlossene Formeln prasentiert wurden, bleibt die Frage offen, ob auch komplexere
Auszahlungsmuster der Unscharfe modelliert werden kénnen. Ein durchaus weites Forschungsge-
biet bietet die Problematik der Bildung und Berechnung von Zugehérigkeitsfunktionen. Die Frage
nach der Struktur jener ist von essentieller Bedeutung, kann doch eine Bewertung im Fuzzy-Logik
basierten Modellrahmen nur so gut sein, wie die Wahl der Zugehdrigkeitsfunktionen die Realitét
widerspiegelt. Es mufl? dazu ein plausibles Verfahren aufgestellt werden.
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Anhang 2-A

Die Zusammenhénge zwischen Spannweiten, Zeitspringen und dem Basispreis von Optionen
lassen sich gegeneinander abtragen. Diesist im folgenden dargestellt.

Spannweite call

NG
- "@%&&

NN N N L e N
S e X
S T T T S S S S

180

Anzahl Zeitspriinge
33

Basispreis

4g 4o

Abbildung 2A-1 : Der Zusammenhang von Spannweiten, Zeitspriingen und dem Basispreis eines Calls

Spannuweite Put

37.33 7

£4.88 1

12 .44

AN
RN
————

Anzahl Zeitspringe 40

33

Basispreis

49 180

Abbildung 2A-2 : Der Zusammenhang von Spannweiten, Zeitspriingen und dem Basispreis eines Puts
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Zugrundeliegende Daten zu Abbildungen 2A-1 und 2A-2 :
Zinsr=0,1
Proportionalitatsfaktor u=1,2 und d=1/u
anfanglicher Aktienkurs S;=100

Spannweiten des Aktienkurses geniigen den Vollstandigkeitsbedingungen gemald Gleichung
2.17

Es wurden Basispreise von 40 bis 180 in Schritten von 5 Einheiten abgetragen

Anhang 3-A
Zunéchst werden fur den Aktienpreisprozef3 C= InSdie ersten Ableitungen nach S und nach der
Zeit, t, untersucht.
Far

ICoF

1S
ist also die Frage, wie sich der Logarithmus von S verhélt, wenn S variiert wird. Es wurde geschil-
dert, dal’ Ableitungen von Fuzzy-Funktionen gerade dann problematisch sind, wenn die Spannwei-
ten von der Differenzierungsvariablen abhangen und sich nicht analog zum Gipfel verhaten. Im
Fall der ersten Ableitung folgen jedoch ale Elemente aus dieser Fuzzy-Menge der gleichen Funk-
tion und die Spannweiten sind nicht von einer anderen Funktion abhéngig. Es gibt auch keine ande-
ren Variablen in der Funktion. Es soll daher argumentiert werden, dal3 die erste Ableitung des
Preisprozesses C nach der Fuzzy-Auszahlung der Aktie gerade der Ableitung im klassischen Modell

entspricht. Die Spannweiten andern sich aufgrund der Differentiation nicht:

fc_1

s S
Deshalb sind auch die Spannweiten der zweiten Ableitung Null. Hier greift gleiches Argument,
denn alle Elemente haben die gleiche Ursprungsfunktion und man erhalt:

2 _~
Cog=- L,
S S

Zur Substitution aller bendtigten Ableitung in 1t6's Lemma fehlt nunmehr lediglich C/ft. Der

Prozel3 C war aber lediglich a's Logarithmus von S beschrieben. Er mul3 daher unabhangig von der
Zeit t sein. Dies gilt konsequenterweise auch fur die Spannweliten:
E =0
1t
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Anhang 3-B
Eswird ein Aktienpreisprozeld formuliert, der durch

C(St)=In(SS9) r
beschrieben sein soll. Gesucht werden dann die Ableitungen dieses Ausdrucks.
Sei eine Funktion gegeben mit:

C(St)=INSSY R
Die Spannweiten seien von C unabhangig, also konstant. Da die Spannweiten unter dieser Annahme
nicht von der Steigung abhéngen, lauten die Bedingungen erster und zweiter Ordnung, wie diesin
Anhang 3-A gezeigt wurde:

fC_g TC_1 T°C_ 1

t 1S S q2 &
Wird auf den Prozef3 C(§; t) 1t6’s Lemma angewendet, so kann eine infinitesimal kleine Verande-
rung von C beschrieben werden durch:

dind =1 (M5 S S) Rt +sSAW L s
S 2" g2
Nach einer Zuwmmenfgssung der Terme wird dieser Ausdruck zu:
= S S 1 -
d(InS) =(m=;=) gdt +sdW - —s“dt
(InS) =(m s S)LR >
Dies kann weiter vereinfacht werden zu:

S =(mS.-Sy. 1.2
d(InS) —[(mS,S) 5S ] gat +sdW
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