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Eine Anmerkung zur Variablentransformation mit Hilfe erster

Differenzen (ED) in der gewbhnlichen Regressionsanalyse (OLS)

1. Fragestellung

Die Bilduhg erster Differenzen (BED) von Regressionsvariablen
gilt bei Anwendung der gewOhnlichen Regressionsanalyse (0OLS)

noch als probates Mittel zur Beseitigung von Autokorrelation

und Heteroskedastizitdt der Residuen, zur Vermeidung von Mﬁlti-
kollinearit&t und zur Ausschaltung von Trendbewegungen in den
Regressionsvariablen. Einerseits gilt - flr die Zwecke der
Koeffizientenschdtzung mit OLS - die erste Differenz (ED) einer
Regressionsgleichung als der Ausgangsgleichung "&quivalent”,
andererseits erlaubt die Transformation von Variablen durch BEﬁ
unter Umstdnden eine Elimination der eingangs genannten schitz-
technischen Stérfaktoren mit der Folge einer gualitativen Ver-
besserung der Teststatistiken (t-Werte, DW-Statistik etc.).

Durch BED kd&nnen sich in dieser Sicht die Voraussetzungen zur
regressionsanalytischen Uberprifung von Skonomischen Hypothesen
nur verbessern. In der praktischen 8konometrischen Arbeit ist das
Ergebnis der Anwendung von ED jedoch meist eﬁttéuschend. Wéhrend
. die zu prifende Hypothese bei Sch&tzung der Ausgangsgleichung oft
noch bestdtigt wird, beobachtet man hdufig, daB nach BED der
statistische Zusammenhang zwischen den untersuchten Variablen—fast
villig verschwindet. Vielfach wird deshalb - wie ich meine:

vorschnell - die zu prifende Theorie verworfen.

Das geschilderte Verfahren wirft verschiedene Fragen auf, u. a.

die folgenden:

1. Wenn flr den Zweck der Koeffizientenschdtzung die Ausgangs-
gleichung und ihre ED als &quivalent gelten, wie kommt es
dann iliberhaupt zu so unterschiedlichen Koeffizientensch&tzungen,

je nachdem ob bei OLS. vor oder nach BED geschdtzt wird?



Ist es korrekt, wenn in der Okonometrischen Praxis mit OLS die
Richtigkeit (Best&tigung) einer theoretischen Hypothese dewegen
in Zweifel gezogen wira, weil sich die geschdtzten Koeffizienten
beim Ubergang zu ED-transformierten Variablen ver&ndern, ins-
besondere wenn der Absolutbetrag der geschétiten Kogeffizienten

nennenswert abnimmt?

Ist es in der Regressionsanalyse Uberhaupt sinnvoll, den Trend

der dkonomischen Variablen durch BED auszuschalten?

Analyse

Die in der ersten Frage postulierte regressionsanalytische
Agquivalenz einer Gleichung mit ihrer Form in ED gilt im allgemeinen
nur flir den Fall der MeBfehlerfreiheit der Beobachtungen flr
die Regressionsvariabien. Das 13Bt sich leicht zeigen im ein-
fachsten Fehler-in-den-Variablen-Modell (FVM):

\\\

Yy = YW o4y (w = wahrer Wert)

NI ) © (u, v = MeBfehler)
YW = a + b Xw + €

W W

: ‘ AY" = b A X7 + A ¢
Wie Ublich, nehmen wir hier an, daB u und v gegenseitig und
seriell unabhé&ngig sind, konstante Varianzen besitzen und

ebenfalls unabhéngig sind von X" und YY,

Die OLS-Schatzung Bn von b und mit nicht transformierten

Variablen




hat bekanntlich den Wahrscheinlichkeitslimes:

- b
1, = lim b_ =
1
n->co var (u)
17 +
var (x")

Wiederholt man die Sch&tzung nach BED, dann erh3lt man

mit dem Wahrscheinlichkeitslimes

)
o

1. = lim b
n-- n
var (u)

var (ax¥)

N —

Oie Wahrscheinlichkeitslimites der beiden Sch&tzungen sind nur
dann gleich, wenn entweder die Regressorvariable fehlerfrei
gemessenwird (var(u) = 0) oder wenn var(x") = % var(ax"y.

Die Wahrscheinlichkeitslimites der beiden Schitzungen sind
bei var{v]) > 0 umso verschiedener, je stérker var(x") und

% var(ax") voneinander abweichen. Nimmt alsc bei hinreichend
grofem Stichprobenumfang der Absoclutbetrag der Koeffizienten-
schatzung ab (zu), wenn man von einef einfachen Regressicn
chne ED zu einer solchen mit ED Ubergeht, dann muB man diesen

Unterschied in unserem FVM durch die Ungleichung



var (XW) > = var (AX")
(<)

erkl3ren.

Bamit 1&8Bt sich die erste Frage wie folgt beantworten:
Stochastische MeRfehler beseitigen die regressionsalalytische
Aguivalenz einer Gleichung und ihrer Form in ED. Die Formeln
zeigen, daB Koeffizientenschatzungen durch MeBfehler in einem
Ausmall verzerrt werden, das von der GrdRBe der MeRfehlervarianz
relativ zur Varianz der wahren (systematischen) Komponente der
Regressorvariablen abhédngt. Durch BED erster Differenzen wird
im allgemeinen die relative Bedeutung der MeBfehler und daher

die Verzerrung der Koeffizientenschdtzung gedndert.

Der Fall der Abnahme des Absolutbetrages der Koeffizienten-
sch&tzung beim Ubergang zu ED ist praktisch bescnders haufig
und 18Bt sich eindrucksvoll durch ein einfaches Beispiel

™~

illustrieren. Die wahre unbekannte Gleichung sei eine einfache

Trendgleichung
W w
YL = a+ b Xxi+e : : b + 0
W
Xt = t t = Zeitindex

Es sei aus irgendeinem Grunde t bzw. Xz nicht exakt meRbar:

Xy = t+u,. In diesem Falle ist AX¥~= 1 Ve, var(Ang = 0

und 12 = 0. Nach BED wird hier der Koeffizient b auf Null ge- -
schdtzt, gleichgliltig welchen Wert. b in Wahrheit hat. Vor allen
Dingen ist diese Verzerrung auch unabhé&ngig von der GrdBe der

MeRBfehlervarianz var(u). Die MeRfehlervarianz muB lediglich von

Null verschieden sein, ein biBchen gendgt.

Um nun die sché&dlichen Wirkungen der Trendelimination durch BED
allgemeiner zu demonstrieren, filhren wir zundchst ein MaB fir
die Stérke ein, mit der eine Variable trendbehaftet ist, und

formulieren anschlieBend den Limes 12 als Funktion dieses MafRes.



Definition: In Ubereinstimmung mit der Linearitdt des zugrunde-

liegenden Regressionsmodells nennen wir eine Regressionsvariable X
umso stdrker trendbehaftet, je hdher die Korrelation [bxw t)
ihrer wahren Werte XY mit einem linearen Zeitindex t ist.

Als nédchstes stellen wir den Limes 12 als Funktion von pxw £

var(u) ,
und m, dgF. — dar.
var(X")

Flr die lineare Regression

Xz = a + B t +n [ cov (t,n) =0 ]

gilt bekanntlich

5 var(n)
0 W £ 1 - .
X var(x") )
Wegen
w def. " W :
axX" = XY - X, =8+ (n - n_y)
gilt ferner
var(AX") = var(x" - X¥1) = var(n - n_,])
= 2{1 - Dn,n_1) var(n)
Daraus folgt
var(xX") var(x") 1
Lovar(ax®y  (1-p ) var (n)  (1-p ) (1-p%w )
2 n,N_, nsn_y X7, t



Fiar l,1 und 1, erhalten wir damit:

2
b b b
l - s l = =
L ’1+m1 z ’l+m2 m1
\ 1+
(1—pn:ﬂ_1) (1—OXW,t]
Bei endlichem var(X“) ist 1lim var(AX?) = 1lim pn " =0
o -1 P -1 -
X7, t X, t

Fir gegebenes m, > 0 ist daher

* Interpretation:

Die zusédtzliche Verzerrung der Koeffizientensch&tzung durch BED
ist umso grioBer, je sté&rker die zugehdrige Regressorvariable
trendbehaftet ist, d. h. je grdBer die Korrelation der wahren

Werte XV mit dem Zeitindex t ist.

Damit ist auch eine Antwort auf die dritte Frage gegehen.

Je mehr die wahren Werte der Regressionsvariablen mit der
Variablen "Zeit” (t) korrelieren, je zeité&hnlicher also die
Trendbewegung einer Regressorvariablen ist, desto weniger ist
es regressionsanalytisch sinnvoll, die meBfehlerbehafteten

Variablen durch BED vom Trend zu befreien.



b) Zur Veraligemeinerung der Ergebnisse betrachteten wir als

nichstes ein FVM mit drei Variablen:

Wir nehmen wieder an,
seriell unabhé&ngig sind,

ebenfalls unabhdngig sind von Xq, XZ und YY.

Y o= YW o+ v

Xy = Xy + ug

X2-= X; + u,

YWosa+ p x4 X5 4 e
aYY = b, AXY 4 boAXS + Ae

daB die v, u, und us gegenseitig und

konstante Varianzen besitzen und

w In diesem Fall

.

erhilt man fir den Wahrscheinlichkeitslimes der OLS-Schatzung

mit nichttransformierten Variablen

Werden in dieser Formel die Indizes 1

[ var(u,) ‘ | 0 vér(u )y
1+ 2 } b, + 2 b

2
L (1—p2)varﬁxg)- \'var(X )var(X )

pzvar(uq)var(uz)

var(u1) [ var uz] }
P%ﬁ%var(x (1- p var(X ) (1—pz)var(xw)var(xgj

und 2 vertauschi, dann

hat man unmittelber den Wahrscheinlichkeitslimes flr b2

Wir bezeichnen ihn mit lé.

fiir die Variablen xq

l 1)
var(AX I
l (ED)

und 12

2

die Variablen AX?

und 12

Varlablen.

(p ist der Korrelationskoeffizient

und X2].

.) durch 2var(u.)
i i

Ersetzt man in den Formeln fdr

wieder var(u und var(Xg) durch

dann efgeben sich die Wahrscheinlichkeitslimites
(ED) fir die 0OLS-Sch&tzung mit ED-transformierten
L (ED)

i

(p ist in 1.
und axY)
5).

der Korrelationskoceffizient flr



Man sieht unmittelbar, daB die Bedingungen fir die Gleichheit
von l% und l%(ED) bzw. von lé und lé(EDJ analog die gleichen
sind wie im einfacheren FVM: 13 = lj(ED) {j = 1,2), wenn

entweder die Regressionsvariablen fehlerfrei gemessen werden,

d. h. wenn var{u.) =0 (i = 1,2) oder wenn sowohl
w 1 w . -
var(Xi) = 74var(AXi) (i = 1,2) als auch p(x1,x2] = p(Ax1,AX2)-

Die Wahrscheinlichkeitslimites lj und lj(ED] sind beil

var(uiJ >0 (i = 1,2) umso verschiedener, je stédrker, c. p.,

varfxg) und % var[AX?) vonelnander abweichen.

Insbesondere ist

lim ‘ 1 (ED) = 1im 1 (ED) = O
var(axt)>o var(axy)+0 ?
b1
1im w 1{(ED) =
var(AX2]+D 2var{u,) .
1
4 —
var(AX?)
b
lim  13(ED) = Z
vaP(AX1)+D 2var{u.)
2
4 — £
var(Axg)
1im 1.(ED) = 0O (j =1,2)
var(AX?)+O J -
var(AX?)»D
Wenn man sich erinnert, daB - bei endlichem var(XgJ -
lim var (Axg) =g,
wa’t+1

dann zeigen diese Formeln, daB sich die Analyse und Interpretation
des einfachen FVM auf das FVM mit drei Variablen unmittelbar Uber-
tragen 13Bt. Insbesondere steht einer Ubertragung des illustrie-
renden Beispiels mit reinen Trendvariablen [Xglt = t) nichts im Wege.

Die Ergebnisse sind vollstéandig analog.



c) Wir wenden uns nun der Frage zu, warum eine Ver&nderung der
Koeffizientensché&tzung, inshbesondere die Abnahme des Absolut-
betrages einer Koeffizientensch&dtzung, durch Ubergang zu ED
die theoretische Hypothese, die hinter dem Regressionsansatz

steht, eher bestdtigt als widerlegt.

Flir diesen Gedankengang setzen wir positive MeBfehlervarianzen
und einen hinreichend grofen Stichprobenumfang vaoraus. Wenn

nun der Absolutbetrag einer Koeffizientenschdtzung sich durch
Ubergang zu EO verédndert, insbesondere wenn er abnimmt, dann
ist das ein Hinweis daflr, dab der entsprechende Wahrschein-
lichkeitslimes ein anderer geworden ist, insbesondere daB er
abgenommen hat. Eine Verdnderung des Wahrscheinlichkeits-
limes tritt jedoch nur dann auf, wenn die wahren Keeffizienten
(bi) von Null verschieden sind. Sind die wahren Koeffizienten
alle gleich Null, dann kann sich der Wahrscheinlichkeitslimes
eines Koeffizienten beim Ubergang von untransformierten zu o
ED-transformierten Variablen nicht verdndern. Ist Jjedoch ein
Koeffizient von Null verschieden, so ist das ein Zeichen flr
das Bestehen einer Abh&ngigkeit entsprechender Variablen und
daher eine Bestdtigung flr eine Theorie, die diese Abhingigkeit

postuliert.

3.. Ergebnis

a) Die Bildung erster Differenzen (BED) zum Zweck der Trend- —
elimination aus Regressionsvariablen lehnen wir mit folgender

Begrindung ab:

a) Koeffizientensché&tzungen werden bekanntlich durch stochastische
MeRfehler in den Regressorvariablen in einem AusmaB verzerrt,
das von der Bedeutung der MeBfehlervarianz relativ zur Varianz
der wahren Komponente abhangt. Wir haben gezeigt, daB und
wie die relative Bedeutung der MeBfehlervarianz im allgemeinen
durch BED verdndert wird und daR daher durch stochastische
MeBfehler die oft behauptete regressicnsanalytische Aquivalenz
einer Gleichung und ihrer Form in ED im allgemeinen aufgehoben

wird. (Frage 1).



b)

c)

B) Die meBfehlerbedingte Verzerrung in der Schdtzung von Koeffi-
zienten wird durch BED dann vergrdBert, wenn sich durch BED
die relative Meffehlervarianz erhdht. Eine solche Erhdhung
ist insbesondere bei trendbehafteten Variablen zu erwarten,
und s gilt der folgende Zusammenhang: Je stdrker eine
Regressdrvariable trendbehaftet ist, d. h. je hdher die
Korrelation der wahren .Werte diseser Regressorvariablen mit
der Variablen Zeit t ist, umsgso mehr wird die meBfehler-
bedingte Verzerrung durch BED verstadrkt. Je ausgeprégter
also der Trend einer Regressionsvariablen und je mehr daher
ein fkonometriker versucht ist, den Trend auszuschalﬁgn;>dmso
schidlicher ist es fir die Kogffizientenschatzung, wenn er
ED bildet. (Frage 3).

Wenn sich bei der Regressionsanalyse durch den Ubergang zu ED-
transformierten Variablen die geschédtzten Koeffizienten &ndern,
insbesondere wenn der Absolutbetrag der Koeffizienten-Schatzung_
abnimmt, dann ist daseher ein Zeichen daflr, daB die Hypothesen,
die hinter dem Regressionsansatz stehen, bestdtigt werden, als
das Gegenteil. Diese Auffassung steht in deutlichem Gegensatz
zur herrschenden Skonometrischen Praxis. Die Begrindung, die

wir fir diese Auffassung gegeben haben, ist folgende: Wir werten
die Verdnderung der Koeffizientenschétzung als Zeichen fir eine
Verédnderung des Wahrscheinlichkeitslimes der Koeffizienten-
sché&tzung. DBieser Limes kann sich jedoch nur verdndern, wenn

die wahren Koeffizienten der Regressorvariablen von Null ver-
schieden sind. Andererseits sind die wahren Koeffizienten von
Null verschieden, wenn die von der Theorie behaupteten Zusammen-

hénge bestehen. (Frage 2).

Es war das Ziel dieser Anmerkungen, die herrschende Skonome-
trische Praxis bei der Transformation von Regressaorvariablen
durch Bildung erster Differenzen (ED) zum Zweck der Trend-
elimination in Frage zu stellen. Das 8konometrische ED-Ritual
wurde dabei ausschlieBlich aus dkonometrischer Sicht betrachtet.
Wie fragwlrdig die oft rein mechanische Trendeleminationspraxis

in der Okocnometrie auch aus wirtécha?tstheoretischer Sicht ist,




sei an dieser Stelle nur durch Hinweis auf die Permanent-
Income-Theorie des Konsums angedeutet. Was bliebe wohl dbrig zur
Erklédrung des Konsums, wenn man aus dem Konsum und dem Ein-
kommen die dauerhaften Komponenten (permanent components),

also praktisch den Trend eliminierte?



