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A. Zur Bestimmung von transportkostenoptimalen Maschinenstand-

orten in einer Fabrikhalle (Lay-out-Problem)

I. Problemdarstellung

In einer Fabrikhalle sind n Maschinen so auf n vorhandene
Pldtze (Standorte) zu verteilen, daB die Transportkosten ein

Minimum werden.

Zur Vereinfachung seien angenommen:

1. Alle Maschinen haben denselben Platzbedarf.

2. Es steht eine Fabrikhalle zur Verfiigung, die eingeschossig
ist und fiur die Aufstellung der Maschinen geniligend Platz
bietet. ’

3. Die vorhandenen Platze sind mit Kennzahlen von 1 bis n
durchnumeriert. Auf Platz i stehe die Maschine mit der
Kennzahl Py auf Platz j die Maschine mit der Kennzahl
pj. Ist Py z.B. gleich 3 undi=5, so heiBt das, daB Maschine 3
auf Platz 5 steht.

4., Etwaige Produktions- sowie Be- und Entladekosten seien zuné&chs

standortunabhdngig, folglich nicht entscheidungsrelevant.

~

5. Die-variablen Kosten der innerbetrieblichen Transporte
zwischen den Maschinen seien proportional zu den Ent-
fernungen zwischen den Maschinen und zwar seien (wobei
t = Tonne und km = Kilometer)
epipj ‘[%%;ﬂ die Einheitstransportkosten, welche ent-

stehen, wenn Uber eine Entfernung von 1 km
zwischen den Maschinen pj und P 1 t des dort Gblicher-
weise anfallenden Transportgutes zu transportieren ist.
Dabei sei epipj unabhangig davon, auf welchen Pl&tzen die
Maschinen aufgestellt sind. Dies muB nicht immer der Fall

sein, z. B. dann nicht, wenn der Weg von Platz i nach Platz j



ansteigt und der Transporteur deshalb von i nach j mehr ver{
langt als von j nach i; allgemein trifft es dann nicht zu,
wenn zwischen zwei Pl&tzen pro Tonnenkilometer fdr Hin- und

. |
Hertransport nicht derselbe Kostensatz gilt.

Die Entfernungen zwischen den Aufstellpl&tzen der Maschinenf
werden von Bedienungsstelle zu Bedienungsstelle gemessen, i
und zwar unter Beachtung der Wege, welche zwischen den
Aufstellplé&tzen fir Transportzwecke frei zu lassen sind.
Dabei sei

dij [m] die Entfernung zwischen den Platzen i und j.
1 2 3
—= |
%gl'a dge 1
4 5 6

Abbildung 1: Fabrikhalle und mégliche Maschinenstandorte

Aufgrund der vorhandenen statistischen Aufzeichnungen sei
bekannt, welches Gewicht (in t ) bei dem iiblichen Produk-
tionsprogramm der Firma zwischen den Maschinenpi und p. zu
transportieren ist. Das Produktionsprogramm variiere zwar im
Zeitablauf, die daraus resultierenden Transportmengen und
deren Gewichte seien jedoch trotzdem hinreichend konstant,
d.h. pro ZE mehr oder weniger dieselben, so da8 mit

gpipj [%E] das Gewicht bezeichget und gemessen werden kann,

das (im Durchschnitt)} pro Zeiteinheit wvon Ma-

schine p; zu Maschine pj zu transportieren ist.

' Dabei sei gpipj unabhdngig davon, auf welchen Pldtzen i

bzw. j die Maschinen p; und pj aufgestellt werden.



Zur Vereinfachung der Schreibweise wird definiert
DM

- DM ... L
kpipy larze! = ®piP§ ltTwm! Ipipy [ZE!
Damit werden die Transportkosten pro Einheit der Entfer-

nung (in km) bezeichnet, welche fiir die zwischen den Maschinen

bj

zu transportierenden Giter unter Berilicksichtigung von de-

und p:j pro Zeiteinheit (z.B. pro Tag) Ulblicherweise

ren Gewicht gpipj und deren Einheitstransportkosten epipj
anfallen.

8. Es soll gelten
dii = 0 und kpipi =
Dabei bedeutet dii = O, daB die Entfernung einer Maschine

zu sich selbst gleich Null ist; k 0 heiBt: es kom-

PiPi ~
men keine Schleifen derart vor, daB ein Transport von ei-
ner Maschine weg und wieder zu ihr zuriick fihrt, ohne da8

eine andere Maschine zwischengeschaltet ist.

Unter den genannten Bedingungen koénnen die Entfernungen dij
und die Transportkosten kpipj in Form von Matrizen wie folgt

dargestellt werden

0 dl2 .o din
le .. d2n
( l]) = . . .
dnl dn2 .o 0
0 kplp2 .o kplpn
kpzpl 0 .o kpzpn
(kplp]) = . . . .
0

kpnpl kpnp2



II. Bestimmung der Zielfunktion

Geht man zundchst vereinfachend von einer Numerierung und
Anordnung der Maschinen in der Art aus, daB auf Platz i Ma-
schine i und auf Platz j Maschine j steht (Ausgangslésung),
dann betragen die Transportkosten, welche von der auf Platz i
aufgestellten Maschine i = Py verursacht werden

n

DM
K. = I d.. k.. (==
i j=1 ij "ij " ZE
Fir alle Pl&tze i = 1,...,n zusammen erhdlt man die Trans-
portkosten
n n n
DM
(1) K= I K, = I I d..*k.. (=]
i=1 t i=1 4=1 13 13 7EE

Sofern nicht die Ausgangslésung zuf&llig bereits das Trans-
portkostenminimum ergibt, werden zur Kostenminimierung Maschi-
nen ihre Platze tauschen missen, wonach Platznummern und Ma-
schinennummern nicht mehr Ubereinstimmen. W&hrend die Ent-
fernungen zwischen den Platzen i und j dann, wenn Maschinen

ihre Platze tauschen, nicht berihrt werden, &ndern sich da-

durch die zwischen den Platzen i und j anfallenden Transportkosta

Anstelle des Indexes i tritt dann der Index pi, anstelle des
Indexes j der Index pj {vgl. die Ausflhrungen unter 3.- auf
S. 1).

Weil sowohl die Platze als auch die Maschinen von 1 bis n
durchnumeriert sind, missen die Indizes Ppse--ePp gerade eine
Permutation der Zahlen 1 bis n darstellen. Jede derartige

Permutation ist eine L&sung des Layout-Problems. Unser Ziel

besteht somit darin, die Permutation der Zahlen 1 bis n zu
finden, welche 2zu minimalen Tranqurtkosten fihrt. Unsere
Zielfunktion kann deshalb allgemein, d.h. ohne daB eine Ma-
schine und der Platz, den sie einnimmt, denselben Index auf-
weisen missen, wie folgt geschrieben werden:

n
DM
.§ dij°kpipj[if]




III. Beschreibung eines heuristischen L&sungsalgorithmus

Die beste L&sung des Layout-Problems kann - zumindest grund-
sdtzlich - dadurch gefunden werden, daf filir alle Permutatio-
nen der Zahlen 1 bis n der Zielwert K berechnet und das
kleinste K ausgewdhlt wird. Da die Zahl der mdglichen Permu-
tationen von n Symbolen (z.B. Zahlen) jedoch gleich n! ist,
kann dieser Weg fir Probleme von realistischer GroBenordnung
meist nicht gegangen werden (fir n=20 erhdlt man schon

20! = 2,4329‘1018). Deshalb wird im folgenden ein heuristi-

scher Loésungsalgorithmus beschrieben.

Von einer Anfangsl&ésung ausgehend wird feétgestellt, welche
Zielwertdnderung sich ergibt, wenn zwei Maschinen ihre Plédtze
tauschen, z.B. die Maschinen P, und Py auf den Pl&tzen r und
s. Die Entfernung drS zwischen den Pl&tzen r und s bleibt
davon unbeeinfluBt. In der Matrix (kpipj) ger Transportkosten
sind jedoch zwei Spalten miteinander und zwei Zeilen miteinan-
der zu vertauschen. Die Abbildung auf der folgenden Seite ver-
anschaulicht den Vertauschungsvorgang und seine Durchfihrung:
Die nach Durchfihrung von Spalten- und Zeilentausch sich er-
gebenden Werte der Indizes der Matrixelemente sind zwischen
Klammern gesetzt. Ob man zuerst die Spalten oder zuerst die
Zeilen tauscht, ist gleich. Bei Einsatz eines Computers ist

ein derartiger Tausch leicht durchzufihren.



Index j
on pj r s
Index 1 e oo .o n
i V:k (s) ()
' 1 1r 1s
(1s) (1r)
ril rr rs rn
r (s) (s1) (ss) (sx) (sn)
s sy ss sn
s () | (1) (rs) (rr) (rn)
nr ns
n (ns) (nr)

Tabelle 1: Die Indizes i und j der Matrix (kD iP5 ) vor bzw. -
nach dem Austausch (in Klammern) der auf den Platzen

r und s angeordneten Maschinen

Es bezeichnen

Kq den Zielwert (= Transportkosten) der L&sung, von der

ausgegangen wird und

rs

Kq+l den Zielwert der Loésung, die sich ergibt, wenn in der
zu Kq gehdrigen Lésung die auf den Pl&tzen r und s be-
findlichen Maschinen ihre Pl&tze tauschen

p-® die Differenz zwischen KE°. und K

q g+l q

Wie im Anhang gezeigt, gilt im allgemeinen Fall, d.h. wenn

auch EinbahnstraBen zugelassen sind



n
(3) D = K3y - Kg = 2 9y (KpspyTRprpy) * Ay (Kprpyipepy)
jir,s
n
© 2 i RpypeTipipr) * disT (KpiprT*psips)
itr,s

* drs.(kpspr—kprps) * dsr'(kprps_kpspr)

Wenn keine EinbahnstraBen auftreten, wenn also dij = dji gilt,
ist die Entfernungsmatrix (dij) symmetrisch. In diesem Fall

kann auch die Kostenmatrix (kpipj) symmetrisch gemacht werden,
sofern sie es nicht ohnehin ist und sofern die Bedingung
epipj = epjpi erfiillt ist (vgl. S. 9 unten). Dann gilt fir

D;s die wesentlich einfachere Gleichung (vgl. Anhang, S.24 ff.)

(4) Dgs - -gl 2(drj_dsj).(kpspj-kprpj)

jir,s
Bezliglich der Berechnung von p*® gibt es zwei mégliche Vorgehens
weisen. Entweder berechnet manqes fir alle (;)= 275—& mdégliche

paarweisen Vertauschungen und fihrt dann den Tausch aus, der die
gréBte Verbesserung der Zielfunktion bringt; oder man fiuhrt je-
weils die als erste gefundene Vertauschung aus, die eine Ziel-

wertverbesserung bringt.

Bei der Berechnung von D;S ist darauf 2zu achten, daB in (4)
fur kpspj und kprpj sowie in (3) auch fur kpips’ kPipr und
kprps die Werte eingesetzt werden, welche in der g-ten Zuord-

nung gelten (also vor Durchfihrung des Platztausches).

Die nach diesem heuristischen Verfahren bestmdgliche Verbes-
serung der Ausgangslosung ist dann erreicht, wenn es keine
paarweise Vertauschung mehr gibt, die eine Zielwertverbesserung

bringt. In unserem Fall der Transportkostenminimierung ist

das dann der Fall, wenn alle Dgs 2 0 sind. Weil es sich um
ein heuristisches Verfahren handelt, ist nicht garantiert,
daB man das absolute Minimum der Transportkosten findet; das
‘Verfahren kann, wie alle heuristischen Verfahren, zu einem
relativen Optimum fuhrén, das von der Ausgangsldsung abhdngig

ist.



IV. Ein Zahlenbeispiel

Um die Berechnungen nicht zu kompliziert und zu umfangreich
werden zu lassen, wird ein méglichst einfaches Beispiel ge-
w&hlt. Beziuglich der Entfernungen wird von der weiter oben
in Abb. 1 dargestellten Situation ausgegangen. Dies fihrt
zu der folgenden symmetrischen, d.h. keine EinbahnstraBen

enthaltenden Entfernungstabelle:

Wegléange .

~ nach

von latz 1 2 3 4 5 6

Platz
1 o} 2 4 1 3 5
2 2 o 2 3 1 3
3 4 2 o 5 3 1
4 1 3 5 o 2 4
5 3 1 3 2 o} 2
6 5 3 1 4 2 o

Tabelle 1: Die gemessenen Entfernungen

Die Berechnungen kénnen, ohne dafB die Zielerreichung beeirtréch-
tigt wird, vereinfacht werden, wenn man von allen Entfernun-
gen, mit Ausnahme der Hauptdiagonalen, die kleinste Entfer-

1)

nung (hier 1) subtrahiert™ .

Das ergibt die Entfernungsmatrix

i 3 1 2 3 4 5 6

1 0 1 3 0 2 4

2 1 0 1 2 0 2

3 3 1 0 4 2 0

(d..) =

1] 4 0 2 4 0 1 3

5 2 0 2 1 0 1

6 4 2 0 3 1 0

Tabelle 2: Entfernungsmatrix

l)per Zielwert wird dann zwar entsprechend niedriger; die Bestimmung der
heuristisch optimalen Zuordnung wird dadurch jedoch nicht beeintrichtigt



Zur Vereinfachung werden die Maschinen so numeriert, daB in

der Ausgangsldsung

i
gelten. D.h.: in der Ausgangsl®dsung ist Maschine Py auf

p. = 1 und pj = j

Platz i und Maschine pj auf Platz j angeordnet.

Die Kostenmatrix (kpipj) habe zun&chst folgende Form

a2

\\\1:31\

i=p; 1 2 3 4 5 6
1 o 9 4 0 2 0
2 10 0 10 0 11 0
3 2 9 0 1 6 1

(Rpipj) 4 o 1 o0 o0 1 3
5 310 5 0 0 1
6 o 0 2 2 1 o0

Tabelle 3: Urspringliche Kostenmatrix

Sie ist nicht symmetrisch und hat den Zielwert

KO = 00 + 1-9 + 34 + 0°0 + 22 + 4-0 Zeilensumme: 25
+ 1-10+ 00 + 110+ 2<0 + 0-11+ 2-0 " +20°
+ 32 + 19 + 00 + 41 + 26 + 0-1 " +31
£ 0°0 + 21 + 40 + 0°0 + 1-1 + 3-3 " +12
+ 23 + 010+ 25 + 10 + 00 + 1-1 " +17
+ 40 + 2°0 + 0°2 + 3-2 + 1-1 + 0-0 " + 7
Gesamtsumme:- 112
KO = 112

Sofern die Entfernungsmatrix symmetrisch ist, lohnt es sich,
wie auf Seite 7 ausgefihrt, die Matrix (Epipj) ebenfalls

symmetrisch zu machen, indem man ihre Elemente umformt zu

_ Kpipy * Kpyp;
7

Kpipy = Kpypy =

Dann erh&lt man die symmetrische Matrix (kp~p~)’ sie ergibt
1

in Verbindung mit Gleichung (4) fir D;S dieselben Werte wie die
wesentlich umfangreichere Gleichung (3), mit der nicht symme-

trischen Matrix (?}ipj). Die Matrix (Qbipj) durch (kpipj) Zzu erset:
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zen ist méglich sofern epipj = epjpi; die Bedingung 9p;ps 7 9pspq ¢
welche dann Voraussetzung dafir ist, dasB Abip' # kp.p.lu%d’z'.j.l#
kpjpi’ bereitet dann keine Probleme. ’ = PIFa

Wj
i=p 1 2 3 4 5 6

2,510,55,50,5 O 1
0 o 1,5 2,5 1 0

i
1 0 9,5 3 0 2,5
2 9,5 0 9,5 0,510,5 O
3 3 9,5 0 0,55,51,5
(kp.p.)

153 4 o o0,50,5 0 0,5 2,5
5
6

Tabelle 4: Symmetrisierte Kostenmatrix

Sie ergibt in Verbindung mit der Entfernungsmatrix (dij)
ebenfalls den Zielwert 112. '

Die Berechnung von Dgs’ wobei g hier gleich 0 ist, weil vom
Zielwert KO der Ausgangsldsung ausgegangen wird, kann wegen
der Symmetrie der Matrizen (dij) und (kpipj) anha?d der ein-

facheren Formel (4)

6
rs _ _ . _
j$r,s

geschehen. Fir r=1 und s=2 ergibt dies z.B.

Déz = 2:0(3-1)°(9,5-3)+(0~2)(0,5-0)+(2-0)"(10,5-2,5)+(4-2)+(0-0)]
= 2+(13-1+16+0) = 228
12 N
Dy° = 56

r

Os berechnet. Sie sind in

Analog dazu werden alle UbrigenWerte von D

der folgenden Tabelle zusammengestellt.

S
r 2 3 4 5 6
1 56 8 24 12 -8
2 52 50 24 56
3 11!; 2 20
4 44 8
5 28

Tabelle 4: Werte von Dgs
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Wie man sieht, ergibt sich fir die Ausgangslésung die (ein-
zige und deshalb zugleich) héchste Verminderung der Trans-
portkosten dann, wenn die auf den Pl&tzen r=3 und s=4 angeord-
neten Maschinen die Pl&atze tauschen. Der Zielwert sinkt da-
durch von 112 um 16 auf 96.

Von der neuen Anordnung der Maschinen ausgehend sind die Ko-
stendifferenzen Dis zu berechnen. Dabei ist zu beachten, das
jetzt nicht mehr p;=1i und pj=3 sind, was fir die Matrix (kpipj)‘

Konsequenzen hat. Sie lautet jetzt:

~_Pj 1 2 4 3 5 6
il N 1 2 3 4 5 6

11 0 9,5 0 3 2,5

2 | 2 9,5 0 0,5 9,5 10,5
e e 4 | 3 0 0,5 0 0,5 0,5 2,5
PiPj 3] 4 3 9,5 , 5,5 1,5
5 |5 2,5 10,5 0,5 5,5 0 1
6 | 6 0 0 2,5 1,5 1 0

Tabelle 5: Die Kostenmatrix nachdem die Maschinen 3 und 4
die Platze getauscht haben. pi=pj=4 fir i=j=3 be-
deutet, daB Maschine 4 jetzt auf Platz 3 ange-

ordnet ist

Von der Entfernungsmatrix der Tabelle 2 und der Kostenmatrix

der Tabelle 5 ausgehend, erhdlt man fur Dfs die in Tabelle 6

wiedergegebenen Kostendifferenzen.

S
. 2 3 4 5 6
1 8 40 8 4 40
2 124 8 96
3 16 = 58 4
4 40
5 76

Tabelle 6: Werte von Dis
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Die (einzige und) gréBte Verringerung der Transportkosten
ergibt sich jetzt, wenn die auf den Platzen 4 und 2 befindli-
chen Maschinen 3 und 2 die Platze tauschen. Der Zielwert sinkt

dann von %6 um 6 auf 90.

Nach Ausfihrung dieses Platztausches lautet die dann sich

ergebende Form der Kostenmatrix:

P 1 3 4 2 5 6
, J
Pil, 1 2 3 4 5 6
1 1 0 9,5 2,5 0
( N 2 0,5 9,5 5,5 1,5
PiPj 4 3 ) ) 0,5 2,5
2 4 9,5 9,5 0,5 0o 10,5
5 5 2,5 5,5 0,5 10,5 0 1
6 6 1,5 2,5 0 1 0

Tabelle 7: Die KoStenmatrix, nachdem von Tab. 5 ausgehend
die Maschinen 2 und 3 auf den Platzen 2 und 4 ihren

Standort getauscht haben.

Daraus ergeben sich in Verblndung mit der Entfernungsmatrix

folgende Kostendifferenzen DT

2
S
;\\\\ 2 3 4 5 6
1 20 92 2 10 72 o
2 72 6 2 50
3 74 78 (::)
4 16 92
5

Tabelle 8: Werte wvon Dgs
Nun bringt also der Tausch der auf den Platzen 3 und 6 an-
geordneten Maschinen 4 und 6 eine Verbesserung des Zielwer-

tes um 2 von 90 auf 88.
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Fihrt man diesen Platztausch durch, erh&lt man folgende Form

der Kostenmatrix:

D 1 3 6 2 5 4
Pi| N 1 2 3 4 5 6

1 1 0 ' ,
3 2 115 L L4 '
6 | 3 , 0 :
iPj 2 | 4 9,5 9,5 0 o 10,5 0,5
5|5 2,5 5,5 1 10,5 0 0,5

4 | 6 0,5 2,5 0,5 0,5

Tabelle 9: Die Kostenmatrix, nachdem von Tab. 7 ausgehend
die Maschinen 4 und 6 auf den Platzen 3 und 6 ih-

ren Standort getauscht haben

Nunmehr ergeben sich folgende Kostendifferenzen:

s
r 2 3 4 5 6
1 20 96 4 8 70
2 76 12 4 48
3 72 80 2
4 16 | 96
5 76

Tabelle 10: Werte von D§s

In Tabelle 10 sind alle Kostendifferenzen gréB8er als Null.
D.h.: von der gewdhlten Ausgangsldsung ausgehend kann mit

Hilfe des benutzten heuristischen Verfahrens keine bessere
Losung als die in Tab. 9 enthaltene gefunden werden; diese

sieht vor:
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Maschine 1 auf Platz 1, Maschine 2 auf Platz 4
[1) 3 " " 2 . n 4 " " 6
1) 5 n " 5 und 1 6 n " 3 .

Da es sich um ein heuristisches Verfahren handelt, ist nicht

garantiert, daB dies die absolut beste Ldsung ist.

oY %] o
@Q @Q ®Q
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B. Zur Bestimmung von produktions- und transportkostenopti-

malen Standorten

I. Problemdarstellung

Die unter A.I gemachte Annahme 4 wird nunmehr aufgehoben.

Die Produktions- sowie Be- und Entladekosten seien also nun-
mehr standortabhé&ngig, d.h. fir verschiedene Standorte unter-
schiedlich hoch. Dann gilt es, ein Modell zu entwickeln, das
unter Weitergeltung der Annahmen 1 bis 3 und 5 bis 8 zur op-

timalen Standortbestimmung allgemein verwandt werden kann.

Die GroBen dij’ kij und kp o gelten weiter. Sie bezeichnen
jetzt nicht mehr nur Entfe%nangen bzw. Kosten in einer Fabrik-

halle, sondern kénnen auch innerhalb eines fur die Optimierung
infrage kommenden Gebietes gelten (z.B. in der Bundesrepublik

Deutschland oder in Europa).

Ergénzend werden nunmehr die Gr&Ben c .5 bendtigt; cp 3 gibt
l .
an, welche Produktions- sowie Be- und Entladekosten e%tstehen

(im folgenden kurz "Produktionskosten" genannt), wenn die

1)

Produktion der Art p; am Standort j durchgefihrt wird. ' Diese

Kosten kdnnen in der Matrix

pyl P2 pn
C C e o o o C —
( ) pzl p22 p2n
C . =
PiJ : : : :
C C PR, C
Pl pn2 pn

zusammengefaBt werden.

. ©®piJ braucht als zweiten Index nicht Py« sondern j gentigt. Der Grund
hierfiur ist, daB die Produktionskosten cpij fir ein bestimmtes p; unab-
h&dngig davon sind, auf welchen Pldtzen die Ubrigen Produktionsarten an-
geordnet sind, wogegen diese Abhdngigkeit fur die Transportkosten kpipj
sehr wohl eine Rolle spielt.
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IT. Bestimmung der Zielfunktion

Unter Verwendung von cp . erh&lt man folgende Ver&dnderungen
des bisherigen Modellan3atzes (vgl., S. 4):
Wenn am Standort i die Produktionsart P durchgefihrt

wird, entstehen durch diesen Standort Kosten in Héhe von

n
K. =c_ . + ¢ 4d,_.k [EM] mit ¢cy.1 = C...
i p;i =1 ijtij “ZE pil ii

Fir alle Standorte zusammen ergibt das

° n 3 [DM]
(1') K= I K. = I (¢ + d..k..) l==lmit c_ . = c.,
i=1 Y i=1 Pyt 4op 13130 ZE pit 11
Wenn die Bedingung p, = i entfdllt, wird daraus
n n
(2') K= I (c_ ;+ I d .k ) [221.
i=1 pi j=l J pipj

ITI. Zur Anwendung des zuvor beschriebenen heuristischen Ver-

fahrens auf das vorliegende Problem

Das zuvor beschriebene heuristische Verfahren kann auch zur
heuristischen Ldsung des hier gestellten Problems verwandt
werden. Der Standorttausch hat nun natirlich auch Konsequen-
zen fur die Produktionskosten. Dabei treten, wenn die bisher
auf den Standorten r und s plazierten Produktionsarten die-
Standorte tauschen, die Kosten Crs und Cqp @n die Stelle der
Kosten C v und c__. Die daraus resultierende Anderung der
Produktionskosten AK;Sbetragt (vgl. Anhang, letzte Seite):

Sie kommt zu der Anderung der Transportkosten hinzu. Die ge-
samte Kostend&nderung, die als Folge eines Platztansches auf-

tritt, betrdgt also im einfachen Fall (d.h. wenn Entfernungs-
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und Transportkostenmatrix symmetrisch sind oder gemacht wer-

den konnen)

n
rs
(4') D = C + C ~- C - c + I 2(d_.-d__.)-(k -k )
o rs sr rr ss =1 rj "sj pspj prpj
jtr,s
Analog verédndert sich im allgemeineren Fall Gleichung (3]},
in der ebenfalls lediglich c¢ + C - c - C hinzukommt.
rs sr rr sS

Wird die Produktionskostenmatrix im Unterschied zur Trans-

portkostenmatrix von Stufe zu Stufe der Rechnung nicht umge-

schrieben, dann tritt in Gleichung (4') und in der verdnderten

. . . _ _ . 1
Gleichung (3) Jjewelils cprs + cpsr cprr cpss an die Stelle
von ¢ .+ C . - €. ~ Cgg (vgl. Anhang, letzte Seite}.

IV. Ein Zahlenbeispiel

Die Matrix der Produktionskosten sei

i=pij 1 2 3 4 5 6
1 98 100 102 96 97 95
2 o 198 200 205 203 %
3 o 149 150 152 153 ©
“p.3) T 180 183 178 181 177 =
5 292 296 300 315 307 299
6 o 248 255 252 250 256
cpij = @ pedeutet dabei, daB die Produktionsart p; am Stand-

ort j nicht durchgefihrt werden kann (z.B. wegen Bestimmungen

des Umweltschutzes).

Die Transportkosten fiir den hier als Ausgangsldsung betrachteten
Falli==piwurdenjm1vorigenAbschnittmitllZerrechnet.Dazukommen
die .Produktionskosten, die in der Hauptdiagonalen der Matrix
(Cpij) stehen. Als Zielwert der Anordnung, fur welche i = pi

gilt, erhé&lt man also

112 + 98 + 198 + 150 + 181 + 307 + 256 = 1302.
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Tauschen r = 1 und s = 4 die Pl&atze, gilt hier (wobei der

Wert 24 aus der Tabelle auf S. 10 unten entnommen werden kann)

DTS = pl% - 96 + 180 - 181 - 98 + 24 = -3 + 24 = 21.
d 0 rs

Analog hierzu werden die librigen Elemente von D0 berechnet.

Fur Dgs erhdlt man insgesamt

S
b 2 3 4 5 6
1 © © -4 m
2 53 59 18w
3 & 3
4 48 o
5 14

Die grdéBte Zielwertverbesserung (um 17) ergibt sich also,
wenn die Produktionsarten an den Standorten r = 3 und s = 4

ausgetauscht werden. Der neue Zielwert ist 1302 - 17 = 1285.

~

Fir die Berechnung der D{s mufB zundchst die Matrix (k )

verdndert werden. Da mit r = 3 und s = 4 derselbe Pla?%i%usch
erfolgt wie in Teil A, ergibt sich auch hier als neue
kpip_—Matrix die in der Mitte der S. 11 wiedergegebene Tabelle
Dami% auch nach einem Platztausch die zu einer bestimmten
Anordnung gehdrenden Produktionskosten in der Hauptdiagonale
stehen, ist es notwendig, die Matrix (cpij) in der Weise zu
veradndern, daB die Zeilen 3 und 4 vertauscht werden; dann

erhdlt man:

pi \\§>§L 1 2 3 4 5 6
1 1 98 100 102 96 97 95
2 2 o 198 200 205 203 w
4 3 180 183 178 181 177 o
3 4 o 149 150 152 153 o
5 5 292 296 300 315 307 299
6 6 o 248 255 252 250 256
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r

s
1 -Werte

Nach Durchfihrung dieser Ver&nderungen kénnen die D

errechnet werden; sie lauten

r 2 3 4 5 6
1 @ 16 = @ @
2 131 -2 2 m
3 17 50 o
4 13 ©
5 62

Die grdBte Zielwertverbesserung ergibt sich, wenn die Pro-
duktionsarten auf den Pldtzen 1 und 5 vertauscht werden.
Der neue Zielwert ist 1285 - 12 = 1273.

Nach Vornahme der notwendigen Verdnderungen in den Matrizen

kpipj und cpij kénnen die Werte von D;S errechnet werden:
s
r 2 3 4 5 6
1 © 62 © 12 ©
2 131 4 12 ©
3 25 46 ©
4 4 ®
5 52

Da alle Dgs positiv sind, ist die beste Zuordnung erreicht;

sie lautet:

Auf Standort 1 wird Produktionsart 5 angesiedelt,
" " 2 n it 2 "

3 4

" L] 4 " [1] 3 L]
5 1
6 6

Die minimalen Kosten sind 1273.



Anhang:
Berechnung der Zielwert&nderung, wenn die auf den Pl&tzen

r und s angeordneten Maschinen ihre Pl&tze tauschen

I. Die Transportkosten

Geht man vom Zielwert Kq aus, der in der Stufe g der Rechnung
erreicht wurde (g=0,1,...), dann kann die Differenz DZS zwi-
schen Kq und dem Zielwert, der sich ergibt, wenn in der Kq
entsprechenden L&sung (= Zuordnung) die auf den Pl&tzen r
und s befindlichen Maschinen o und Pg ihre Pl&tze tauschen,
in der Form

oG
geschrieben werden. Diese Differenz kann dadurch bestimmt
werden, daB man den der neuen Anordnung der Maschinen ent-

sprachenden Zielwert K;f ermittelt und davon den beim gegebe-

‘ 1
nen Stand der Rechnung bekannten Zielwert Kq subtrahiert,

also

n n

i=1 j=1 *J 4

bildet. Beziglich kpi und kpj gelten dabei die in Klammern
gesetzten Indizes aus Tabelle 1.

Diese Vorgehensweise fiuhrt jedoch zu sehr umfangreichen Be-

2.
rechnungen, zumal (;) = n2 L derartige paarweise Vertauschun-

gen méglich sind. Deshalb bietet sich, vor allem bei groBem
n, eine andere Vorgehensweise an. Dabei 1l&Bt man in der Ziel-
wertberechnung zundchst die vertauschten Zeilen und Spalten

weg, was zu dem reduzierten Zielwert

rs n n
K = I L d..-k
arl = 40y 4o i3 TPiP3
ifr,s j*r,s

fihrt. Darin fehlen wegen i#r,s und j#r,s:
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Die Produktsumme fiUr die bisherige Zeile r, in der jetzt
die Zahlenwerte der bisherigen Zeile s stehen:

n
S = LI dpytkpgpy
r

Die Produktsumme der bisherigen Spalte r, in der jetzt

die Zahlenwerte der bisherigen Spalte s stehen:

d

. *knipo

p
1 ir PiP5
.S

42}
It
H M3

i
it
Die Produktsumme der bisherigen Zeile s, in der jetzt die
Zahlenwerte der bisherigen Zeile r stehen:

o
S = L 455 Kprp;
r

Die Produktsumme der bisherigen Spalte s, in der jetzt

die Zahlenwerte der bisherigen Zeile r stehen:

S4 =

g+l d

is XpibPr

Lo SR o e/

1
'S

it

Fur die vier Matrixfelder, in denen die vertauschten Zei-

len und Spalten sich schneiden, gilt (wobei zur Verein-

fachung der Schreibweise der Buchstabe p weggelassen wird):

rr rs| wird durch rs rr
Aus Austausch
sr ss| der Spalten Ss sr
ss sr
Daraus wird durch Austausch
der Zeilen rs rr
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Die in der Zielfunktion KZfl fehlenden entsprechenden Pro-

duktsummen sind

S = drr.kpsps+drs.kpspr+dsr PrPs d 'kprpr = drs PsPr +d r.kprps
g——v-)

=0 =O

FaBt man dies alles zusammen, dann muB fir den Zielwert K 1
nach Austausch der auf den Platzen r und s befindlichen Ma—
schinen gelten

r's _ IS 1 2 3 4 5

K + S + S + S + S + S

Kq+l T g+l g+l g+l g+l g+q g+l

Zur Berechnung der Differenz zwischen dem Zielwert vor der
Vertauschung (Kq) und dem Zielwert nach der Vertauschung

(K +l) zerlegt man nun zweckmaBigerweise auch Kq in der glei-

chen Form wie dies fir Kq 1 geschehen ist; dann erh&lt man:
- n n
a4 go1 3 OPATS
itr,s j%r,s
sl o % 4.k
- P
q j=1 T3 PrP3
itr,s
2 - 3 o4,k
q i1 ir "PiPr
itr,s
S3 = g d .k
- p
q j=1 3 PsPj
j¥r,s
S4 = 2 d. °k
a jo1 is PiPs
itr,s
S5 = *k + d_ -k +d _-k + d_ -k
a rr PrPr rs PrPs sr PsPr = "ss "PsPs
=0 =0
=‘drs kprps * dsr.kpspr
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Wie man sieht, gilt E;il = Rq’ so daB die Differenz K-S
davon nicht berihrt wird.

q+1 Kq

Ferner gelten:

1 1 n n n
sq+l-s = jildrj-kpsp] jildrj kprpJ jf er ( PsP5” prp])
jir.s jir.s iir,s
5 5 n n n
Sq+l_s - ifldlr Kp;ps iEldir kPipr fldlr (kp;ps Plpr)
ifr,s ifr,s ifr,s
3 3 n n n
Sq+1's = Eldsj kprpj jf dsj-kpspj jildsj (kprpj pspj)
jir,s jir,s jir,s
4 4 n n n
SQ+1_S - iE dis Kpipr izldis Kpips Eldls (kpipr~*pipg)
i$r,s ifr,s ifr,s
s° =82 = d__kp p.+d__kg p.-(d__kp p *+d__‘kp_p.)
g+l °g rs PsPr “sr "PrPs rs PrPs “sr "PsPr

drs'(kpspr_kprps) * dsr.(kprps_kpspr)

Im allgemeinen Fall, d4.h. wenn d. . d.. und/oder k .
g 1] t Jji PiP5 T kpjpi
erhdlt man also

n
Dy = Kgr1™¥q = I @py (kpgps~Kprpy) + dg"(kp py=kpeps)
33z,
n
* iil dir"(kpips~Kpipy) * 9557 (Kpip ~Kpipg)
itr,s
v dig (Rpgpr~Xprpg) * 45" (Kprpg~Kpgpy)
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Nun sei angenommen, daB EinbahnstraBen nicht auftreten, so

das dij = d... Dann gilt natidrlich auch drs = d und

ji sTr
$2 - 52 =d__(ky p_-kn p +Ko p Ky p.) = 0
g+l q rs PsPr "PrPs "PrPs "PsPr !
~diese Differenz hat also auf die Zielwertanderung KZfl—Kq

keinen EinfluB.

Des weiteren gelten:

1 1 3 3
-S_)+(S -S = d
q) ( g+1 q)

.
[ e ]

rj(kpspj'kprpj)+dsj(kprpj'kpspj)
j#r,s
.
) jil(drj'dsj)'(kpspj_kprpj)
j¥r,s

n
S -S7)+(S -S = I
( g ! q 2
itr,s

dir.(kpips_kpipr)+dis.(kpipr-kpips)

n
= ifl(dir'dis)'(kpips‘kpipr)
itr,s

Zusammenfassend erhdalt man also

n
Dgs = K;il' Kq ~ -El(drj_dsj)'(kpspj—kprpj)
jir,s o
n
’ i£1<dir°dis)'(kpipS—kpipr)
itr,s

Die Differenz KZfl-Kq vereinfacht sich weiter, wenn auch die

Matrix der Transportkosten pro Entfernungseinheit (kpipj)
symmetrisch ist oder symmetrisch gemacht werden kann (was
fﬁr‘d.. = d.. und epipj = epjpi stets moglich ist). Um dies

ij ji
zu erreichen, kann man, sofern beide Bedingungen erfillt

sihd,‘so vorgehen, daB man als Elemente der genannten Matrix



' ' kpipy * ¥pipy
2

kpipj = kpjpi =

ansetzt. Dies hat u.a. zur Folge, daB es gleich ist, ob uber

j=1,...,n oder {iber i=1,...,n summiert wird. Dann erhdlt man

o]

rs _.,Is _ - _ . ' ! _ . ' !
Dq _Kq+l Kq jil(drj dsj) (kpspi kprpj)+(djr djs) (kpjps kpjpr)
j$r,s

2

= I
j=1
jtr.s

] ] ) 1
(drj kpspj'drj kprpj'dsj kpspj+dsj kprpj

+d d d

] 1 ] [}
jr *p3Ps™%4r " ¥p3Pr 35 Kpips*dys Kpypr !

Nun kann bericksichtigt werden, daB in einer symmetrischen

Matrix (k'. .) gelten
PiPjy

= Ky und k.

)
k P§Ps prPy = Xpypr

)
pspj

so daB

n
rs - [} ! _
by = jflkpspj(drj+djr) Kprpy(Qp37dy)

j$r,s
-kpspj(dsj+djs)+kprpj(dsj+djs)

Wegen der Symmetrie der Entfernungsmatrix (dij) ist 4.. = d

ij ji’
also gelten auch d_. = d._und d__. + d._ = 2d4d_. 2d. . Analoges
rj jr ] jr ] jr

gilt fur dSj und djs' Aufgrund dessen gilt dann, wenn beide

Matrizen symmetrisch.sind, was bei symmetrischer Entfernungs-
matrix (dij) und symmetrischer Matrix der Einheitstransportkosten

(epipj) stets zu erreichen ist:

n
K;S —Kq = jflzkpspjdrj'karpjdrj'zkpspjdsj+2kprpjdsj
j¥r,s
n
"2 %% 3 KespyTierey) T 245y prpy Tipspy)
j%r,s



woraus folgt

n
rs _ TS _. _ . _

Dq = Kq+l Kq E 2(drj dsj) (kpspj kprpj)
r

II. Die étandortabhangigen Produktionskosten

Wenn in der g-ten Zuordnung mit
(p.3) =p1l, P32,..+y Ppn
die auf den Platzen r und s angeordneten Produktionsarten

ihre Platze tauschen, dann bringt das fiur die standortabhén-

gigen Produktionskosten eine Kostendnderung von

n n
rs
K = K - K = I ¢ c + C - L c_ .-
pq pa+l pPq  ;_; Pyl p.S P,T 4.1 Pl p.T
itr,s '
"% s "% r  Spr” ps
Pr Ps Pr Ps

Wenn beim Ubergang von Stufe g zur Stufe g+l der Rechnung
nach dem damit verbundenen Platztausch auch jeweils ein Zei-
lentausch in der Matrix (cp .) durchgefihrt wird, so daB zu

Beginn einer jeden Stufe det Rechnung die Produktionskosten

der Produktionsart P in Zeile i der Matrix (cp j) stehen,
dann gelten stets p. =T und b, = s. +

In diesem Falle erhd4lt man dann fir die Veranderung der Pro-
duktionskosten die vereinfachte Form
rs

AK = C + C - C - C .
joYe| rs sr rr Ss
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