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Zusammenfassung

In diesem Modell wird ein ressourcenabbauendes thernehmen be-
trachtet, welches sich verschulden muf, um mit der Produktion
beginnen zu kénnen. Es wird unterstellt, dap die Kreditgeber iiber
Qualitat und Quantitdt des auszubeutenden Ressourcenstocks nicht
vollstédndig informiert sind. Zur Begrenzung ihres Kreditrisikos
geben sie dem Abbéuunternehmen daher einen Tilgungstermin vor, zu
dem die Schuld zuriickgezahlt sein muB. Mit Hilfe parametrischer
~Variation wird der EinfluB dieser Tilgungsrestriktion auf den
Abbaupfad untersucht. Bindet die Tilgungsrestriktion, erhalt man
einen vom Hotellingpfad abweichenden, zweigeteilten Abbaupfad.
Geht der Tilgungszeitpunkt gegen den Anfangszeitpunkt des Gesamt-
programms, tritt der Fall ein, dap kein zulédssiger Abbaupfad mehr

existiert.

Ich danke den Herren Dr. E. Mohr, M. Rauscher und Prof. Dr. H.

Siebert fiir Anregungen und hilfreiche Hinweise.



Der kreditfinanzierte Abbau einer nichterneuerbaren Ressource.

»

1. Die Problemstellung.

Die Gewinnung nichterneuerbarer, natiirlicher Ressourcen ist in der
Regel dadurch gekennzeichnet, dap sich das Abbauunternehmen ver-
schulden muf, um die Produktionskapazitdt einer Mine in der Praxis
erstellen zu konnen. Wdhrend dieser Kapitalstock aufgebaut wird,
nimmt bis zum Beginn der Abbautédtigkeit die Nettoverschuldung des
Unternehmens laufend zu. In der Produktionsphase der Mine mup dann
die planmédpige Tilgung der aufgenommenen Kredite als Restriktion
bei der Feétlegung der Abbaurate beriicksichtigt werden..

Die Kosten der Produktionskapazitdt (Set-up Costs) und die Til-
gungsmodalitdten der zu deren Finanzierung notwendigen Kredite
missen die Wahl des optimalen Abbaupfades auch in einem modell-
mdBigen Kontext beeinflussen. In dieser Arbeit werden die Set-up
Costs als gegeben erachtet und die Auswirkungen der Tilgungsre—
striktion in einem Modell eines ressourcenabbauenden Unternehmens

untersucht.

In Hotellings Grundmodell des Ressourcenabbaus (Hotelling 1931)
wird das Problem, die Produktionskapazitdt aufzubauen, zwar gese-
hen, aber nicht explizit erortert. Implizit ist auch unterstellt,
dap sich das Abbauunternehmen auf einem perfekten Kapitalmarkt
unbegrenzt refinanzieren kann, der Abbaupfad also nicht von -
Finanzierungsrestriktionen beeinfluBt wird (Hellwig/Kogelschatz
1981). Die Set-up Costs werden in den Modellen von Puu (1977),
Campbell (1980) und Siebert (1982) beriicksichtigt. Allerdings wird
hier die Finanzierungsfrage nicht aufgegriffen. Es wird gezeigt,
dap die Abbaurate bis zur Riickgewinnung des eingesetzten Kapitals
in ihrer zeitlichen Entwicklung vom Hotellingpfad abweichen kann.
Puu (1977), der einen Bestandseffekt in seine Kostenfunktion ein-
gebaut hat, erhdlt zu Beginn steigende und dann fallende Abbaura-
ten. Bei Campbell (1980) und Siebert (1982) fiihrt die Annahme von
Set-up Costs bei einer konvexen Kostenfunktion zu einer zunéchst

konstanten und dann wieder dem Hotellingpfad folgenden Abbaurate.
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Damit war gezeigt, was bereits Hotelling (1931, S. 164) selbst
vermutete. .

In Siebert (1985, Kap. VII) wird ein Land betrachtet, welches sich
auf einem gespaltenen Kapitalmarkt (der Sollzins ist gréBer als
der Habenzins) verschulden mup, um den Aufbau seines Rohstoffsek-
tors zu finanzieren. Es wird herausgearbeitet, unter welchen Be-
dingungen das Land seinen Rohstoff a) zum Aufbau von Finanzaktiva
nutzt (low absorber), b) ohne Akkumulation von Vermégen verbraucht

(high absorber) und c) zu konservieren trachtet.

Imn folgenden Modell soll eine einzelne Firma betrachtet werden,
welche sich verschuldet, um mit dem Abbau einer nichterneuerbaren
Ressource beginnen zu kdénnen. Man denke etwa an einen Kredit, mit
welchem der Erwerb einer Schiirflizenz oder zu Beginn der Forderung
anfallende Set-up Costs finanziert werden.

Die Fipma nimmt den Kredit auf einem unvollkommenen Kapitalmarkt
auf. Es existiert zwar ein einheitlichgr Soll- und Habenzins, sie
wird aber den Kredit nur mit der Auflage erhalten, daf sie sich zu
einem exogen vorgegebenen Termin vollkommen entschuldet hat. Nach
dem Riickzahlungszeitpunkt ist dann das Standardproblem der Res-
sourcentheorie zu l6sen: die Unternehmung baut den Rohstoff ab,
sofern sich das als wirtschaftlich erweist. Kredite werden nicht
mehr aufgenommen, da dazu in diesem Modell jegliéher Anreiz (z.B.
Konsum) fehlt. Begriindet wird die Vorgabe eines Riickzahlungszeit-
punktes damit, dapB der exogene Bankensektor keine vollstédndige
Information iiber die Qualit&dt und Quantité&dt der Ressource hat-1)
Im Modell wird die Nettoposition des Kreditnehmers betrachtet. Die
verschuldete Firma kann den Gewinn, den sie mit dem Abbau der
Ressource erwirtschaftet, in Aktiva anlegen. Wegen der Annahme des
einheitlichen Kapitalmarktzinses ist sie indifferent bei der

Verwendung ihrer Mittel zur Tilgung und der Anlage am Kapital-

1) Als weitere Unvollkommenheiten des Kapitalmarkts sind Unteil-
barkeiten der Anlageméglichkeiten, nichtneutrale Besteuerung,
Transaktionskosten und die oben erwidhnte Zinssatzdifferenzie-
rung zu nennen. Im vorliegenden Modell wird von einer Informa-
tionsasymmetrie zwischen Kreditgeber und Kreditnehmer ausgegan—
gen.
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markt. Entschuldung zum Tilgungstermin bedeutet dann, daB die bis
dahin akkumulierten Guthaben den Verbindlichkeiten der Héhe nach
entsprechen. Die Nettoposition wechselt von einer Schuldner- 2zu
einer Gldubigerposition bzw. die Habenmittel werden zur Tilgung
der Sollposition aufgelést. Das Gesamtproblem ist also zweige-
teilt. In der ersten Periode startet die Unternehmung mit der
Biirde der Schulden und der Restriktion, im Riickzahlungszeitpunkt
tilgen zu miissen; in der zweiten Periode erwirtschaftet die Firma
dann entweder einen Gewinn, oder aber der Abbau unterbleibt.

Als Kontrollvariable, deren optimaler Pfad gesucht ist, hat die
Firma die Abbaurate pro Periode festzulegen. Ferner soll unter-
sucht werden, was mit dem Abbaupfad geschieht, wenn der Tilgungs-
zeitpunkt zum Anfangszeitpunkt hin verschoben wird. Wann zwingt
eine Verkiirzung des Tilgungstermins die Firma, vom Hotellingpfad
abzuweichen, und wann tritt schlieplich der Fall ein, bei dem kein
zuldssiger Abbaupfad mehr existiert, die Tilgungsrestriktion folg-
lich nicht mehr erfiillt werden kann?

Die Preisentwicklung sei exogen vorgegeben. Beim Abbau der Res-
source entstehen Gewinnungskosten, welche mit zunehmender Abbau-
rate iiberproportional ansteigen. Die Unternehmung kann also nicht
zum vorgegebenen Tilgungstermin eine beliebig hohe Ressourcenmenge
verkaufen, um den Kredit abzulésen. \

Das Problem wird als Optimal-Control-Problem in laufenden Werten
formuliert. Die Lebensdauer der Mine wird in eine erste Teilperi-
ode mit positiver Nettoverschuldung und in eine zweite Teilperi-
ode, in der der Kredit bereits zuriickgezahlt ist, aufgespalten.<-7
Dazu wird das Principle of Optimality von Bellman angewandt (vgl.
Toussaint (1984) S. 674).

2. Die Modellformulierung.

Fiir die Variablen und Parameter werden folgende Symbole verein-
bart:

to Anfangszeitpunkt; im folgenden ist to = 0 gesetzt

T Endzeitpunkt des Gesamtprogramms
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tx exogen gegebener Riickzahlungszeitpunkt fiir die Schulden

p(t) Preis der Ressource mit p(t) = p(to)ent

q(t) Menge der Ressource, die pro Periode abgebaut wird

r Kapitalmarktzinssatz (Soll- = Habenzins)

B(f) Bestand der Nettoverschuldung

R(t) Ressourcenbestand

o(t) Schattenpreis der Ressource

8(t) Schattenpreis der Nettoverschuldung

a(t), u(t) Multiplikatoren

Clq(t)] Kostenfunktion, c(0) = 0, C*(0) =0, C*’(q) > 0,
c’’(a) >0

b Kontrollparameter

J(b) Hilfsfunktion zur Ermittlung der Transversalitats-
bedingungen

GW, , Optimal Return Function

Hinweis: Zeitindizes (t) wurden, wo keine MiBverstdndnisse méglich

waren, zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen.

Das Modell enthédlt zwei Bestandsvariablen, den Ressourcenbestand R
und den Schuldenbestand B. Der Anfangszeitpunkt to = 0 des Pro-
gramms, der Anfangszustand R(0) des Ressourcenbestandes und der
Endzeitpunkt des Gesamtprogramms sind gegeben (T . < ®)2); im End-
zeitpunkt soll der Ressourcenbestand der Restriktion R(T) 2 0
geniigen. Gegeben ist auch die Nettoverschuldung B(0) zum Anfangs-
zeitpunkt to = 0. Zum Tilgungszeitpunkt t* soll die Firma ent-
schuldet sein, d.h.

(1) B(tx) < 0 bzw. - B(tx) = 0.

2) Diese Annahme ist bei der Problemstellung des Modells ver-
tretbar. Bei endogen widhlbarem Endzeitpunkt T konnte der Fall
eintreten, dap die Banken t*¥ > T vorgeben. Bei dieser Konstel-
lation gibt es aber entweder keinen zulédssigen Abbaupfad, weil
die Parameter des Abbaus fiir ein solches t* zu ungiinstig sind,
oder aber die Abbauparameter so giinstig sind, dap die Bedingung
auf jeden Fall erfiillt werden kann. Um die in der Problemstel-
lung erléduterte Fragestellung des Modells zu beantworten, ist

g}so eine Endogenisierung des Endzeitpunktes auch nicht notwen-
ig.



Der Rﬁckzahlungszeitpunkt tx ist exogen vorgegeben. Es sei ange-
nommen,vdaﬂ tx < T ist.

Die Kapitalmarktunvollkommenheit, die in das Modell eingebaut
wird, resultiert aus der Tatsache, dap die Banken nicht voll iiber
die Entwicklung der Einnahmen des Ressourcenunternehmens infor-
miert sind und deshalb, quasi zur Begrenzung ihres Risikos, dem
Abbauunternehmer einen Zeitpunkt t* vorgeben, zu dem er sich ent-—
schuldet haben'muB.

Da in dem Modell auch Abbaukosten enthalten sind, bedeutet dies,
daB Refinanzierungen vor dem Riickzahlungszeitpunkt t* zwar nicht
explizit unméglich sind, aber nicht unbegrenzt weitergefiihrt
werden konnen, weil das Abbauunternehmen zu einem bestimmten
Zeitpunkt schuldenfrei zu sein hat.

Dariiberhinaus wurde ein Preispfad mit gegebener Wachstumsrate m
angenommen. Es wird kein Marktgleichgewicht mit endogenem
Preispfad untersucht.

Das Unternehmen kann die Abbaurate q wdhlen, so dap sich Ressour-

cenbestand und Schuldenstand in der Zeit folgendermafBen veréandern:

(2) dR/dt

- q

(3) dB/dt

- (pa - C(q) - rB)

Der Ressourcenbestand nimmt in der Zeit mit der Abbaurate q ab und
die Nettoposition des Schuldners verédndert sich mit dem Nettoer-
16s. Die Unternehmung hat Abbaukosten pro Periode in Form von C(q)

mit ¢’(0) = 0, C’(q) > 0, C’’(q) > 0, C(0) = O.

Das Abbauunternehmen maximiert den Gegenwartswert seiner Erlédse:

T

(4) max I {pa - C(q)]e-rtdt
q [+
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Die Zielfunktion ist unter den Nebenbedingungen (1) - (3), q =2 0
und R(T) = 0 zu maximieren. T < o gsei gégeben. Die Zielfunktion
enthédlt nur den Erlés und die Kosten des Ressourcenabbaus. Die auf
den Schuldenbestand B anfallenden Zinsen rB sind in der Zielfunk-
tion nicht enthalten. Da bei einem einheitlichen Kapitalmarktzins
die Nettoposition des Schuldners betrachtet wird, ist dies nicht
zuldssig. Die einzig relevante GroBe im Modell ist die Abbaurate
q, die die Hohe des Nettoerloses bestimmt. Damit ist dann auch
festgelegt, wieviele Assets erworben und Habenzinsen erhalten
werden. Reichen die Erlése zum Ausgleich der Schulden noch nicht
aus, erhoht sich die Nettoverschuldung um die falligen Schuld-
zinsen. rB geht deshalb in die Bewegungsgleichung der Nettoposi-

tion des Schuldners (Gleichung (3)) ein.

Zur Wahl der Kontrollparameter mup man die Transversalitdts-—
bedingungen angeben konnen. Diese Bedingungen liefert uns die
folgende Hilfsfunktion J(b). Wahlbar sind der Schuldenbestand
B(tx) zum Riickzahlungszeitpunkt t* sowie der Ressourcenbestand
R(T) zum Endzeitpunkt T. b sei der Vektor der Kontréllparameter

B(tx) sowie R(T).

(56) J(b)

J[B(tx), R(T)] =

- miB(t*) + pu2R(T)
Mi, 1 = 1,2 sind Multiplikatoren. T
3. Die Loésung des Problems.

Ublicherweise wird zur Ableitung der Transversalitidtsbedingungen
aus der Hilfsfunktion J(b) ein Satz von Hestenes (vgl. Takayama
(1974) S. 660) angewandt. Dieser Satz gilt jedoch nur fiir den An-
fangszeitpunkt to und den Endzeitpunkt T.'Man bendétigt aber auch
eine Transversalitédtsbedingung fiir den Riickzahlungszeitpunkt tx,
mit deren Hilfe der Schattenpreis der Verschuldung 6 untersucht

werden kann. Um eine solche Transversalitdtsbedingung abzuleiten,
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zerlegt man das Problem in Teilperioden und macht so tx € {[to, T]
zum Endzeitpunkt (einer Teilperiode), auf den der Satz anwendbar
ist. Das Problem wird in der Weise umgeformt, dap die Zielfunktion
. in zwei Perioden, [0, t*[ und [t*, T], zu maximieren ist. Zur
Anwendung kommt das Principle of Optimality von Bellman (vgl.
Toussaint (1984), S. 674). Dabei wird zuerst das Optimierungs-
problem der zweiten Periode [t¥, T] gelost, in der der Kredit
bereits zuriickgezahlt worden ist. Die Tilgungsrestriktion fallt
dann fort und die Bewegungsgleichung der Bestandsvariablen Ver-
schuldung (Gleichung (3)) wird zur Vereinfachung der Schreibweise
weggelassen.3) Das Ergebnis dieser Teiloptimierung geht in Form
der Optimal Return Function in die Optimierung des Gesamtproblems

ein.
a) Die Ermittlung der Optimal Return Function.

In der zweiten Periode ist der Kredit 2zuriickgezahlt, es fallen nur
noch Abbaukosten an. Zu maximieren ist der Gegenwartswert des

Gewinns, falls noch etwas von dem Rohstoff vorhanden ist und
abgebaut wird. Der maximale Gegenwartswert sei GWZ*. Dies ist zu-

gleich die gesuchte Optimal Return Function.

Das folgende Teilproblem ist zu l&sen

T

T
(6) max I [pPgqz - C(qz2)}e-rtdt — B(tx) = GW ) : —
95 t x t x

u.d.B. dR/dt = - q2,
R(T) =2 0,
qz 2 0.

3) Eine Beibehaltung brédchte keine weitere Informationen, die fir
die untersuchte Fragestellung wichtig wiaren.

4) Der Index 2 bedeutet, dap Werte der 2. Teilperiode bzw. nach
dem Riickzahlungszeitpunkt t* auf der Zeitachse betrachtet wer-
den.
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Die Anfangsbedingungen tx, R(tx), B(tx) < 0 sind fest vorgegeben.
Die Bestandsvariable B(t*), welche annahmegem&p nicht mehr positiv
sein darf, geht hier als Anfangsvermdégen in den zu maximierenden
Wert der Firma ein. Es sei tkXx € [tg, T] und T < ©® angenommen. Die
Lagrangefunktion des Problems lautet:

(7) Lz = pgz2 - C(qz) - ®2q92 + azqz

P2 ist der Schattenpreis der Ressource im Boden.

Die J-Funktion enthdlt in diesem Falle nur R(T).

(8) Ja(bz) = uz22R(T)

Dann ergeben sjch die folgenden Optimalbedingungen:

(9) dLz/dqz = p - C’(qz) - ®2 + az = 0

(10) (dLz/daz2)az = 0, az > 0O

Die Bewegungsgleichung des Ressourcenschattenpreises ist

(11) d®z2/dt = ré&:

Aus (9) folgt

(12) p - C’(qz2) + a2 = ® T
Mit g2 = 0 und a2 =2 0 folgt p £ ®2. Der Schattenpreis der
Ressource ist gréper als der Grenzerlos; es erfolgt kein Abbau.
Mit g2 > 0 und az = 0 ist p -~ C'(qz2) = 2.

Die Transversalitdtsbedingung lautet

(13) p22R(T) = O, Hzz2 2 0

Daraus erhdlt man mit (8)



(14) w2z = ®2(T) > 0 => R(T) =0

Da die Ressource im Boden nur abgebaut wird, wenn sie einen
positiven Grenzerlés erzielt, mup der Schattenpreis der Ressource
%2 ebenfalls groper als Null sein. Nach (11) ist die Wachstumsrate
von 82 positiv, demnach folgt pz22 = ®2(T) > 0 und R(T) = 0. Im
Endzeitpunkt des Gesamtprogramms ist die Ressource erschépft.

Fir die Anfangswerte der Schattenpreise miissen die folgenden
Bedingungen gelten (vgl. Toussaint (1984), S. 674):

(15) @2(tx) dGW/dB(tx) = - 1

(16) ®2(tx)

dGW/dR(tx)

Verdnderungen der Optimal Return Function aufgrund marginaler
Verdnderungen der Bestandsvariablen miissen gleich dem Wert des
jeweiligen Schattenpreises zum betrachteten Zeitpunkt sein.

82 ist der Schattenpreis einer Einheit (negativer) Nettover-
schuldung in der zweiten Periode und gleich minus eins. Wegen der
Gleichheit von Soll- und Habenzins entspricht der Wert einer Geld-
einheit ‘Ressourcenerlds’ in der Verwendung fiir B(t*) und ohne dap

die Restriktion der Tilgung greift eben dieser Geldeinheit.

b) Die Lésung des Gesamtproblems.

Man hat nun das folgendermaBen formulierte Gesamtproblem zu ldsen:

tx

(17) max I [pPqr - C(q1)]e-Ttdt + GW[B(tx), R(tx)] S
q1°

5) Der Index 1 bedeutet, daB Werte der 1. Periode bzw. vor dem
Rickzahlungszeitpunkt t* betrachtet werden .
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u.d.B. dR/dt = - qi,
dB/dt = - [pa1 - C(q1) - rB],
q =2 0,
- B(tx) 2 0,
R(tx) 2 0

R(to), B(to), to sind gegeben. Es sei tx € [to, T].

Die Lagrangefunktion lautet dann

(18) L: = pqr — C(q1) - ®1q1 - 81[pqr1 - C(q1) - rB] + aiqi

Als notwendige Bedingungen erhdlt man aus dem obigen Ansatz

(19) dL./day

1]
o

C’{(q1) - 81p + 81C’{(q1) — @1 + a1

|
L)
{

1]
[~

=p-C'(q1) - 61[p -C’(q1)] - &1 + a1

(20) {(dLi/dai)e: 0, a1 2 0

Die Bewegungsgleichungen der Schattenpreise in der Zeit sind

(21) d&./dt rd

(22) dei/dt ré, - ré: =0

01 ist in der Zeit konstant.

Aus (19) folgt

(23) p-C’(aq1) - 61[p - C’(q1)] + a1 = &

Mit q1 = 0 und a1 2 0 folgt p - 91p < O1. Der Schattenpreis der

Ressource ist groper als der Grenzerlés; es erfolgt kein Abbau.

Mit @1 > 0 und @1 = 0 ist p - C’(q1) - 61[p - C’(q1)] = &:.
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Die Traﬁsversalitétsbediﬁgungen lauten:

(24) - p11B(tx) = 0, pa1 2 0

(255 miz2R(tx) = 0, 12 =2 0

Die neue Hilfsfunktion Ji(b1i) ist

(26) Ji(bi) = GW[B(t*), R(t*)] - m11B(tx) + piz2R(tx)

Man erhdlt daraus die folgenden Bedingungen

(27) ©1(tx) dGW/dB(tXx) - ui11

(28) @1(tx) dGW/dR(t%x) + pi2
Aus (15) und (27) folgt

(29) 01 (tx)

B2(t*) — w11 = - 1 - p11

Gleichung (16) und (28) liefern

(30) ®1(tx) = B2(tx) + H12

Aus (29) folgt, dap der Schattenpreis 01 ebenfalls negativ ist.
Man kann nun zwei Fédlle unterscheiden: —
1) Der Riickzahlungszeitpunkt ist so vorgegeben, dap B(tx) < 0 ist.
Die Restriktion bindet nicht oder anders ausgedriickt, die Unter-
nehmung selbst wiirde einen (endogenen) friiheren Tilgungszeitpunkt
t* (< t%) wdhlen. Nach Gleichung (24) ist der Multiplikator upi:
Null und es folgt auch Gleichung (29)

(29’) 61 = 62 = - 1.

2) Ist der Tilgungstermin tx jedoch so gesetzt, dap die Restrik-
tion die Unternehmung bindet, zum Zeitpunkt t% also B(t%x) = 0
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gelten 'muB, ist w11 2 0. Es folgt dann aus (29)

(29’’) 981 = - 1 - u11

und damit mup 81 betragsmiépig groBer als oder gleich 02 sein. In

Schaubild 1 ist dies graphisch verdeutlicht.

A
o)
i + f $ sre
i wax '
- i '

»- 34 (2?3)
|
| .

———————————— < (3"

Schaubild 1

Zur Interpretation des Schaubilds: Die Situation, die Gleichung
(29’) entspricht, tritt bei einem tx 2 t:ax auf. Greift die
Restriktion (tx < t:ax) ist © zu:rst kleiner als minus eins und
springt dann auf minus eins.$) tmax ist der Zeitpunkt, ab dem die
Verschuldungsrestriktion bindet. Analog sei t:in als der Zeitpunkt

definiert, bis zu dem ein Abbaupfad existiert.

In (30) kann man 31 (tx) = p - C’(q1) - 61[(p — C’(q1)] + @1 und

6) Spriinge in den Schattenpreisen sind zulassig; lediglich die
Lagrangefunktion muB stetig sein, vgl. Kreindler (1983) S. 244.
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P2(tx) = p — C’(qz) + a2 setzen und erhdlt
(30°) p - C’(q1) - 61[p - C’(q1)] + a1 = p - C’(qz2) + a2 + p12

Sei qi > 0, 1 = 1,2; ai = 0; wegen g2 > 0 mup R(tx) > 0 und damit
piz = 0 gelten. Es ergibt sich

(31) p - C’(q1) - 81[p - C’(q1)] = p - C’(qz)

- 081[p - C’(q1)] ist nicht negativ’’. Dann folgt aus der Bedingung
(31), dap p - C’(q1) < p - €’(qz2) bzw. C’(q1) > C’(qz2) ist.

Dies bedeutet aber aufgrund der Annahmen iiber die Kostenfunktion
C{(q), dapB q1 > q2 ist. Die Abbaumenge am Ende der ersten’Periode

(q1) ist gropBer als die zu Beginn der zweiten Periode (qz2).

Als Verdnderung der Abbaurate in der Zeit ermittelt man

- Sl_:_ELlé_:iéa_
(32) da1/dt = {7-I-gRiCSTIL)

Aus Gleichung (32) kann 81 durch Einsetzen von &1 =

= (1 - 01)[p - C’(q1)] eliminiert werden (beachte: d&:/dt = 8§31).

7) Bei 81 = - 1 ergibt sich ®1 = 2(p - C’(q1)) und somit aus (31)
2(p - C’(q1)) = p ~ C’(qz2). Dieses Resultat beruht auf einer
Doppelverbuchung jeder eingenommenen Geldeinheit, und der
Umstand klart sich, wenn man sich das Gesamtproblem vor Augen
fiithrt

t % T
I -rt I -rt
max J (pq - C(q))e dt + ”(pq - C(g))e dt -~ B(tx)

q

Jede verdiente Mark wird im ersten und im letzten Term und
damit doppelt verbucht. Hidtte man bei der Ermittlung der
Optimal Return Function eine Bewegungsgleichung eingefiihrt,
widre dieses Resultat nicht aufgetaucht. Allerdings ware
Gleichung (31) dann im Hinblick auf den Unterschied in den
Abbauraten nicht so leicht zu interpretieren gewesen.
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(1 - 81)dp/dt - 8(1 - @1)[p - C’(q1)]
dq1/dt = ———-————————————————————— =
(1 - 81)C’’(q1)

= [(m - r)p + 8C’(q1)]

Der Schattenpreis 8: hat auf die Verédnderungsrate der Abbaumenge
keinen EinfluB; die Tilgungsrestriktion wirkt sich nur auf das

Niveau der Abbaurate aus.
4, Die Variation des Kreditriickzahlungszeitpunktes tx.

Die Gleichung (31) soll nun noch einer ausfithrlicheren, qualitati-
ven Untersuchung unterworfen werden. In welcher Art und Weise die
Gleichheit beider Seiten zustande kommt, ist ndmlich abhédngig von
den exogenen Parametern p(0), R(0), B(0), C(q) und t*. Dabei ist
die exogene Festsetzung des tx im Zusammenwirken mit den vier
iibrigen Parametern der interessanteste Untersuchungsgegenstand.
Sind p(0), R(0), B(0) und C(q) so gesetzt, dap der Kapitalwert des
Projekts nicht positiv ist, unterbleibt der Abbau der Ressource
sowieso. Fiir verschieden gesetzte Tilgungstermine t* sind jedoch

unterschiedliche Abbauszenarien denkbar.

Szenario I: Die Abbauraten sind im Extremfall im Zeitpunkt tx

gleich, d.h. lim qi1(tx) = 1lim qz2(t*). Nach Gleichung
tat¥ tat*

(31) ist dies nur fir 6. = 62

- 1 realisierbar. Alle
Parameter sind so giinstig, dap die Restriktion nie bin-
det, B(tx) < 0 ist immer erfiillt. Es resultiert ein

Abbaupfad wie im Hotelling-Fall.

Szenario II: In der ersten Periode ist der Schattenpreis 81 < 92,
die Restriktion ist bindend. Dies ist aber auch so zu
interpretieren, dap vor t* immer B(t*x) > 0 gilt: Vor

dem Zeitpunkt, zu dem vollstédndig zu tilgen ist, wird
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die Nettoposition nicht Null. Wie bereits gezeigt, be-
deutet dies, daB die Abbauraten in den Teilperioden
unterschiedlich hoch sind (vgl. Schaubild 3, S. 18).
Der Grenzwert von q{t%) links von t% ist gréBer als der
Grenzwert rechts davon. Der Grund dafiir kann z.B.

in der Hohe von B(0) oder in dem Verlauf der Kosten-
funktion zu finden sein. Anders ausgedriickt: Mindestens
einer der Parameter ist nicht so giinstig wie unter
Szenario I. Das Niveau der Abbaurate liegt in der
ersten Teilperiode hoher als das des Referenzpfades

aus Szenario I, in der zweiten entsprechend niedriger.

Szenario III: Der Riickzahlungszeitpunkt kann so gesetzt éein, dap
qz = 0 ist. In der ersten Periode muf so viel abgebaut
werden, daf nichts mehr fiir einen Abbau in der zweiten
Periode bleibt. Der endogene Erschopfungszeitpunkt T’
der Mine liegt vor dem Endzeitpunkt T des Gesamtpro-
gramms. Die Rﬁqkzahlungsperiode ist so kurz und deshalb
q: so grof zu wadhlen, dap der Preis gleich den Grenz-
kosten ist. Der Abbauunternehmer erwirtschaftet keiner-
lei Gewinn mehr (wie iiberhaupt dieser von Szenario II
ab unter stdndig zunehmenden Druck der Tilgungs-—

restriktion geraten ist).

Szenario IV: Selbst eine so hohe Abbaumenge wie im Fall p = C’(q1)
reicht nicht mehr aus, um den Kredit rechtzeitig zu —
tilgen. Der konvexen Kostenfunktion wegen kann die Re-
striktion nicht mehr erfiillt werden; die Grenzkosten

sind groper als der Grenzerlds. Es ergibt sich
P-C'(q1) - 61[p - C’(q1)] = p + az + p12
< 0 > 0

Die Gleichung kann nicht mehr erfiillt werden, ein zu-

ldssiger Abbaupfad existiert nicht mehr.

Die Szenarios sollen mit Hilfe des Zahlenstrahls, an dem der

Riickzahlungstermin t* abgetragen ist, veranschaulicht werden (vgl.
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Schaubild 2 (S. 18)). Der Riickzahlungszeitpunkt fdllt in drei
unterschiedliche Intervalle (von rechts nach links). Im ersten
Intervall zieht die Restriktion nicht. Dann kann er in das
Intervall fallen, in dem unterschiedliche Abbauraten in den zwei
Teilperioden festgelegt werden. Zu guter Letzt gibt es das
Intervall, in dem kein zulédssiger Abbaupfad gefunden werden kann.

Die Intervallgrenzen sind einmal der Zeitpunkt, ab dem die Til-

gungsrestriktion greift (t*

max)und zum 2zweiten der Zeitpunkt bei

E

dem die Grenzkosten gleich dem Preis werden(tmin

). Die verschie-

denen Szenarien sind ebenfalls eingetragen.

Im Schaubild 3 (S. 18) sind die Szenarien I und II dargestellt.
Auf der Abszisse ist die Zeit, an der Ordinate sind der Preis und
die Grenzkosten abgetragen. Die Differenz der beiden Kurven ergibt
die Schattenpreise ¥ und ®z2. Die verschiedenen Riickzahlungszeit-
punkte, Schattenpreise und Grenzkosten sind zusdtzlich nach den
Szenarien indexiert. 01[p - C’(q1)] treibt als Keil die Grenz-
kosten nach oben. Eine immer grofere Menge der abgebauten
Ressource wird durch die immer stdrker bindende Tilgungsrestrik-

tion absorbiert.

5. Zusammenfassung der Ergebnisse und mégliche Erweiterungen des

Modells.

In diesem Modell wird ein ressourcenabbauendes Unternehmen be-
trachtet, welches sich verschulden mupf, um mit der Produktion
beginnen zu kénnen. Es wird unterstellt, dap die Kreditgeber ﬁg;r
Qualitat und Quantitat des auszubeutenden Ressourcenstocks nicht
vollsténdig informiert sind. Zur Begrenzung ihres Kreditrisikos
geben sie dem Abbauunternehmen daher einen Tilgungstermin vor, zu
dem die Schuld zuriickgezahlt sein mup. Mit Hilfe parametrischer
Variation wird der Einflup dieser Tilgungsrestriktion auf den

Abbaupfad untersucht. Bei der Verschiebung des Tilgungszeitpunktes
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tx hin zum Anfangszeitpunkt des Gesamtprogramms ergeben sich zwei

Zeitpunkte, t* und t*

min mayx? die die Abbauzeit in drei Teilperioden

unterteilen. Gilt t* > t:ax, bindet die Restriktion nicht. Ist

t* e [t*

*
min’tmax

] zerfidllt der Abbaupfad in zwei Teilpfade mit un-—
terschiedlichem Niveau. Die Abbaurate ist links von t* hoher als
rechts davon. Wird t* < t:in gewdhlt, gibt es keinen zulédssigen

Abbaupfad mehr.

Eine realitdtsnéhere Gestaltung des Modells konnte durch folgende
Erweiterungen erreicht werden. Einmal sollte die Hohe der Set-up
Costs endogen festgelegt werden. Eine Verschiebung des Tilgungs-
zeitpunktes in den Bereich, in dem diese Restriktion bindet, miiBte
dann die Wahl der Produktionskapazitdt und damit die Entscheidung
iiber das Produktionsprogramm beeinflussen. Als zweites widre eine
Endogenisierung des Bankenverhaltens ins Auge zu fassen. Dann
konnte die Frage verschiedener Fremdkapitalquoten untersucht
werden. Interessant erscheint auch, Unsicherheit explizit in das
Modell einzufiihren. Als Ankniipfungspunkt bdten sich die Parameter
‘Ressourcenpreis p’ sowie ‘Riickzahlungszeitpunkt t*’ an. Uber die
Wahrscheinlichkeit, mit der das Ereignis ‘Nichtexistenz eines Ab-
baupfades’ eintritt, konnte das finanzielle Risiko modelliert

"werden.
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