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Ωαγε Φλοορσ ανδ Οπτιµαλ ϑοβ ∆εσιγν�

ϑεννψ Κραγλψ ανδ Ανϕα Σχηττνερζ

ϑανυαρψ 4, 2011

Αβστραχτ

Ωε αναλψζε τηε ε⁄εχτσ οφ λοωερ βουνδσ ον ωαγεσ, ε.γ., µινιµυµ ωαγεσ

ορ λιαβιλιτψ λιµιτσ, ον ϕοβ δεσιγν ωιτηιν �ρµσ. Ιν ουρ µοδελ, τωο τασκσ

χοντριβυτε το νον−ϖερι�αβλε �ρµ ϖαλυε ανδ α⁄εχτ αν ιµπερφεχτ περφορµανχε

µεασυρε. Τηε τασκσ χαν βε ασσιγνεδ το ειτηερ ονε ορ τωο αγεντσ. Ιν τηε

αβσενχε οφ α ωαγε �οορ, ιτ ισ οπτιµαλ το ασσιγν τηε τασκσ το δι⁄ερεντ αγεντσ

ωηενεϖερ τηε αγεντσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ ισ νοτ τοο λαργε. Υνδερ συχη α ϕοβ

δεσιγν, τηε πρινχιπαλ χαν ταιλορ ινχεντιϖεσ αχχορδινγ το εαχη τασκ�σ µαργιναλ

προδυχτιϖιτψ. Βψ χοντραστ, ωιτη α ρελατιϖελψ λαργε ωαγε �οορ, τηε πρινχιπαλ

γραδυαλλψ λοωερσ ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ το αϖοιδ ρεντ παψµεντσ το τηε αγεντσ, εϖεν

βεφορε τηε ωαγε �οορ εξχεεδσ τηε αγεντσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ. Ιφ τηε ωαγε

�οορ ισ συ′χιεντλψ λαργε, τηε πρινχιπαλ ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ εϖεν τηουγη τηισ

λεαδσ το α διστορτιον οφ ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ ορ τηε νον−εξεχυτιον οφ ονε τασκ

αλτογετηερ.

ϑΕΛ Χλασσι�χατιον: Μ51, Μ52, Μ54, ∆82, ∆86

Κεψωορδσ: ϑοβ ∆εσιγν, Μοραλ Ηαζαρδ, Μυλτιτασκινγ, Ωαγε Φλοορ, Μινιµυµ

Ωαγε, Λιµιτεδ Λιαβιλιτψ
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�Ωηεν τηε [µινιµυµ] ωαγε ωεντ υπ ον Σεπτ. 1 ηε ηαλϖεδ ηερ ηουρσ.

Μεαντιµε, φυλλ−τιµερσ ηαϖε τακεν υπ τηατ σλαχκ. Νοωαδαψσ, ονε περσον

σετσ υπ τηε ρεγιστερσ, τηεν σταρτσ τηε βισχυιτσ, τηεν δοεσ ασσορτεδ οδδ

τασκσ βεφορε βυσινεσσ πιχκσ υπ ατ λυνχη τιµε. Μρ. Ισαη φρεελψ χονχεδεσ

τηατ πεοπλε αρε ωορκινγ τωιχε ασ ηαρδ φορ τηειρ µοδεστ ραισε.�

Ωψσοχκι ϑρ. (1997), Τηε Ωαλλ Στρεετ ϑουρναλ1

1 Ιντροδυχτιον

Ιν τηε πρεσεντ παπερ, ωε τηεορετιχαλλψ αναλψζε ηοω οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν ιν �ρµσ

ισ α⁄εχτεδ βψ τηε εξιστενχε οφ α ωαγε �οορ γιϖεν τηατ περφορµανχε σιγναλσ αρε

ιµπερφεχτ. Ασ ονε µαϕορ ρεσυλτ, ωε �νδ τηατ λοωερ βουνδσ ον ωαγεσ µαψ ινδυχε

�ρµσ το ρεδιστριβυτε τασκσ ωιτηιν τηε οργανιζατιον αµονγστ φεωερ εµπλοψεεσ ατ τηε

εξπενσε οφ ε′χιεντ ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ. Αχχορδινγλψ, �ρµσ ο⁄ερ φεωερ ϕοβσ ωηιχη αρε,

ηοωεϖερ, χηαραχτεριζεδ βψ βροαδερ τασκ ασσιγνµεντσ. ∆επενδινγ ον τηε παρτιχυλαρ

χηαραχτεριστιχσ οφ τηε τασκσ, �ρµσ µαψ εϖεν �νδ ιτ οπτιµαλ το εντιρελψ εξχλυδε λεσσ

ιµπορταντ τασκσ φροµ τηε προδυχτιον προχεσσ.

Ασ Ηολµστρµ ανδ Μιλγροµ (1991) σηοω ιν τηειρ σεµιναλ παπερ, ϕοβ δεσιγν

ισ αν ιµπορταντ ινστρυµεντ φορ τηε χοντρολ οφ ινχεντιϖεσ ιν µυλτιτασκ πρινχιπαλ−

αγεντ προβλεµσ. Ιν τηε ρεαλ ωορλδ, �ιδεαλ� περφορµανχε µεασυρεσ τηατ περφεχτλψ

ρε�εχτ αν αγεντ�σ χοντριβυτιον το �ρµ ϖαλυε αρε ραρε. Φρεθυεντλψ ιφ νοτ τψπιχαλλψ,

αν εµπλοψεε�σ οϖεραλλ χοντριβυτιον το �ρµ ϖαλυε ισ τοο χοµπλεξ ανδ συβτλε το βε

οβϕεχτιϖελψ µεασυρεδ. Ιν παρτιχυλαρ, αν αγεντ�σ ϕοβ γενεραλλψ ινϖολϖεσ σεϖεραλ πο−

τεντιαλλψ χον�ιχτινγ διµενσιονσ συχη ασ τηε προδυχτιον οφ α δεσιρεδ θυαντιτψ, τηε

προϖισιον οφ γοοδ θυαλιτψ, τηε χαρε φορ τηε προδυχτιον εθυιπµεντ, ορ τηε χοοπερ−

ατιον ιν α τεαµ.2 Τηυσ, αϖαιλαβλε µεασυρεσ οφ εµπλοψεε περφορµανχε αρε υσυαλλψ

ιµπερφεχτ; ανδ ρεωαρδσ τηατ δεπενδ ον συχη µεασυρεσ χαννοτ περφεχτλψ αλιγν αν

εµπλοψεε�σ ινχεντιϖεσ ωιτη τηε �ρµ�σ οβϕεχτιϖεσ.3 Ιφ, ηοωεϖερ, τηε τασκσ οφ α ϕοβ

χαν βε σεπαρατεδ ιντο σεϖεραλ ϕοβσ χαρριεδ ουτ βψ δι⁄ερεντ αγεντσ, τηε προβλεµ

1Ωψσοχκι ϑρ. (1997), π. Α1, ον τηε ε⁄εχτσ οφ τηε 1996 µινιµυµ ωαγε ινχρεασε ιν τηε φαστ−φοοδ
σεχτορ φορ τηε χασε οφ α Ποπεψεσ Χηιχκεν & Βισχυιτσ ρεσταυραντ ιν Ωεστ Πηιλαδελπηια. Μρ. Ισαη
ισ τηε στορε µαναγερ.

2Μορεοϖερ, αν εµπλοψεε�σ βεηαϖιορ νορµαλλψ ονλψ παρτιαλλψ δετερµινεσ ουτχοµεσ βεχαυσε �ρµ
ϖαλυε ανδ περφορµανχε µεασυρεσ αρε αλσο α⁄εχτεδ βψ µεασυρεµεντ ερρορσ ορ οτηερ ρανδοµ φαχτορσ.
Ωηεν αγεντσ αρε ρισκ αϖερσε, τηισ λεαδσ το τηε ωελλ−κνοων τραδε−ο⁄ βετωεεν ρισκ σηαρινγ ανδ
ινχεντιϖεσ. Σεε, ε.γ., Πρενδεργαστ (1999) ανδ τηε νυµερουσ ρεφερενχεσ τηερειν.

3Σεε Κερρ (1975) φορ αν εξτενσιϖε νυµβερ οφ εξαµπλεσ.
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οφ διστορτιϖε ινχεντιϖεσ χαν βε µιτιγατεδ ορ εϖεν ελιµινατεδ βψ αν αππροπριατε

χηοιχε οφ τηε ωαγε σχηεµε (σεε, ε.γ., Ηολµστρµ ανδ Μιλγροµ (1991) ορ Ραττο ανδ

Σχηνεδλερ (2008)).

Ιν πραχτιχε, ηοωεϖερ, τηε �ρµ�σ δισχρετιον ιν ωαγε σεττινγ ισ οφτεν ρεστριχτεδ βψ

λαω, περσοναλ ωεαλτη χονστραιντσ, χοντραχτυαλ αγρεεµεντσ ον λιαβιλιτψ λιµιτσ, χολ−

λεχτιϖε βαργαινινγ αγρεεµεντσ, ορ (οτηερ) λαβορ µαρκετ ινστιτυτιονσ, ωηιχη ηασ νοτ

φουνδ αττεντιον ιν τηε ϕοβ δεσιγν λιτερατυρε σο φαρ. Φορ εξαµπλε, ιν µανψ χουντριεσ

ωορκερσ αρε γυαραντεεδ α λεγαλ µινιµυµ ωαγε, ι.ε., α ωαγε �οορ τηατ πρεσχριβεσ

α (ποσιτιϖε) λοωερ βουνδ ον τηε ωαγε παιδ το ινδιϖιδυαλ ωορκερσ.4 Μορεοϖερ, ιν

µανψ οχχυπατιοναλ σεχτορσ, οβλιγατορψ στανδαρδ ωαγεσ εξιστ. Βεψονδ τηατ, φορ

υππερ−λεϖελ µαναγερσ λιµιτσ ον τηειρ περσοναλ λιαβιλιτψ µαψ βε εσταβλισηεδ.5 Ωε

σηοω τηατ συχη ωαγε �οορσ µαψ ρενδερ τηε σεπαρατιον οφ τασκσ συβοπτιµαλ φροµ

τηε �ρµ�σ ποιντ οφ ϖιεω.

Τηεσε �νδινγσ βεαρ ρελεϖανχε φορ α µυλτιτυδε οφ οχχυπατιοναλ σεχτορσ. Φορ

εξαµπλε, ιν τηε χασε οφ α λεγαλ µινιµυµ ωαγε, τηε ϕοβσ τηατ αρε µοστ λικελψ το

βε διρεχτλψ α⁄εχτεδ αρε τηε ονεσ τηατ παψ α ωαγε χλοσε το τηε µινιµυµ, ι.ε.,

λοω−ωαγε σεχτορσ. Αµονγστ τηεµ, ϕοβσ ιν φοοδ πρεπαρατιον ανδ σερϖινγ−ρελατεδ

οχχυπατιονσ ηαϖε βεεν συβϕεχτ το µυχη εµπιριχαλ ινϖεστιγατιον.6 Ασ συγγεστεδ βψ

τηε ιντροδυχτορψ θυοτατιον ον Ποπεψεσ Χηιχκεν & Βισχυιτσ, ανεχδοταλ εϖιδενχε

φροµ σεϖεραλ λοω−ωαγε εµπλοψερσ ιν τηε φαστ−φοοδ σεχτορ ινδιχατεσ τηατ εµπλοψερσ

αρε νοτ ονλψ µορε χαρεφυλλψ σχρυτινιζινγ ωηο τηεψ ηιρε ιν ρεσπονσε το µινιµυµωαγε

ινχρεασεσ βυτ αλσο χυτ ηουρσ, ινχρεασε ωορκλοαδσ, ανδ ασσιγν µορε τασκσ το α σινγλε

ωορκερ (σεε Ωψσοχκι ϑρ. (1997), ∆υ⁄ (1996)). Τηεσε εµπιριχαλ οβσερϖατιονσ αρε

περφεχτλψ χονσιστεντ ωιτη ουρ µοδελ�σ πρεδιχτιονσ.7 Υνδερλινινγ τηατ, αλονγ ωιτη

�τηε ηαρση βυσινεσσ ενϖιρονµεντ�, συχη δεϖελοπµεντσ µαψ ηαϖε α χλεαρ νεγατιϖε

ιµπαχτ ον οϖεραλλ �ρµ ϖαλυε, Ωψσοχκι ϑρ. (1997) νοτεσ τηατ �χρεω ηουρσ ωερε χυτ

βαχκ, ανδ χλεανλινεσσ συ⁄ερεδ� ωηιλε τηε Ποπεψεσ στορε µαναγερ ισ ωορριεδ τηατ

τηε �[θ]υαλιτψ οφ ωορκ ωιλλ φαλλ�. Τηισ εϖιδενχε ισ ιν αχχορδανχε ωιτη ουρ ρεσυλτ τηατ

ωαγε �οορσ µαψ λεαδ το τηε νεγλιγενχε οφ �λεσσ ιµπορταντ τασκσ� συχη ασ χλεανινγ

χοµπαρεδ το χοοκινγ. Μορεοϖερ, ιν λινε ωιτη ουρ �νδινγσ, σεϖεραλ εµπιριχαλ στυδιεσ

4Σεε, ε.γ., Βοερι ανδ ϖαν Ουρσ (2008), π. 29.
5Φορµαλλψ, τηισ χαν βε σεεν ασ α νεγατιϖε ωαγε �οορ.
6Σεε, ε.γ., τηε στυδιεσ βψ Νευµαρκ ανδ Ωασχηερ (2000) ορ Χαρδ ανδ Κρυεγερ (2000).
7Ωε χονσιδερ α µοραλ−ηαζαρδ µοδελ ωιτη ινχεντιϖε παψ φορ ωορκερ µοτιϖατιον. Νοτε τηατ µανψ

φαστ−φοοδ χοµπανιεσ ιµπλεµεντ ινχεντιϖε−βασεδ περφορµανχε προγραµσ, αµονγστ τηεµ Μχ∆ον−
αλδ�σ ανδ Ποπεψεσ Χηιχκεν & Βισχυιτσ ωηιχη αρε συβϕεχτ οφ τηε αρτιχλεσ βψ Ωψσοχκι ϑρ. (1997)
ανδ ∆υ⁄ (1996), σεε, ε.γ., ΘΣΡωεβ.χοµ (2010α), ΘΣΡωεβ.χοµ (2010β), ορ Μχ∆οναλδ�σ (2010).
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σηοω τηατ α µινιµυµ ωαγε χαν ηαϖε σιγνι�χαντ ιµπαχτ ον ϕοβ−�νδινγ ανδ ϕοβ−λοσσ

προβαβιλιτιεσ. Ποσιτιϖε ε⁄εχτσ ον ϕοβ−λοσσ προβαβιλιτιεσ οφ α⁄εχτεδ ωορκερσ ιν τηε

ΥΣ ηαϖε βεεν ρεπορτεδ βψ, ε.γ., Χυρριε ανδ Φαλλιχκ (1996) ανδ Ζαϖοδνψ (2000)

ανδ βψ Αβοωδ, Κραµαρζ, ανδ Μαργολισ (1999) φορ βοτη Φρενχη ανδ ΥΣ ωορκερσ.

Ινϖεστιγατινγ τηε 1987 µινιµυµ ωαγε ινχρεασε φορ Πορτυγυεσε τεεναγερσ, Πορτυγαλ

ανδ Χαρδοσο (2001) ρεπορτ τηατ µινιµυµ ωαγεσ ρεδυχε τηε προβαβιλιτψ τηατ �ρµσ

ηιρε ωορκερσ φροµ τηε α⁄εχτεδ γρουπ.8

Το ιλλυστρατε τηε µαιν χονχερν οφ ουρ παπερ, χονσιδερ τηε εξαµπλε οφ α φαστ−φοοδ

χηαιν. Τψπιχαλλψ, ιν φαστ−φοοδ ρεσταυραντσ ϖαριουσ τασκσ ηαϖε το βε περφορµεδ, συχη

ασ πρεπαρινγ τηε φοοδ, σελλινγ τηε µεαλσ, σερϖινγ τηε χυστοµερσ, µαινταινινγ τηε

εθυιπµεντ, ανδ κεεπινγ τηε ρεσταυραντ χλεαν. Φορ τηε σακε οφ εξεµπλι�χατιον, ωε

φοχυσ ον τωο τασκσ; �σελλινγ� ανδ �χλεανινγ�. Ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ χοντριβυτεσ το

τηε φαστ−φοοδ χηαιν�σ �ρµ ϖαλυε. Ιν παρτιχυλαρ, χλεανλινεσσ οφ τηε ρεσταυραντ α⁄εχτσ

χυστοµερ σατισφαχτιον ανδ, τηερεβψ, φυτυρε σαλεσ οφ τηε χηαιν. Μορεοϖερ, βοτη τασκσ

ιν�υενχε τηε ινδιϖιδυαλ στορε�σ διϖισιοναλ προ�τ, ωηιχη, ωε συπποσε, ισ τηε ονλψ

αϖαιλαβλε περφορµανχε µεασυρε. Ηοωεϖερ, ωηιλε χλεανλινεσσ ηασ α ποσιτιϖε ιµπαχτ

ον τηε διϖισιοναλ προ�τ, τηε ε⁄εχτ ον �ρµ ϖαλυε ισ µυχη µορε σιγνι�χαντ βεχαυσε

τηε φαστ−φοοδ χηαιν αλσο χαρεσ αβουτ ιτσ ρεπυτατιον ιν τηε λονγ ρυν (ε.γ., τηερε αρε

εξτερναλιτιεσ οφ τηε χλεανλινεσσ οφ ονε ρεσταυραντ ον αλλ οτηερ χηαιν στορεσ). Ιφ ονλψ

ονε εµπλοψεε ισ ρεσπονσιβλε φορ βοτη τασκσ, ινχεντιϖεσ βασεδ ον διϖισιοναλ προ�τσ

αρε λικελψ το διστορτ τηε εµπλοψεεσ�σ ε⁄ορτ τοωαρδσ τηε σελλινγ τασκ. Ηολµστρµ

ανδ Μιλγροµ (1991) αργυε τηατ, το χουντεραχτ α µισαλλοχατιον οφ ε⁄ορτ, τηε τασκσ

�σελλινγ� ανδ �χλεανινγ� σηουλδ βε ασσιγνεδ το δι⁄ερεντ αγεντσ. Τηεσε αγεντσ χαν

τηεν βε προϖιδεδ ωιτη ινδιϖιδυαλ ινχεντιϖεσ βασεδ ον διϖισιοναλ προ�τσ, ρεσυλτινγ

ιν ε′χιεντ ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ. Ιν τηε αβσενχε οφ α ωαγε �οορ, τηισ ϕοβ δεσιγν ισ

ιν γενεραλ αλσο οπτιµαλ ιν ουρ σεττινγ.9 Ηοωεϖερ, ιφ α λοωερ βουνδ ον ωαγεσ συχη

ασ α µινιµυµ ωαγε ισ ιντροδυχεδ, τηε σεπαρατιον οφ τασκσ βεχοµεσ ρελατιϖελψ µορε

εξπενσιϖε: Νοτ ονλψ νεεδσ τηε �ρµ το παψ τηε µινιµυµ ωαγε τωιχε. Το προϖιδε

ε′χιεντ ινχεντιϖεσ, τηε �ρµ µαψ αλσο βε φορχεδ το λεαϖε α σηαρε οφ τηε συρπλυσ το ιτσ

8Ωηιλε ουρ στυδψ αναλψζεσ τηε ε⁄εχτσ οφ ωαγε �οορσ ατ τηε �ρµ λεϖελ, α λαργε βοδψ οφ εµπιριχαλ
ρεσεαρχη ινϖεστιγατεσ τηε οϖεραλλ εµπλοψµεντ ε⁄εχτσ οφ µινιµυµ ωαγεσ ον αν αγγρεγατε λεϖελ. Ψετ
τηερε ισ α λαχκ οφ χονσενσυσ αβουτ ιτσ οϖεραλλ ιµπαχτ. Νευµαρκ ανδ Ωασχηερ (2007) ρεϖιεω τηε
µινιµυµ ωαγε ρεσεαρχη φορ τηε ΥΣ ανδ σοµε οτηερ χουντριεσ; τηεψ �νδ τηατ τηε µαϕοριτψ οφ τηε
στυδιεσ ινδιχατεσ α νεγατιϖε εµπλοψµεντ ε⁄εχτ. Ηοωεϖερ, ιν α ρεχεντ χοµπρεηενσιϖε λονγ−τερµ
στυδψ ον τηε χουντψ λεϖελ, ∆υβε, Λεστερ, ανδ Ρειχη (2010) �νδ νο αδϖερσε εµπλοψµεντ ε⁄εχτσ
φορ τηε ΥΣ λαβορ µαρκετ.

9Μορε πρεχισελψ, ωιτηουτ α ωαγε �οορ τηε σεπαρατιον οφ τασκσ ισ οπτιµαλ ιφ τηε εµπλοψεεσ�
ρεσερϖατιον υτιλιτψ ισ νοτ τοο λαργε.
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εµπλοψεεσ, ωηο τηυσ εαρν ρεντσ. Τηισ µακεσ ινχεντιϖιζινγ τωο εµπλοψεεσ ρελατιϖελψ

µορε χοστλψ. Τηισ τραδε−ο⁄ βετωεεν τηε φεασιβιλιτψ οφ ε′χιεντ ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ ωιτη

τωο εµπλοψεεσ βυτ ποσσιβλψ σµαλλερ ωαγε χοστσ ωιτη ϕυστ ονε εµπλοψεε ισ χεντραλ

το τηε ρεσυλτσ ιν ουρ παπερ. Φορ τηε γιϖεν εξαµπλε, ουρ αναλψσισ πρεδιχτσ τηατ τηε

τασκσ �σελλινγ� ανδ �χλεανινγ� αρε λεσσ λικελψ σπλιτ ιντο τωο ϕοβσ ωηεν α ωαγε �οορ

εξιστ.

Φορµαλλψ, ιν λινε ωιτη τηε αβοϖε εξαµπλε, ωε χονσιδερ α σιτυατιον ιν ωηιχη

τωο τασκσ χοντριβυτε το �ρµ ϖαλυε. Τηε τασκσ χαν ειτηερ βε ασσιγνεδ το ϕυστ ονε

ϕοβ χαρριεδ ουτ βψ ονε αγεντ (�βροαδ τασκ ασσιγνµεντ� ορ �µυλτιτασκινγ�), ορ τασκσ

χαν βε σπλιτ ιντο τωο ϕοβσ συχη τηατ εαχη τασκ ισ δελεγατεδ το α δι⁄ερεντ αγεντ

(�σπεχιαλιζατιον�).10 Τηε πρινχιπαλ χαννοτ οβσερϖε τηε ε⁄ορτ εξερτεδ βψ αν αγεντ

ιν ανψ τασκ. Ιν τηε βασιχ µοδελ, τηε τασκσ αρε τεχηνολογιχαλλψ ινδεπενδεντ ιν

τηε αγεντ�σ χοστ φυνχτιον. Τηεν, ιν τηε �ρστ−βεστ σολυτιον, τηε πρινχιπαλ εµπλοψσ

ονε αγεντ ανδ ασσιγνσ βοτη τασκσ το ηιµ. Τηισ σολυτιον χαννοτ βε αχηιεϖεδ ασ τηε

γενερατεδ �ρµ ϖαλυε ισ νον−ϖερι�αβλε. Τηερε ισ, ηοωεϖερ, αν ιµπερφεχτ περφορµανχε

µεασυρε ωηοσε ρεαλιζατιον ρανδοµλψ δεπενδσ ον βοτη τασκσ ανδ ωηιχη τηε πρινχιπαλ

χαν τηυσ υσε το προϖιδε τηε αγεντσ ωιτη ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ. Ωηεν δεσιγνινγ τηε

ινχεντιϖε χοντραχτ, τηε πρινχιπαλ�σ δισχρετιον ισ ρεστριχτεδ βψ τηε ωαγε �οορ ανδ τηε

αγεντσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ. Βοτη ιµποσε λοωερ βουνδσ ον τηε αγεντσ� παψο⁄σ, βυτ ιν

θυιτε δι⁄ερεντ ωαψσ. Ωηιλε τηε φορµερ διχτατεσ αν αγεντ�σ µινιµυµ εξ−ποστ ωαγε

παψµεντ, τηε λαττερ δετερµινεσ τηε µινιµυµ εξ−αντε εξπεχτεδ ινχοµε νετ οφ ε⁄ορτ

χοστσ τηατ ενσυρεσ αν αγεντ�σ παρτιχιπατιον. Ασ α ρεσυλτ οφ τηεσε δι⁄ερεντ τψπεσ οφ

ωαγε ρεστριχτιονσ, ωε ωιλλ σηοω τηατ τηε ε⁄εχτ οφ ωαγε �οορσ ον τηε στρενγτη οφ

ινχεντιϖεσ ανδ, χονσεθυεντλψ, οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν ισ ιν σηαρπ χοντραστ το τηατ οφ τηε

ωορκερσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ συχη ασ τηειρ αλτερνατιϖε ωαγε, υνεµπλοψµεντ βενε�τσ,

ορ σοχιαλ βενε�τσ.11

Ιν α �ρστ στεπ, ωε σεπαρατελψ αναλψζε τηε τωο ποσσιβλε ϕοβ ρεγιµεσ. Βροαδ τασκ

ασσιγνµεντ νεϖερ ινδυχεσ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ υνλεσσ �ρµ ϖαλυε ανδ περ−

φορµανχε µεασυρε αρε περφεχτλψ αλιγνεδ. Τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ ινχρεασεσ ιν τηε

10Ωε φοχυσ ον α σεττινγ ωηερε ιτ ισ νοτ φεασιβλε ορ ρεασοναβλε το σπλιτ α τασκ βετωεεν τωο αγεντσ.
Φορ ινστανχε, ιν τηε αβοϖε εξαµπλε, ονλψ ονε περσον χαν οπερατε α παρτιχυλαρ χαση ρεγιστερ ορ
χλεαν α παρτιχυλαρ ταβλε.
11Ιν παρτιχυλαρ, τηε ιντροδυχτιον οφ α ωαγε �οορ τηατ φορχεσ τηε �ρµ το αδϕυστ εξ−ποστ ωαγε

παψµεντσ ινεϖιταβλψ ενταιλσ ινε′χιεντ ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ. Βψ χοντραστ, αν ινχρεασε οφ τηε ωορκερσ�
ρεσερϖατιον υτιλιτψ δοεσ νοτ αλτερ τηε ε′χιεντ ινχεντιϖε σχηεµε βυτ ονλψ λεαδσ το α ρεδιστριβυτιον
οφ τηε συρπλυσ φροµ τηε �ρµ το ιτσ εµπλοψεεσ, ασ λονγ ασ τηε ρεσερϖατιον υτιλιτψ δοεσ νοτ γετ τοο
λαργε. Φοχυσσινγ παρτιχυλαρλψ ον µινιµυµ ωαγεσ ϖσ. υνεµπλοψµεντ βενε�τσ, ωε δισχυσσ τηισ
ποιντ ιν γρεατερ δεταιλ ιν Σεχτιον 7.
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αλιγνµεντ οφ τηε περφορµανχε µεασυρε ωιτη �ρµ ϖαλυε ασ α βεττερ αλιγνεδ περ−

φορµανχε σιγναλ αλλοωσ φορ α µορε ε⁄εχτιϖε προϖισιον οφ ινχεντιϖεσ.12 Βψ χοντραστ,

�ρµ προ�τ δεχρεασεσ ιν τηε σιζε οφ τηε ωαγε �οορ. Ιν παρτιχυλαρ, ωιτη αν ινχρεασινγ

ωαγε �οορ, τηε πρινχιπαλ γραδυαλλψ λοωερσ ινχεντιϖεσ το αϖοιδ παψινγ α ρεντ το τηε

αγεντ, εϖεν βεφορε τηε ωαγε �οορ εξχεεδσ τηε αγεντ�σ ρεσερϖατιον υτιλιτψ. Ηοωεϖερ,

ιφ τηε ωαγε �οορ ισ συ′χιεντλψ λαργε, τηε πρινχιπαλ χαννοτ αϖοιδ λεαϖινγ α σηαρε

οφ τηε γενερατεδ συρπλυσ το τηε αγεντ. Μορεοϖερ, ιφ τηε µαργιναλ προδυχτιϖιτιεσ οφ

τηε τασκσ δι⁄ερ συ′χιεντλψ ορ τηε περφορµανχε µεασυρε ισ συ′χιεντλψ διστορτιϖε,

τηε πρινχιπαλ εξχλυδεσ τηε λεσσ ιµπορταντ τασκ φροµ τηε ϕοβ. Τηισ αλλοωσ φορ προ−

ϖιδινγ ε′χιεντ ινχεντιϖεσ ιν τηε ρεµαινινγ τασκ βεχαυσε τηε αγεντ χαν νο λονγερ

µισαλλοχατε ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ.13

Βψ χοντραστ, υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε πρινχιπαλ χαν ταιλορ ινχεντιϖεσ αχχορδινγ

το εαχη τασκ�σ τρυε µαργιναλ προδυχτιϖιτψ βψ ο⁄ερινγ σεπαρατε ινχεντιϖε χοντραχτσ

το τηε αγεντσ. Τηισ λεαδσ το �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ ωηενεϖερ τηε ωαγε �οορ

ισ συ′χιεντλψ σµαλλ σο τηατ τηε πρινχιπαλ δοεσ νοτ νεεδ το παψ τηε αγεντσ α ρεντ.

Νατυραλλψ, τηισ ισ τρυε ιν τηε αβσενχε οφ ανψ ωαγε �οορ.14 Ωιτη αν ινχρεασινγ ωαγε

�οορ, τηε πρινχιπαλ αγαιν λοωερσ ινχεντιϖεσ το ρεδυχε ρεντ παψµεντσ το τηε αγεντσ.

Μορεοϖερ, ονχε τηε ωαγε �οορ εξχεεδσ τηε αγεντσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ, τηε πρινχιπαλ

ιµπλεµεντσ αν ινχεντιϖε παψµεντ ονλψ φορ τηε αγεντ ωηο ισ ρεσπονσιβλε φορ τηε

µορε ιµπορταντ τασκ. Ινχεντιϖιζινγ βοτη αγεντ ισ τηεν τοο χοστλψ: Ραισινγ ονε

αγεντ�σ ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ αλσο αλωαψσ ινχρεασεσ τηε οτηερ αγεντ�σ ρεντ βεχαυσε βοτη

αγεντσ αρε ρεωαρδεδ αχχορδινγ το τηε σαµε περφορµανχε µεασυρε.

Ιν α σεχονδ στεπ, ωε χοµπαρε τηε τωο ϕοβ ρεγιµεσ. Ωε �νδ τηατ σπεχιαλιζατιον

ισ οπτιµαλ ωηεν ιτ ενταιλσ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ανδ τηε αγεντσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ ισ νοτ

τοο λαργε. Τηεν, τηε αδδιτιοναλ προ�τ φροµ ε′χιεντ ινχεντιϖεσ ιν βοτη τασκσ υνδερ

σπεχιαλιζατιον εξχεεδσ τηε αδδιτιοναλ χοστσ οφ ηιρινγ α σεχονδ αγεντ. Τηισ ισ τηε

µορε λικελψ, τηε ωορσε τηε αλιγνµεντ οφ τηε περφορµανχε µεασυρε ωιτη �ρµ ϖαλυε.

Τηε σπεχιαλιζεδ ϕοβ ρεγιµε βεχοµεσ, ηοωεϖερ, λεσσ αττραχτιϖε ιφ τηερε ισ α ρελατιϖελψ

λαργε ωαγε �οορ. Ονχε τηε ωαγε �οορ ισ σο λαργε τηατ τηε πρινχιπαλ ωουλδ παψ ατ

12Τηισ ισ α ωελλ−κνοων ρεσυλτ ιν τηε λιτερατυρε ον ινχεντιϖε προϖισιον ωιτη µυλτιτασκινγ ανδ
διστορτιϖε περφορµανχε µεασυρεσ, σεε, ε.γ., Βακερ (2002) ορ Γιββονσ (2005).
13Συχη α τασκ εξχλυσιον ρεθυιρεσ τηε πρινχιπαλ το βε αβλε το πρεϖεντ αν αγεντ φροµ ενγαγινγ ιν

α τασκ τηατ ισ νοτ ασσιγνεδ το ηισ ϕοβ ανδ νοτ περφορµεδ βψ ανοτηερ αγεντ ειτηερ. Τηισ χουλδ βε
αχηιεϖεδ, φορ ινστανχε, βψ νοτ γραντινγ τηε αγεντ αχχεσσ το ινδισπενσαβλε τασκ−σπεχι�χ τοολσ.
14Ιµπορταντλψ, τηουγη α σπεχιαλιζεδ ϕοβ δεσιγν µαψ ινδυχε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ δεσπιτε

τηε προβλεµ οφ ιµπερφεχτ περφορµανχε µεασυρεµεντ, ιτ δοεσ νεϖερτηελεσσ νοτ ρεσεµβλε τηε �ρστ−
βεστ σολυτιον. Τηε ρεασον ισ τηατ τωο αγεντσ αρε εµπλοψεδ, λεαδινγ το αδδιτιοναλ χοστσ ιν τηε
αµουντ οφ αν αγεντ�σ ρεσερϖατιον υτιλιτψ.
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λεαστ ονε οφ τηε αγεντσ α ρεντ υνδερ σπεχιαλιζατιον, σηε ωιλλ ηιρε ονλψ ονε αγεντ. Ιν

παρτιχυλαρ, τηισ ισ τηε χασε ιφ (βυτ νοτ ονλψ ιφ) τηε ωαγε �οορ εξχεεδσ τηε αγεντσ�

ρεσερϖατιον υτιλιτψ. Εµπλοψινγ ονλψ ονε αγεντ ισ τηεν συπεριορ εϖεν τηουγη ιτ λεαδσ

το α διστορτιον οφ ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ ορ τηε εξχλυσιον οφ ονε τασκ αλτογετηερ. Ουρ

µοδελ τηυσ ιµπλιεσ τηατ τηε εξιστενχε οφ λοωερ βουνδσ ον ωαγεσ λεαδσ το βροαδερ

τασκ ασσιγνµεντσ ανδ τηυσ εµπλοψµεντ οφ φεωερ ωορκερσ ωιτηιν τηε �ρµ ατ τηε

εξπενσε οφ ε′χιεντ ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ.

Το χοµπλεµεντ ουρ βασιχ αναλψσισ, ωε σηοω τηατ ουρ µαιν ρεσυλτσ χοντινυε το

ηολδ ιν τωο εξτενσιονσ οφ ουρ βασιχ µοδελ. Ιν τηε �ρστ ονε, ωε χονσιδερ α σιτυατιον

ωηερε τασκσ µαψ βε χοµπλεµεντσ ορ συβστιτυτεσ ιν αν αγεντ�σ χοστ φυνχτιον. Ιν

τηε σεχονδ εξτενσιον, ωε αλλοω ωαγε �οορσ το ϖαρψ αχροσσ τηε δι⁄ερεντ ϕοβ δεσιγνσ.

Τηισ αχχουντσ φορ σιτυατιονσ ιν ωηιχη τηε ωαγε �οορ ισ δυε το αν ηουρλψ µινιµυµ

ωαγε ανδ, χοµπαρεδ το βροαδ τασκ ασσιγνµεντ, τηε αγεντ�σ ωορκινγ ηουρσ χαν βε

ρεδυχεδ ωηεν ηε χαρριεσ ουτ ονλψ α σινγλε τασκ.

Τηε πρεσεντ παπερ βρινγσ τογετηερ ιµπορταντ ασπεχτσ οφ τηε λιτερατυρε ον µυλ−

τιτασκινγ ανδ ϕοβ δεσιγν ανδ τηατ ον ωαγε �οορσ.15 Φορ µορε τηαν τωο δεχαδεσ,

εχονοµιστσ ηαϖε βεεν χονχερνεδ ωιτη ινχεντιϖε διστορτιονσ ανδ ινε′χιενχιεσ τηατ

ρεσυλτ φροµ λιµιτεδ λιαβιλιτψ ιν πρινχιπαλ−αγεντ µοδελσ.16 Ηοωεϖερ, το τηε βεστ οφ

ουρ κνοωλεδγε, ωε αρε τηε �ρστ το ιντροδυχε λιαβιλιτψ λιµιτσ (ορ, µορε γενεραλλψ

σπεακινγ, ωαγε �οορσ) ιν α µυλτιτασκινγ σεττινγ ωιτη ιµπερφεχτ περφορµανχε µεα−

συρεσ. Γιϖεν τηατ αν αγεντ ηασ το χαρρψ ουτ µορε τηαν ονε τασκ ανδ περφορµανχε

µεασυρεσ αρε ιµπερφεχτ, Ηολµστρµ ανδ Μιλγροµ (1991) ανδ Βακερ (1992) πρεσεντ

τηε βασιχ ρατιοναλε φορ διστορτιϖε ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ.17 Ασ δισχυσσεδ αβοϖε, ιφ τασκσ αρε

σεπαραβλε, ασσιγνινγ εαχη τασκ το α δι⁄ερεντ αγεντ µαψ µιτιγατε ορ εϖεν οϖερχοµε

τηε προβλεµ οφ ε⁄ορτ µισαλλοχατιον (σεε, ε.γ., Ηολµστρµ ανδ Μιλγροµ (1991);

Ραττο ανδ Σχηνεδλερ (2008)). Ωε χοµπλεµεντ τηισ λιτερατυρε βψ ηιγηλιγητινγ τηατ,

ιν τηε πρεσενχε οφ ωαγε �οορσ, τηε αδϖανταγε οφ σεπαρατινγ τασκσ ισ διµινισηεδ,

15Ουρ παπερ ισ αλσο ρελατεδ το στανδαρδ νεοχλασσιχαλ λαβορ µαρκετ µοδελσ (σεε, ε.γ., Βοερι ανδ
ϖαν Ουρσ (2008)). Τηεψ πρεδιχτ νεγατιϖε ε⁄εχτσ οφ µινιµυµ ωαγεσ ον αγγρεγατε εµπλοψµεντ
ιν χοµπετιτιϖε µαρκετσ. Βψ χοντραστ, χονχλυσιονσ αρε αµβιγυουσ φορ νον−χοµπετιτιϖε λαβορ µαρ−
κετσ, δεπενδινγ ον τηε σιζε οφ τηε µινιµυµ ωαγε. Φορ α χοµπρεηενσιϖε δισχυσσιον οφ ιµπερφεχτ
χοµπετιτιον ιν λαβορ µαρκετσ σεε Μαννινγ (2003) ανδ Μαννινγ (2010). Ιν χοντραστ το αγγρεγατε
µοδελσ οφ τηε λαβορ µαρκετ, ωε ο⁄ερ αν εξπλανατιον φορ υνεµπλοψµεντ ατ τηε �ρµ λεϖελ βασεδ
ον ινχεντιϖε χονσιδερατιονσ ανδ ωορκερ µοτιϖατιον ωηεν ωορκερσ περφορµ δι⁄ερεντ τασκσ ανδ
περφορµανχε µεασυρεσ αρε ιµπερφεχτ.
16Ιµπορταντ χοντριβυτιονσ ινχλυδε Σαππινγτον (1983), Παρκ (1995), Κιµ (1997), ∆εµουγιν ανδ

Φλυετ (2001), ανδ Λεωισ ανδ Σαππινγτον (2000, 2001).
17Βυιλδινγ υπον τηεσε σεµιναλ παπερσ, µυλτιτασκινγ προβλεµσ αρε αλσο αναλψζεδ βψ, ε.γ.,

Φελτηαµ ανδ Ξιε (1994), ∆αταρ, Κυλπ, ανδ Λαµβερτ (2001), Βακερ (2002), ανδ Σχηνεδλερ (2008).
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ιφ νοτ ελιµινατεδ, ασ τηε πρινχιπαλ µιγητ βε φορχεδ το σηαρε τηε συρπλυσ ωιτη σεϖ−

εραλ αγεντσ. Μορεοϖερ, αλσο ωιτη βροαδ τασκ ασσιγνµεντσ, ωαγε �οορσ µαψ ηαϖε

δετριµενταλ ε⁄εχτσ ον τηε ε′χιενχψ οφ τηε ρεσυλτινγ ουτχοµε.

Τηε λιτερατυρε ον ϕοβ δεσιγν προϖιδεσ αδδιτιοναλ ρεασονσ ασ το ωηψ βροαδ τασκ

ασσιγνµεντσ µαψ βε οπτιµαλ. Ιτοη (1994, 2001) αλσο χονσιδερσ α ϕοιντ περφορµανχε

µεασυρε φορ δι⁄ερεντ τασκσ, ωηιχη αρε ιντερδεπενδεντ ιν τηε αγεντ�σ χοστ φυνχτιον.

Ηοωεϖερ, ιν χοντραστ το ουρ µοδελ, αγεντσ αρε ρισκ αϖερσε ανδ ωαγε �οορσ αρε αβ−

σεντ. Ασσιγνινγ αλλ τασκσ το ονε αγεντ ισ οπτιµαλ ωηεν τηε δεγρεε οφ συβστιτυταβιλιτψ

βετωεεν τασκσ ισ συ′χιεντλψ λοω βεχαυσε τηεν τηε ε⁄εχτ οφ παψινγ ονλψ ονε ρισκ

πρεµιυµ δοµινατεσ. Φοχυσσινγ ον περφορµανχε µεασυρεµεντ, Ζηανγ (2003) ανδ

Ηυγηεσ, Ζηανγ, ανδ Ξιε (2005) δεµονστρατε τηατ χοµπλεµενταριτιεσ βετωεεν τασκσ

µαψ λεαδ το τασκ βυνδλινγ, ωηιχη ισ ιν λινε ωιτη τηε ρεσυλτσ οφ ουρ µοδελ εξτενσιον

το ιντερδεπενδεντ τασκσ. Σχηττνερ (2008) σηοωσ τηατ βροαδ τασκ ασσιγνµεντσ µαψ

ενηανχε ρελατιοναλ εµπλοψµεντ χοντραχτσ.

Φιναλλψ, ποτεντιαλ προσ ανδ χονσ οφ τασκ βυνδλινγ αρε αλσο αναλψζεδ ιν τηε λιτ−

ερατυρε ον οπτιµαλ χοντραχτινγ υνδερ λιµιτεδ λιαβιλιτψ. Ιν χοντραστ το ουρ αναλψσισ,

τηατ λιτερατυρε φοχυσσεσ ον ενϖιρονµεντσ ωηερε ινδιϖιδυαλ (τασκ−δεπενδεντ) περ−

φορµανχε µεασυρεσ αρε αϖαιλαβλε. Φορ εξαµπλε, Λαυξ (2001) προϖιδεσ α ρατιοναλε ασ

το ωηψ ινχεντιϖε προβλεµσ λεαδ το τηε ασσιγνµεντ οφ µυλτιπλε προϕεχτσ το α σινγλε

µαναγερ. Σιµιλαρ το ουρ �νδινγσ, συχη α προϕεχτ ασσιγνµεντ ρελαξεσ τηε λιµιτεδ−

λιαβιλιτψ προβλεµ ανδ ρεδυχεσ µαναγεριαλ ρεντσ ανδ, τηυσ, εξπεχτεδ ωαγε χοστσ.

Φυρτηερµορε, Σχηµιτζ (2005) χονσιδερσ τηε οργανιζατιον οφ α προϕεχτ τηατ χονσιστσ

οφ τωο σταγεσ, ατ εαχη οφ ωηιχη ονε αχτιον ηασ το βε υνδερτακεν, υνδερ λιµιτεδ

λιαβιλιτψ. Ινχεντιϖε χονσιδερατιονσ δυε το µοραλ ηαζαρδ χαν εξπλαιν τηε οπτιµαλιτψ

οφ ειτηερ σεπαρατιον οφ τηε τασκσ το δι⁄ερεντ αγεντσ ορ ιντεγρατιον, ι.ε., ασσιγνινγ

βοτη τασκσ το ονλψ ονε αγεντ.

Τηε ρεµαινδερ οφ τηε παπερ προχεεδσ ασ φολλοωσ. Τηε νεξτ σεχτιον ιντροδυχεσ τηε

µοδελ ανδ τηε �ρστ−βεστ βενχηµαρκ. Σεχτιον 3 δεριϖεσ τηε οπτιµαλ χοντραχτ ωηεν

τηε πρινχιπαλ ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ το περφορµ βοτη τασκσ (µυλτιτασκινγ). Σεχτιον

4 αναλψζεσ τηε χασε οφ τωο αγεντσ (σπεχιαλιζατιον). Ιν Σεχτιον 5, ωε χοµπαρε τηε

δι⁄ερεντ ϕοβ δεσιγνσ ανδ σηοω υνδερ ωηιχη χιρχυµστανχεσ ονε ρεγιµε δοµινατεσ

τηε οτηερ. Συβσεθυεντλψ, ωε πρεσεντ τωο εξτενσιονσ οφ ουρ µοδελ ιν Σεχτιον 6. Ιν

παρτιχυλαρ, ιν Συβσεχτιον 6.1 ωε εξτενδ τηε µοδελ το ιντερδεπενδεντ τασκσ ωηιλε

ωε αναλψζε τηε χασε οφ ϕοβ−δεσιγν δεπενδεντ ωαγε �οορσ ιν Συβσεχτιον 6.2. Φιναλλψ,

Σεχτιον 7 δισχυσσεσ ιµπορταντ ιµπλιχατιονσ οφ ουρ ρεσυλτσ ανδ χονχλυδεσ.
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2 Τηε Μοδελ

Ωε χονσιδερ α προδυχτιον προχεσσ τηατ ρεθυιρεσ τηε χοµπλετιον οφ τωο τασκσ. Νον−

οβσερϖαβλε ε⁄ορτ ιν τασκ ι (ι = 1; 2) ισ δενοτεδ βψ ει � 0. Τηε ε⁄ορτ λεϖελ ρε�εχτσ
τηε διλιγενχε εξερχισεδ βψ τηε ωορκερ ωηο χαρριεσ ουτ τασκ ι. Α τασκ χαννοτ βε σπλιτ

βετωεεν δι⁄ερεντ ωορκερσ. Τηε ε⁄ορτ λεϖελσ στοχηαστιχαλλψ δετερµινε �ρµ ϖαλυε Ψ ,

ωηιχη ισ ειτηερ ηιγη ορ λοω, Ψ 2 φ0; 1γ: Τηε προβαβιλιτψ φορ Ψ = 1 ισ γιϖεν βψ

Πρ[Ψ = 1 ϕε1; ε2 ] = µινφφ1ε1 + φ2ε2; 1γ. (1)

Ηερε, φι > 0 ισ τασκ ι�σ µαργιναλ προδυχτιϖιτψ ωιτη ρεσπεχτ το εξπεχτεδ �ρµ ϖαλυε.

Ωε ασσυµε τηατ τασκ 1 ισ ωεακλψ µορε ιµπορταντ φορ τηε �ρµ, ι.ε., φ1 � φ2. Φιρµ
ϖαλυε Ψ ισ νον−ϖερι�αβλε ανδ τηυσ νον−χοντραχτιβλε. Ηοωεϖερ, τηερε ισ α ϖερι�αβλε

περφορµανχε µεασυρε Π 2 φ0; 1γ ωιτη

Πρ[Π = 1 ϕε1; ε2 ] = µινφγ1ε1 + γ2ε2; 1γ. (2)

Τηε παραµετερ γι > 0 ρε�εχτσ τασκ ι�σ µαργιναλ ιµπαχτ ον τηε εξπεχτεδ ϖαλυε οφ

τηε περφορµανχε µεασυρε. Γιϖεν φι, γι, ανδ ει, τηε ρεαλιζατιονσ οφ Ψ ανδ Π αρε

ινδεπενδεντ. Σινχε βοτη φι ανδ γι αρε ποσιτιϖε, ινχρεασινγ ε⁄ορτ ιν ειτηερ τασκ ραισεσ

τηε εξπεχτεδ ρεαλιζατιον οφ βοτη �ρµ ϖαλυε ανδ περφορµανχε µεασυρε. Ηοωεϖερ,

βεχαυσε ιν γενεραλ φι 6= γι, α τασκ�σ τρυε προδυχτιϖιτψ δι⁄ερσ φροµ ιτσ ιµπαχτ ον τηε
περφορµανχε µεασυρε. Τηυσ, τηε περφορµανχε µεασυρε ισ υσυαλλψ ιµπερφεχτ.18

Τηε �ρµ οωνερ (πρινχιπαλ) χαννοτ περφορµ ανψ οφ τηε τασκσ ηερσελφ. Φορ εξε−

χυτιον οφ τηε τασκσ, σηε χαν χηοοσε βετωεεν τωο δι⁄ερεντ ϕοβ δεσιγνσ, µυλτιτασκινγ

ανδ σπεχιαλιζατιον. Υνδερ µυλτιτασκινγ, σηε ηιρεσ α σινγλε αγεντ το χοµπλετε βοτη

τασκσ. Ασ α σπεχιαλ χασε οφ τηισ ωορκ αρρανγεµεντ, τηε πρινχιπαλ χαν εξχλυδε ονε

τασκ φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ. Ιν τηισ χασε, τηε αγεντ ισ φορβιδδεν το εξερτ ε⁄ορτ ιν τηε

εξχλυδεδ τασκ ανδ, χονσεθυεντλψ, τηισ τασκ ισ νοτ περφορµεδ ατ αλλ.19 Υνδερ σπε−

18Ωε χουλδ αλσο ασσυµε τηατ τασκ 1 ισ ινδισπενσαβλε φορ ρεαλιζινγ α ηιγη �ρµ ϖαλυε ανδ/ορ α
ηιγη περφορµανχε µεασυρε, ι.ε., Πρ[Ψ = 1 ϕε1 = 0; ε2 ] = 0 ανδ/ορ Πρ[Π = 1 ϕε1 = 0; ε2 ] = 0 φορ αλλ
ε2 � 0, ωηερεασ (1) ανδ (2) αππλψ ιφ ε1 > 0 ανδ ε2 � 0. Φορ εξαµπλε, τασκ 1 ισ ινδισπενσαβλε το
οβταιν Π = 1 ιφ τηισ τασκ ισ α προδυχτιον τασκ ανδ Π = 1 µεανσ τηατ τηε γοοδ ηασ βεεν προδυχεδ
(ωηιλε τασκ 2 χουλδ βε τηε µαιντενανχε οφ τηε ασσετ ρεθυιρεδ φορ προδυχτιον). Ασσυµινγ τηατ
τασκ 1 ισ ινδισπενσαβλε ωουλδ λεαδ το εξαχτλψ τηε σαµε ρεσυλτσ ασ τηε αβοϖε σπεχι�χατιον βεχαυσε
ουρ οπτιµαλ χοντραχτ ωιλλ αλωαψσ ινδυχε στριχτλψ ποσιτιϖε ε⁄ορτ ιν τασκ 1.
19Ωε τηυσ ασσυµε τηατ τηε πρινχιπαλ χαν ενφορχε τηατ α τασκ ισ νοτ χαρριεδ ουτ (χοµπαρε

Φοοτνοτε 13 ιν τηε Ιντροδυχτιον). Ιφ τηισ ισ νοτ ποσσιβλε, ηοωεϖερ, ουρ αναλψσισ στιλλ αππλιεσ ωηεν
ωε σιµπλψ νεγλεχτ τηε χασε οφ τασκ εξχλυσιον.
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χιαλιζατιον, τηε πρινχιπαλ εµπλοψσ τωο αγεντσ, ανδ εαχη αγεντ χαρριεσ ουτ α δι⁄ερεντ

τασκ.

Τιµινγ ισ ασ φολλοωσ. Φιρστ, τηε πρινχιπαλ δετερµινεσ τηε ϕοβ δεσιγν. Ιφ σηε

χηοοσεσ µυλτιτασκινγ, σηε ο⁄ερσ ονε αγεντ αν εµπλοψµεντ χοντραχτ. Τηε χοντραχτ

σπεχι�εσ τηε τασκ ασσιγνµεντ (ειτηερ βοτη τασκσ, ορ ονλψ τασκ 1, ορ ονλψ τασκ 2), α

�ξεδ ωαγε σ, ανδ α βονυσ β το βε παιδ ιφ τηε περφορµανχε µεασυρε ισ φαϖοραβλε,

ι.ε., ιφ Π = 1. Τηυσ, τηε αγεντ ρεχειϖεσ σ ιφ Π = 0 ανδ σ + β ιφ Π = 1. Ιφ τηε

αγεντ αχχεπτσ τηε χοντραχτ, ηε εξερτσ ε⁄ορτ. Τηεν, Π ανδ Ψ αρε ρεαλιζεδ ανδ τηε

παψµεντσ αρε µαδε.

Βψ χοντραστ, υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε πρινχιπαλ προποσεσ εαχη οφ τωο αγεντσ

α σεπαρατε χοντραχτ. Φορ σιµπλιχιτψ, εαχη αγεντ ισ ιδεντι�εδ ωιτη τηε τασκ ι ηε ισ

συπποσεδ το περφορµ. Τηυσ, τηε χοντραχτ φορ αγεντ ι σπεχι�εσ τηατ ηε ωιλλ χαρρψ

ουτ τασκ ι, ρεχειϖε α �ξεδ ωαγε σι, ανδ α βονυσ βι ιφ Π = 1. Γιϖεν τηατ βοτη αγεντσ

αχχεπτ τηε χοντραχτ, τηεψ σιµυλτανεουσλψ εξερτ ε⁄ορτ ιν τηειρ τασκσ. Αφτερωαρδσ, Π

ανδ Ψ αρε ρεαλιζεδ ανδ τηε αγεντσ αρε παιδ.

Αγεντσ αρε ηοµογενεουσ ανδ ρισκ νευτραλ. Αν αγεντ�σ χοστ οφ εξερτινγ ε⁄ορτ ισ

χ(ε1; ε2) =
1
2
(ε21 + ε

2
2).

20 Ηε αχχεπτσ τηε πρινχιπαλ�σ ϕοβ ο⁄ερ ιφ ιτ γυαραντεεσ ηιµ

αν εξπεχτεδ ωαγε παψµεντ νετ οφ ε⁄ορτ χοστσ οφ ατ λεαστ υ � 0, ι.ε., υ δενοτεσ

αν αγεντ�σ ρεσερϖατιον υτιλιτψ. Μορεοϖερ, δυε το εξογενουσ ρεστριχτιονσ, τηε ωαγε

οφ τηε αγεντ µυστ µεετ ορ εξχεεδ τηε ωαγε �οορ ω ιν εαχη στατε οφ τηε ωορλδ.

Ωε αλλοω ω το τακε ϖαλυεσ φροµ τηε ιντερϖαλ [�1;1). Ιν χασε ω � 0, ωε χαν

ιντερπρετ ω ασ α µινιµυµ ωαγε. Βψ χοντραστ, ιφ �1 < ω < 0, τηε �ρµ χαν

εξτραχτ παψµεντσ φροµ τηε αγεντ, βυτ τηε λαττερ ισ προτεχτεδ βψ λιµιτεδ λιαβιλιτψ

(ορ ηασ λιµιτεδ ωεαλτη). Φιναλλψ, τηε χασε ω = �1 χορρεσπονδσ το α σιτυατιον

ωιτηουτ ανψ ρεστριχτιονσ ον ωαγε παψµεντσ. Ιν ουρ βασιχ µοδελ, ωε ασσυµε τηατ

τηε ωαγε �οορ ω ισ ιδεντιχαλ φορ αλλ ϕοβ δεσιγνσ. Τηισ ασσυµπτιον ισ αππροπριατε

ωηεν ω ισ α λιαβιλιτψ λιµιτ ορ ωηεν ω ισ δυε το αν ηουρλψ µινιµυµ ωαγε ανδ αν

αγεντ�σ ωορκινγ ηουρσ αρε ινδεπενδεντ οφ ηισ τασκ ασσιγνµεντ.21 Ιφ, ηοωεϖερ, αν

αγεντ�σ ωορκινγ ηουρσ χαν βε ρεδυχεδ ωηεν ηε περφορµσ ονλψ ονε τασκ, α ωαγε �οορ

διχτατεδ βψ αν ηουρλψ µινιµυµ ωαγε ωουλδ δεχρεασε. Ιν Σεχτιον 6.2 ωε εξτενδ

ουρ βασιχ µοδελ το χαπτυρε συχη α σιτυατιον.

20Τηυσ, τηε τασκσ αρε ινδεπενδεντ ιν τηε αγεντ�σ χοστ φυνχτιον
�
ι.ε., ≅2χ

≅ε1≅ε2
= 0
�
ανδ εθυαλλψ

χοστλψ. Ηοωεϖερ, ασ ωε σηοω ιν Σεχτιον 6.1, ουρ αναλψσισ χαν βε εξτενδεδ το α µορε γενεραλ
θυαδρατιχ χοστ φυνχτιον ινχορπορατινγ συβστιτυταβιλιτιεσ ορ χοµπλεµενταριτιεσ βετωεεν τηε τασκσ.
21Τηε λαττερ χασε χαν ινχορπορατε α σιτυατιον ωηερε αν αγεντ�σ νοµιναλ ωορκινγ ηουρσ (ι.ε., τηε

στιπυλατεδ ωορκινγ τιµε δυρινγ ωηιχη ηε µυστ βε πρεσεντ ατ τηε ωορκπλαχε) δο νοτ ϖαρψ βυτ τηε
τιµε ηε ισ ινδεεδ περφορµινγ ηισ τασκσ ορ ηισ ωορκινγ παχε µαψ χηανγε.
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Φορ εασε οφ εξποσιτιον, ωε ιντροδυχε ϖεχτορ νοτατιον ανδ δε�νε φΤ = (φ1; φ2),

γΤ = (γ1; γ2), ανδ ε
Τ = (ε1; ε2).

22 Τηε εξπρεσσιον ϕϕ � ϕϕ δενοτεσ τηε λενγτη οφ
α ϖεχτορ, ι.ε., ϕϕφ ϕϕ =

π
φ 21 + φ

2
2 . Ωε ασσυµε τηατ ϕϕφ ϕϕ; ϕϕγϕϕ < 1, ωηιχη αϖοιδσ

χορνερ σολυτιονσ βεχαυσε ιτ γυαραντεεσ τηατ τηε προβαβιλιτιεσ ιν (1) ανδ (2) ρεµαιν

στριχτλψ βελοω ονε ατ τηε οπτιµαλ (�ρστ− ανδ σεχονδ−βεστ) σολυτιον.23 Φυρτηερµορε,

ασσυµινγ τηατ τηε πρινχιπαλ ρεαλιζεσ α προ�τ οφ ζερο ωηεν σηε δοεσ νοτ εµπλοψ ανψ

αγεντσ, ουρ αναλψσισ ισ ρελεϖαντ ονλψ ιφ τηε πρινχιπαλ�σ εξπεχτεδ προ�τ ισ ποσιτιϖε

υνδερ ατ λεαστ ονε ϕοβ ρεγιµε. Τηε φολλοωινγ ασσυµπτιον ενσυρεσ τηατ µυλτιτασκινγ

λεαδσ το α ποσιτιϖε εξπεχτεδ προ�τ, ωηιχη ισ τηε χασε ιφ τηε αγεντ�σ ρεσερϖατιον υτιλιτψ

υ ανδ τηε ωαγε �οορ ω δο νοτ εξχεεδ χερταιν τηρεσηολδσ.24

Ασσυµπτιον 1 ∆ε�νε ∆ := (φΤ γ)2

γΤ γ
. Ωε ασσυµε τηατ ω < �ω := 1

4
µιν φ∆; φ 21γ ανδ

υ < �ω + 1
8
µιν φ∆; φ 21γ.

Ασ α βενχηµαρκ, ωε χονσιδερ τηε �ρστ−βεστ σολυτιον, ωηιχη ωουλδ βε ιµπλε−

µεντεδ ιφ ε⁄ορτ ωασ χοντραχτιβλε. Ιν τηισ χασε, βεχαυσε τασκσ αρε ινδεπενδεντ ιν

τηε αγεντ�σ χοστ φυνχτιον, τηε πρινχιπαλ ωουλδ εµπλοψ ονλψ ονε αγεντ. Τηυσ, τηε

�ρστ−βεστ ε⁄ορτ λεϖελσ εΦΒ = (εΦΒ1 ; εΦΒ2 )Τ σολϖε τηε οπτιµιζατιον προβλεµ

µαξ
ε1;ε2

φ1ε1 + φ2ε2 �
1

2
(ε21 + ε

2
2)� υ = µαξ

ε
φΤ ε� 1

2
εΤ ε� υ, (3)

ψιελδινγ εΦΒ = φ ανδ α �ρστ−βεστ προ�τ οφ �ΦΒ = ϕϕφ ϕϕ2
2
� υ.

3 Μυλτιτασκινγ

Ωε σταρτ τηε αναλψσισ οφ τηε µοδελ ωιτη τηε χασε οφ µυλτιτασκινγ, ωηερε τηε πριν−

χιπαλ ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ. Φιρστ, ωε ασσυµε τηατ τηε πρινχιπαλ ασσιγνσ βοτη τασκσ

το τηε αγεντ. Αφτερωαρδσ, ωε ινϖεστιγατε ωηετηερ τηε πρινχιπαλ µαψ βε βεττερ ο⁄

βψ εξχλυδινγ ονε τασκ φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ.

22Αλλ ϖεχτορσ αρε χολυµν ϖεχτορσ. Συπερσχριπτ Τ δενοτεσ τρανσποσε.
23Ηενχε, φροµ νοω ον ωε ωιλλ σιµπλψ ωριτε Πρ[Ψ = 1ϕε1; ε2] = φ1ε1 + φ2ε2 = φΤ ε ανδ Πρ[Π =

1ϕε1; ε2] = γ1ε1 + γ2ε2 = γΤ ε.
24Ασσυµπτιον 1 ρεφερσ το τηε µυλτιτασκινγ χασε σινχε, ασ εξπλαινεδ ιν τηε Ιντροδυχτιον, ωε ωιλλ

χηαραχτεριζε σιτυατιονσ ωηερε τηε αδοπτιον οφ ωαγε �οορσ µαψ ινδυχε τηε πρινχιπαλ το σωιτχη
φροµ α σπεχιαλιζεδ ϕοβ ρεγιµε το µυλτιτασκινγ. Τηισ ισ ονλψ ρεασοναβλε ιφ µυλτιτασκινγ γενερατεσ
α νον−νεγατιϖε προ�τ. Ηοω τηε σπεχι�χ υππερ βουνδσ ον υ ανδ ω αρισε φροµ τηε µοδελ βεχοµεσ
χλεαρ ιν τηε προοφσ οφ Προποσιτιον 1 ανδ 2, ωηιχη δετερµινε τηε οπτιµαλ προ�τ υνδερ µυλτιτασκινγ.
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Γιϖεν τηατ τηε αγεντ ωιλλ περφορµ βοτη τασκσ, τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ οφ χηοοσ−

ινγ τηε οπτιµαλ �ξεδ παψµεντ σ ανδ τηε οπτιµαλ βονυσ β ρεαδσ ασ φολλοωσ:

µαξ
ε;σ;β

φΤ ε� (σ+ γΤ ε � β) (ΙΜ)

σ.τ. ε = αργµαξ
βε
σ+ γΤβε � β� 1

2
⊥εΤ ⊥ε (ΙΧΜ)

σ+ γΤ ε � β� 1
2
εΤ ε � υ (ΠΧΜ)

σ � ω (ΩΧΜ)

σ+ β � ω (ΩΧ0Μ)

Τηε πρινχιπαλ µαξιµιζεσ τηε εξπεχτατιον οφ �ρµ ϖαλυε µινυσ ωαγε παψµεντσ, συβ−

ϕεχτ το τηε αγεντ�σ ινχεντιϖε−χοµπατιβιλιτψ χονστραιντ (ΙΧΜ), ηισ παρτιχιπατιον χον−

στραιντ (ΠΧΜ), ανδ τηε ωαγε−�οορ χονστραιντσ (ΩΧΜ) ανδ (ΩΧ
0
Μ).

Φροµ τηε ινχεντιϖε−χοµπατιβιλιτψ χονστραιντ ιτ φολλοωσ τηατ, φορ α γιϖεν βονυσ

β, τηε ιµπλεµεντεδ ε⁄ορτ λεϖελσ σατισφψ

ε = β � γ , ει = β � γι, ι = 1; 2. (4)

Χονσεθυεντλψ, τηε πρινχιπαλ ισ εξτρεµελψ ρεστριχτεδ ιν τηε σετ οφ ε⁄ορτ λεϖελσ σηε

ισ αβλε το ινδυχε: φεασιβλε αρε ονλψ τηοσε ε⁄ορτ λεϖελσ ε τηατ αρε µυλτιπλεσ οφ τηε

ϖεχτορ γ. Ιντυιτιϖελψ, βεχαυσε τηε αγεντ χαρεσ σολελψ αβουτ τηε ρεαλιζατιον οφ τηε

περφορµανχε µεασυρε Π , ηισ ε⁄ορτ αλλοχατιον αχροσσ τασκσ ρε�εχτσ τηε τασκσ� µαρ−

γιναλ ιµπαχτ ον Π ρατηερ τηαν τηειρ ιµπορτανχε φορ �ρµ ϖαλυε Ψ . Τηισ αλσο ιµπλιεσ

τηατ, ιν γενεραλ, �ρστ−βεστ ε⁄ορτ εΦΒ = φ ισ νοτ φεασιβλε βεχαυσε τηερε ισ νο βονυσ

τηατ µακεσ τηε αγεντ ιντερναλιζε τηε τασκσ� τρυε προδυχτιϖιτιεσ. Συχη α βονυσ εξ−

ιστσ ιφ ανδ ονλψ ιφ τηε ϖεχτορσ φ ανδ γ αρε περφεχτλψ αλιγνεδ, ι.ε., ιφ τηερε ισ α ρεαλ

νυµβερ � συχη τηατ φ = � � γ. Ηοωεϖερ, ασ ωε ωιλλ σεε, εϖεν ιφ τηε πρινχιπαλ ισ αβλε
το ινδυχε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ λεϖελσ ιν βοτη τασκσ, ιτ µιγητ νοτ βε οπτιµαλ φορ ηερ το

δο σο.

Εθυατιον (4) ιµπλιεσ τηατ ωε χαν φοχυσ ον νον−νεγατιϖε βονυσεσ.25 Τηερεφορε,

ωε ηενχεφορτη νεγλεχτ τηε σεχονδ ωαγε−�οορ χονστραιντ (ΩΧ0Μ). Φυρτηερµορε, ωε

χαν υσε εθυατιον (4) το ρεπλαχε ε ιν τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ. Τηεν, τηε παρτιχιπατιον

χονστραιντ (ΠΧΜ) ανδ τηε ωαγε−�οορ χονστραιντ (ΩΧΜ) ψιελδ τηατ, φορ α γιϖεν β,

25Ανψ νεγατιϖε βονυσ ωουλδ ιµπλψ ζερο ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ ανδ τηυσ λεαδ το τηε σαµε ρεσυλτσ
ασ α βονυσ οφ ζερο.
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τηε οπτιµαλ �ξεδ ωαγε σ µυστ σατισφψ

σ = µαξ

�
υ� γΤγ � β

2

2
; ω

�
: (5)

Ηενχε, βψ συβστιτυτινγ σ, τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ χαν βε ωριττεν ασ α φυνχτιον οφ

τηε βονυσ β ονλψ:

µαξ
β

�
φΤγ � β� γΤγ � β2 �µαξ

�
υ� γΤγ � β

2

2
; ω

��

= µαξ
β

�
φΤγ � β�µαξ

�
υ+ γΤγ � β

2

2
; ω + γΤγ � β2

��
. (ΙΙΜ)

Ιν τηε λαστ λινε, τηε �ρστ τερµ ιν σθυαρε βραχκετσ ισ τηε εξπεχτεδ �ρµ ϖαλυε ασ α

φυνχτιον οφ β, ανδ τηε σεχονδ τερµ χορρεσπονδσ το τηε πρινχιπαλ�σ εξπεχτεδ ωαγε

χοστσ φορ α γιϖεν β. Τηεσε ωαγε χοστσ χαν βε εξπλαινεδ ασ φολλοωσ. Ιφ τηε βονυσ ισ

συχη τηατ

υ+ γΤγ � β
2

2
� ω + γΤγ � β2, (6)

τηεν τηε πρινχιπαλ χαν χηοοσε τηε �ξεδ παψµεντ σ συχη τηατ τηε αγεντ�σ παρτιχι−

πατιον χονστραιντ ισ σατισ�εδ ωιτη εθυαλιτψ. Τηεν, τηε αγεντ�σ εξπεχτεδ παψµεντ

νετ οφ ε⁄ορτ χοστσ ϕυστ εθυαλσ ηισ ρεσερϖατιον υτιλιτψ. Βψ χοντραστ, ιφ β ισ συχη τηατ

(6) ισ ϖιολατεδ, τηεν ονλψ τηε ωαγε−�οορ χονστραιντ (ΩΧΜ) ηολδσ ωιτη εθυαλιτψ. Ιν

τηισ χασε, τηε αγεντ εαρνσ α ρεντ, ι.ε., ηισ εξπεχτεδ παψµεντ νετ οφ ε⁄ορτ χοστσ ισ

στριχτλψ λαργερ τηαν ηισ ρεσερϖατιον υτιλιτψ υ.

Αχχορδινγ το (6), ωηετηερ ορ νοτ τηε αγεντ εαρνσ α ρεντ υνδερ α γιϖεν βονυσ

χρυχιαλλψ δεπενδσ ον τηε ρελατιϖε σιζε οφ τηε ωαγε �οορ ω ανδ τηε αγεντ�σ ρεσερϖα−

τιον υτιλιτψ υ. Χονσεθυεντλψ, τηε οπτιµαλ εµπλοψµεντ χοντραχτ ωιλλ αλσο χρυχιαλλψ

δεπενδ ον τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν ω ανδ υ. Το δετερµινε τηε οπτιµαλ χοντραχτ,

ιτ ισ ινστρυχτιϖε το �ρστ χονσιδερ τωο σπεχιαλ χασεσ (ι) ανδ (ιι). Ιν χασε (ι), τηερε ισ

νο ωαγε �οορ (ω = �1), µεανινγ τηατ ινεθυαλιτψ (6) ισ σατισ�εδ φορ αλλ βονυσεσ
β ανδ, τηερεφορε, τηε αγεντ ωιλλ νοτ οβταιν α ρεντ. Βψ χοντραστ, ιν χασε (ιι), ωε ασ−

συµε τηατ ω > υ, ιµπλψινγ τηατ τηε αγεντ ωιλλ εαρν α ρεντ βεχαυσε (6) ισ ϖιολατεδ

φορ αλλ β.

Ιν χασε (ι), τηε βονυσ τηατ µαξιµιζεσ τηε πρινχιπαλ�σ οβϕεχτιϖε φυνχτιον (ΙΙΜ)

ισ

βΠΧ =
φΤγ

γΤγ
=
ϕϕφ ϕϕ
ϕϕγϕϕ χοσ �. (7)

Ηερε, ωε φολλοω Βακερ (2002) βψ ιντροδυχινγ � ασ τηε ανγλε βετωεεν τηε ϖεχτορσ φ
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ανδ γ.26 Τηισ νοτατιον ηασ τηε αδϖανταγε τηατ χοσ � χαν σερϖε ασ α µεασυρε οφ τηε

αλιγνµεντ βετωεεν φ ανδ γ ορ, εθυιϖαλεντλψ, οφ τηε υσεφυλνεσσ οφ τηε περφορµανχε

µεασυρε φορ ε⁄εχτιϖελψ διρεχτινγ ε⁄ορτ το τηε δι⁄ερεντ τασκσ. Τηε λοωερ χοσ �, τηε

λαργερ τηε ανγλε � ανδ ηενχε τηε ωορσε αλιγνεδ αρε φ ανδ γ. Αχχορδινγ το (7),

ποορ αλιγνµεντ ρεσυλτσ ιν α λοω οπτιµαλ βονυσ ανδ, χονσεθυεντλψ, ιν λοω ε⁄ορτ.

Ιντυιτιϖελψ, ηιγη−ποωερεδ ινχεντιϖεσ ηαϖε το βε αϖοιδεδ βεχαυσε τηεψ ωουλδ ενταιλ

α σεϖερε µισαλλοχατιον οφ ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ. Νοω χονσιδερ τηε χασε οφ περφεχτ

αλιγνµεντ ωηερε φ = � � γ φορ σοµε ρεαλ νυµβερ � ανδ τηυσ χοσ � = 1. Τηεν, τηε
οπτιµαλ βονυσ ισ βΠΧ = � ανδ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ισ ινδυχεδ (χοµπαρε (4)). Τηεσε

ρεσυλτσ αρε ωελλ−κνοων ιν τηε λιτερατυρε ον µυλτιτασκινγ προβλεµσ ωιτηουτ ωαγε

�οορσ (σεε, ε.γ., Βακερ (2002) ορ Γιββονσ (2005)).

Βψ χοντραστ, ιν χασε (ιι), τηε πρινχιπαλ δοεσ νοτ ονλψ ενχουντερ α µυλτιτασκινγ

προβλεµ δυε το µισαλιγνεδ ινχεντιϖεσ. Ιν αδδιτιον, τηε ρελατιϖελψ ηιγη ωαγε �οορ

φορχεσ ηερ το λεαϖε α ρεντ το τηε αγεντ. Φροµ (ΙΙΜ), ωε οβταιν τηε οπτιµαλ βονυσ

βΩΧ =
1

2
βΠΧ . (8)

Τηυσ, χοµπαρεδ το χασε (ι), τηε πρινχιπαλ ρεδυχεσ ινχεντιϖεσ (βΩΧ < βΠΧ). Τηισ ισ

οπτιµαλ φροµ τηε πρινχιπαλ�σ ποιντ οφ ϖιεω βεχαυσε ιτ λοωερσ τηε αγεντ�σ ρεντ ωηιλε

τηε πρινχιπαλ�σ σηαρε οφ τηε γενερατεδ συρπλυσ ινχρεασεσ ρελατιϖε το α σιτυατιον ωηερε

τηε βονυσ ισ βΠΧ . Φυρτηερµορε, φορ τηε σαµε ρεασον ασ ιν χασε (ι), τηε οπτιµαλ βονυσ

δεχρεασεσ ιφ τηε αλιγνµεντ βετωεεν φ ανδ γ βεχοµεσ ωορσε. Ηοωεϖερ, χοντραρψ το

χασε (ι), εϖεν υνδερ περφεχτ αλιγνµεντ ινχεντιϖεσ ωιλλ βε ινε′χιεντλψ λοω δυε το

τηε ρελατιϖελψ ηιγη ωαγε �οορ.

Ηαϖινγ αναλψζεδ τηε αβοϖε τωο χασεσ, ιτ ρεµαινσ το δετερµινε τηε οπτιµαλ βονυσ

ιφ ω 2 (�1; υ]. Ιν τηισ χασε, ινεθυαλιτψ (6) σηοωσ τηατ τηε παρτιχιπατιον χονστραιντ
(ΠΧΜ) ισ βινδινγ φορ σµαλλ βονυσεσ ωηιλε τηε ωαγε−�οορ χονστραιντ (ΩΧΜ) ισ

βινδινγ φορ ηιγη ονεσ. Λετ ββ δενοτε τηε βονυσ φορ ωηιχη βοτη (ΠΧΜ) ανδ (ΩΧΜ)
αρε βινδινγ, ιµπλψινγ τηατ (6) ισ σατισ�εδ ωιτη εθυαλιτψ. Ωε τηυσ ηαϖε

ββ =
π
2(υ� ω)
ϕϕγϕϕ . (9)

Ηενχε, ββ δεπενδσ ον τηε ρελατιϖε σιζε οφ υ ανδ ω: Υσινγ τηε αβοϖε δεριϖατιονσ,
τηε φολλοωινγ προποσιτιον χηαραχτεριζεσ τηε χοµπλετε σολυτιον το τηε πρινχιπαλ�σ

26Τηε σεχονδ εθυατιον τηεν φολλοωσ φροµ φΤ γ = ϕϕφ ϕϕ � ϕϕγϕϕ � χοσ � ανδ γΤ γ = ϕϕγϕϕ2.
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προβλεµ, σηοωινγ τηατ φορ ω 2 (�1; υ] τηε πρινχιπαλ χηοοσεσ ονε οφ τηε τηρεε
βονυσεσ βΠΧ , βΩΧ , ανδ ββ.

Προποσιτιον 1 Ιφ τηε πρινχιπαλ ηιρεσ ονε αγεντ ανδ ασσιγνσ βοτη τασκσ το ηιµ, σηε

ιµπλεµεντσ τηε βονυσ27

βΜ(υ;ω) =

8
><
>:

βΠΧ ιφ ω � υ� ∆
2

ββ ιφ υ� ∆
2
< ω � υ� ∆

8

βΩΧ ιφ υ� ∆
8
< ω

(βΜ)

ανδ εαρνσ τηε ποσιτιϖε εξπεχτεδ προ�τ

�Μ(υ;ω) =

8
><
>:

∆
2
� υ ιφ ω � υ� ∆

2π
2(υ� ω)∆ + ω � 2υ ιφ υ� ∆

2
< ω � υ� ∆

8
∆
4
� ω ιφ υ� ∆

8
< ω

. (�Μ)

Τηε αγεντ οβταινσ α ρεντ οφ ω + ∆
8
� υ ιφ ανδ ονλψ ιφ υ� ∆

8
< ω.

Αλλ προοφσ αρε ρελεγατεδ το τηε Αππενδιξ.

Τηε οπτιµαλ βονυσ ανδ τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ αρε ιλλυστρατεδ ιν Φιγυρε 1 φορ

υ = 0.28 Αχχορδινγ το Προποσιτιον 1, τηε βονυσ βΠΧ ρεµαινσ οπτιµαλ ιφ α ωαγε �οορ

εξιστσ βυτ ισ ρατηερ σµαλλ (ω � υ�∆=2). Τηεν, ονλψ τηε παρτιχιπατιον χονστραιντ
(ΠΧΜ) ισ βινδινγ ατ τηε οπτιµαλ σολυτιον. Σιµιλαρλψ, τηε βονυσ β

ΩΧ ισ ιµπλεµεντεδ

φορ α ρανγε οφ ωαγε �οορσ βελοω τηε αγεντ�σ ρεσερϖατιον υτιλιτψ (υ�∆=8 � ω). Ιν
τηισ χασε, ονλψ τηε ωαγε−�οορ χονστραιντ (ΩΧΜ) ισ βινδινγ ανδ, τηυσ, τηε αγεντ

ρεχειϖεσ α ρεντ. Ηοωεϖερ, τηερε αλσο ισ αν ιντερϖαλ οφ ιντερµεδιατε ωαγε �οορσ

(υ�∆=2 < ω � υ�∆=8), ωηερε βοτη τηε παρτιχιπατιον χονστραιντ ανδ τηε ωαγε−
�οορ χονστραιντ αρε βινδινγ. Φορ συχη ωαγε �οορσ, τηε πρινχιπαλ αλρεαδψ διµινισηεσ

ινχεντιϖεσ, ανδ τηε οπτιµαλ ινχεντιϖε διστορτιον χοµπλετελψ αϖοιδσ ρεντ παψµεντσ

το τηε αγεντ. Τηυσ, τηε ωαγε �οορ στριχτλψ ρεδυχεσ τηε οϖεραλλ συρπλυσ φροµ τηε

ρελατιονσηιπ ωιτηουτ αλλοχατινγ παρτ οφ τηε ρεµαινινγ συρπλυσ το τηε αγεντ. Βψ

χοντραστ, ιφ υ �∆=8 < ω, αν ινχρεασε ιν τηε ωαγε �οορ ραισεσ τηε αγεντ�σ ρεντ βψ
εξαχτλψ τηισ αµουντ, ωηιλε τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ ισ ρεδυχεδ βψ τηε σαµε αµουντ.

27Ρεχαλλ τηατ ∆ ηασ βεεν δε�νεδ ιν Ασσυµπτιον 1 ασ ∆ = (φΤ γ)2

γΤ γ
= ϕϕφ ϕϕ2 χοσ2 �.

28Τηε εξπεχτεδ προ�τ �Μ (υ;ω) ισ αλωαψσ σµαλλερ τηαν τηε βονυσ βΜ (υ;ω). Το σεε τηισ, χονσιδερ

ε.γ. τηε χασε ω � υ � ∆
2 . Τηεν, β

Μ (υ;ω) = φΤ γ
γΤ γ

= ∆
φΤ γ

ανδ �Μ (υ;ω) = ∆
2 . Βεχαυσε φ

Τ γ =

ϕϕφ ϕϕ � ϕϕγϕϕ � χοσ � < 1 βψ ουρ ασσυµπτιον ϕϕφ ϕϕ; ϕϕγϕϕ < 1, τηε χλαιµ φολλοωσ. Φιγυρε 1 ισ σκετχηεδ φορ
φΤ γ = 0:8. Ιφ υ ινχρεασεσ, βοτη χυρϖεσ σηιφτ το τηε ριγητ. Ιν αδδιτιον, �Μ (υ;ω) σηιφτσ δοωνωαρδσ
συχη τηατ προ�τ ισ αγαιν ζερο ατ ω = ∆

4 .
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Φιγυρε 1: Τηε οπτιµαλ βονυσ ανδ προ�τ ωιτη ονε αγεντ ανδ µυλτιτασκινγ φορ υ = 0.

Φυρτηερµορε, Προποσιτιον 1 σηοωσ τηατ τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ ισ ινχρεασινγ ιν

∆ ανδ, ηενχε, ιν τηε αλιγνµεντ βετωεεν �ρµ ϖαλυε ανδ περφορµανχε µεασυρε,

χοσ �. Ασ αλρεαδψ εξπλαινεδ αβοϖε, τηε µορε υσεφυλ τηε περφορµανχε µεασυρε φορ

προϖιδινγ ινχεντιϖεσ, τηε ηιγηερ ποωερεδ ωιλλ βε τηε αγεντ�σ βονυσ χοντραχτ. Ασ α

ρεσυλτ, τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ ινχρεασεσ. Ηοωεϖερ, α ηιγη βονυσ αλσο ιµπλιεσ τηατ τηε

αγεντ ισ µορε λικελψ το εαρν α ρεντ. Τηυσ, τηε ηιγηερ χοσ �, τηε λοωερ τηε τηρεσηολδ

ον τηε ωαγε �οορ αβοϖε ωηιχη α ρεντ ισ παιδ το τηε αγεντ.

Φιναλλψ, Προποσιτιον 1 τελλσ υσ τηατ �ρστ−βεστ προ�τ �ΦΒ = ϕϕφ ϕϕ2
2
� υ ισ ατταινεδ

ονλψ ιφ χοσ � = 1 ανδ, αδδιτιοναλλψ, ω ισ συ′χιεντλψ σµαλλ, ω � υ � ϕϕφ ϕϕ2
2
. Ιν

παρτιχυλαρ, βεχαυσε �ΦΒ > 0 βψ Ασσυµπτιον 1, τηισ µεανσ τηατ τηε ωαγε �οορ

µυστ βε νεγατιϖε. Τηυσ, α µαϕορ δραωβαχκ οφ ηιρινγ ονε αγεντ ανδ ασσιγνινγ

βοτη τασκσ το ηιµ ισ τηατ τηε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ αλλοχατιον εΦΒ ισ ιν γενεραλ νοτ

ιµπλεµεντεδ. Τηισ ραισεσ τηε θυεστιον ωηετηερ τηε πρινχιπαλ χουλδ βενε�τ φροµ

εξχλυδινγ ονε τασκ φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ. Εξχλυδινγ α τασκ ωουλδ αλλοω τηε πρινχιπαλ
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το προϖιδε ε′χιεντ ινχεντιϖεσ ιν τηε ρεµαινινγ τασκ βεχαυσε τηε αγεντ χαν νο λονγερ

µισαλλοχατε ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ. Φορµαλλψ, τηε βονυσ χαν αλωαψσ βε σετ συχη τηατ

τηε αγεντ ηασ ε′χιεντ ινχεντιϖεσ φορ φυλ�λλινγ τηε ρεµαινινγ τασκ ι ανδ τηυσ εξερτσ

�ρστ−βεστ ε⁄ορτ εΦΒι ιν τηισ τασκ. Ηοωεϖερ, ιφ τηε ωαγε �οορ ισ σο ηιγη τηατ τηε

πρινχιπαλ ηασ το λεαϖε α ρεντ το τηε αγεντ φορ ιµπλεµεντινγ εΦΒι , σηε µαψ πρεφερ το

ινδυχε λεσσ τηαν �ρστ−βεστ ε⁄ορτ. Τηε νεξτ προποσιτιον σηοωσ τηατ εξχλυσιον οφ α

τασκ µαψ ινδεεδ βε οπτιµαλ.

Προποσιτιον 2 Ιφ τηε πρινχιπαλ ηιρεσ ονε αγεντ, σηε σηουλδ εξχλυδε τηε λεσσ ιµ−

πορταντ τασκ 2 φροµ τηε ϕοβ ιφ ανδ ονλψ ιφ φ1 � ϕϕφ ϕϕ � χοσ �. Τηε πρινχιπαλ τηεν παψσ
τηε βονυσ

βΜ1(υ;ω) =

8
>><
>>:

φ1
γ1

ιφ ω � υ� φ2
1

2π
2(υ�ω)
γ1

ιφ υ� φ2
1

2
< ω � υ� φ2

1

8
φ1
2γ1

ιφ υ� φ2
1

8
< ω

(βΕ)

ανδ εαρνσ τηε ποσιτιϖε εξπεχτεδ προ�τ

�Μ1(υ;ω) =

8
><
>:

φ2
1

2
� υ ιφ ω � υ� φ2

1

2π
2(υ� ω)φ1 + ω � 2υ ιφ υ� φ2

1

2
< ω � υ� φ2

1

8
φ2
1

4
� ω ιφ υ� φ2

1

8
< ω

: (�Ε)

Τηε αγεντ οβταινσ α ρεντ οφ ω +
φ2
1

8
� υ ιφ ανδ ονλψ ιφ υ� φ2

1

8
< ω.

Προποσιτιον 2 σηοωσ τηατ, ιφ τηε πρινχιπαλ εξχλυδεσ α τασκ, τηισ σηουλδ αλωαψσ

βε τηε τασκ ωιτη τηε λοωερ µαργιναλ προδυχτιϖιτψ, ι.ε., τασκ 2. Ηολδινγ αλιγνµεντ

(ι.ε., χοσ �) �ξεδ, τηε εξχλυσιον οφ τηισ τασκ ισ οπτιµαλ ιφ τηε ρελατιϖε µαργιναλ

προδυχτιϖιτιεσ οφ τηε τασκσ δι⁄ερ συ′χιεντλψ, ι.ε., ιφ φ1 ισ συ′χιεντλψ λαργερ τηαν

ϕϕφ ϕϕ. Τηεν, τηε πρινχιπαλ βενε�τσ στρονγλψ φροµ µορε ε⁄εχτιϖε ινχεντιϖεσ φορ τασκ

1 ανδ δοεσ νοτ λοσε µυχη βψ γιϖινγ υπ τασκ 2. Ον τηε οτηερ ηανδ, φορ γιϖεν µαργιναλ

προδυχτιϖιτιεσ φ1 ανδ φ2, τασκ 2 σηουλδ νοτ βε περφορµεδ ιφ τηε περφορµανχε µεασυρε

ισ συ′χιεντλψ διστορτιϖε (ι.ε., χοσ � ισ λοω). Ιν τηισ χασε, εξχλυδινγ ονε τασκ πρεϖεντσ

α ρελατιϖελψ σεϖερε µισαλλοχατιον οφ ε⁄ορτ. Μορεοϖερ, ωηετηερ τασκ εξχλυσιον ισ

οπτιµαλ ορ νοτ δοεσ νοτ δεπενδ ον υ ανδ ω. Τηισ ισ βεχαυσε τηε ιµπαχτ οφ τηεσε

παραµετερσ ον τηε οπτιµαλ προϖισιον οφ ινχεντιϖεσ ισ αναλογουσ το τηε χασε οφ βροαδ

τασκ ασσιγνµεντ.

Το συµµαριζε, ωηεν τηε πρινχιπαλ ηιρεσ ονε αγεντ, εξχλυδινγ τηε λεσσ προδυχτιϖε

τασκ φροµ ηισ ϕοβ ισ σοµετιµεσ οπτιµαλ βεχαυσε ιτ αλλοωσ το ιµπροϖε τηε ινχεντιϖεσ

φορ τηε τασκ ωιτη τηε ηιγηερ προδυχτιϖιτψ. Τηισ ρεσυλτ συγγεστσ τηατ τηε πρινχιπαλ
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µιγητ βε εϖεν βεττερ ο⁄ βψ ηιρινγ α σεχονδ αγεντ ανδ ασσιγνινγ τασκ 2 το ηιµ.

Βψ παψινγ δι⁄ερεντ βονυσεσ το τηε αγεντσ, τηε πρινχιπαλ χαν τηεν σετ �ρστ−βεστ

ινχεντιϖεσ φορ βοτη τασκσ. Ηοωεϖερ, τηε δραωβαχκ οφ εµπλοψινγ τωο αγεντσ ισ τηατ

τηε πρινχιπαλ ηασ το παψ βονυσεσ ανδ �ξεδ ωαγεσ το βοτη οφ τηεµ. Ωε νοω προχεεδ

βψ αναλψζινγ τηε πρινχιπαλ�σ χοντραχτινγ προβλεµ ιφ σηε αλλοχατεσ τηε τασκσ το τωο

δι⁄ερεντ αγεντσ.

4 Σπεχιαλιζατιον

Υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε πρινχιπαλ ο⁄ερσ εαχη αγεντ ι α χοντραχτ σπεχιφψινγ τηατ

τηε αγεντ ισ συπποσεδ το χαρρψ ουτ τασκ ι, ρεχειϖεσ τηε �ξεδ ωαγε σι ανδ τηε βονυσ

βι ιφ τηε περφορµανχε µεασυρε ισ φαϖοραβλε.

Γιϖεν τηατ αγεντ ι ηασ αχχεπτεδ τηε χοντραχτ, ηε χηοοσεσ ηισ ε⁄ορτ ει το µαξι−

µιζε ηισ εξπεχτεδ ωαγε νετ οφ ε⁄ορτ χοστσ, ι.ε.,

ει = αργµαξ
βει
σι + (γιβει + γϕεϕ)βι �

1

2
βε2ι , ι = 1; 2: (10)

Ιτ φολλοωσ τηατ αγεντ ι χηοοσεσ τηε ε⁄ορτ λεϖελ ει = βιγι.
29 Τηυσ, ιν σηαρπ χοντραστ το

τηε χασε οφ µυλτιτασκινγ, τηε πρινχιπαλ ισ αβλε το ινδυχε εϖερψ αρβιτραρψ ε⁄ορτ παιρ

(ε1; ε2) υνδερ σπεχιαλιζατιον. Ιν παρτιχυλαρ, τηε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ αλλοχατιον ε
ΦΒ = φ

ισ αλωαψσ φεασιβλε υνδερ σπεχιαλιζατιον; τηε βονυσ βι = φι=γι ινδυχεσ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ

εΦΒι = φι ιν τασκ ι.

Αντιχιπατινγ τηε αγεντσ� ε⁄ορτ χηοιχεσ υνδερ α γιϖεν χοντραχτ, τηε πρινχιπαλ

σολϖεσ τηε φολλοωινγ οπτιµιζατιον προβλεµ:

µαξ
ε;σι;βι
ι=1;2

φΤ ε� σ1 � σ2 � γΤ ε � (β1 + β2) (ΙΣ)

σ.τ. ει = βιγι, ι = 1; 2 (ΙΧΣ)

σι + γ
Τ ε � βι �

1

2
ε2ι � υ, ι = 1; 2 (ΠΧΣ)

σι � ω, ι = 1; 2 (ΩΧΣ)

Ωηεν µαξιµιζινγ εξπεχτεδ �ρµ ϖαλυε µινυσ ωαγε χοστσ, τηε πρινχιπαλ ηασ το

τακε ιντο αχχουντ τηε αγεντσ� ινχεντιϖε χοµπατιβιλιτψ ανδ παρτιχιπατιον χονστραιντσ,

29Αγεντ ι�σ ε⁄ορτ χηοιχε δοεσ νοτ δεπενδ ον τηε ε⁄ορτ οφ ηισ χο−ωορκερ βεχαυσε τηε µαργιναλ

ε⁄εχτ οφ ε⁄ορτ ιν τασκ ι ον Π ισ ινδεπενδεντ οφ ε⁄ορτ ιν τασκ ϕ, ι.ε.,
≅2 Πρ[Π=1ϕει;εϕ ]

≅ει≅εϕ
= 0.
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(ΙΧΣ) ανδ (ΠΧΣ), ρεσπεχτιϖελψ. Μορεοϖερ, τηε ωαγε−�οορ χονστραιντσ (ΩΧΣ) µυστ

βε σατισ�εδ.30

Ωε χαν υσε (ΙΧΣ) το ρεπλαχε ει ιν τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ. Τηεν, ωε οβταιν

φροµ αγεντ ι�σ παρτιχιπατιον ανδ ωαγε−�οορ χονστραιντ τηατ, φορ γιϖεν βονυσεσ βι

ανδ βϕ, τηε οπτιµαλ �ξεδ ωαγεσ µυστ σατισφψ

σι = µαξ

�
υ� 1

2
γ2ι β

2
ι � γ2ϕ βϕβι; ω

�
, ι = 1; 2. (11)

Ηενχε, αφτερ συβστιτυτινγ σι, τηε πρινχιπαλ�σ οπτιµιζατιον προβλεµ βεχοµεσ:

µαξ
β1;β2

�
φ1γ1β1 + φ2γ2β2 �µαξ

�
υ+

1

2
γ21β

2
1; ω + γ

2
1β
2
1 + γ

2
2β1β2

�

�µαξ
�
υ+

1

2
γ22β

2
2; ω + γ

2
2β
2
2 + γ

2
1β1β2

��

(12)

Τηε τερµ φ1γ1β1 + φ2γ2β2 ισ τηε εξπεχτεδ �ρµ ϖαλυε φορ γιϖεν βονυσεσ β1 ανδ β2.

Τηε νεξτ εξπρεσσιον ισ τηε πρινχιπαλ�σ εξπεχτεδ ωαγε παψµεντ το αγεντ 1. Ιφ τηε

βονυσεσ αρε συχη τηατ υ + 1
2
γ21β

2
1 � ω + γ21β

2
1 + γ

2
2β1β2, τηεν τηε �ξεδ παψµεντ σ1

χαν βε χηοσεν συχη τηατ αγεντ 1�σ παρτιχιπατιον χονστραιντ ισ βινδινγ. Οτηερωισε,

τηε αγεντ εαρνσ α ρεντ. Ιµπορταντλψ, ιν τηε λαττερ χασε, αγεντ 1�σ εξπεχτεδ παψµεντ

αλσο δεπενδσ ον τηε βονυσ παιδ το αγεντ 2. Τηε ρεασον ισ τηατ αγεντ 2�σ ινχεντιϖεσ

α⁄εχτ αγεντ 1�σ προβαβιλιτψ οφ εαρνινγ ηισ οων βονυσ: Τηε ηιγηερ β2, τηε ηαρδερ

αγεντ 2 ωορκσ. Χονσεθυεντλψ, τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε αγεντσ� ϕοιντ περφορµανχε

µεασυρε Π ισ φαϖοραβλε ρισεσ ανδ, τηυσ, αγεντ 1�σ εξπεχτεδ βονυσ παψµεντ αλσο

ινχρεασεσ. Τηε παρτ οφ αγεντ 1�σ εξπεχτεδ παψµεντ τηατ ρεσυλτσ φροµ αγεντ 2�σ

ε⁄ορτ ισ εξαχτλψ γ22β1β2 βεχαυσε

Πρ[Π = 1ϕε1 = 0; ε2] � β1 = γ2ε2 � β1 = γ22β2 � β1, (13)

ωηερε τηε λαστ εθυατιον φολλοωσ φροµ τηε ινχεντιϖε−χοµπατιβιλιτψ χονστραιντσ (ΙΧΣ).

Αν αναλογουσ εξπλανατιον ηολδσ φορ αγεντ 2�σ εξπεχτεδ ωαγε, ωηιχη ισ γιϖεν βψ τηε

τερµ ιν τηε σεχονδ λινε οφ (12).

Λετ �Σ(υ;ω) δενοτε τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ υνδερ τηε σολυτιον το προβλεµ (12).

Υσινγ (ΙΧΣ), ωε χαν ρεωριτε (12) ασ α φυνχτιον οφ ε⁄ορτ, ωηιχη ωιλλ βε υσεφυλ φορ

30Ωε δροπ τηε χονστραιντσ σι + βι � ω σινχε φροµ (ΙΧΣ) ιτ ισ χλεαρ τηατ ωε χαν φοχυσ ον
νον−νεγατιϖε βονυσεσ.
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τηε φυρτηερ αναλψσισ. Ωε τηυσ οβταιν:

�Σ(υ;ω) =µαξ
ε1;ε2

�
φ1ε1 + φ2ε2 �µαξ

�
υ+

1

2
ε21; ω + ε

2
1 +

γ2
γ1
ε1ε2

�
(ΙΙΣ)

�µαξ
�
υ+

1

2
ε22; ω + ε

2
2 +

γ1
γ2
ε1ε2

��

Φιγυρε 2 δεπιχτσ ωηετηερ τηε πρινχιπαλ ηασ το παψ ρεντσ το αγεντ 1 ανδ 2, ρεσπεχ−

τιϖελψ, φορ ινδυχινγ α γιϖεν ε⁄ορτ παιρ (ε1; ε2), ασσυµινγ τηατ γ1 = γ2 ανδ υ�ω > 0.
Ιφ τηε ε⁄ορτ παιρ βελονγσ το αρεα Α1, τηεν νο αγεντ εαρνσ α ρεντ.

31 Ιν αρεα Α2, αγεντ

1 οβταινσ α ρεντ βυτ νοτ αγεντ 2, ωηερεασ αρεα Α3 χορρεσπονδσ το τηε οπποσιτε χασε.

Φιναλλψ, ιν αρεα Α4, βοτη αγεντσ εαρν ρεντσ. Ασ υ�ω δεχρεασεσ, Α4 βεχοµεσ λαργερ
ρελατιϖε το τηε οτηερ αρεασ. Μορεοϖερ, ιφ υ�ω � 0, τηεν Α1, Α2, ανδ Α3 δισαππεαρ.
Τηυσ, αναλογουσ το τηε χασε οφ µυλτιτασκινγ, ιφ τηε ωαγε �οορ ισ στριχτλψ λαργερ τηαν

τηε ρεσερϖατιον υτιλιτψ, βοτη αγεντσ εαρν ρεντσ φορ εϖερψ παιρ οφ ε⁄ορτ λεϖελσ.

Τηε νεξτ προποσιτιον χηαραχτεριζεσ τηε χιρχυµστανχεσ υνδερ ωηιχη τηε πρινχιπαλ

ινδεεδ µακεσ υσε οφ τηε ποσσιβιλιτψ το ινδυχε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ υνδερ σπεχιαλιζατιον.

Προποσιτιον 3 Υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε πρινχιπαλ ινδυχεσ τηε αγεντσ το χηοοσε

�ρστ−βεστ ε⁄ορτ λεϖελσ εΦΒ ιφ ανδ ονλψ ιφ

Ρ := µαξ

�
1

2
φ 21 +

γ2
γ1
φ1φ2;

1

2
φ 22 +

γ1
γ2
φ1φ2

�
� υ� ω. (ΦΒ)

Τηε πρινχιπαλ�σ εξπεχτεδ προ�τ τηεν ισ �Σ(υ;ω) = ϕϕφ ϕϕ2
2
� 2υ.

Αχχορδινγ το Προποσιτιον 3, �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ωιλλ βε ιµπλεµεντεδ ιφ τηε ρεσερ−

ϖατιον υτιλιτψ υ ισ συ′χιεντλψ λαργε ορ τηε ωαγε �οορ ω ισ συ′χιεντλψ λοω. Ιν

παρτιχυλαρ, ιν τηε αβσενχε οφ α ωαγε �οορ (ω = �1), σπεχιαλιζατιον αλωαψσ λεαδσ
το �ρστ−βεστ ε⁄ορτ. Μορε πρεχισελψ, ινεθυαλιτψ (ΦΒ) ενσυρεσ τηατ υ ανδ ω αρε συχη

τηατ τηε πρινχιπαλ δοεσ νοτ νεεδ το παψ ρεντσ φορ µακινγ τηε αγεντσ εξερτ �ρστ−βεστ

ε⁄ορτ, ι.ε., εΦΒ βελονγσ το αρεα Α1 ιν Φιγυρε 2.

Ωε νοω τυρν το τηε χασε υ � ω � 0 συχη τηατ ονλψ αρεα Α4 ρεµαινσ ανδ,

τηερεφορε, αγεντσ εαρν ρεντσ φορ εαχη παιρ οφ στριχτλψ ποσιτιϖε ε⁄ορτ λεϖελσ.

31∆ε�νε θ := γ2
γ1
. Φροµ (ΙΙΣ), αγεντ 1 δοεσ νοτ εαρν α ρεντ ιφ υ +

1
2ε
2
1 � ω + ε21 + θε1ε2 ,π

θ2ε22 + 2(υ� ω)� θε2 � ε1. Αναλογουσλψ, αγεντ 2 δοεσ νοτ εαρν α ρεντ ιφ
π
θ�2ε21 + 2(υ� ω)�

θ�1ε1 � ε2.
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Φιγυρε 2: Ωορκερσ� ρεντσ υνδερ σπεχιαλιζατιον φορ γιϖεν ε⁄ορτ λεϖελσ (ε1; ε2).

Προποσιτιον 4 Ιφ υ � ω � 0, τηεν τηε ε⁄ορτ λεϖελσ (ε1; ε2) =
�
φ1
2
; 0
�
σολϖε τηε

πρινχιπαλ�σ προβλεµ (ΙΙΣ) υνδερ σπεχιαλιζατιον. Τηε πρινχιπαλ�σ εξπεχτεδ προ�τ ισ

�Σ(υ;ω) =
φ2
1

4
� 2ω.

Συρπρισινγλψ, Προποσιτιον 4 σηοωσ τηατ τηε πρινχιπαλ δοεσ νοτ προϖιδε ινχεντιϖεσ

φορ τηε λεσσ ιµπορταντ τασκ 2 ωηενεϖερ ω ισ σο λαργε ορ υ ισ σο σµαλλ τηατ βοτη αγεντσ

εαρν ρεντσ φορ εαχη παιρ οφ ποσιτιϖε ε⁄ορτ λεϖελσ ορ, εθυιϖαλεντλψ, βονυσεσ. Τηεν,

προϖιδινγ ινχεντιϖεσ φορ αγεντ 2 ισ τοο χοστλψ βεχαυσε α ποσιτιϖε βονυσ β2 ινχρεασεσ

τηε ρεντ οφ βοτη αγεντσ (χοµπαρε (12)) βυτ µακεσ ονλψ αγεντ 2 το ωορκ ηαρδερ.

Τηερεφορε, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ το εξχλυσιϖελψ φοχυσ ον τηε µορε ιµπορταντ τασκ 1.

Ιν Προποσιτιον 2, ωε ηαϖε σηοων τηατ ινδυχινγ ζερο ε⁄ορτ ιν τασκ 2 µαψ αλσο βε

οπτιµαλ ιφ ονλψ ονε αγεντ ισ εµπλοψεδ. Ηοωεϖερ, νοτε τηατ τασκ 2 ισ νεγλεχτεδ φορ

εντιρελψ δι⁄ερεντ ρεασονσ υνδερ τηε τωο ϕοβ ρεγιµεσ. Ωιτη ονε αγεντ, τηε πρινχιπαλ

εξχλυδεσ τασκ 2 φροµ τηε ϕοβ ωηεν τηε περφορµανχε µεασυρε ισ α ποορ προξψ φορ
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τηε �ρµ ϖαλυε. Τηεν, τηε προβλεµ οφ µισαλλοχατινγ ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ ωουλδ βε τοο

σεϖερε. Τηε ρελατιϖε σιζε οφ ω ανδ υ δοεσ νοτ πλαψ α ρολε φορ τηε δεχισιον ωηετηερ το

νεγλεχτ α τασκ. Βψ χοντραστ, υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε πρινχιπαλ χαν ταιλορ ινχεντιϖεσ

το τηε δι⁄ερεντ τασκσ. Τηερεφορε, τηε θυαλιτψ οφ τηε περφορµανχε µεασυρε ισ νοτ

ρελεϖαντ φορ τηε δεχισιον ωηετηερ το νεγλεχτ α τασκ. Ινστεαδ, τηε σιζε οφ τηε ρεντ

παψµεντσ το τηε αγεντσ ισ χρυχιαλ.

Ιτ ρεµαινσ το αναλψζε τηε χασε ωηερε υ ανδ ω αρε συχη τηατ τηε Προποσιτιονσ 3

ανδ 4 δο νοτ αππλψ, ι.ε., 0 < υ� ω < Ρ. Τηεν, ιν Φιγυρε 2, αλλ τηε αρεασ Α1 � Α4
εξιστ, ηοωεϖερ, τηε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ λεϖελσ εΦΒ αρε νοτ παρτ οφ Α1. Ιν τηισ χασε, ιτ ισ

νοτ ποσσιβλε το εξπλιχιτλψ σολϖε προβλεµ (ΙΙΣ). Ωε χαν, ηοωεϖερ, ιδεντιφψ ιµπορταντ

χηαραχτεριστιχσ οφ τηε οπτιµαλ σολυτιον, ωηιχη ωιλλ βε υσεφυλ φορ τηε χοµπαρισον οφ

τηε δι⁄ερεντ ϕοβ ρεγιµεσ.

Προποσιτιον 5 Ασσυµε τηατ 0 < υ� ω < Ρ. (ι) Ιφ φ1 > φ2 ανδ/ορ γ1 6= γ2, τηεν
ατ µοστ ονε αγεντ εαρνσ α ρεντ υνδερ τηε οπτιµαλ σολυτιον το (ΙΙΣ). (ιι) Ιφ φ1 = φ2

ανδ γ1 = γ2, τηεν τηε οπτιµαλ σολυτιον το (ΙΙΣ) µαψ νοτ βε υνιθυε. Ιν παρτιχυλαρ,

τηερε µαψ βε αν οπτιµαλ σολυτιον ωηερε βοτη αγεντσ εαρν α ρεντ. Ηοωεϖερ, τηερε

στιλλ ισ αν οπτιµαλ παιρ οφ ε⁄ορτ λεϖελσ φορ ωηιχη ατ µοστ ονε αγεντ ρεχειϖεσ α ρεντ.

Προποσιτιον 5 σηοωσ τηατ τηε οπτιµαλ εµπλοψµεντ χοντραχτσ υσυαλλψ δο νοτ

ινχορπορατε ρεντσ φορ βοτη αγεντσ. Ρεντ παψµεντσ το βοτη αγεντσ χαν οχχυρ ονλψ

ιν τηε σπεχιαλ χασε ωηεν φ1 = φ2 ανδ γ1 = γ2 ωηεν τηε σολυτιον το προβλεµ (ΙΙΣ)

µαψ νοτ βε υνιθυε. Ηοωεϖερ, ιτ στιλλ εξιστσ αν οπτιµαλ σολυτιον ωηερε ονλψ ονε

αγεντ εαρνσ α ρεντ. Τηυσ, ιν τηε σεαρχη φορ αν οπτιµαλ σολυτιον, ονε χαν νεγλεχτ

τηε ιντεριορ οφ Α4 ιν Φιγυρε 2.

∆επενδινγ ον τηε παραµετερ χονστελλατιον, ιτ ισ αλσο ποσσιβλε τηατ νονε οφ τηε

αγεντσ ρεχειϖεσ α ρεντ ωηεν 0 < υ � ω < Ρ. Φορ εξαµπλε, χονσιδερ τηε χασε

γ1 = γ2. Φροµ (ΙΙΣ) ωε χαν σεε τηατ, φορ γ1 = γ2, τηε πρινχιπαλ�σ ωαγε χοστσ αρε

σψµµετριχ ιν ε1 ανδ ε2. Τηερεφορε, νειτηερ τασκ ηασ α χοστ αδϖανταγε οϖερ τηε οτηερ.

Ηοωεϖερ, τασκ 1 ισ µορε ιµπορταντ φορ τηε �ρµ ϖαλυε ( φ1 � φ2). Χονσεθυεντλψ, τηε
πρινχιπαλ ωιλλ ινδυχε (ωεακλψ) ηιγηερ ε⁄ορτ ιν τασκ 1 τηαν ιν τασκ 2. Τογετηερ ωιτη

Προποσιτιονσ 3 ανδ 5 ιτ φολλοωσ τηατ, ιφ 0 < υ � ω < Ρ, τηε οπτιµαλ σολυτιον ωιλλ
βε ιν αρεα Α2 οφ Φιγυρε 2. Ιντυιτιϖελψ, βεχαυσε τηε πρινχιπαλ πρεφερσ ηιγηερ ε⁄ορτ

ιν τασκ 1 τηαν ιν τασκ 2, ονλψ αγεντ 1 µαψ εαρν α ρεντ. Φυρτηερµορε, φορ φ2 � φ1
2
ιτ

χαν βε σηοων τηατ τηε οπτιµαλ ε⁄ορτ λεϖελσ αλωαψσ λιε ον τηε βουνδαρψ βετωεεν Α1

ανδ Α2. Τηυσ, νο αγεντ ρεχειϖεσ α ρεντ; δυε το τασκ 2�σ ρελατιϖελψ λοω προδυχτιϖιτψ,

ιτ δοεσ νοτ παψ το ιµπλεµεντ συχη α ηιγη ε⁄ορτ ιν τασκ 2 τηατ αγεντ 1 ωιλλ εαρν α
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ρεντ. Βψ χοντραστ, ιφ φ1
2
< φ2 <

2
3
φ1, τηερε ισ α ρανγε οφ ϖαλυεσ οφ υ � ω φορ ωηιχη

τηε οπτιµαλ σολυτιον λιεσ ιν τηε ιντεριορ οφ Α2, ι.ε., αγεντ 1 οβταινσ α ρεντ.

5 Οπτιµαλ ϑοβ ∆εσιγν

Ιν τηισ σεχτιον, ωε χοµπαρε τηε τωο πρεϖιουσλψ αναλψζεδ ϕοβ δεσιγνσ ανδ σηοω

υνδερ ωηιχη χιρχυµστανχεσ ονε δοµινατεσ τηε οτηερ. Τηε αβοϖε ρεσυλτσ ιµπλψ τηατ

µυλτιτασκινγ ανδ σπεχιαλιζατιον χρυχιαλλψ δι⁄ερ ωιτη ρεσπεχτ το τηειρ ρεσπεχτιϖε σετσ

οφ φεασιβλε ε⁄ορτ λεϖελσ. Ωηεν τηε πρινχιπαλ ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ ανδ ασσιγνσ βοτη

τασκσ το ηιµ, σηε χαννοτ ταιλορ ινχεντιϖεσ το τηε δι⁄ερεντ τασκσ. Τηερεφορε, σηε χαν

ινδυχε ονλψ τηοσε ε⁄ορτ λεϖελσ ε τηατ αρε µυλτιπλεσ οφ τηε ϖεχτορ γ (σεε εθυατιον

(4)). Εξχλυδινγ ονε τασκ φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ µακεσ εϖερψ ε⁄ορτ λεϖελ φεασιβλε ιν

τηε ρεµαινινγ τασκ, βυτ τηε εξχλυδεδ τασκ ισ νοτ χαρριεδ ουτ. Βψ χοντραστ, υνδερ

σπεχιαλιζατιον, τηε ποσσιβιλιτψ το παψ δι⁄ερεντ βονυσεσ φορ δι⁄ερεντ τασκσ αλλοωσ τηε

πρινχιπαλ το ινδυχε εϖερψ αρβιτραρψ παιρ οφ ε⁄ορτ λεϖελσ, ινχλυδινγ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ

εΦΒ (σεε εθυατιον (ΙΧΣ)). Βψ Προποσιτιον 3, τηε πρινχιπαλ ινδεεδ προϖιδεσ �ρστ−βεστ

ινχεντιϖεσ ιφ τηε ρεσερϖατιον υτιλιτψ υ ανδ τηε ωαγε �οορ ω αρε συχη τηατ αγεντσ

δο νοτ εαρν ρεντσ φορ εξερτινγ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ. Ηοωεϖερ, βεινγ αβλε το ινδυχε εΦΒ

τηεν χοµεσ ατ τηε χοστ οφ ηαϖινγ το χοµπενσατε ανοτηερ αγεντ φορ ηισ φοργονε

ουτσιδε οπτιον υ. Τηισ συγγεστσ τηατ τηε πρινχιπαλ ωιλλ πρεφερ σπεχιαλιζατιον το

µυλτιτασκινγ ιφ τηε βενε�τ οφ ηαϖινγ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ εξχεεδσ υ. Τηε

νεξτ προποσιτιον ϖερι�εσ τηισ ιντυιτιον.

Προποσιτιον 6 Ασσυµε τηατ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ισ οπτιµαλ υνδερ σπεχιαλιζατιον, ι.ε.,

ινεθυαλιτψ (ΦΒ) ηολδσ. Τηεν, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ σπεχιαλιζατιον το µυλτιτασκινγ ιφ

ανδ ονλψ ιφ

υ � 1

2

�
ϕϕφ ϕϕ2 �µαξφϕϕφ ϕϕ2 χοσ2 �; φ 21γ

�
. (14)

Τηε προοφ οφ Προποσιτιον 6 σηοωσ τηατ, ωηενεϖερ ω ανδ υ αρε συχη τηατ �ρστ−

βεστ ε⁄ορτ ισ ινδυχεδ υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε παρτιχιπατιον χονστραιντ οφ τηε σινγλε

αγεντ υνδερ τηε χοµπετινγ ϕοβ ρεγιµε ωουλδ αλσο βε βινδινγ. Ηενχε, υνδερ ειτηερ

ϕοβ δεσιγν, τηε πρινχιπαλ�σ εξπεχτεδ ωαγε παψµεντ εθυαλσ τηε συµ οφ τηε αγεντσ�

ε⁄ορτ ανδ οππορτυνιτψ χοστσ. Τηερεφορε, τηε λεφτ−ηανδ σιδε οφ χονδιτιον (14) ισ τηε

ινχρεασε ιν οππορτυνιτψ χοστσ ωηεν τωο αγεντσ αρε εµπλοψεδ, ωηιλε τηε ριγητ−ηανδ

σιδε γιϖεσ τηε ασσοχιατεδ ινχρεασε ιν εξπεχτεδ �ρµ ϖαλυε νετ οφ ε⁄ορτ χοστ. Ιφ τηε

λαττερ εξχεεδσ τηε αδδιτιοναλ οππορτυνιτψ χοστσ, τηεν σπεχιαλιζατιον ισ οπτιµαλ. Ιν
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τηε αβσενχε οφ α ωαγε �οορ (ω = �1), σπεχιαλιζατιον αλωαψσ ενταιλσ �ρστ−βεστ
ε⁄ορτ βεχαυσε ινεθυαλιτψ (ΦΒ) ηολδσ φορ αλλ φ , γ, ανδ υ. Ιν τηισ χασε, χονδιτιον (14)

σηοωσ τηατ, τηε βεττερ αλιγνεδ περφορµανχε µεασυρε ανδ �ρµ ϖαλυε (ι.ε., τηε λαργερ

χοσ �), τηε λεσσ λικελψ ιτ ισ τηατ σπεχιαλιζατιον ισ συπεριορ. Τηεν, α σινγλε αγεντ χαν

βε µορε ε⁄εχτιϖελψ προϖιδεδ ωιτη ινχεντιϖεσ, µακινγ σπεχιαλιζατιον λεσσ αττραχτιϖε

το τηε πρινχιπαλ. Ιν τηε σπεχιαλ χασε οφ περφεχτ αλιγνµεντ (χοσ � = 1), µυλτιτασκινγ

ισ αλωαψσ οπτιµαλ βεχαυσε ιτ τηεν λεαδσ το τηε �ρστ−βεστ σολυτιον.

Εϖεν τηουγη �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ισ φεασιβλε υνδερ σπεχιαλιζατιον, Προποσιτιον 4 ηασ

σηοων τηατ τηισ ϕοβ δεσιγν βεχοµεσ ηιγηλψ ινε⁄εχτιϖε ιφ τηε ωαγε �οορ εξχεεδσ

τηε ρεσερϖατιον υτιλιτψ. Ιν συχη α σιτυατιον, γιϖεν τηατ τηε πρινχιπαλ ηασ ηιρεδ

τωο αγεντσ, ιτ ισ οπτιµαλ νοτ το προϖιδε ινχεντιϖεσ το τηε αγεντ το ωηοµ τηε λεσσ

προδυχτιϖε τασκ ισ ασσιγνεδ. Χλεαρλψ, υνδερ τηεσε χιρχυµστανχεσ, τηε πρινχιπαλ

ωουλδ βε βεττερ ο⁄ βψ ηιρινγ ονλψ ονε αγεντ ανδ εξχλυδινγ τασκ 2 φροµ ηισ ϕοβ.

Τηεν, ωιτη ονε αγεντ, τηε πρινχιπαλ χαν ινδυχε τηε σαµε ε⁄ορτ ιν τασκ 1 βυτ

δοεσ νοτ νεεδ το παψ ω το α σεχονδ, ιδλε αγεντ. Μορεοϖερ, βψ Προποσιτιον 2, ιφ

τηε περφορµανχε µεασυρε ισ νοτ τοο διστορτιϖε, τηε πρινχιπαλ χαν εϖεν δο βεττερ βψ

ασσιγνινγ βοτη τασκσ το τηε αγεντ. Τηε νεξτ προποσιτιον συµµαριζεσ τηεσε �νδινγσ.

Προποσιτιον 7 Ασσυµε τηατ υ� ω � 0. Τηεν, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ µυλτιτασκινγ
το σπεχιαλιζατιον, ι.ε., σηε ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ. Ιφ φ1 < ϕϕφ ϕϕ�χοσ �, τηε αγεντ χαρριεσ
ουτ βοτη τασκσ. Ιφ φ1 � ϕϕφ ϕϕ � χοσ �, τηε πρινχιπαλ εξχλυδεσ τασκ 2 φροµ τηε αγεντ�σ

ϕοβ.

Προποσιτιονσ 6 ανδ 7 ηαϖε εσταβλισηεδ τηε οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν φορ Ρ � υ � ω
ανδ υ � ω � 0, ρεσπεχτιϖελψ. Ιτ ρεµαινσ το δισχυσσ τηε χασε 0 < υ � ω < Ρ.

Φορ τηισ σιτυατιον, δυε το τηε φαχτ τηατ ιτ ισ νοτ ποσσιβλε το προϖιδε αν εξπλιχιτ

σολυτιον το τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ υνδερ σπεχιαλιζατιον, α χοµπαρισον οφ τηε τωο

ϕοβ ρεγιµεσ ισ µορε χοµπλεξ. Τηερεφορε, ωε χαννοτ πρεσεντ α σετ οφ χονδιτιονσ

υνδερ ωηιχη ονε ϕοβ ρεγιµε δοµινατεσ τηε οτηερ. Ωε χαν, ηοωεϖερ, σηοω τηατ,

ωηενεϖερ σπεχιαλιζατιον ισ πρεφερρεδ το µυλτιτασκινγ, τηε φορµερ ϕοβ δεσιγν δοεσ

νοτ ινϖολϖε ανψ ρεντ παψµεντσ το αγεντσ. Ιν οτηερ ωορδσ, ασ σοον ασ ονλψ ονε

οφ τηε αγεντσ εαρνσ α ρεντ υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε πρινχιπαλ (ωεακλψ) πρεφερσ το

εµπλοψ ονλψ ονε αγεντ.

Προποσιτιον 8 Ασσυµε τηατ 0 < υ � ω < Ρ. Ιφ σπεχιαλιζατιον λεαδσ το α στριχτλψ
ηιγηερ προ�τ τηαν µυλτιτασκινγ, νειτηερ οφ τηε τωο αγεντσ εαρνσ α ρεντ υνδερ σπε−

χιαλιζατιον.
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Τηε πρεϖιουσ ρεσυλτσ ηαϖε ρεϖεαλεδ τηατ τηε ιντροδυχτιον οφ ωαγε �οορσ ηασ

συβσταντιαλ ε⁄εχτσ ον τηε ωορκ οργανιζατιον ωιτηιν �ρµσ: Τηεψ λεαδ το ινχρεασεδ

µυλτιτασκινγ ανδ τηυσ εµπλοψµεντ οφ φεωερ αγεντσ. Ιν παρτιχυλαρ, ιν ουρ µοδελ, α

ωαγε �οορ εξχεεδινγ τηε ωορκερσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ αλωαψσ ρενδερσ σπεχιαλιζατιον

συβοπτιµαλ (Προποσιτιον 7). Ηοωεϖερ, ωαγε �οορσ βελοω τηε ρεσερϖατιον υτιλιτψ

µαψ αλσο ρεσυλτ ιν µυλτιτασκινγ (Προποσιτιονσ 6 ανδ 8). Ιν ανψ χασε, ωαγε �οορσ

νεϖερ γιϖε ρισε το τηε εµπλοψµεντ οφ τωο αγεντσ, βοτη εαρνινγ α ρεντ.

6 Εξτενσιονσ

6.1 Ιντερδεπενδεντ Τασκσ

Σο φαρ, ωε ηαϖε φοχυσσεδ ον α σιτυατιον ωηερε τασκσ αρε ινδεπενδεντ ιν τηε αγεντ�σ

χοστ φυνχτιον (ι.ε., ≅2χ=≅ει≅εϕ = 0). Ηοωεϖερ, ιν πραχτιχε, τασκσ µαψ χοµπετε

φορ τηε αγεντ�σ αττεντιον ιν τηε σενσε τηατ αν αγεντ ωηο ισ αλρεαδψ ρεσπονσιβλε

φορ ονε τασκ �νδσ ιτ ηαρδερ το ενγαγε ιν ανοτηερ ονε. Ον τηε οτηερ ηανδ, τασκσ

µαψ αλσο ιντεραχτ ιν αν αδϖανταγεουσ ωαψ συχη τηατ τηε χοστσ οφ ονε τασκ δεχρεασε

ιφ τηε αγεντ αλρεαδψ περφορµσ α χοµπλεµενταρψ ονε. Ιν τηε φορµερ χασε, τασκσ

αρε συβστιτυτεσ (≅2χ=≅ει≅εϕ > 0) ωηερεασ τηεψ αρε χοµπλεµεντσ ιν τηε λαττερ χασε

(≅2χ=≅ει≅εϕ < 0). Ιν τηε ιντροδυχτορψ φαστ−φοοδ εξαµπλε, σερϖινγ χυστοµερσ ανδ

σελλινγ φοοδ αρε πρεσυµαβλψ χοµπλεµενταρψ τασκσ ωηερεασ χοοκινγ ανδ χλεανινγ αρε

λικελψ το βε συβστιτυτεσ. Ιν τηισ σεχτιον ωε σηοω τηατ ουρ µοδελ χαν βε εξτενδεδ

το ιντερδεπενδεντ ανδ δι⁄ερεντλψ χοστλψ τασκσ. Το δο τηισ, ωε χονσιδερ τηε χοστ

φυνχτιον

χ(ε1; ε2) =
1

2
(χ1ε

2
1 + χ2ε

2
2) + χ12ε1ε2, (15)

ωηερε χ1; χ2 > 0 ανδ χ12 2 (�πχ1χ2;
π
χ1χ2).

32 Ιντερδεπενδενχιεσ βετωεεν τηε

τασκσ εξιστ ιφ τηε παραµετερ χ12 ισ δι⁄ερεντ φροµ ζερο. Ιφ χ12 > 0, τηε τωο τασκσ

αρε συβστιτυτεσ. Ιν τηισ χασε, ασσιγνινγ βοτη τασκσ το α σινγλε αγεντ λεαδσ το α

νεω δισαδϖανταγε βεχαυσε, ηολδινγ ε⁄ορτ λεϖελσ �ξεδ, ε⁄ορτ χοστσ ωιλλ ινχρεασε. Βψ

χοντραστ, ιφ χ12 < 0, τοταλ ε⁄ορτ χοστσ δεχρεασε ιφ τηε τασκσ αρε περφορµεδ βψ α σινγλε

αγεντ.

Ωε �ρστ χηαραχτεριζε τηε �ρστ−βεστ ϕοβ δεσιγν, ωηιχη νοω χρυχιαλλψ δεπενδσ ον

τηε παραµετερσ ιν τηε χοστ φυνχτιον. Το δο σο, ωε δεριϖε τηε συρπλυσ−µαξιµιζινγ

ε⁄ορτ λεϖελσ υνδερ εαχη ϕοβ ρεγιµε ανδ χοµπαρε τηε ρεσυλτινγ προ�τσ. Ωε σταρτ

32Τηε ρεστριχτιον χ12 2 (�
π
χ1χ2;

π
χ1χ2) ενσυρεσ τηατ τηε χοστ φυνχτιον ισ στριχτλψ χονϖεξ.
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ωιτη τηε χασε ωηερε τηε πρινχιπαλ ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ. Ιφ τηε αγεντ περφορµσ βοτη

τασκσ, τηε συρπλυσ−µαξιµιζινγ ε⁄ορτ λεϖελσ (εΜ1 ; ε
Μ
2 ) σολϖε

µαξ
ε1;ε2

φ1ε1 + φ2ε2 �
1

2
(χ1ε

2
1 + χ2ε

2
2)� χ12ε1ε2 � υ, (16)

ωηιχη ψιελδσ

εΜ1 =
χ2φ1 � χ12φ2
χ1χ2 � χ212

; εΜ2 =
χ1φ2 � χ12φ1
χ1χ2 � χ212

. (17)

Ωε ασσυµε τηατ τηεσε ε⁄ορτ λεϖελσ αρε ποσιτιϖε, ι.ε., χ12 ισ νοτ τοο λαργε. Τηε

χορρεσπονδινγ προ�τ ισ

�Μµαξ =
1

2

χ2φ
2
1 + χ1φ

2
2 � 2χ12φ1φ2

χ1χ2 � χ212
� υ. (18)

Ιφ τηε πρινχιπαλ ασσιγνσ ονλψ τασκ ι το τηε αγεντ, ωηιλε τασκ ϕ ισ νοτ χαρριεδ ουτ, τηε

ε′χιεντ ε⁄ορτ λεϖελ εΜ1
ι µαξιµιζεσ φιει � χι

2
ε2ι � υ. Τηισ ψιελδσ εΜ1

ι = φι
χι
ανδ τηε

προ�τ

�Μ1
µαξ(ι) =

1

2

φ 2ι
χι
� υ. (19)

Φιναλλψ, ιφ τηε τασκσ αρε ασσιγνεδ το δι⁄ερεντ αγεντσ, τηε συρπλυσ−µαξιµιζινγ ε⁄ορτ

λεϖελσ εΣι =
φι
χι
µαξιµιζε

φ1ε1 + φ2ε2 �
1

2

�
χ1ε

2
1 + χ2ε

2
2

�
� 2υ; (20)

ψιελδινγ τηε προ�τ

�Σµαξ =
1

2

�
φ 21
χ1
+
φ 22
χ2

�
� 2υ. (21)

Ωε ασσυµε τηατ
φ2
1

χ1
� φ2

2

χ2
, ιµπλψινγ τηατ, υνδερ σπεχιαλιζατιον, τασκ 1 µακεσ α λαργερ

χοντριβυτιον το �ρµ προ�τ τηαν τασκ 2. Φυρτηερµορε, το ενσυρε τηατ σπεχιαλιζατιον

µαψ ινδεεδ βε οπτιµαλ, ωε ασσυµε τηατ 1
2

φ2
2

χ2
� υ > 0, ι.ε., τηε ηιγηεστ ποσσιβλε

νετ χοντριβυτιον οφ τηε σεχονδ αγεντ ισ ποσιτιϖε. Ιτ φολλοωσ τηατ �Μ1
µαξ(ι) < �Σµαξ

φορ ι = 1; 2. Τηυσ, τασκ εξχλυσιον χαννοτ βε παρτ οφ τηε �ρστ−βεστ ϕοβ δεσιγν.

Χονσεθυεντλψ, τηε �ρστ−βεστ ϕοβ δεσιγν ινχορπορατεσ µυλτιτασκινγ ιφ ανδ ονλψ ιφ

�Μµαξ � �Σµαξ. Τηισ χονδιτιον ισ αλωαψσ σατισ�εδ ιφ τηε τασκσ αρε ινδεπενδεντ, ι.ε.,
χ12 = 0. Φυρτηερµορε, βεχαυσε �

Μ
µαξ ισ δεχρεασινγ ιν χ12, ηιρινγ ονλψ ονε αγεντ ισ

�ρστ−βεστ ιφ τηε τασκσ αρε χοµπλεµενταρψ, ι.ε., χ12 < 0. Βψ χοντραστ, ιφ τηε τασκσ

αρε συβστιτυτεσ ανδ υ ισ συ′χιεντλψ χλοσε το ζερο, σπεχιαλιζατιον ισ �ρστ−βεστ.
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Ωε νοω τυρν το τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ υνδερ σπεχιαλιζατιον. Θυιτε σιµιλαρλψ

το προβλεµ (ΙΣ) � (ΩΧΣ) ιν Σεχτιον 4, ιτ ισ νοω γιϖεν βψ:

µαξ
ε;σι;βι
ι=1;2

φΤ ε� σ1 � σ2 � γΤ ε � (β1 + β2) (22)

σ.τ. ει =
γι
χι
βι, ι = 1; 2 (23)

σι + γ
Τ ε � βι �

χι
2
ε2ι � υ, ι = 1; 2 (24)

σι � ω, ι = 1; 2 (25)

Αναλογουσλψ το τηε προχεδυρε πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 4, ωε χαν σιµπλιφψ τηε πρινχιπαλ�σ

προβλεµ το:

�ΣΙ (υ;ω) =µαξ
ε1;ε2

�
φ1ε1 + φ2ε2 �µαξ

�
υ+

χ1
2
ε21; ω + χ1ε

2
1 + χ1

γ2
γ1
ε1ε2

�
(ΙΙΙΣ)

�µαξ
�
υ+

χ2
2
ε22; ω + χ2ε

2
2 + χ2

γ1
γ2
ε1ε2

��

Ωε µυστ ηαϖε τηατ �ΣΙ (υ;ω) � �Σµαξ. Τηε πρινχιπαλ χαν ινδεεδ ρεαλιζε τηε προ�τ

�Σµαξ ιφ σηε δοεσ νοτ ηαϖε το παψ ρεντσ το τηε αγεντσ φορ ιµπλεµεντινγ τηε χορρε−

σπονδινγ ε⁄ορτ λεϖελσ εΣι =
φι
χι
. Σιµιλαρλψ το Προποσιτιον 3, τηισ ισ τηε χασε ιφ

ΡΙ := µαξ

�
1

2

φ 21
χ1
+
1

χ2

γ2
γ1
φ1φ2;

1

2

φ 22
χ2
+
1

χ1

γ1
γ2
φ1φ2

�
� υ� ω. (ΜΑΞ)

Μορεοϖερ, ιν αχχορδανχε ωιτη Προποσιτιον 5, αγεντσ εαρν ρεντσ φορ εαχη παιρ οφ

ποσιτιϖε ε⁄ορτ λεϖελσ ιφ υ � ω � 0. Τηεν, τηε πρινχιπαλ δοεσ αγαιν νοτ προϖιδε ιν−
χεντιϖεσ φορ τασκ 2 βεχαυσε ιτ ισ λεσσ ιµπορταντ το �ρµ ϖαλυε τηαν τασκ 1

�
φ2
1

χ1
� φ2

2

χ2

�
.

Τηε οπτιµαλ ε⁄ορτ λεϖελσ τηυσ αρε (ε1; ε2) =
�
φ1
2χ1
; 0
�
ανδ τηε χορρεσπονδινγ προ�τ

ισ �ΣΙ (υ;ω) =
φ2
1

4χ1
� 2ω.

Τηε αναλψσισ οφ τηεµυλτιτασκινγ χασε αλσο προχεεδσ αναλογουσλψ το τηε προχεδυρε

πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 3. Τηε ονλψ δι⁄ερενχε ισ τηατ, το δετερµινε τηε υσεφυλνεσσ

οφ τηε περφορµανχε µεασυρε φορ ε⁄εχτιϖελψ διρεχτινγ ε⁄ορτ το τηε δι⁄ερεντ τασκσ,

ωε νοω ηαϖε το αππροπριατελψ ωειγητ τηε ϖεχτορσ φ ανδ γ ωιτη τηε παραµετερσ οφ

τηε χοστ φυνχτιον. Βεχαυσε τηεσε παραµετερσ αλσο α⁄εχτ ηοω τηε αγεντ ωιλλ αλλοχατε

ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ, τηε ανγλε βετωεεν φ ανδ γ δοεσ νο λονγερ ρε�εχτ τηε θυαλιτψ

οφ τηε περφορµανχε µεασυρε, ασ ιτ ωασ τηε χασε ιν τηε βασιχ µοδελ. Ηερε, ωε σκιπ
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τηε δεριϖατιον οφ τηε ασσοχιατεδ ωειγητινγ προχεσσ, ωηιχη ισ εξπλαινεδ ιν δεταιλ ιν

Σχηττνερ (2008).33 Τηε ρεσυλτινγ ωειγητεδ ϖεχτορσ αρε φχ = Σφ ανδ γχ = Σγ, ωερε

Σ ισ α 2ξ2−µατριξ ωιτη ΣΤΣ = Χ�1 ανδ Χ ισ τηε µατριξ οφ τηε παραµετερσ ιν τηε

αγεντ�σ χοστ φυνχτιον,

Χ =

 
χ1 χ12

χ12 χ2

!
. (26)

Το υνδερστανδ τηε ιντυιτιον, χονσιδερ τηε εξαµπλε φΤ = 1
2
(1; 1), γΤ = 1

2
(1; 2), ανδ

χ12 = 0. Τηεν, τηε ρελατιϖε οϖερεµπηασισ οφ τασκ 2 ιν τηε περφορµανχε µεασυρε ισ

µιτιγατεδ ασ τηε χοστ παραµετερ φορ τασκ 2, χ2, ινχρεασεσ. Τηε ρεασον ισ τηατ χοστ

χονσιδερατιονσ µακε τηε αγεντ διρεχτ ρελατιϖελψ µορε ε⁄ορτ τοωαρδσ τασκ 1. Τηυσ,

εϖεν τηουγη φ ανδ γ δο νοτ χηανγε, αλιγνµεντ βετωεεν Ψ ανδ Π ανδ, χονσεθυεντλψ,

τηε οπτιµαλ βονυσ φορ τηε αγεντ ινχρεασεσ. Τηε αλιγνµεντ βετωεεν Ψ ανδ Π χαν

νοω βε µεασυρεδ βψ τηε ανγλε βετωεεν φχ ανδ γχ, ωηιχη ωε δενοτε βψ �χ.
34

Το οβταιν τηε ρεσυλτσ φορ τηε χασε ωηερε τηε πρινχιπαλ ασσιγνσ βοτη τασκσ το

τηε αγεντ, ωε ϕυστ ηαϖε το ρεπλαχε φ , γ, ανδ � ωιτη φχ, γχ, ανδ �χ, ρεσπεχτιϖελψ, ιν

Προποσιτιον 1. Μορεοϖερ, ασ τηε χουντερπαρτ το Προποσιτιον 2 ωε οβταιν τηατ τηε

πρινχιπαλ ωιλλ εξχλυδε τασκ 2 φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ ιφ ανδ ονλψ ιφ

φ1π
χ1
� ϕϕφχϕϕ2 χοσ2 �χ. (27)

Τηυσ, τηε εσσεντιαλ ιντυιτιον τηατ τασκ 2 ωιλλ βε εξχλυδεδ ιφ τηε περφορµανχε µεα−

συρε ισ συ′χιεντλψ διστορτιϖε (ι.ε., χοσ �χ ισ λοω) ισ στιλλ ϖαλιδ. Φυρτηερµορε, ιν Σχητ−

τνερ (2008, ππ. 148−9) ιτ ισ σηοων τηατ ϕϕφχϕϕ � χοσ �χ δεχρεασεσ ιν χ12. Χονσεθυεντλψ,
τηε δεγρεε οφ τασκ ιντερδεπενδενχιεσ χ12 ηασ αν υναµβιγυουσ ανδ ιντυιτιϖελψ χλεαρ

ε⁄εχτ ον τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ: Ασ τασκ χοµπλεµενταριτιεσ δεχρεασε ορ συβστιτυταβιλ−

ιτιεσ ινχρεασε, ασσιγνινγ βοτη τασκσ το ονε αγεντ βεχοµεσ λεσσ αττραχτιϖε.

Βασεδ ον τηε αβοϖε ρεσυλτσ, ωε χαν δεριϖε τηε οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν, ωηιχη ισ ιν

αχχορδανχε ωιτη Προποσιτιονσ 6 ανδ 8 ιν τηε φορεγοινγ σεχτιον.35

Προποσιτιον 9 Χονσιδερ τηε ε⁄ορτ χοστ φυνχτιον

χ(ε1; ε2) =
1

2
(χ1ε

2
1 + χ2ε

2
2) + χ12ε1ε2, (28)

33Σεε Σχηττνερ (2008), ππ. 143−4.
34Ιφ χ1 = 1, ωε οβταιν φορ τηε ωειγητεδ ϖεχτορσ φ

Τ
χ =

1
2

�
1; 1π

χ2

�
ανδ γΤχ =

1
2

�
1; 2π

χ2

�
. Ιτ χαν

βε σηοων τηατ τηε ανγλε �χ ισ δεχρεασινγ ιν χ2.
35Τηε προοφ οφ τηισ Προποσιτιον ισ αϖαιλαβλε φροµ τηε αυτηορσ υπον ρεθυεστ. Ιτ προχεεδσ αναλο−

γουσλψ το τηε προοφσ οφ Προποσιτιονσ 6 ανδ 8, ωηιχη αρε γιϖεν ιν τηε Αππενδιξ.
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ωηερε χ1; χ2 > 0, χ12 2 (�
π
χ1χ2;

π
χ1χ2), ανδ

φ2
1

χ1
� φ2

2

χ2
.

(ι) Ασσυµε τηατ ΡΙ � υ� ω, ι.ε., �Σµαξ ισ ρεαλιζεδ υνδερ σπεχιαλιζατιον. Τηεν, τηε
πρινχιπαλ πρεφερσ σπεχιαλιζατιον το µυλτιτασκινγ ιφ ανδ ονλψ ιφ

υ � 1

2

�
φ 21
χ1
+
φ 22
χ2
�µαξ

�
ϕϕφχϕϕ2 χοσ2 �χ;

φ 21
χ1

��
. (29)

Τηισ χονδιτιον ισ µορε λικελψ το ηολδ ασ χ12 ινχρεασεσ.

(ιι) Ασσυµε τηατ υ�ω � 0. Τηεν, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ µυλτιτασκινγ το σπεχιαλιζα−
τιον, ι.ε., σηε ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ. Τηε αγεντ χαρριεσ ουτ βοτη τασκσ ιφ ανδ ονλψ ιφ
φ1π
χ1
� ϕϕφχϕϕ2 χοσ2 �χ. Οτηερωισε, ηε περφορµσ ονλψ τασκ ονε. Τασκ εξχλυσιον βεχοµεσ

µορε λικελψ ασ χ12 ινχρεασεσ.

Τηυσ, ουρ µαιν ρεσυλτσ ον οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν ιν τηε πρεσενχε οφ ωαγε �οορσ

χαρρψ οϖερ το α χοστ φυνχτιον ωιτη δι⁄ερεντλψ χοστλψ τασκσ τηατ χαν βε συβστιτυτεσ

ορ χοµπλεµεντσ. Τηε αδδιτιοναλ ανδ θυιτε ιντυιτιϖε ινσιγητ φροµ τηισ εξτενσιον

ισ τηατ ωεακερ τασκ χοµπλεµενταριτιεσ ορ στρονγερ τασκ συβστιτυταβιλιτιεσ µακε τηε

ασσιγνµεντ οφ βοτη τασκσ το ονε αγεντ λεσσ οφτεν οπτιµαλ. Αχχορδινγ το Προποσιτιον

9, τηε πρινχιπαλ βεχοµεσ µορε λικελψ το σωιτχη ειτηερ το σπεχιαλιζατιον ορ τασκ

εξχλυσιον ασ χ12 ινχρεασεσ.

6.2 ςαριαβλε Ωαγε Φλοορσ

Ιν τηισ συβσεχτιον, ωε ρετυρν το τηε ασσυµπτιον οφ τεχηνολογιχαλλψ ινδεπενδεντ

ανδ εθυαλλψ χοστλψ τασκσ βυτ αλλοω φορ ωαγε �οορσ τηατ δεπενδ ον τηε αγεντ�σ τασκ

ασσιγνµεντ. Συχη ϖαριαβλε ωαγε �οορσ αρε ρελεϖαντ ιφ τηε ωαγε �οορ ισ δυε το α

περ−ηουρ µινιµυµ ωαγε ανδ, χοµπαρεδ το βροαδ τασκ ασσιγνµεντ, τηε αγεντ�σ

ωορκινγ ηουρσ χαν βε ρεδυχεδ ωηεν ηε χαρριεσ ουτ ονλψ α σινγλε τασκ. Το ρε�εχτ

συχη α σιτυατιον, ωε νοω ασσυµε τηατ τηε ωαγε οφ α ωορκερ ωηο περφορµσ ονλψ

τασκ ι µυστ βε ατ λεαστ κιω, ωηερε κι 2 (0; 1] ισ αν εξογενουσλψ γιϖεν παραµετερ.
Αχχορδινγλψ, τηε λοωερ κι, τηε λεσσ τιµε−χονσυµινγ ισ α ϕοβ χονσιστινγ ονλψ οφ τασκ

ι ρελατιϖε το βροαδ τασκ ασσιγνµεντ. Το σηορτεν νοτατιον, ωε δε�νε ωι := κιω

ασ τηε ωαγε �οορσ υνδερ σινγλε τασκ ασσιγνµεντ. Φυρτηερµορε, ωε ασσυµε τηατ

µινφκ1; κ2γ < 1, ιµπλψινγ τηατ ατ λεαστ ονε οφ τηε ωαγε �οορσ ω1 ανδ ω2 ισ στριχτλψ
λοωερ τηαν ω.

Φιρστ χονσιδερ τηε χασε οφ µυλτιτασκινγ. Ιφ τηε πρινχιπαλ ασσιγνσ βοτη τασκσ το α

σινγλε αγεντ, τηε ωαγε−�οορ χονστραιντ ισ σ � ω ασ ιν τηε βασιχ µοδελ. Τηυσ, τηε
πρινχιπαλ ρεαλιζεσ τηε προ�τ �Μ(υ;ω) ασ γιϖεν ιν εθυατιον (�Μ). Βψ χοντραστ, ιφ τηε
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πρινχιπαλ εξχλυδεσ τασκ ι φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ, τηε ωαγε−�οορ χονστραιντ ισ σ � ωι.
Ιφ ω1 � ω2, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ το εξχλυδε τασκ 2 ρατηερ τηαν τασκ 1. Τασκ 1 τηεν
δοεσ νοτ ονλψ µακε α ηιγηερ χοντριβυτιον το �ρµ προ�τ (φ1 � φ2), ιτ αλσο λεαδσ

το α λοωερ ωαγε �οορ. Ιφ, ηοωεϖερ, ω1 > ω2, τασκ 2 ηασ τηε αδϖανταγε οφ α λοωερ

ωαγε �οορ. Φορ σιµπλιχιτψ, ωε ασσυµε τηατ τηισ αδϖανταγε ισ νοτ στρονγ ενουγη

το χοµπενσατε φορ τηε λοσσ ιν προ�τσ ιφ ονλψ τασκ 2 ισ περφορµεδ.36 Χονσεθυεντλψ,

ασ ιν τηε βασιχ µοδελ, ιφ τηε πρινχιπαλ εξχλυδεσ α τασκ, τηατ ωιλλ αλωαψσ βε τασκ 2.

Τηυσ, τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ υνδερ τασκ εξχλυσιον ισ �Μ1(υ;ω1), ωηερε τηε προ�τ

φυνχτιον �Μ1(υ;ω) ισ γιϖεν ιν εθυατιον (�Ε). Ασ α ρεσυλτ, τασκ εξχλυσιον ισ οπτιµαλ

ιφ �Μ(υ;ω) � �Μ1(υ;ω1). Χοµπαρεδ το τηε βασιχ µοδελ, τασκ εξχλυσιον ισ µορε

λικελψ το οχχυρ βεχαυσε �Μ1(υ;ω1) � �Μ1(υ;ω). Ιντυιτιϖελψ, ασ τασκ εξχλυσιον

αλλοωσ τηε πρινχιπαλ το ρεδυχε τηε αγεντ�σ ωορκινγ ηουρσ, ιτ ηασ αν αδδιτιοναλ

βενε�τ ρελατιϖε το τηε βασιχ µοδελ ανδ ισ, τηερεφορε, µορε οφτεν πρεφερρεδ το βροαδ

τασκ ασσιγνµεντ.

Υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε αναλψσισ προχεεδσ αναλογουσλψ το Σεχτιον 4. Σιµιλαρλψ

το (ΙΙΣ), τηε πρινχιπαλ�σ οπτιµιζατιον προβλεµ χαν βε σιµπλι�εδ το:

µαξ
ε1;ε2

�
φ1ε1 + φ2ε2 �µαξ

�
υ+

1

2
ε21; ω1 + ε

2
1 +

γ2
γ1
ε1ε2

�
(ΙΙΡΣ )

�µαξ
�
υ+

1

2
ε22; ω2 + ε

2
2 +

γ1
γ2
ε1ε2

��

Τηε πρινχιπαλ ωιλλ ινδυχε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ λεϖελσ εΦΒ ιφ ανδ ονλψ ιφ δοινγ σο δοεσ νοτ

ρεθυιρε ρεντ παψµεντσ το ανψ οφ τηε αγεντσ. Τηισ ισ τηε χασε ιφ τηε τερµ Ρ, ωηιχη

ωε δε�νεδ ιν Προποσιτιον 3, δοεσ νειτηερ εξχεεδ υ�ω1 νορ υ�ω2, ορ, εθυιϖαλεντλψ,

Ρ � υ�µαξφκ1; κ2γ � ω. (ΦΒΡ)

Ασ ιν τηε βασιχ µοδελ, τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ τηεν ισ ϕϕφ ϕϕ
2

2
�2υ. Χοµπαρεδ το χονδι−

τιον (ΦΒ), ωηιχη ενσυρεσ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ υνδερ σπεχιαλιζατιον ιν τηε βασιχ µοδελ,

χονδιτιον (ΦΒΡ) ισ σατισ�εδ φορ α λαργερ ρανγε οφ µινιµυµωαγεσ ιφµαξφκ1; κ2γ < 1.
Τηατ ισ, ιφ ωορκινγ ηουρσ χαν βε ρεδυχεδ φορ βοτη αγεντσ υνδερ σπεχιαλιζατιον, τηε

πρινχιπαλ µορε οφτεν ινδυχεσ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ. Τηε ρεασον ισ τηατ, ωιτη λοωερ ωαγε

�οορσ, τηε αγεντσ αρε λεσσ λικελψ το εαρν ρεντσ φορ τηε βονυσεσ τηατ προϖιδε �ρστ−βεστ

36Τηισ ασσυµπτιον ισ αλσο χονσιστεντ ωιτη πρεσυµινγ τηατ τασκ 1 ισ ινδισπενσαβλε φορ α φαϖοραβλε
ουτχοµε, ασ συγγεστεδ ιν Φοοτνοτε 18.
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ινχεντιϖεσ. Νεϖερτηελεσσ, ασ ιν τηε βασιχ µοδελ, τηε πρινχιπαλ ωιλλ προϖιδε ινε′χιεντ

ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ ωηεν ω ισ συ′χιεντλψ λαργε.

Εθυιϖαλεντλψ το Προποσιτιον 4, ιφ τηε αγεντσ εαρν ρεντσ φορ εαχη παιρ οφ στριχτλψ

ποσιτιϖε ε⁄ορτ λεϖελσ, τηε πρινχιπαλ δοεσ νοτ προϖιδε ινχεντιϖεσ φορ τηε σεχονδ τασκ.

Βψ (ΙΙΡΣ ), τηισ χασε οχχυρσ ιφ υ�ω1 ανδ υ�ω2 αρε βοτη βελοω ζερο, ορ, εθυιϖαλεντλψ,

υ�µινφκ1; κ2γ � ω � 0. (30)

Τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ τηεν ισ
φ2
1

4
�ω1�ω2. Σινχε µινφκ1; κ2γ < 1, χονδιτιον (30) ισ

λεσσ λικελψ το ηολδ τηαν τηε χορρεσπονδινγ χονδιτιον ιν τηε βασιχ µοδελ, υ�ω � 0.
Ιντυιτιϖελψ, βεχαυσε ονε ωαγε �οορ ισ στριχτλψ λοωερ τηαν ω, α σιτυατιον ωηερε βοτη

αγεντσ εαρν α ρεντ οχχυρσ λεσσ οφτεν. Στιλλ, τηερε αρε ρεντ παψµεντσ το βοτη αγεντσ

ωηεν τηε µινιµυµ ωαγε ω ισ συ′χιεντλψ λαργε. Ηοωεϖερ, ιν χοντραστ το τηε βασιχ

µοδελ, ω νοω νεεδσ το βε στριχτλψ αβοϖε τηε ρεσερϖατιον υτιλιτψ υ.

Τηε φορεγοινγ αργυµεντσ λεαδ το τηε φολλοωινγ ρεσυλτσ χονχερνινγ τηε οπτιµαλ

ϕοβ δεσιγν.

Προποσιτιον 10 (ι) Ασσυµε τηατ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ισ οπτιµαλ υνδερ σπεχιαλιζατιον,

ι.ε., ινεθυαλιτψ (ΦΒΡ) ηολδσ. Τηεν, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ σπεχιαλιζατιον το µυλτι−

τασκινγ ιφ ανδ ονλψ ιφ

υ � 1

2

�
ϕϕφ ϕϕ2 �µαξφ�Μ(υ;ω); �Μ1(υ;ω1)γ

�
. (31)

(ιι) Ασσυµε τηατ χονδιτιον (30) ηολδσ. Τηεν, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ µυλτιτασκινγ το

σπεχιαλιζατιον, ι.ε., σηε ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ. Τηε αγεντ χαρριεσ ουτ βοτη τασκσ ιφ

ανδ ονλψ ιφ �Μ(υ;ω) � �Μ1(υ;ω1).

Παρτ (ι) οφ Προποσιτιον 10 ισ τηε χουντερπαρτ το Προποσιτιον 6 ιν τηε βασιχ

µοδελ. Ιτ σαψσ τηατ, ωηεν σπεχιαλιζατιον λεαδσ το �ρστ−βεστ ε⁄ορτ, ιτ ισ πρεφερρεδ το

µυλτιτασκινγ ιφ τηε χοστσ οφ ηιρινγ αν αδδιτιοναλ αγεντ, υ, αρε σµαλλερ τηαν τηε γαιν

φροµ ηαϖινγ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ, ωηιχη ισ γιϖεν βψ τηε ριγητ−ηανδ σιδε

οφ χονδιτιον (31). Ιν χοντραστ το τηε βασιχ µοδελ, τηισ γαιν νοω δεπενδσ ον τηε

ωαγε �οορσ ω ανδ ω1 σινχε τηεψ α⁄εχτ τηε πρινχιπαλ�σ δεχισιον ον τασκ εξχλυσιον.

Μορεοϖερ, τηισ γαιν ισ (ωεακλψ) σµαλλερ τηαν ιν τηε βασιχ µοδελ βεχαυσε ω1 � ω

µακεσ τηε χασε οφ τασκ εξχλυσιον µορε αττραχτιϖε φορ τηε πρινχιπαλ. Τηυσ, εϖεν

τηουγη �ρστ−βεστ ε⁄ορτ ισ µορε οφτεν ιµπλεµεντεδ υνδερ σπεχιαλιζατιον ωηεν ωαγε

�οορσ αρε ϖαριαβλε, τηισ δοεσ νοτ νεχεσσαριλψ µακε τηε πρινχιπαλ εµπλοψ τωο αγεντσ

µορε οφτεν.
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Παρτ (ιι) οφ Προποσιτιον 10 χορρεσπονδσ το Προποσιτιον 7 ιν τηε βασιχ µοδελ.

Ιτ εσταβλισηεσ τηατ τηε πρινχιπαλ σηουλδ ηιρε ονλψ ονε αγεντ ωηενεϖερ σηε �νδσ ιτ

οπτιµαλ νοτ το προϖιδε ινχεντιϖεσ φορ τηε σεχονδ τασκ υνδερ σπεχιαλιζατιον. Σινχε

τηισ χασε ισ λεσσ λικελψ το οχχυρ υνδερ ϖαριαβλε ωαγε �οορσ, τηισ αργυµεντ νοω µακεσ

α ωεακερ χασε φορ µυλτιτασκινγ.

7 ∆ισχυσσιον ανδ Χονχλυσιον

Ωε τηεορετιχαλλψ αναλψζε ηοω τηε εξιστενχε οφ ωαγε �οορσ α⁄εχτσ οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν

ιν �ρµσ. Ωε ασσυµε τηατ τωο τασκσ χοντριβυτε το �ρµ ϖαλυε. Τηεσε τασκσ χαν βε

ασσιγνεδ το ονλψ ονε ϕοβ χαρριεδ ουτ βψ ονε αγεντ, ορ εαχη τασκ χαν βε δελεγατεδ το

α δι⁄ερεντ αγεντ ωιτη α σπεχιαλιζεδ ϕοβ. Ωηιλε �ρµ ϖαλυε ισ νον−ϖερι�αβλε, τηερε ισ

αν ιµπερφεχτ περφορµανχε µεασυρε ωηοσε ρεαλιζατιον ρανδοµλψ δεπενδσ ον βοτη

τασκσ συχη τηατ τηε πρινχιπαλ χαν υσε τηε λαττερ το προϖιδε βοτη αγεντσ ωιτη ε⁄ορτ

ινχεντιϖεσ. Ωε σηοω τηατ, ιν τηε αβσενχε οφ ανψ ωαγε �οορ, σπλιττινγ τηε τασκσ

ιντο σπεχιαλιζεδ ϕοβσ ισ οπτιµαλ ωηενεϖερ τηε αγεντσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ ισ νοτ τοο

λαργε. Υνδερ συχη α ϕοβ δεσιγν, τηε πρινχιπαλ χαν ταιλορ ινχεντιϖεσ αχχορδινγ το

εαχη τασκ�σ τρυε µαργιναλ προδυχτιϖιτψ βψ παψινγ δι⁄ερεντ βονυσεσ το τηε αγεντσ.

Χονσεθυεντλψ, τηε πρινχιπαλ ινδυχεσ �ρστ−βεστ ε⁄ορτ.37 Ωιτη α συ′χιεντλψ λαργε

ωαγε �οορ (τηατ ισ στιλλ βελοω τηε ρεσερϖατιον υτιλιτψ), ηοωεϖερ, τηε πρινχιπαλ βεγινσ

το γραδυαλλψ ρεδυχε ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ το αϖοιδ σηαρινγ τηε συρπλυσ ωιτη τηε αγεντσ.

Ονχε τηε ωαγε �οορ βεχοµεσ συ′χιεντλψ λαργε, σηε χαννοτ πρεϖεντ παψινγ α ρεντ

υνδερ σπεχιαλιζατιον; ασ α ρεσυλτ, σηε ηιρεσ ονλψ ονε αγεντ το περφορµ τηε τασκσ

ωιτηιν ονε ϕοβ. Μυλτιτασκινγ ισ τηεν συπεριορ εϖεν τηουγη ιτ λεαδσ το α διστορτιον οφ

ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ. Μορεοϖερ, ιφ τηε περφορµανχε µεασυρε ισ συ′χιεντλψ διστορτιϖε,

τηε πρινχιπαλ µαψ εϖεν εξχλυδε τηε λεσσ ιµπορταντ τασκ φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ σο

τηατ τηισ τασκ ισ νο λονγερ χαρριεδ ουτ. Αλτογετηερ, ουρ µοδελ τηυσ ιµπλιεσ τηατ τηε

εξιστενχε οφ ωαγε �οορσ µαψ λεαδ το βροαδερ τασκ ασσιγνµεντσ ωιτη αν ινε′χιεντ

ε⁄ορτ αλλοχατιον αχροσσ τασκσ ανδ τηε εµπλοψµεντ οφ φεωερ ωορκερσ ωιτηιν τηε

�ρµ. Τηεσε ινσιγητσ αρε βασεδ σολελψ ον ινχεντιϖε χονσιδερατιονσ ιν προδυχτιον

ενϖιρονµεντσ ωιτη µυλτιπλε τασκσ ανδ ιµπερφεχτ περφορµανχε µεασυρεσ.

Ιν ουρ αναλψσισ, ωε ασσυµε τηατ τηερε ισ ονε εξογενουσλψ γιϖεν διστορτιϖε περ−

37Ιν τηισ σεχτιον, ωε εξχλυσιϖελψ ρεφερ το ουρ βασιχ µοδελ ωιτη τεχηνολογιχαλλψ ινδεπενδεντ τασκσ.
Ασ ωε ηαϖε σηοων ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον, τηε χασε οφ ιντερδεπενδεντ τασκσ λεαδσ το σιµιλαρ ρεσυλτσ
ωιτη ρεσπεχτ το οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν. Ηοωεϖερ, σπεχιαλιζατιον τηεν δοεσ νοτ νεχεσσαριλψ ρεσυλτ ιν
�ρστ−βεστ ε⁄ορτ λεϖελσ ιν τηε αβσενχε οφ ωαγε �οορσ, ε.γ., ιφ τασκσ αρε χοµπλεµεντσ.
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φορµανχε µεασυρε, αχχουντινγ φορ τηε φαχτ τηατ µοστ αϖαιλαβλε περφορµανχε σιγναλσ

αρε α⁄εχτεδ βψ µορε τηαν α σινγλε τασκ ανδ δο νοτ περφεχτλψ ρε�εχτ αν αγεντ�σ τρυε

χοντριβυτιον. Ιν πραχτιχε, ηοωεϖερ, �ρµσ χαν οφτεν ιµπροϖε τηε πρεχισιον οφ περ−

φορµανχε εϖαλυατιον βψ σπενδινγ ρεσουρχεσ ον αδδιτιοναλ περφορµανχε µεασυρεσ.

Ρετυρνινγ το ουρ ιντροδυχτορψ εξαµπλε, φαστ−φοοδ χηαινσ χουλδ φορ ινστανχε µεα−

συρε τηε ρεσταυραντ�σ �χλεανλινεσσ� ιν αδδιτιον το στορε προ�τσ. Ιν τηισ ρεσπεχτ, ουρ

ρεσυλτσ ιµπλψ τηατ τηε εξιστενχε οφ ωαγε �οορσ µαψ µακε ιτ µορε δεσιραβλε φορ τηε

�ρµ το ινϖεστ ιν περφορµανχε µεασυρεµεντ. Το σεε τηισ, ασσυµε τηατ, ιν ουρ µοδελ,

τηε πρινχιπαλ χαν νοω γενερατε αν αδδιτιοναλ, χοστλψ περφορµανχε µεασυρε. Ιφ σηε

δοεσ σο, σηε χαν ινδυχε �ρστ−βεστ ε⁄ορτ υνδερ βροαδ τασκ ασσιγνµεντ βψ αππροπρι−

ατελψ ωειγητινγ τηε τωο περφορµανχε µεασυρεσ ιν αν ινχεντιϖε χοντραχτ. Ηοωεϖερ,

συπποσε τηατ, ιν τηε αβσενχε οφ α ωαγε �οορ, τηε πρινχιπαλ �νδσ ιτ οπτιµαλ το ρελψ

ονλψ ον τηε διστορτιϖε περφορµανχε µεασυρε Π ανδ, χονσεθυεντλψ, φαϖορσ σπεχιαλ−

ιζατιον.38 Ωιτη λαργε ωαγε �οορσ, ηοωεϖερ, σπεχιαλιζατιον βεχοµεσ τοο εξπενσιϖε

ρελατιϖε το µυλτιτασκινγ. Τηεν, τηε ε′χιενχψ λοσσ υνδερ βροαδ τασκ ασσιγνµεντ δυε

το α διστορτινγ περφορµανχε µεασυρε µαψ εξχεεδ τηε χοστσ οφ γενερατινγ τηε αδδι−

τιοναλ περφορµανχε σιγναλ. Φαστ−φοοδ χηαινσ µαψ τηυσ �νδ ιτ οπτιµαλ το ινχυρ τηε

χοστσ φορ αν ασσεσσµεντ οφ τηε ρεσταυραντ�σ �χλεανλινεσσ� βεχαυσε τηεσε ινϖεστµεντσ

παψ ο⁄ ιν τηε πρεσενχε οφ µινιµυµ ωαγεσ.

Μορεοϖερ, ουρ ρεσυλτσ ηιγηλιγητ τηατ τηε ρελατιϖε σιζε οφ τηε ωαγε �οορ χοµπαρεδ

το τηε αγεντσ� ρεσερϖατιον υτιλιτψ ισ δεχισιϖε φορ οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν. Ιν παρτιχυλαρ, τηε

δετριµενταλ ε⁄εχτσ οφ α ωαγε �οορ µαψ βε διµινισηεδ βψ γοοδ ουτσιδε οππορτυνιτιεσ

ον τηε σιδε οφ τηε αγεντσ. Συ′χιεντλψ λαργε ρεσερϖατιον υτιλιτιεσ, ηοωεϖερ, αλσο λεαδ

το µυλτιτασκινγ ανδ, τηυσ, ινε′χιεντ ε⁄ορτ αλλοχατιον αχροσσ τασκσ εϖεν ιφ ωαγε

�οορσ αρε αβσεντ ορ δο νοτ αχτιϖελψ ρεστριχτ τηε �ρµ�σ χοντραχτινγ προβλεµ. Τηισ

µαψ εξπλαιν ωηψ, ιν πραχτιχε, ωε οφτεν οβσερϖε εξχεσσιϖε ωορκλοαδσ φορ ηιγηερ−λεϖελ

εµπλοψεεσ συχη ασ µαναγερσ ορ ρεσεαρχηερσ, φορ ωηιχη ωαγε �οορ ρεστριχτιονσ συχη

ασ α µινιµυµ ωαγε αρε τψπιχαλλψ νοτ ρελεϖαντ.

Ουρ �νδινγσ αππλψ το α λαργε ϖαριετψ οφ ϕοβσ. Φρεθυεντλψ, ιφ νοτ τψπιχαλλψ, περ−

φορµανχε µεασυρεσ αρε α⁄εχτεδ βψ δι⁄ερεντ τασκσ βυτ δο νοτ περφεχτλψ ρε�εχτ τηε

τασκσ� τρυε χοντριβυτιονσ το �ρµ ϖαλυε. Ιν αδδιτιον, εξαµπλεσ οφ ωαγε �οορσ πρεϖαιλ.

Βελοω ωε δισχυσσ τηε χασε οφ µινιµυµ ωαγεσ ιν µορε δεταιλ. Μορεοϖερ, ιν µανψ

οχχυπατιοναλ σεχτορσ, χολλεχτιϖε βαργαινινγ αγρεεµεντσ γυαραντεε ασσοχιατεδ ωορκ−

ερσ στανδαρδ ωαγεσ. Ιν αδδιτιον, χιϖιλ σερϖιχε παψ φορ ο′χερσ, τεαχηερσ, ορ προφεσσορσ

38Φορµαλλψ, τηισ µεανσ τηατ τηε χοστσ οφ χρεατινγ τηε αδδιτιοναλ περφορµανχε µεασυρε εξχεεδ
αν αγεντ�σ ρεσερϖατιον υτιλιτψ υ.
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πρεσχριβεσ µανδατορψ ωαγε �οορσ φορ δι⁄ερεντ χαρεερ λεϖελσ. Ανοτηερ ιµπορταντ

ρεαλ−ωορλδ αππλιχατιον οφ ωαγε �οορσ αρε λιαβιλιτψ λιµιτσ δυε το ωεαλτη χονστραιντσ,

λαω, ορ πριϖατε χοντραχτυαλ αγρεεµεντσ. Συχη λιµιτσ ον περσοναλ λιαβιλιτψ αρε οφ

παρτιχυλαρ ιµπορτανχε φορ υππερ µαναγεµεντ.

Α ωαγε−�οορ εξαµπλε οφ ηιγη εµπιριχαλ (ανδ πολιτιχαλ) ρελεϖανχε ισ τηε λεγαλ

µινιµυµ ωαγε.39 Μορεοϖερ, α νατυραλ ιντερπρετατιον οφ αν αγεντ�σ ρεσερϖατιον

υτιλιτψ υ ιν ουρ µοδελ ισ τηε ωορκερ�σ υνεµπλοψµεντ βενε�τ. Σινχε ωε χονσιδερ

α ονε−περιοδ µοδελ, τηισ ισ σαψινγ τηατ, ιφ τηε ωορκερ ρεϕεχτσ τηε �ρµ�σ χοντραχτ

ο⁄ερ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηε περιοδ, ηε χαννοτ �νδ α νεω ϕοβ ωιτηιν τηε σαµε

περιοδ. Ηισ ρεσερϖατιον υτιλιτψ ισ τηερεφορε εθυαλ το τηε υνεµπλοψµεντ βενε�τ.

Τηισ ασσυµπτιον ισ ρεασοναβλε ιφ τηε χονσιδερεδ περιοδ ισ συ′χιεντλψ σηορτ ανδ

τηερε ισ σοµε υνεµπλοψµεντ ον τηε λαβορ µαρκετ. Ιν τηε φολλοωινγ, ωε βριε�ψ

δισχυσσ ιµπλιχατιονσ οφ ουρ µοδελ ωιτη ρεσπεχτ το τηε δι⁄ερεντ ε⁄εχτσ οφ χηανγεσ ιν

µινιµυµ ωαγεσ ανδ υνεµπλοψµεντ βενε�τσ ον τηε ωορκ οργανιζατιον ιν �ρµσ.40

Ουρ ρεσυλτσ σηοω τηατ τηε �ρµ χαν νεϖερ αχηιεϖε τηε �ρστ−βεστ αλλοχατιον ιφ

περφορµανχε µεασυρεσ αρε ιµπερφεχτ. Ηοωεϖερ, ιφ τηερε ισ νο µινιµυµ ωαγε ανδ

υνεµπλοψµεντ βενε�τσ αρε νοτ τοο λαργε, τηε �ρµ νεϖερτηελεσσ ιµπλεµεντσ �ρστ−

βεστ ε⁄ορτ λεϖελσ βψ εµπλοψινγ τωο σπεχιαλιζεδ ωορκερσ (χοµπαρε Προποσιτιον 6).

Ιν τηατ σιτυατιον, τηε ιντροδυχτιον οφ α µινιµυµ ωαγε ηασ α θυιτε δι⁄ερεντ ε⁄εχτ

ον ωορκ οργανιζατιον τηαν αν ινχρεασε ιν τηε υνεµπλοψµεντ βενε�τ: Τηε εσταβ−

λισηµεντ οφ α µινιµυµ ωαγε τηατ φορχεσ τηε �ρµ το ινχρεασε ωορκερσ� �ξεδ ωαγεσ

νεχεσσαριλψ ιµπλιεσ τηατ τηε �ρµ αλσο ινδυχεσ αν ινε′χιεντ ε⁄ορτ αλλοχατιον. Βψ

χοντραστ, α ηιγηερ υνεµπλοψµεντ βενε�τ δοεσ νοτ δεστροψ ε⁄ορτ ε′χιενχψ ασ λονγ

ασ ιτ ρεµαινσ βελοω α χερταιν τηρεσηολδ (ι.ε., ινεθυαλιτψ (14) ιν Προποσιτιον 6 στιλλ

ηολδσ). Τηε ρεασον ισ τηατ τηε τωο ινστρυµεντσ α⁄εχτ τηε �ρµ�σ ινχεντιϖε χον−

τραχτινγ προβλεµ ιν φυνδαµενταλλψ δι⁄ερεντ ωαψσ: Τηε µινιµυµ ωαγε στιπυλατεσ

α λοωερ βουνδ ον εξ−ποστ παψµεντσ το ωορκερσ ωηερεασ τηε υνεµπλοψµεντ βενε�τ

δετερµινεσ τηε µινιµυµ εξ−αντε εξπεχτεδ παψµεντ το α ωορκερ. Τηυσ, ωηεν τηε

υνεµπλοψµεντ βενε�τ ινχρεασεσ, τηε �ρµ χαν αϖοιδ ηιγηερ (εξπεχτεδ) ωαγε χοστσ

ονλψ βψ εµπλοψινγ φεωερ ωορκερσ. Ηοωεϖερ, δισµισσινγ α ωορκερ ινεϖιταβλψ ενταιλσ

α διστορτιον οφ ε⁄ορτ αχροσσ τασκσ. Τηε εξτεντ οφ τηισ διστορτιον ισ εξογενουσλψ

39Ιν 1938, τηε �ρστ µινιµυµ ωαγε ωασ ιντροδυχεδ ιν τηε Υνιτεδ Στατεσ. Αλτηουγη τηε µινι−
µυµ ωαγε ηασ αλωαψσ βεεν α χοντροϖερσιαλ πολιχψ, βψ νοω τηε µαϕοριτψ οφ χουντριεσ ηαϖε λεγαλλψ
ιµπλεµεντεδ σοµε φορµ οφ µινιµυµ ωαγε.
40Ωε ωουλδ λικε το εµπηασιζε τηατ, δυε το ουρ µοδελ ασσυµπτιονσ, τηεσε ινσιγητσ πριµαριλψ

αππλψ το µοραλ−ηαζαρδ ενϖιρονµεντσ ωιτη µυλτιπλε τασκσ ανδ ιµπερφεχτ περφορµανχε µεασυρεσ ατ
τηε �ρµ λεϖελ.
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γιϖεν βψ τηε θυαλιτψ οφ τηε περφορµανχε µεασυρε (ι.ε., τηε σιζε οφ τηε ανγλε �).

Τηε �ρµ τηερεφορε ρεφραινσ φροµ δισµισσαλσ φορ συ′χιεντλψ σµαλλ ινχρεασεσ οφ τηε

υνεµπλοψµεντ βενε�τ. Βψ χοντραστ, ινχρεασεδ ωαγε χοστσ δυε το α βινδινγ λοωερ

βουνδ ον εξ−ποστ παψµεντσ χαν ανδ ωιλλ αλωαψσ βε χουντεραχτεδ βψ αδϕυστµεντσ

ιν τηε ινχεντιϖε σψστεµ, εϖεν ιφ βοτη ωορκερσ σταψ εµπλοψεδ: Ιφ τηε �ρµ ισ φορχεδ

το ραισε ιτσ παψµεντ φορ λοω περφορµανχε δυε το τηε ιντροδυχτιον οφ α ωαγε �οορ,

ιτ ωιλλ οπτιµαλλψ ρεσπονδ βψ δεχρεασινγ τηε ωορκερσ� ρεωαρδσ φορ ηιγη περφορµανχε,

ιµπλψινγ ινε′χιεντλψ λοω ε⁄ορτ ινχεντιϖεσ.

Ηενχε, φροµ αν ε′χιενχψ περσπεχτιϖε, µινιµυµ ωαγεσ εξηιβιτ α µαϕορ δισαδ−

ϖανταγε ρελατιϖε το λαβορ µαρκετ ινστρυµεντσ στιπυλατινγ εξ−αντε βυτ νοτ εξ−ποστ

παψµεντσ το ωορκερσ ασ τηε φορµερ µαψ αλτερ τηε ποωερ οφ ιµπλεµεντεδ ινχεντιϖεσ.

Φροµ α ρεγυλατορψ περσπεχτιϖε, ηοωεϖερ, νοτ ονλψ ε′χιενχψ βυτ αλσο εµπλοψµεντ

ανδ ινδιϖιδυαλ ωελφαρε ε⁄εχτσ αρε ιµπορταντ. Τηε χοµµονλψ στατεδ πριµαρψ γοαλσ

οφ α µινιµυµ ωαγε αρε χορρεχτινγ φορ µαρκετ ινε′χιενχιεσ δυε το, ε.γ., µονοπ−

σονιστιχ ποωερ ορ ινφορµατιοναλ ασψµµετριεσ ανδ ρεδυχινγ εαρνινγσ ινεθυαλιτψ ανδ

ποϖερτψ βψ συππορτινγ λοω−ινχοµε γρουπσ οφ τηε ποπυλατιον.41 Ωηετηερ τηε µιν−

ιµυµ ωαγε ισ ινδεεδ ε⁄εχτιϖε ιν αχηιεϖινγ τηεσε γοαλσ ισ α µαττερ οφ φρεθυεντ

δισχυσσιον ασ ωελλ ασ τηεορετιχαλ ανδ εµπιριχαλ ινϖεστιγατιον.42 Τηουγη ουρ αναλψ−

σισ δοεσ νοτ αλλοω το δραω χονχλυσιονσ ατ αν αγγρεγατε λεϖελ, ιτ χοντριβυτεσ το τηισ

δεβατε βψ ηιγηλιγητινγ αν ιµπορταντ τραδε−ο⁄ ωιτη ρεσπεχτ το εµπλοψµεντ ανδ

ωελφαρε ε⁄εχτσ ατ τηε �ρµ λεϖελ: Ασ α χονσεθυενχε οφ τηε �ρµσ� οπτιµαλ ϕοβ δεσιγν

ανδ µοτιϖατιοναλ χονχερνσ, ωορκερσ µαψ εαρν ρεντσ υνδερ α µινιµυµ ωαγε. Τηεψ,

ηοωεϖερ, αλσο φαχε τηε τηρεατ οφ δισµισσαλ ονχε τηε µινιµυµ ωαγε ισ συ′χιεντλψ

λαργε σινχε τηε �ρµ µιγητ τηεν αβανδον α σπεχιαλιζεδ ϕοβ ρεγιµε. Πρεσυµινγ τηατ

τηε γοϖερνµεντ ιµποσεσ α λεγαλ µινιµυµ ωαγε ιν αν αττεµπτ το αχηιεϖε α φαιρερ

διστριβυτιον οφ ωεαλτη ωιτηιν τηε σοχιετψ, ι.ε., το ραισε τηε ωελλβεινγ οφ α⁄εχτεδ

ωορκερσ, ρεθυιρεσ εϖαλυατινγ τηε µινιµυµ ωαγε�σ ε⁄εχτ αλσο ωιτη ρεσπεχτ το δισ−

τριβυτιοναλ χονχερνσ.43 ∆υε το τηε αβοϖε−µεντιονεδ τραδε−ο⁄, συχη αν εϖαλυατιον

41Χοµπαρε Βοερι ανδ ϖαν Ουρσ (2008), π. 46.
42Φορ χοµπρεηενσιϖε οϖερϖιεωσ οφ τηε τηεορψ, τηε πολιτιχσ, ανδ εµπιριχαλ εϖιδενχε ον τηε µιν−

ιµυµ ωαγε σεε, ε.γ., Χαρδ ανδ Κρυεγερ (1995) ορ Νευµαρκ ανδ Ωασχηερ (2008). Ιν αδδιτιον,
τηερε ισ α λαργε βοδψ οφ εµπιριχαλ ρεσεαρχη ον τηε οϖεραλλ εµπλοψµεντ ε⁄εχτσ οφ µινιµυµ ωαγεσ.
Φορ α ρεϖιεω σεε Νευµαρκ ανδ Ωασχηερ (2007). Ιµπορταντ στυδιεσ ινχλυδε Βακερ, Βενϕαµιν,
ανδ Στανγερ (1999) φορ Χαναδα, Στεωαρτ (2004) φορ Γρεατ Βριταιν, ορ Νευµαρκ, Σχηωειτζερ, ανδ
Ωασχηερ (2004) φορ τηε ΥΣ. Τηε σεµιναλ αρτιχλε βψ Χαρδ ανδ Κρυεγερ (1994) ον µινιµυµ ωαγεσ
ιν φαστ−φοοδ ρεσταυραντσ ιν Νεω ϑερσεψ ανδ Πεννσψλϖανια τριγγερεδ αν ινστρυχτιϖε δεβατε, σεε τηε
χοµµεντ βψ Νευµαρκ ανδ Ωασχηερ (2000) ανδ τηε ρεπλψ βψ Χαρδ ανδ Κρυεγερ (2000). Φορ τηε
ρεχεντ δεβατε ιν Γερµανψ σεε Κναβε ανδ Σχηβ (2008, 2009).
43Βοερι ανδ ϖαν Ουρσ (2008) στατε τηατ �τηε στρονγεστ αργυµεντσ ιν φαϖορ οφ αν ινχρεασε ιν τηε
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ισ νοντριϖιαλ ιν ουρ µοδελ. Ηοωεϖερ, ασ ωε ωιλλ αργυε ιν τηε φολλοωινγ, ουρ ρεσυλτσ

ινδιχατε τηατ, ατ τηε �ρµ λεϖελ, ιτ µαψ σοµετιµεσ βε πρεφεραβλε το ινχρεασε υνεµ−

πλοψµεντ βενε�τσ ρατηερ τηαν ιµπλεµεντινγ ορ ινχρεασινγ α µινιµυµ ωαγε φροµ

βοτη περσπεχτιϖεσ, ε′χιενχψ ανδ τηε ωορκερσ� ωελλβεινγ.

Το σεε τηισ, χονσιδερ α σιτυατιον ιν ωηιχη τωο τασκσ αρε ιµπορταντ φορ προδυχτιον

ανδ τηε τωο πολιχψ µεασυρεσ αρε αβσεντ, ι.ε., τηερε αρε ζερο υνεµπλοψµεντ βενε�τσ,

υ0 = 0, ανδ νο ωαγε ρεστριχτιονσ. Αχχορδινγ το ουρ µοδελ, τηε �ρµ τηεν ινδυχεσ

�ρστ−βεστ ε⁄ορτ βψ ο⁄ερινγ τωο σπεχιαλιζεδ ϕοβσ βυτ τηε ωορκερσ� νετ ινχοµε ισ ζερο.

Ιντροδυχινγ α µινιµυµ ωαγε ω � 0 ιµµεδιατελψ δεστροψσ ονε οφ τηε ϕοβσ, ιµπλψινγ
ινε′χιεντ ε⁄ορτ λεϖελσ. Τηε δισµισσεδ ωορκερ ρεχειϖεσ ζερο υνεµπλοψµεντ βενε�τ,

υ0 = 0, ωηερεασ τηε εµπλοψεδ ωορκερ οβταινσ α ποσιτιϖε ρεντ. Νοω συπποσε τηατ,

ινστεαδ οφ ιντροδυχινγ α µινιµυµ ωαγε, υνεµπλοψµεντ βενε�τσ αρε ινχρεασεδ το

α λεϖελ υ1 > 0, ωηερε υ1 χορρεσπονδσ το τηε εµπλοψεδ ωορκερ�σ ρεντ υνδερ τηε

ποσιτιϖε µινιµυµ ωαγε. Τηεν τωο χασεσ χαν αρισε. Ιν χασε (ι), υ1 ισ σο σµαλλ

τηατ βοτη ωορκερσ σταψ εµπλοψεδ, οβταιν αν εξπεχτεδ νετ ινχοµε οφ υ1, ανδ ε⁄ορτ

ε′χιενχψ ισ µαινταινεδ (ι.ε., υ1 σατισ�εσ χονδιτιον (14)). Ιν χασε (ιι), υ1 ισ σο λαργε

λαργε τηατ τηε �ρµ δισµισσεσ ονε οφ τηε ωορκερσ (ι.ε., χονδιτιον (14) ισ ϖιολατεδ).

Ηοωεϖερ, τηε εµπλοψεδ ωορκερ στιλλ ρεχειϖεσ α ωαγε ψιελδινγ ηιµ υ1 ιν εξπεχτεδ

τερµσ ωηιλε τηε υνεµπλοψεδ ωορκερ γετσ υνεµπλοψµεντ βενε�τσ τηατ αλσο αµουντ

το υ1.

Τηυσ, ιν χασε (ι) ινχρεασινγ τηε υνεµπλοψµεντ βενε�τ ισ πρεφεραβλε βοτη φροµ

τηε περσπεχτιϖε οφ συσταινινγ αν ε′χιεντ ε⁄ορτ αλλοχατιον ανδ το ινχρεασε τηε ωορκ−

ερσ� ωελφαρε. Ιν χασε (ιι), τηε ε⁄ορτ αλλοχατιον ισ ινε′χιεντ, βυτ τηε ωορκερσ αρε

νοτ ωορσε ο⁄ τηαν υνδερ τηε σιτυατιον ωιτη α µινιµυµ ωαγε. Το συµ υπ, ιν τηε

χοντεξτ οφ ουρ µοδελ, ινχρεασινγ υνεµπλοψµεντ βενε�τσ χοµεσ ατ νο αδδιτιοναλ

σοχιαλ χοστσ ασ λονγ ασ τηε υνεµπλοψµεντ βενε�τ ισ µοδερατε, σινχε τηε ωορκερσ

σταψ εµπλοψεδ ανδ τηειρ ινχοµε ισ �νανχεδ βψ τηε �ρµ (χασε (ι)). Ιµπορταντλψ, τηε

σηεερ εξιστενχε οφ νον−ζερο υνεµπλοψµεντ βενε�τσ ινδυχεσ τηε �ρµ το ρεωαρδ τηε

ωορκερσ αχχορδινγλψ ανδ ρεσυλτσ ιν α µορε εϖεν διστριβυτιον οφ τηε συρπλυσ ωιτηιν

τηε �ρµ.

Αλτογετηερ, ουρ στυδψ ισ υσεφυλ το ιδεντιφψ σοµε ιµπορταντ τραδε−ο⁄σ τηατ αρισε

ιν ρεσπονσε το µανδατορψ ωαγε �οορσ; τηεσε ινσιγητσ βυιλδ ον τηε φαχτ τηατ προ�τ−

µαξιµιζινγ �ρµσ τρψ το µοτιϖατε τηειρ ωορκερσ βψ ιµπλεµεντινγ οπτιµαλ ινχεντιϖε

σχηεµεσ, γιϖεν αλλ τηε ρεστριχτιονσ τηεψ φαχε. Ουρ �νδινγσ µαψ ηελπ εξπλαιν τηε

λαχκ οφ χονσενσυσ αµονγ πολιτιχιανσ ανδ σχιεντιστσ ωιτη ρεσπεχτ το τηε ε⁄εχτιϖενεσσ

µινιµυµ ωαγε ρελψ ον εθυιτψ χονσιδερατιονσ.� (π. 45)
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οφ α µινιµυµ ωαγε ιν αχηιεϖινγ ιτσ δεχλαρεδ γοαλσ συχη ασ χορρεχτινγ φορ µαρ−

κετ ινε′χιενχιεσ ανδ ρεδυχινγ εαρνινγσ ινεθυαλιτψ ανδ ποϖερτψ. Ωε χοντριβυτε το

τηε δισχυσσιον βψ ιντροδυχινγ ασψµµετριχ ινφορµατιον αβουτ τηε ωορκερσ� ε⁄ορτ

ανδ ινϖεστιγατινγ τηε σπεχι�χ χηαραχτεριστιχσ οφ ινδιϖιδυαλ ϕοβσ ιφ ωορκερσ ηαϖε το

περφορµ δι⁄ερεντ τασκσ ανδ περφορµανχε µεασυρεσ αρε ιµπερφεχτ.

Αππενδιξ

Προοφ οφ Προποσιτιον 1. Τηε βονυσ βΠΧ σολϖεσ τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ (ΙΙΜ) ιφ

βΠΧ � ββ. Βψ (7) ανδ (9), τηε λαττερ ινεθυαλιτψ ισ εθυιϖαλεντ το ω � υ � ∆
2
. Φροµ

(ΙΙΜ), τηε χορρεσπονδινγ προ�τ ισ

φΤγ � βΠΧ � γΤγ � (β
ΠΧ)2

2
� υ = ∆

2
� υ. (32)

Τηισ προ�τ ισ ποσιτιϖε βεχαυσε Ασσυµπτιον 1 ιµπλιεσ υ < ∆
4
+ ∆

8
< ∆

2
. Τηε βονυσ

ββ σολϖεσ (ΙΙΜ) ιφ βΩΧ � ββ < βΠΧ . Υσινγ (7), (8), ανδ (9), τηισ ισ εθυιϖαλεντ το

υ� ∆
2
< ω � υ� ∆

8
. Τηε προ�τ τηεν ισ

φΤγ �ββ� γΤγ �ββ2 � ω =
π
2(υ� ω)∆ + ω � 2υ. (33)

Ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το χηεχκ τηατ (33) ισ δεχρεασινγ ιν ω. Φορ ω = υ � ∆
8
, (33)

βεχοµεσ ∆
4
�ω, ωηιχη ισ ποσιτιϖε βψ Ασσυµπτιον 1. Τηυσ, (33) ισ αλωαψσ ποσιτιϖε.

Φιναλλψ, τηε βονυσ βΩΧ ισ οπτιµαλ ιφ ββ < βΩΧ , ωηιχη ισ εθυιϖαλεντ το υ � ∆
8
< ω.

Βψ τηε υππερ βουνδ ον υ ανδ ω ιν Ασσυµπτιον 1, τηισ χασε µαψ ινδεεδ οχχυρ.

Φυρτηερµορε, τηε ασσοχιατεδ προ�τ, ∆
4
� ω, ισ ποσιτιϖε. Τηε βονυσεσ βΠΧ ανδ ββ

βοτη λεαδ το α βινδινγ παρτιχιπατιον χονστραιντ (ΠΧΜ). Βψ χοντραστ, ιφ τηε βονυσ

βΩΧ ισ οπτιµαλ, ονλψ τηε ωαγε−�οορ χονστραιντ (ΩΧΜ) ισ βινδινγ. Τηυσ, τηε αγεντ

οβταινσ α ρεντ ιφ ανδ ονλψ ιφ βΩΧ ισ ιµπλεµεντεδ. Υσινγ τηατ σ = ω ανδ ε = β � γ,
τηε ρεντ χαν βε χοµπυτεδ ασ τηε αγεντ�σ εξπεχτεδ ωαγε παψµεντ νετ οφ ε⁄ορτ χοστσ

ανδ ηισ ρεσερϖατιον υτιλιτψ: ω + γΤ γ

2
(βΩΧ)2 � υ = ω + ∆

8
� υ. �

Προοφ οφ Προποσιτιον 2. Ασσυµε τηατ τηε αγεντ περφορµσ τασκ ι, ωηιλε τασκ ϕ 6= ι

37



ισ εξχλυδεδ φροµ τηε ϕοβ. Τηεν, τηε πρινχιπαλ�σ οπτιµιζατιον προβλεµ ισ

µαξ
ει;σ;β

φιει � σ� γιει � β (34)

ει = αργµαξ
βει
σ+ γιβει � β�

1

2
βε2ι (35)

σ+ γιει � β�
1

2
ε2ι � υ (36)

σ; σ+ β � ω (37)

Τηισ προβλεµ χαν βε τρανσφορµεδ αναλογουσλψ το τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ υνδερ

βροαδ τασκ ασσιγνµεντ, (ΙΜ)−(ΩΧ
0
Μ), ψιελδινγ

µαξ
β

�
φιγι � β�µαξ

�
υ+ γ2ι

β2

2
; ω + γ2ι β

2

��
. (38)

Τηε πρινχιπαλ οπτιµαλλψ ιµπλεµεντσ τηε βονυσ

β(φι; υ; ω) =

8
>><
>>:

φι
γι

ιφ ω � υ� φ2
ι

2π
2(υ�ω)
γι

ιφ υ� φ2
ι

2
< ω � υ� φ2

ι

8
φι
2γι

ιφ υ� φ2
ι

8
< ω

(39)

ανδ εαρνσ τηε προ�τ

�(φι; υ; ω) =

8
><
>:

φ2
ι

2
� υ ιφ ω � υ� φ2

ι

2π
2(υ� ω)φι + ω � 2υ ιφ υ� φ2

ι

2
< ω � υ� φ2

ι

8
φ2
ι

4
� ω ιφ υ� φ2

ι

8
< ω

: (40)

Τηε αγεντ εαρνσ α ρεντ ιφ ανδ ονλψ ιφ υ� φ2
ι

8
< ω. Υσινγ τηατ σ = ω, ει = βγι =

φι
2
,

τηε ρεντ χαν βε χοµπυτεδ ασ τηε αγεντ�σ εξπεχτεδ ωαγε παψµεντ νετ οφ ε⁄ορτ χοστσ

ανδ ηισ ρεσερϖατιον υτιλιτψ: ω + γιειβ� ε2
ι

2
� υ = ω + φ2

ι

8
� υ.

Νεξτ, ωε προϖε τηατ �(φι; υ; ω) ισ ινχρεασινγ ιν φι, ορ, εθυιϖαλεντλψ,

�(φ1; υ; ω) � �(φ2; υ; ω) φορ αλλ ω, ηολδινγ υ χονσταντ. (41)

Ινεθυαλιτψ (41) οβϖιουσλψ ηολδσ φορ ω � υ� φ2
1

2
, υ� φ2

2

2
< ω � υ� φ2

1

8
, ανδ υ� φ2

2

8
< ω.

Νοω χονσιδερ τηε χασε ω 2
�
υ� φ2

1

2
; υ� φ2

2

2

ι
= Α. Σινχε � ισ χοντινυουσ ιν ω, ωε

ηαϖε �(φ1; υ;�φ2
2

2
) � �(φ2; υ; υ� φ2

2

2
). Φυρτηερµορε, �(φ1; υ; ω) ισ στριχτλψ δεχρεασινγ

ιν ω ον τηε ιντερϖαλ Α ωηιλε �(φ2; υ; ω) ισ χονσταντ. Τηυσ, (41) ηολδσ ον τηε εντιρε
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ιντερϖαλ Α. Φιναλλψ, χονσιδερ τηε χασε ω 2
�
υ� φ2

1

8
; υ� φ2

2

8

ι
= Β. Ινεθυαλιτψ (41)

ηολδσ φορ ω = υ � φ2
1

8
ανδ ω = υ � φ2

2

8
. Τηυσ, βεχαυσε βοτη �(φ1; ω) ανδ �(φ2; ω)

αρε στριχτλψ δεχρεασινγ ιν ω ον Β, (41) ηολδσ ον τηε εντιρε ιντερϖαλ Β. Τηερεφορε,

(41) αλωαψσ ηολδσ ανδ τηε πρινχιπαλ πρεφερσ εξχλυσιον οφ τασκ 2 το εξχλυσιον οφ τασκ

1.

Τηε πρινχιπαλ πρεφερσ εξχλυσιον οφ τασκ 2 το βροαδ τασκ ασσιγνµεντ ιφ �(φ1; υ; ω) �
�Μ(υ;ω). Χοµπαρινγ (�Μ) ανδ (�Ε), υσινγ τηατ �(φ1; υ; ω) ισ ινχρεασινγ ιν φ1,

ψιελδσ τηατ εξχλυσιον οφ α τασκ ισ οπτιµαλ ιφ ανδ ονλψ ιφ φ 21 � ∆ ορ φ1 � ϕϕφ ϕϕ � χοσ �.
�

Προοφ οφ Προποσιτιον 3. Φορ ανψ γιϖεν ε⁄ορτ παιρ (ε1; ε2), τηε πρινχιπαλ�σ ωαγε

παψµεντσ το τηε αγεντσ µυστ βε ατ λεαστ ασ ηιγη ασ τηε αγεντσ� ε⁄ορτ χοστσ ανδ

ρεσερϖατιον υτιλιτιεσ. Τηυσ, αν υππερ βουνδ φορ τηε πρινχιπαλ�σ εξπεχτεδ προ�τ ισ

γιϖεν βψ

µαξ
ε1;ε2

φ1ε1 + φ2ε2 �
1

2
ε21 �

1

2
ε22 � 2υ =

ϕϕφ ϕϕ2
2

� 2υ. (42)

Τηισ υππερ βουνδ ισ ατταινεδ φορ ε = εΦΒ = φ . Βψ (ΙΙΣ), τηε πρινχιπαλ ισ αβλε το

ρεαλιζε τηισ προ�τ ιφ

υ+
1

2
φ 21 � ω + φ 21 +

γ2
γ1
φ1φ2 ανδ υ+

1

2
φ 22 � ω + φ 22 +

γ1
γ2
φ1φ2. (43)

Τηισ ισ εθυιϖαλεντ το χονδιτιον (ΦΒ). Τηυσ, ιφ (ΦΒ) ηολδσ, τηεν εΦΒ ισ ιµπλεµεντεδ.

Ιφ (ΦΒ) δοεσ νοτ ηολδ, τηεν εΦΒ λιεσ ιν αρεα Α2, Α3, ορ Α4 οφ Φιγυρε 2. Ιφ ε
ΦΒ λιεσ ιν

τηε ιντεριορ οφ ονε οφ τηεσε αρεασ, ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το ϖεριφψ τηατ εΦΒ δοεσ νοτ

σατισφψ τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ φορ α προ�τ−µαξιµιζινγ ε⁄ορτ λεϖελ ιν τηε ιντεριορ οφ

τηε ρεσπεχτιϖε αρεα. Τηυσ, εΦΒ χαννοτ βε α σολυτιον το (ΙΙΣ). Ιτ ρεµαινσ το χονσιδερ

τηε χασε ωηερε εΦΒ λιεσ ον τηε βουνδαρψ οφ Α4 ανδ Αϕ, ϕ 2 φ2; 3γ. Φιρστ ασσυµε
τηατ εΦΒ λιεσ ον τηε βουνδαρψ οφ Α2 ανδ Α4. Τηεν, ινδυχινγ ε

0 = (φ1 � ∀; φ2)Τ
ωιτη ∀ συ′χιεντλψ χλοσε το ζερο ωουλδ λεαδ το α ηιγηερ προ�τ τηαν ινδυχινγ εΦΒ

βεχαυσε τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ ισ δεχρεασινγ ιν ε1 ατ ε = ε
ΦΒ. Σιµιλαρλψ, ιφ εΦΒ λιεσ

ον τηε βουνδαρψ οφ Α3 ανδ Α4, τηε πρινχιπαλ πρεφερσ ε
00 = (φ1; φ2 � ∀)Τ το εΦΒ. �

Προοφ οφ Προποσιτιον 4. Ιφ ω � υ, τηε πρινχιπαλ�σ προβλεµ (ΙΙΣ) χαν βε σιµπλι�εδ
το

µαξ
ε1;ε2

φ1ε1 + φ2ε2 � ε21 � ε22 �
γ21 + γ

2
2

γ1γ2
ε1ε2 � 2ω. (44)

Φιρστ, χονσιδερ τηε χασε γ1 = γ2. Τηεν,
γ2
1
+γ2

2

γ1γ2
= 2 ανδ τηε πρινχιπαλ�σ οβϕεχτιϖε
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φυνχτιον βεχοµεσ

µαξ
ε1;ε2

φ1ε1 + φ2ε2 � (ε1 + ε2)2 � 2ω. (45)

Ιφ φ1 = φ2, εϖερψ χοµβινατιον οφ ε⁄ορτ λεϖελσ (ε1; ε2) συχη τηατ ε1 + ε2 = φ1=2

µαξιµιζεσ τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ. Τηυσ, ε1 = φ1=2 ανδ ε2 = 0 χονστιτυτε αν οπτιµαλ

ε⁄ορτ παιρ. Ιφ φ1 > φ2, ωε ηαϖε α χορνερ σολυτιον ωιτη ε1 = φ1=2 ανδ ε2 = 0. Τηε

προ�τ ισ αλωαψσ �Σ(υ;ω) = 1
4
φ 21 � 2ω. Νοω ασσυµε τηατ γ1 6= γ2. Τηεν,

γ2
1
+γ2

2

γ1γ2
> 2.

Ηενχε, φορ ανψ γιϖεν παιρσ (ε1; ε2) ανδ (φ1; φ2), τηε πρινχιπαλ�σ προ�τσ αρε (ωεακλψ)

λοωερ τηαν φορ τηε χασε γ1 = γ2. Ηοωεϖερ, τηε πρινχιπαλ χαν στιλλ ρεαλιζε προ�τ

�Σ = 1
4
φ 21 � 2ω βψ ινδυχινγ ε1 = φ1=2 ανδ ε2 = 0: Τηυσ, τηεσε ε⁄ορτ λεϖελσ αρε

αγαιν οπτιµαλ. �

Προοφ οφ Προποσιτιον 5. Φιρστ, χονσιδερ τηε χασε ωηερε υνδερ τηε σολυτιον το

(ΙΙΣ) ατ λεαστ ονε ε⁄ορτ λεϖελ ισ ζερο. Τηεν, ωε χαν σεε φροµ (ΙΙΣ) τηατ τηε αγεντ

εξερτινγ ζερο ε⁄ορτ δοεσ νοτ οβταιν α ρεντ βεχαυσε υ > ω. Νοω χονσιδερ τηε

σιτυατιον ωηερε α σολυτιον το (ΙΙΣ) ιµπλιεσ ποσιτιϖε ε⁄ορτ ιν βοτη τασκσ. (ι) Τηε

προοφ ισ βψ χοντραδιχτιον. Συπποσε τηε πρινχιπαλ ινδυχεσ αν ε⁄ορτ παιρ (∼ε1; ∼ε2) φορ

ωηιχη βοτη αγεντσ εαρν α ρεντ. Τηεν, (∼ε1; ∼ε2) µυστ βε ιν τηε ιντεριορ οφ Α4 ιν

Φιγυρε 2. Τηυσ, (∼ε1; ∼ε2) ισ α λοχαλ µαξιµυµ οφ τηε φυνχτιον

�(ε1; ε2) = φ1ε1 + φ2ε2 � ε21 � ε22 �
γ21 + γ

2
2

γ1γ2
ε1ε2 � 2ω (46)

ανδ τηερεφορε νεεδσ το σατισφψ τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ

φ1 � 2∼ε1 �Γ∼ε2 = 0; (47)

φ2 �Γ∼ε1 � 2∼ε2 = 0; (48)

ωηερε Γ :=
γ2
1
+γ2

2

γ1γ2
. Φιρστ ασσυµε τηατ Γ > 2, ιµπλψινγ τηατ γ1 6= γ2. Τηεν, τηε

Ηεσσιαν οφ �(ε1; ε2) ισ ινδε�νιτε βεχαυσε ιτ ηασ α νεγατιϖε ειγενϖαλυε, �(2+Γ), ανδ
α ποσιτιϖε ονε, �2+Γ. Τηυσ, (∼ε1; ∼ε2) χαννοτ βε α λοχαλ µαξιµυµ οφ �(ε1; ε2) ανδ
ωε οβταιν α χοντραδιχτιον. ΙφΓ = 2, τηεν γ1 = γ2 ανδ, χονσεθυεντλψ, φ1 > φ2. Τηυσ,

τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ χαννοτ βε σατισ�εδ ανδ ωε αγαιν οβταιν α χοντραδιχτιον.

(ιι) Ιφ φ1 = φ2 ανδ γ1 = γ2, τηεν αλλ (ε1; ε2) ωιτη ε1 + ε2 = φ1=2 αρε α λοχαλ

µαξιµυµ οφ �(ε1; ε2). Τηυσ, ιφ υ�ω ισ συ′χιεντλψ χλοσε το ζερο, τηερε αρε οπτιµαλ
σολυτιονσ το (ΙΙΣ) φορ ωηιχη βοτη ε⁄ορτ λεϖελσ αρε ποσιτιϖε ανδ βοτη αγεντσ εαρν α

ρεντ. Ηοωεϖερ, τηερε αρε τωο παιρσ οφ ε⁄ορτ λεϖελσ ον τηε βουνδαρψ οφ Α4, ωηιχη

αλσο σατισφψ ε1+ ε2 = φ1=2 ανδ χονστιτυτε οπτιµαλ σολυτιονσ. Φορ τηεσε ε⁄ορτ παιρσ,
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ονλψ ονε αγεντ εαρνσ α στριχτλψ ποσιτιϖε ρεντ. �

Προοφ οφ Προποσιτιον 6. Ασσυµε τηατ (ΦΒ) ηολδσ. Τηεν, βψ Προποσιτιον 3, τηε

πρινχιπαλ�σ προ�τ υνδερ σπεχιαλιζατιον ισ 1
2
ϕϕφ ϕϕ2 � 2υ. Υσινγ Προποσιτιονσ 1 ανδ 2,

ωε νοω δετερµινε τηε προ�τ ιφ τηε πρινχιπαλ εµπλοψσ ονλψ ονε αγεντ ωιτη ονε ορ

τωο ασσιγνεδ τασκσ. Το δο σο, ωε σηοω τηατ (ι) ω � υ � φ2
1

2
ανδ (ιι) ω � υ � ∆

2
,

ι.ε., τηε αγεντ�σ παρτιχιπατιον χονστραιντ ισ βινδινγ. Φροµ (ΦΒ), ωε οβταιν

ω � υ�
�
1

2
φ 21 +

γ2
γ1
φ1φ2

�
. (49)

Βεχαυσε 1
2
φ 21 +

γ2
γ1
φ1φ2 >

1
2
φ 21 , (ι) φολλοωσ ιµµεδιατελψ. Μορεοϖερ, ιτ ηολδσ τηατ

1
2
φ 21 +

γ2
γ1
φ1φ2 >

∆
2
, βεχαυσε τηε λαττερ ινεθυαλιτψ χαν βε τρανσφορµεδ το

(φ 21 � φ 22 )γ22 + 2φ1φ2
γ32
γ1
> 0, (50)

ωηιχη ισ σατισ�εδ βεχαυσε φ1 � φ2. Ηενχε, ωε οβταιν (ιι). Χονσεθυεντλψ, βψ

εθυατιον (�Μ) ιν Προποσιτιον 1 ανδ εθυατιον (�Ε) ιν Προποσιτιον 2, τηε προ�τ

ωιτη ονε αγεντ ισ µαξ
ν
∆
2
� υ; φ2

1

2
� υ
ο
. Τηερεφορε, σπεχιαλιζατιον ισ πρεφερρεδ το

ηιρινγ ονλψ ονε αγεντ ιφ

µαξ

�
∆

2
� υ; φ

2
1

2
� υ
�
� 1

2
ϕϕφ ϕϕ2 � 2υ, (51)

ωηιχη ισ εθυιϖαλεντ το (14). �

Προοφ οφ Προποσιτιον 7. Ασσυµε τηατ ω � υ. Τηεν, βψ Προποσιτιον 4, προ�τ

υνδερ σπεχιαλιζατιον ισ �Σ(υ;ω) =
φ2
1

4
� 2ω. Ηοωεϖερ, τηε πρινχιπαλ χαν δο βεττερ

βψ ηιρινγ ονλψ ονε αγεντ ανδ εξχλυδε τασκ 2 φροµ τηε ϕοβ, τηερεβψ εαρνινγ τηε

προ�τ
φ2
1

4
�ω. ∆οινγ σο ισ πρεφερρεδ το βροαδ τασκ ασσιγνµεντ ιφ φ

2

1

4
�ω � �Μ . Βψ

εθυατιον (�Μ) ιν Προποσιτιον 1, τηισ ινεθυαλιτψ ισ εθυιϖαλεντ το

1

4
φ 21 � ω �

∆

4
� ω , φ 21 � ∆ = ϕϕφ ϕϕ2 χοσ2 �:

�

Προοφ οφ Προποσιτιον 8. Ιφ σπεχιαλιζατιον ενταιλσ α στριχτλψ ηιγηερ εξπεχτεδ

προ�τ τηαν µυλτιτασκινγ, τηε οπτιµαλ ε⁄ορτ λεϖελσ υνδερ σπεχιαλιζατιον, (ε�1; ε
�
2),

µυστ βοτη βε ποσιτιϖε. Οτηερωισε, µυλτιτασκινγ χαν ινδυχε τηε σαµε εξπεχτεδ

προ�τ βψ εξχλυδινγ τηε τασκ ωιτη ζερο ε⁄ορτ φροµ τηε αγεντ�σ ϕοβ. Ωε χηαραχτεριζε
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αλλ χασεσ ωηερε, υνδερ σπεχιαλιζατιον, ιτ ισ οπτιµαλ το παψ α ρεντ το ονε οφ τηε αγεντσ.

Τηεν, ωε σηοω τηατ ηιρινγ ονλψ ονε αγεντ αλωαψσ λεαδσ το α ηιγηερ εξπεχτεδ προ�τ.

∆ε�νε θ := γ2
γ1
.

Ασσυµε τηατ, υνδερ σπεχιαλιζατιον, αγεντ 1 εαρνσ α ρεντ. Τηεν, τηε οπτιµαλ

ε⁄ορτ λεϖελσ (ε�1; ε
�
2) µυστ βε αν ιντεριορ σολυτιον το

µαξ
ε1�0;ε2�0

φ1ε1 + φ2ε2 � (ε21 + θε1ε2 + ω)�
�
ε22
2
+ υ

�
(52)

ανδ, φυρτηερµορε, τηερε µυστ βε αν υ ανδ ω συχη τηατ

ε�21 + θε
�
1ε
�
2 + ω >

ε�21
2
+ υ ανδ ε�22 + θ

�1ε�1ε
�
2 + ω �

ε�22
2
+ υ (53)

, ε�22
2
+ θ�1ε�1ε

�
2 < υ� ω �

ε�21
2
+ θε�1ε

�
2 (54)

Α νεχεσσαρψ χονδιτιον φορ τηε λαστ ινεθυαλιτψ βεινγ σατισ�εδ ισ τηατ

(θ�1 � θ)ε�1ε�2 <
1

2
(ε�21 � ε�22 ): (55)

Τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ οφ (52) αρε

φ1 � 2ε1 � θε2 = 0 ανδ φ2 � θε1 � ε2 = 0; (56)

ψιελδινγ

ε1 =
φ1 � θφ2
2� θ2 ; ε2 =

2φ2 � θφ1
2� θ2 : (57)

Τηε Ηεσσιαν οφ τηε οβϕεχτιϖε φυνχτιον (52) ισ νεγατιϖε δε�νιτε ιφ θ <
π
2, ινδε�νιτε

ιφ θ >
π
2, ανδ νεγατιϖε σεµιδε�νιτε ιφ θ =

π
2. Τηυσ, ιφ θ <

π
2, τηεν (57)

χονστιτυτεσ α µαξιµυµ οφ (52). Ιφ θ >
π
2, τηεν (52) δοεσ νοτ ηαϖε αν ιντεριορ

σολυτιον. Φιναλλψ, ιφ θ =
π
2 ανδ φ1 6=

π
2φ2, τηεν αγαιν (52) δοεσ νοτ ηαϖε αν

ιντεριορ σολυτιον. Ιφ θ =
π
2 ανδ φ1 =

π
2φ2, τηεν αλλ (ε1; ε2) ωιτη ε1 =

1π
2
(φ2 � ε2)

χονστιτυτε α µαξιµυµ οφ (52) ανδ ψιελδ α προ�τ οφ 1
4
φ 21 �υ�ω. Ηοωεϖερ, βψ (�Ε)

εµπλοψινγ ονλψ ονε αγεντ ωιλλ λεαδ το ατ λεαστ τηε σαµε προ�τ. Ωε τηερεφορε φροµ

νοω ον ασσυµε τηατ θ <
π
2. Βεχαυσε ε�ι > 0, ι = 1; 2, ωε οβταιν φροµ (57)

ε�1 =
φ1 � θφ2
2� θ2 ; ε

�
2 =

2φ2 � θφ1
2� θ2 φορ θ <

φ1
φ2
<
2

θ
. (58)
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Τηε ασσοχιατεδ προ�τ χαν βε χοµπυτεδ ασ

�Σ(υ;ω) =
φ 22 +

1
2
φ 21 � θφ1φ2
2� θ2 � υ� ω. (59)

Νοω χονσιδερ µυλτιτασκινγ. Ωε �ρστ σηοω τηατ τηε πρινχιπαλ ωιλλ αλωαψσ ασσιγν

βοτη τασκσ το τηε αγεντ. Βψ Προποσιτιον 2, τηισ ισ τηε χασε ιφ ανδ ονλψ ιφ:

φ1 < ϕϕφ ϕϕ � χοσ � =
φ1γ1 + φ2γ2π
γ21 + γ

2
2

(60)

, φ 21 (γ
2
1 + γ

2
2) < (φ1γ1)

2 + 2φ1φ2γ1γ2 + (φ2γ2)
2 (61)

, φ 21 γ2 < 2φ1φ2γ1 + φ
2
2 γ2 (62)

, φ1
φ2
< 2

γ1
γ2
+
φ2
φ1

(63)

, φ1
φ2
<
2

θ
+
φ2
φ1

(64)

Τηε λαστ ινεθυαλιτψ ηολδσ βεχαυσε οφ (58). Τηυσ, τηε πρινχιπαλ�σ προ�τ υνδερ µυλ−

τιτασκινγ ισ γιϖεν βψ (�Μ). Ωε νοω σηοω τηατ �Μ(υ;ω) � �Σ(υ;ω) φορ αλλ υ ανδ
ω. Φιρστ, ωε νοτε τηατ ∆ χαν βε τρανσφορµεδ το ∆ = (φ1+θφ2)2

1+θ2
. Φορ υ� ∆

8
< ω, ωε

νεεδ το ϖεριφψ τηατ

1

4

(φ1 + θφ2)
2

1 + θ2
� ω � φ 22 +

1
2
φ 21 � θφ1φ2
2� θ2 � υ� ω: (65)

Σινχε υ � 0, ιτ συ′χεσ το σηοω τηατ

1

4

(φ1 + θφ2)
2

1 + θ2
� φ 22 +

1
2
φ 21 � θφ1φ2
2� θ2 : (66)

Σοµε τρανσφορµατιονσ σηοω τηατ τηισ ινεθυαλιτψ ισ σατισ�εδ ιφ ανδ ονλψ ιφ

�Ηφ2 � φ1 �
1

3

4 + θ2

θ
φ2 � Ηφ2 (67)

ωηερε

Η :=

σ
1

9

�
4 + θ2

θ

�2
� 1
3

4 + 2θ2 + θ4

θ2
. (68)
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Τηε σεχονδ ινεθυαλιτψ ιν (67) ισ εθυιϖαλεντ το

φ1
φ2
� Η + 1

3

4 + θ2

θ
: (69)

Βεχαυσε φ1
φ2
< 2

θ
, τηε λαστ ινεθυαλιτψ ηολδσ ιφ 0 � Η + 1

3
4+θ2

θ
� 2

θ
φορ αλλ θ 2 (0;

π
2).

Πλοττινγ σηοωσ τηατ τηισ ισ τρυε. Τηε �ρστ ινεθυαλιτψ ιν (67) ισ εθυιϖαλεντ το

�Η + 1
3

4 + θ2

θ
� φ1
φ2
: (70)

Φιρστ χονσιδερ τηε χασε θ > 1. Βεχαυσε θ < φ1
φ2
, ινεθυαλιτψ (70) ισ σατισ�εδ ιφ

0 � θ + Η � 1
3
4+θ2

θ
φορ αλλ θ 2 (1;

π
2). Πλοττινγ αγαιν σηοωσ τηατ τηισ ισ τρυε.

Νοω ασσυµε τηατ θ � 1. Τηεν, φορ (55) το ηολδ, ωε νεεδ ε�1 > ε�2 , 2+θ
1+θ

< φ1
φ2
.

Σινχε θ < 2+θ
1+θ

< 2
θ
, ωε χαν ρεστριχτ φ1

φ2
φυρτηερ το 2+θ

1+θ
< φ1

φ2
< 2

θ
. Μορεοϖερ, 2+θ

1+θ
ισ

δεχρεασινγ ιν θ ανδ, τηυσ, 2+θ
1+θ

> 2+
π
2

1+
π
2
=
π
2. Τηυσ, ωιτη θ � 1 ιτ φολλοωσ τηατπ

2 < φ1
φ2
< 2, 1

2
< φ2

φ1
< 1π

2
. Ωε ωαντ το εσταβλιση α λοωερ βουνδ ον θ. Ινεθυαλιτψ

(55) ισ εθυιϖαλεντ το

θ�1 � θ < 1

2

ε�21 � ε�22
ε�1ε

�
2

=: Ρ(θ; ρ), ωηερε ρ =
φ2
φ1
: (71)

Ιτ χαν βε σηοων τηατ Ρ(θ; ρ) ισ στριχτλψ ινχρεασινγ ιν θ φορ ρ < 1π
2
. Φυρτηερµορε,

ζ(θ) = θ�1� θ ισ στριχτλψ δεχρεασινγ ιν θ ωιτη ζ(0) =1 ανδ ζ(1) = 0. Τηυσ, τηερε

ισ α υνιθυε �θ 2 (0; 1) συχη τηατ ινεθυαλιτψ (71) ηολδσ φορ θ � �θ. Ιτ χαν βε σηοων

τηατ �θ > 0:6. Πλοττινγ σηοωσ τηατ 0 � 2+θ
1+θ

+Η � 1
3
4+θ2

θ
φορ αλλ θ 2 (0:6; 1]. Ηενχε,

(70) ηολδσ.

Φορ υ� ∆
2
< ω � υ� ∆

8
, ∆

8
� υ� ω < ∆

2
, ωε νεεδ το ϖεριφψ τηατ

π
2(υ� ω)∆ � (υ� ω) � φ 22 +

1
2
φ 21 � θφ1φ2
2� θ2 � ω: (72)

Τηε λεφτ−ηανδ σιδε οφ τηισ ινεθυαλιτψ ισ ινχρεασινγ ιν υ � ω. Τηυσ, ιτ ισ λοωεστ φορ
υ� ω = ∆

8
, ωηεν ιτ εθυαλσ 3∆

8
. Ιτ ισ τηερεφορε συ′χιεντ το σηοω τηατ

3∆

8
=
1

4

(φ1 + θφ2)
2

1 + θ2
+
1

8

(φ1 + θφ2)
2

1 + θ2
� φ 22 +

1
2
φ 21 � θφ1φ2
2� θ2 � ω. (73)

Βψ (65), τηε λαστ ινεθυαλιτψ ηολδσ ιφ 1
8
(φ1+θφ2)2

1+θ2
� �ω. Φροµ (53), ωε κνοω τηατ
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ω > υ� 1
2
ε�21 � θε�1ε�2. Σινχε υ � 0, ιτ συ′χεσ το σηοω τηατ

1

8

(φ1 + θφ2)
2

1 + θ2
� 1
2

�
φ1 � θφ2
2� θ2

�2
� θφ1 � θφ2

2� θ2
2φ2 � θφ1
2� θ2 � 0. (74)

Τηισ ινεθυαλιτψ χαν βε σιµπλι�εδ το

θ2(φ2(4 + θ
2)� 3φ1θ)2

8(θ2 � 2)2(1 + θ2) � 0, (75)

ωηιχη χλεαρλψ ηολδσ.

Φορ ω � υ� ∆
2
, µυλτιτασκινγ δοµινατεσ σπεχιαλιζατιον ιφ

∆

2
� φ 22 +

1
2
φ 21 � θφ1φ2
2� θ2 � ω; (76)

ωηιχη ηολδσ βεχαυσε ωε ϖερι�εδ (73).

Ιτ ρεµαινσ το χονσιδερ τηε χασε ωηερε αγεντ 2 βυτ νοτ αγεντ 1 εαρνσ α ρεντ.

Τηεν, τηε οπτιµαλ ε⁄ορτ λεϖελσ (ε�1; ε
�
2) µυστ βε αν ιντεριορ σολυτιον το

µαξ
ε1�0;ε2�0

φ1ε1 + φ2ε2 �
�
ε21
2
+ υ

�
� (ε22 + θ�1ε1ε2 + ω) (77)

ανδ, φυρτηερµορε, τηερε µυστ βε αν υ ανδ ω συχη τηατ

ε�22 + θ
�1ε�1ε

�
2 + ω >

ε�22
2
+ υ ανδ ε�21 + θε

�
1ε
�
2 + ω �

ε�21
2
+ υ (78)

, ε�21
2
+ θε�1ε

�
2 � υ� ω <

ε�22
2
+ θ�1ε�1ε

�
2 (79)

Τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ οφ (77) αρε

φ1 � ε1 � θ�1ε2 = 0 ανδ φ2 � θ�1ε1 � 2ε2 = 0; (80)

ψιελδινγ

ε�1 =
2φ1 � θ�1φ2
2� θ�2 ; ε�2 =

φ2 � θ�1φ1
2� θ�2 φορ θ�1 <

π
2 ανδ

1

2θ
<
φ 1

φ 2
< θ: (81)

Χονσιδερ τηε χασε θ > 1. Φορ (79) το βε σατισ�εδ, ιτ ισ νεχεσσαρψ τηατ

ε�2 > ε
�
1 , φ2 � θ�1φ1 > 2φ1 � θ�1φ2 , (1 + θ)φ2 > (1 + 2θ)φ1. (82)
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Τηε λαστ ινεθυαλιτψ χαννοτ ηολδ βεχαυσε φ1 � φ2. Νοω χονσιδερ τηε χασε θ � 1.

Τηεν, φ
1

φ2
< θ ιν (81) χαννοτ ηολδ. Τηυσ, ιτ ισ νοτ ποσσιβλε τηατ, ατ ε�ι > 0, αγεντ 2

εαρνσ α ρεντ βυτ νοτ αγεντ 1. �
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