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Zusammenfassung

Die Messung und Bewertung von Kreditrisiken stellt sich aktuell als ein sehr bedeutsames
(Stichworte : Basel II, Solvency II, Kreditderivate) Gebiet dar. Allerdings hat sich hierbei
keine einheitliche Vorgehensweise herausgebildet, sondern es existieren eine Vielzahl unter-
schiedlicher Ansatzpunkte und Modelle. Aus diesem Grund wird in dem vorliegenden Uber-
blicksaufsatz versucht, einen systematischen Uberblick iiber Problemfelder, Modellierungsan-
sitze und Methoden des Risikomanagements im Kontext von Kreditrisiken zu geben. Nach
einer einfithrenden Charakterisierung von Kreditrisiken und einem Abriss liber Ratingsysteme
werden zundchst die vier grundlegenden Kategorien von Kreditrisikomodellen (statische Mo-
dellierung der Ausfallverteilung, Unternehmenswertmodelle, Intensitdtsmodelle und ratingba-
sierte Modelle) erortert. Sodann erfolgt eine Darstellung der wichtigsten Industriemodelle
(Credit Risk’, KMV, Credit Metrics, Credit Portfolio View). Behandelt werden ferner die
Grundziige von Basel II und die hierbei zugrunde liegende modelltheoretische Fundierung in
Form von Einfaktormodellen sowie die Bewertung von ausfallbedrohten Zinstiteln.
AbschlieBend wird auf Kreditderivate eingegangen.

Schlagworte: Kreditrisiko, Risikomanagement

Abstract

Measurement and valuation of credit risks is a very important (Basel II, Solvency II, Credit
Derivatives) topic of current interest. However, the field is very heterogeneous and there exist
many different approaches. Therefore the present survey intends to give a systematic over-
view of fields of problems, of approaches to modelling and of methods of risk management
in context of credit risks. We begin with an introductory characterization of credit risks and a
sketch on rating systems and proceed with the four central categories of credit risk models
(loan loss distributions, firm value models, intensity models, rating based models). We go on
with presenting the most important industry models (Credit Risk’, KMV, Credit Metrics,
Credit Portfolio View). Further topics are Basel II, especially the underlying methodology
(one factor models), and the valuation of defaultable bonds. We close with a treatment of
credit derivatives.

Keynotes: Credit Risk, Risk Management
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1 Einflihrung

Seit Mitte der 90er Jahre hat die Messung, Bewertung und Steuerung von Kreditausfallrisiken
in Wissenschaft und Praxis verstirkte Aufmerksamkeit erfahren. Die Griinde hierfiir sind viel-
faltig. Ein entscheidender Impuls ging dabei von bankaufsichtsrechtlichen Entwicklungen
(Stichwort: Basel II) aus, die auf eine risikoaddquate Kapitalunterlegung von Kreditrisiken
abzielen sowie der diese Entwicklung begleitenden methodischen, empirischen und politi-
schen Diskussion. Der sich verstirkt entwickelnde Handel mit Kreditrisiken macht eine Be-
wertung dieser Risiken ebenfalls notwendig. Auch fiir Versicherungsunternehmen wird kiinf-
tig infolge der Einfiihrung von Solvency II die Bewertung von Ausfallrisiken im Rahmen der
Kapitalanlage (sowie im Rahmen von Riickversicherungsbeziehungen) verstirkt an Bedeu-

tung gewinnen.

Die Messung und Bewertung von Kreditrisiken stellt sich aktuell als ein sehr heterogenes Ge-
biet dar. Es hat sich keine einheitliche Vorgehensweise herausgebildet, stattdessen existieren
eine Vielzahl unterschiedlicher Ansatzpunkte und Modelle. Aus diesem Grund wird in dem
vorliegenden Beitrag versucht, einen systematischen Uberblick iiber Problemfelder, Modellie-

rungsansitze und Methoden des Risikomanagements im Kontext von Kreditrisiken zu geben.

Nach einem ersten Abriss iiber die Charakterisierung von Kreditrisiken und der Behandlung
von Ratingsystemen in Abschnitt 2 werden in Abschnitt 3 die vier grundlegenden Kategorien
von Kreditrisikomodellen (statische Modellierung der Ausfallverteilung, Unternehmenswert-
modelle, Intensitdtsmodelle und ratingbasierte Modelle) ausfiihrlich erortert. Es folgt in Ab-
schnitt 4 eine detaillierte Darstellung der wichtigsten Industriemodelle (Credit Risk’, KMV,
Credit Metrics, Credit Portfolio View). Abschnitt 5 behandelt die Grundziige von Basel II und
der hierbei zugrunde liegenden modelltheoretischen Fundierung in Form von Einfaktormodel-
len. Abschnitt 6 widmet sich umfassend der Bewertung von ausfallbedrohten Zinstiteln und
Abschnitt 7 befasst sich abschlieBend mit Kreditderivaten und (exemplarisch) deren Bewer-

tung.


http://europa.eu.int/comm/internal_market/bank/index_de.htm
http://europa.eu.int/comm/internal_market/insurance/index_de.htm
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2 Grundlagen von Kreditrisikomodellen

2.1 Charakterisierung von Kreditrisiken

Zunichst ist festzuhalten, dass der Terminus Kreditrisiko in einem verschieden weiten Ver-
stindnis gebraucht wird. Das Kreditrisiko im engeren Sinne umfasst das Ausfallrisiko (De-
fault Risk), das Risiko, dass der Schuldner eines Kredits nicht in der Lage ist, seinen Zah-
lungsverpflichtungen (beispielsweise die Zinszahlungen oder die Riickzahlung des Kreditbe-
trages) in vollstindiger Weise nachzukommen. Das Kreditrisiko im weiteren Sinne umfasst
das Migrationsrisiko (Credit Migration). Dieses beinhaltet das Risiko einer Bonitétsver-
schlechterung (einhergehend etwa mit einer Ratingabstufung) und damit einer Erhohung der
Ausfallwahrscheinlichkeit. Der Unterschied zwischen diesen beiden Varianten des Kreditrisi-
kos liegt offenbar in der Behandlung des zeitlichen Aspekts. Das Ausfallrisiko zu einem be-

stimmten Zeitpunkt t (etwa heute) bezieht sich auf eine fixierte kiinftige Periode [t,T] und

wird fiir diese Periode als unverdnderlich betrachtet. Das Migrationsrisiko beriicksichtigt zu-
satzlich die Gefahr, dass sich das Ausfallrisiko auch wihrend der fixierten kiinftigen Periode
verschlechtern kann, was seinen Niederschlag etwa in einer entsprechenden Ratingherabstu-

fung findet.

Diesen beiden verschieden weiten Varianten des Kreditrisikos entsprechen auf der Modell-
ebene zwei grundsitzliche Modellvarianten, Default Mode-Modelle (Ausfallmodelle) auf der
einen Seite und Mark to Market-Modelle auf der anderen. Im Rahmen von Default Mode-
Modellen beschriankt man sich auf die Quantifizierung von Ausfallrisiken. Solche Modelle
werden eingesetzt im traditionellen Kreditgeschéft der Banken. Diese Kredite werden {ibli-
cherweise nicht gehandelt, daher existieren keine Marktpreise. Ebenso werden sie in der Re-
gel nicht verkauft, d.h. die Haltezeit entspricht der restlichen Laufzeit des Kredits. Anwen-
dung finden Ausfallrisikomodelle ebenfalls im Rahmen der Bewertung von nicht borsenge-
handelten Anleihen. Mark to Market-Modelle werden eingesetzt zur Bewertung aller Arten
von borsengehandelten Schuldtiteln, beispielsweise Anleihen, ausfallbedrohte OTC-Derivate

sowie Kreditderivate.

Abbildung 1 illustriert noch einmal die vorstehend erorterten Basisvarianten des Kreditrisikos

sowie die damit einhergehende Modelldifferenzierung.


http://de.wikipedia.org/wiki/Kreditrisiko
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Kreditrisiko
Ausfallrisiko Migrationsrisiko
A A
Default Mode-Modelle Mark to Market-Modelle

Abb. 1: Basisvarianten von Kreditrisiken und Kreditrisikomodellen

Wenden wir uns nunmehr dem Basismodell des Ausfallrisikos zu. Wir betrachten hierzu einen
Individualkredit und definieren eine Verlustvariable L >0 (Ausfallhéhe), die die Hohe des
moglichen Ausfalls am Ende einer fixierten Periode (beispielsweise ein Monat oder ein Jahr)
erfasst. Das Basismodell des Ausfallrisikos ist mithin ein statisches Modell. In seinem Rah-

men gilt die folgende fundamentale Beziehung:
(1) L=EAD-LGD-D.

Dabei bedeutet EAD den ausfallbedrohten Betrag (Exposure at Default). Dieser entspricht
der Hohe der noch offenen Forderung zum Zeitpunkt des Ausfalls. Mit LGD (Loss Given De-
fault) wird die Verlustquote bei Eintritt eines Ausfalls bezeichnet, d.h. der Anteil der offenen
Forderungshohe, der infolge des Ausfalls verloren ist. Alternativ hierzu betrachtet man die

Wiedereinbringungsquote (Recovery Rate) RC und es gilt RC =1-LGD . SchlieBlich be-

zeichnet D den Ausfallindikator (Default Indicator, Default Variable). Diese ist eine zweiwer-

tige ZufallsgroBe mit

2) D=

1 ein Ausfall tritt ein
0 sonst.

Grundsétzlich ist jede Komponente der Basisbeziehung (1) eine ZufallsgroB3e, wobei zur Mo-

dellvereinfachung bzw. aus didaktischen Griinden oftmals EAD und LGD (zunichst) als de-
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terministische Grofen aufgefasst werden. Unterstellt man, dass die BasisgroBen EAD, LGD

sowie D jeweils stochastisch unabhédngig sind, so gilt fiir die erwartete Ausfallhohe

(3a) E(L)=E(EAD)-E(LGD)-PD,
wobei
(3b) PD=P(D=1)

die Ausfallwahrscheinlichkeit (Default Probability) bezeichnet. Die Grundgrofien von Aus-
fallrisikomodellen sind mithin der ausfallbedrohte Betrag, die Verlust- bzw. Wiedereinbrin-
gungsquote sowie die Ausfallwahrscheinlichkeit. Im Rahmen von Mark to Market-Modellen
sind zusétzlich noch die Migrationswahrscheinlichkeiten zu erfassen. Betrachtet man Portfo-
lios aus Kreditrisiken, so sind dariiber hinaus noch die Korrelationen zwischen den Grundgro-

Ben von Bedeutung.

Hinsichtlich einer Bestimmung der Ausfallwahrscheinlichkeit unterscheidet man Ansétze, die
auf externen oder internen Ratings basieren, von Ansitzen, die auf Marktdaten (beispielswei-
se Anleihekurse oder Aktienkurse) beruhen. Voraussetzung fiir die letztere Kategorie von
Ansitzen ist, dass der Kredit gehandelt wird (etwa Unternehmensanleihen) oder aber zumin-

dest die Aktien des Anleiheemittenten, des Kreditschuldners, im Handel sind.

Traditionell werden Ausfallwahrscheinlichkeiten auf der Basis statistisch-Okonometrischer
Verfahren im Bereich der Kreditwiirdigkeitspriifung (beispielsweise Diskriminanzanalyse,
Regressionsanalyse, Logit- und Probitmodelle sowie neuronale Netze) eingesetzt. Fiir einen
Uberblick verweisen wir etwa auf Hartmann-Wendels et al. (2004, S. 643 ff.) oder Oeh-
ler/Unser (2002, S. 207 ff.), ferner auf Kaiser/Szczesny (2003), Miller/Hardle (2004) sowie
Wingenroth (2004, S. 103 ff.). Eine Problematik dieser Modellansétze besteht darin, dass ein
grofler Teil der InputgroBen dem externen Rechnungswesen entnommen sind und damit nur
jéahrlich oder bestenfalls vierteljahrlich auf den neuesten Stand gebracht werden. Die relevan-
ten Daten liegen damit nur mit einer gewissen Zeitverzogerung vor und hinken der Marktdy-
namik, insbesondere im Falle von gehandelten Unternehmensanleihen, hinterher. Dies hat zu

einer verstirkten Aufmerksamkeit fiir Kreditrisikomodelle gefiihrt, in die insbesondere der
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aktuelle Aktienkurs des Emittenten als Information eingeht, wie etwa die im weiteren Verlauf

dargestellten Unternehmenswertmodelle, beispielsweise KMV oder Credit Metrics.

Die zu erreichenden Recovery Rates sind primér abhingig zum einen von der bestehenden
Besicherung (Collateral) der Kredite bzw. Schuldtitel sowie zum anderen von der Vorrangig-
keit der Bedienung des Gldubigers im Falle der Insolvenz. Die Besicherung wird in den An-
leihebedingungen (Bond Indentures) ndher geregelt. Sie kann dinglicher Art (Grundschuld,
Hypothek, Wertpapiere) oder personlicher Art sein (beispielsweise Patronatserkldrung seitens
der Muttergesellschaft). Anleihen ohne Sicherheiten (der Regelfall) werden als Debentures
bezeichnet. Der Rang einer Anleihe bestimmt, in welcher Reihenfolge die Glaubiger an der
Verwertung des Unternehmensvermogens partizipieren. Senior Bonds liegen dabei im Rang
vor anderen Forderungen, Subordinated Bonds sind nachrangige Anleihen, d.h. sie werden im
Insolvenzfall erst aus dem Unternehmensvermdgen bedient, wenn vorrangige Anleihen be-
friedigt worden sind. Allerdings besteht beim Rang von Anleihen eine Problematik darin, dass
im Insolvenzfall bei der Aushandlung von Konkursquoten ex ante bestehende Vorrangigkei-
ten gegebenenfalls auller Kraft gesetzt werden konnen. Meist wird dann jede Wertpapiergat-
tung mit einem Teil des Liquidationsergebnisses befriedigt. Allerdings besitzt der Rang einen
entscheidenden Einfluss auf die Hohe des Liquidationserloses, der der Anleihe zuerkannt
wird. In Anlehnung an Wingenroth (2004, S.18) gibt die nachfolgende Abbildung 2 eine

Strukturierung der Rangfolge von Unternehmensanleihen im Insolvenzfall.


http://www.moodyskmv.com/
http://www.riskmetrics.com/cmtdovv.html
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Collateralized Bonds
(Secured Bonds)

Debentures (cé)
(Unsecured Bonds) S
Subordinated Bonds

Subordinated Bonds

Junior Subordinated Bonds

Quelle: Wingenroth (2004)

Abb. 2: Rangfolge von Anleihen im Insolvenzfall

Die GroBenordnung von Recovery Rates wird jdhrlich von Ratingagenturen verdffentlicht.

Die Tabelle 1 entstammt einer aktuellen Studie von Moody’s, vgl. Hamilton et al. (2005),

beruht auf dem Zeitraum 1982 — 2004 und bezieht sich auf die weltweite Datenbank von

Moody’s.
Mittelwert | Median Std.-Abw. | Min Max
Sr. Secured 57,4 55,3 14,3 35,7 83,6
Sr. Unsecured 44,9 45,2 11,2 23,1 62,8
Sr. Subordinated | 39,1 43,5 11,4 20,3 67,9
Subordinated 32,0 33,4 10,5 12,3 46,2
Jr. Subordinated | 28,9 23,7 18,9 7,8 62,0

Angaben in Prozent; Quelle: Hamilton et al. (2005, S. 34)

Tab. 1: Recovery Rates von Unternehmensanleihen 1982 — 2004

Die Tabelle 1 macht deutlich, dass die Recovery Rates auch innerhalb einer Rangklasse deut-

liche statistische Schwankungen aufweisen und ein deterministischer Ansatz daher unbefrie-



http://www.moodys.com/
http://www.moodys.com/
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digend ist. Ein Standardansatz besteht dabei darin, mit einer Betaverteilung 1. Art iiber das

Intervall (0,1) als ZufallsgesetzméBigkeit fiir die Recovery Rate-Verteilung zu arbeiten.

Daneben weisen Recovery Rates auch eine Zeitvariabilitit auf. Eine differenziertere statisti-

sche Prognose von Recovery Rates ermoglicht der von Moody’s KMV entwickelte Loss

Calc™ (Version 2.0), zu den entsprechenden Details vgl. Gupton/Stein (2005).

Insgesamt erweist sich damit neben der Ermittlung von Ausfallwahrscheinlichkeiten die Er-
mittlung realistischer Recovery Rates als zentral fiir die Giite eines Kreditrisikomodells. Auch

fiir die Kurse ausfallbedrohter Anleihen ist die Recovery Rate ein zentraler Einflussfaktor.

2.2 Ratingsysteme

Ratings basieren auf der Einordnung von Schuldnern, beispielsweise Emittenten von Staats-
oder Unternehmensanleihen, in eine von K Ratingklassen. Das Rating kann dabei bankintern
sein oder auf dem externen Rating einer Ratingagentur beruhen. Die Tabelle 2 stellt die Ra-
tingklassen und die damit verbundenen Ratingsymbole der Ratingagenturen Standard &

Poor’s und Moody’s Investor Service dar.



http://www.moodyskmv.com/
http://www.moodyskmv.com/research/whitepaper/LCv2_DynamicPredictionOfLGD.pdf
http://www.moodyskmv.com/research/whitepaper/LCv2_DynamicPredictionOfLGD.pdf
http://www.moodyskmv.com/research/whitepaper/LCv2_DynamicPredictionOfLGD.pdf
http://www.standardandpoors.com/
http://www.standardandpoors.com/
http://www.moodys.com/
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S&P | Moody's | Interpretation
Investment-grade ratings

AAA Aaa Highest quality, extremely strong
AA+ Aal

AA Aa2 High quality

AA- Aa3

A+ Al

A A2 Strong payment capacity

A- A3

BBB+ Baal

BBB Baa2 Adequate payment capacity
BBB- Baa3

Speculative-grade ratings

BB+ Bal

BB Ba2 Likely to fulfill obligations, ongoing uncertainty
BB- Ba3

B+ B1

B B2 High risk obligations

B- B3

CCC+ Caal

ggg_ g::;‘ Current vulnerability to default
CCC

IC) Ca In bankruptcy or default, or other marked shortcoming
Quelle: Schmid (2004, S. 17)

Tab. 2: Ratingklassen/Ratingsymbole fiir Long Term Senior Debt

Die Ratingklassen spiegeln dabei bestimmte (typischerweise einjdhrige) implizite Ausfall-
wahrscheinlichkeiten wider, die sich durch historische Ausfallwahrscheinlichkeiten empirisch
bestimmen lassen. Da die Ausfallwahrscheinlichkeiten nicht stationér sind, ist dabei die ge-
wihlte Stiitzperiode von Bedeutung. Das Gleiche gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten einer ein-
periodigen Ratingidnderung (Migrationswahrscheinlichkeiten). Die Schmid (2004, S. 23) ent-
nommene Tabelle 3 dokumentiert die Migrations- und Ausfallwahrscheinlichkeiten im histo-
rischen Durchschnitt der Jahre 1980 — 2002 fiir das Standard & Poor’s-Rating. Dabei wurde
eine No Report-Bereinigung, d.h. eine getrennte Erfassung und Adjustierung von Abgéingen,

aus der Grundgesamtheit, die nicht auf einen Ausfall zuriickzufiihren sind, vorgenommen.
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Initial | Rating at year end

Rating | aoaA AA A BBB BB B CCC D

93.06 6.29 0.45 0.14 0.06 0.00 0.00 0.00

AAA
AA 0.59 90.99 7.59 0.61 0.06 0.11 0.02 0.01
A 0.05 2.11 91.43 5.63 0.47 0.19 0.04 0.05

BBB 0.03 0.23 4.44 88.98 4.70 0.95 0.28 0.39

BB 0.04 0.09 0.44 6.07 82.73 7.89 1.22 1.53

B 0.00 0.08 0.29 0.41 5.32 82.06 4.90 6.95
CCC 0.10 0.00 0.31 0.63 1.57 9.97 55.82 31.58
D 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 100.00

Quelle: Schmid (2004); Standard & Poor’s

Tab. 3:  Durchschnittliche einjdhrige Migrations- und Ausfallwahrscheinlichkeiten,
Stiitzperiode 1980 - 2002

Die Ratings werden dabei in Abhiingigkeit von der Anderung der Bonitit der Schuldner im
Zeitverlauf angepasst. Zwischenberichte werden in Form eines Rating Outlook (etwa: positi-
ve, negative, stable, developing) gegeben, die Tendenzaussagen enthalten, aber nicht zwangs-
laufig exekutiert werden miissen, da sich im weiteren Verlauf eine neue Informationslage er-

geben kann.

Ratinginformationen weisen eine Reihe von Problemen auf. Ratings sind auf Stabilitit ange-
legt. Sie spiegeln langfristige und konjunkturzyklusiibergreifende Informationen wider ("ra-
ting through-the-cycle) und nicht ,,aktuelle® Informationen (,,current-condition bzw. ,,point-
in-time* ratings) bzw. aktuelle Informationen werden nicht vollstindig verarbeitet. Ratings
stellen somit keine guten Schétzer fiir das kurzfristige Ausfallrisiko dar. Ignoriert wird ferner
der Aspekt der Volatilitdt. Ausfall- und Migrationswahrscheinlichkeiten variieren in der Zeit,
insbesondere in Abhéngigkeit von konjunkturellen Einfliissen. Einen Ausweg bietet hier die
Ableitung von auf den Status des Konjunkturzyklus bedingten Ratings/Ratingmigrationen,
man vgl. hierzu etwa Schmid (2004, 30 ff.). Schlielich sind Ratinginformationen retrospekti-
ver Natur, Kreditrisiken hingegen beziehen sich auf eine kiinftige Zeitperiode und weisen

damit einen prospektiven Charakter auf.
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2.3 Problemstellungen und Anwendungsfelder

Kreditrisikoanalysen auf der Basis von Kreditrisikomodellen sind fiir vielfdltige Problemkrei-

se und Anwendungsfelder von Relevanz, die abschlieBend noch stichwortartig skizziert seien:

o Bestimmung von Ausfallwahrscheinlichkeiten sowie Recovery Rates

J Kreditwiirdigkeitsanalyse bzw. Bonitétspriifung

o Pricing (sowohl gehandelter als auch nicht-gehandelter) Schuldtitel

o Analyse von Kreditportfolien, insbesondere Bestimmung von Ausfallkorrelationen

. Kapitalunterlegung (,,Basel 1)
o (Erfolgsorientierte) Steuerung von Kreditportfolien.

Versicherungsunternehmen vergeben keine Kredite, sie investieren aber in ausfallbedrohte
Finanztitel (beispielsweise Anleihen oder strukturierte Produkte). Gegenparteirisiken entste-
hen ferner im Rahmen von Riickversicherungsvertragen. Insofern existieren fiir Versiche-

rungsunternehmen die folgenden Problemfelder im Kontext von Kreditrisiken:

. Pricing ausfallbedrohter Finanztitel, vor allem von Unternehmensanleihen (Corporate
Bonds)
o Asset Allocation (beispielsweise die Steuerung der simultanen Allokation in Aktien,

Staatsanleihen und Corporate Bonds)

o Asset/Liability-Management (Abstimmung der Asset Allocation mit den versiche-
rungstechnischen Verpflichtungen)

o Kapitalunterlegung (,,Solvency I1*)

o Quantifizierung von Gegenparteirisiken.

Ferner bestehen im spezifischen Kontext der Kreditversicherung eine Vielzahl von Anldssen

und Fragestellungen, die auf die Bewertung von Kreditrisiken hinauslaufen.


http://europa.eu.int/comm/internal_market/bank/index_de.htm
http://europa.eu.int/comm/internal_market/insurance/index_de.htm
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3 Grundlegende Kategorien von Kreditrisikomodellen
3.1 Statische Modellierung der Ausfallverteilung
3.1.1 Ausfallverteilung eines Kreditportfolios

Zur Modellierung des Ausfallrisikos eines Kreditportfolios greifen wir auf das Basismodell
des Ausfallrisikos in Abschnitt 2.1 zuriick. Die Ausfallhdhe L eines Einzelkredits wird dabei
gemil (1) in die Komponenten L =EAD -LGD-D zerlegt. Die impliziten Hypothesen des
Modells bestehen dabei in der Annahme einer liber die Zeitperiode konstanten Ausfallwahr-
scheinlichkeit, was vor allem bei lingeren Zeitperioden problematisch ist sowie in der An-

nahme, dass der Ausfall stets am Periodenende eintritt.

Der Defaultindikator D folgt einer Zweipunktverteilung (Bernoulli-Verteilung), D ~ B(1;7),

wobei 7 = PD = P(D =1) der Ausfallwahrscheinlichkeit entspricht. Hieraus folgt unmittelbar

4) E(D)=x, o(D)=+z(-7) .

Wie bereits in Abschnitt 2.1 betont, sind im Allgemeinen EAD bzw. LGD und damit
EAD - LGD Zufallsgrofen. Ein Spezialfall (von primér didaktischem Nutzen) ergibt sich da-
durch, dass man von einem deterministischen Ausfallbetrag E := EAD - LGD ausgeht. In die-

sem Fall gilt L = E-D und somit

(5) E(Ly=Ez, o(L)=Eyz(l-7) .

Betrachten wir nunmehr ein Portfolio aus n Krediten mit Verlustvariablen (potenzielle Aus-

fallhdhe) L, (i =1,...,n) und entsprechend definierten Gréen EAD,, LGD, sowie D,. Der

Portfolioverlust, den wir der Einfachheit wegen ebenfalls mit L bezeichnen, ist dann gegeben

durch

(6) L=>L =Y EAD,-LGD,-D, .

i=1 i=1
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Wie zuvor sei insbesondere der didaktische Spezialfall eines deterministischen Ausfallsbe-

trags E; = EAD, - LGD, betrachtet. Wir definieren dann zunéchst die gemeinsamen Ausfall-

wahrscheinlichkeiten 7; (i # j) durch
(7) 7y =P(D; =1,D; =1) .

Die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit entspricht somit der Wahrscheinlichkeit, dass
sowohl der Kredit i als auch der Kredit j am Ende der Periode ausfillt. Unter Benutzung der

gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten folgt nun fiir die Ausfallkorrelation p,

Ty — T
3 Pij ::p(DiaDj)zg 5

0,0

wobei o; =0(D;) =/7z;(1-7;) und 0; =o(D;)=/7;(1-7;) .

Man erkennt fiir den Spezialfall eines deterministischen Exposures, dass die Ausfallverteilung
des Portfolios nicht nur von den individuellen Ausfallwahrscheinlichkeiten bestimmt wird,
sondern auch von den Ausfallkorrelationen. Im allgemeinen Falle (6) treten weitere Korrelati-

onen hinzu.

Fiir das gesamte Portfolio gilt in dem betrachteten Spezialfall dann

) L=E D, +..+E,D,=YED,
i=1
und damit
(10a) E(L=2E~
i=1

sowie
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(10b) a(L):\/iinEjpijaiaj .

i=l j=1

Man beachte, dass die Ausfallwahrscheinlichkeiten 7; sowohl den erwarteten Portfolioverlust

als auch aufgrund von (8) die Portfoliostandardabweichung beeinflussen. Damit sind die Pa-

rameter E(L) und o(L) an sich nicht unabhéngig festsetzbar.

Weitere Informationen iliber den Portfolioverlust erhdlt man durch Ermittlung der Wahr-

scheinlichkeitsverteilung des Portfolioverlusts.

Betrachten wir zunédchst den Fall unabhéngiger Defaultvariablen und eines einheitlichen Ex-

posures E. In diesem Fall gilt mit D:=D, +...+ D,
(11) L=DE .

Die Portfolioausfallverteilung wird damit bestimmt durch die Verteilung der Anzahl der Aus-
falle im betrachteten Kollektiv. Als Summe von unabhingigen Bernoulli-Verteilungen ist D

binomialverteilt mit den Parametern nund p, D ~ B(n, p) . Insbesondere gilt (k =0,...,n)

(12) P(D = k) =(Ej P (1— )™ .

Die Beziehung (12) liefert die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Ausfille bei n Krediten. Abbil-
dung 3 illustriert diese Situation fiir n =200 Kredite und p=5%.
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Abb. 3: Portfolioausfallverteilung bei unabhdngigen Risiken

Fiir wachsende Kollektive ndhert sich die Binomialverteilung der Normalverteilung an. Dies
kennzeichnet auch den allgemeinen Fall bei unabhéingigen Defaultvariablen. Aufgrund des

zentralen Grenzwertsatzes gilt fiir (sehr) groe n fir L, =D, E, +...+ D, E, (hier wird im Un-

terschied zu (9) noch die Abhéngigkeit von der Portfoliogréfle explizit gemacht) approximativ

(13) P(L, <x)= N[x;E(L,),Var(L,)] .

Die Portfolioverlustverteilung kann damit durch eine Normalverteilung mit den Parametern

E(L,) und o(L,) approximiert werden. Aufgrund der im Kreditkontext typischerweise vor-

liegenden Ausfallkorrelationen ist diese Approximation jedoch wenig realistisch.

Im allgemeinen Fall miissen daher alternative analytische Resultate abgeleitet (man vgl. hier-

zu etwa Vasicek, 1991, sowie Schonbucher, 2002) oder alternative Verteilungsapproximatio-

nen (etwa die Beta-Verteilung, vgl. etwa Bluhm et al., 2003, S. 38 f., oder diec Normal Power-

Verteilung, vgl. etwa O’Connor et al., 1999) verwendet werden. Eine weitere Alternative, auf

die standardméBig zuriickgegriffen wird, ist schlielich die Methode der stochastischen Simu-

lation (Monte Carlo-Simulation, vgl. etwa Bluhm et al., 2003, S. 34 ff.). Abbildung 4 illust-



http://www.moodyskmv.com/research/whitepaper/Limiting_Loan_Loss_Probability_Distribution.pdf
http://www.gloriamundi.org/picsresources/pjs.pdf
http://www.enricodegiorgi.com/papers/paper_44.pdf
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss03/markov/skript/node23.html
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riert eine idealtypische ,realistische® Portfolioverlustverteilung, die im Vergleich zum Nor-

malverteilungsfall deutlich rechtsschiefer ist.

Schadenswahrscheinlichkeit in %

Schaden in Mio. EUR

Abb. 4: Wahrscheinlichkeitsverteilung des Portfolioverlustes

Die Portfolioverlustverteilung ihrerseits ist dann der Ausgangspunkt fiir die Kreditportfolio-
steuerung. Ein erstes Beispiel hierfiir ist die Risikomessung bzw. Kapitalunterlegung auf der
Basis der RisikomaBle Value at Risk bzw. Conditional Value at Risk, man vgl. hierzu allge-

mein Albrecht/Maurer 2005, Abschnitt 3.6.5 sowie Kapitel 15.

Entsprechend definieren wir den Credit-Value at Risk CrVaR, zum Konfidenzniveau «

durch die Forderung

(14a) P(L>CrVaR )=«

sowie den Conditional Credit-Value at Risk CCrVaR, durch

(14b) CCrVaR, =E[L|L>CrVaR,].

Die Differenz zwischen dem gemal3 CrVaR bzw. CCrVar bestimmten Kapital und dem erwar-

teten Portfolioverlust E(L) wird auch als 6konomisches Kapital bezeichnet.
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Auf der Grundlage dieser VaR-Kapitalien bzw. dem jeweiligen 6konomischen Kapital entfal-
ten sich weitere Elemente der Kreditportfoliosteuerung. So etwa die Bestimmung der Risiko-
beitrdge (Risk Contribution) der einzelnen Kredite bzw. Kreditsegmente zum Gesamtkreditri-
siko und damit einhergehend die Kreditrisikokapitalallokation. Das Pricing der Kreditrisiken
kann {iber die Festlegung von risikoadjustierten Mindestmargen erfolgen, etwa in der Form
(jeweils auf Segmentebene)

Erwarteter Kreditverlust

+ Kosten des Vertragsprozesses

+ Kosten des Kreditrisikokapitals

- Vergutung fir das Kreditrisikokapital (Anlageertrage).

Eine weitere Anwendung ist in Analogie zu entsprechenden Ansitzen bei der Steuerung von
Marktrisiken, vgl. etwa Albrecht/Maurer (2005, Abschnitt 15.5), das Management des Credit-
RORAC (RORAC = Return on Risk Adjusted Capital), der beispielsweise auf der Basis des
Credit-VaR definiert wird durch

G
CrVaR

(15) CrRORAC =

Dabei entspricht G dem Ergebnis einer Periode aus dem gesamten Kreditrisikogeschift bzw.
einem Segment von Kreditrisiken. Der Fokus der Credit-RORAC-Steuerung liegt auf den

risikoadjustierten Ergebnissen, nicht auf den absoluten Ergebnissen.

3.1.2 Bedingte und gemischte Ausfallverteilungen

Die Ausfallkorrelation von Krediten spielt in praxi eine wesentliche Rolle. Zur Auswertung
von (10b) sind n(n—1)/2 Ausfallkorrelationen zu bestimmen, was fiir gro3e Kreditportfolien
durchaus problematisch ist. Eine Standardvorgehensweise zur Erzeugung von Ausfallkorrela-
tionen, die demgegeniiber zu einer erheblichen strukturellen Vereinfachung fiihrt, basiert auf
der Verwendung von Einflussfaktoren fiir den Kreditausfall und der Anwendung der Konzep-
tion der bedingten Unabhangigkeit. Nehmen wir an, dass die Defaultindikatoren von einem

(zufallsabhéngigen) Vektor X =(X,,...,X,,) beeinflusst werden, der beispielsweise konjunk-

turelle Einfliisse und Ratingeinfliisse umfasst.
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Wir analysieren nun zunichst das Kreditportfolio gegeben eine Realisation X von X. Die be-

dingte Ausfallwahrscheinlichkeit 7;(X) ist dann gegeben durch
(16) 7,(X)=P(D, =1| X =X) .

Entsprechend erhalten wir fiir den Portfolioverlust L=E D, +...+ E D

(17a) EL|X =x]= Y E ()

sowie allgemein

n n

(17b) Var(L| X =x) =YY E E,Cov(D,D; | X =X) .

1
i=1 j=1

Die Fixierung einer Realisation X = x bedeutet, dass alle betrachteten Einflussfaktoren eine
bestimmte Ausprigung (bestimmter Status der Konjunktur, bestimmtes Land, bestimmter
Sektor, bestimmtes Rating) annehmen. Sind im Zufallsvektor X alle systematischen Einfliisse
auf die Kreditrisiken des Portfolios erfasst, so verbleiben fiir jeden Einzelkredit nur noch die
auf ihn wirkenden spezifischen Einfliisse (nicht-systematische bzw. idiosynkratische Einfliis-
se). Da diese jeweils nur kreditspezifisch wirken, kann davon ausgegangen werden, dass diese
unabhéingig voneinander sind. Man kann in diesem Fall somit von einer bedingten Unabhéan-

gigkeit ausgehen, d.h. (i, j =1,...,n)
(18) D;| X =x und D; | X =X stochastisch unabhingig fiir i # J .

Die Annahme der bedingten Unabhéngigkeit beinhaltet eine erhebliche strukturelle Vereinfa-

chung fiir die bedingte Varianz des Portfolioverlustes. Aufgrund von Cov(D;,D; [ X =x)=0

fiir i # j folgt nunmehr
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Var(L| X =x) =Y E’Var(D, | X =X)
(19)

i2 ([l =7,(X)].

> E
i1
> E
i=1
Auf der unbedingten Ebene hingegen sind die Defaultvariablen korreliert. Es gilt hierbei fiir
i#j:

__ Varx()l
E[z(X)]1-E[z(X)]}

(20) p(D;,D))

Hieraus resultiert somit eine positive Korrelation zwischen allen Krediten, die vollstindig
durch den Einflussfaktor X bestimmt wird. Die zugrunde liegenden Wirkungszusammenhénge

werden in Abb. 5 nochmals grafisch festgehalten.

Krediti < — , > Kreditj
positive Korrelation

positive
Korrelation

positive
Korrelation

zugrunde liegender
Einflussfaktor X

Quelle: Bluhm et al. (2003, S. 42)

Abb. 5: Durch einen zugrunde liegenden Einflussfaktor induzierte Korrelation

Das Prinzip der Erzeugung von Ausfallkorrelationen durch einen zugrunde liegenden Faktor
verbunden mit der Annahme der bedingten Unabhéngigkeit erweist sich als zentral fiir eine

Reihe von Kreditrisikomodellen und Kreditrisikoanalysen.

Weitergehende Ergebnisse lassen sich erzielen, wenn ein Zusammenhang zwischen den De-
faultindikatoren und dem zugrunde liegenden Faktor spezifiziert wird. Dies wird (unter ande-

rem) im nichsten Abschnitt aufgegriffen.
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Eine verwandte Konstruktion liegt dem Bernoulli-Mischungsmodell zugrunde. Hierbei wird
der zugrunde liegende Faktor nicht explizit spezifiziert, sondern die Ausfallwahrscheinlich-

keiten werden direkt als ZufallsgroBen I1; aufgefasst. Als Annahmen treffen wir hierbei

(21a) D [1I; =7, ~ B(;7;)

(21b) D, |1, =7z, und D, |IT; = 7; sind unabhéingig (i # j).

Die Bedingung (21a) besagt, dass der Defaultindikator bedingt auf jede Ausprdgung 7, von
I1; bernoulliverteilt ist, d.h. wir sind dann in der Situation des Basismodells in Abschnitt

3.1.1. Es gelten hierbei die folgenden Eigenschaften:

(222) E(D)) = E(IL;)
(22b) Var(D,) = E(IT))[1 - E(IT,)]
(22¢) Cov(D;,D;) = Cov(I1,,IT)) .

Insbesondere wird damit die Kovarianzstruktur der Defaultvariablen durch die multivariate

Verteilung von (I1,,...,IT,) bestimmt.

Der Ansatz eines zugrunde liegenden Faktors ist auch hilfreich fiir eine weitere implizite
Problematik des Basismodells des Abschnitts 3.1.1, der Stationaritdt der Ausfallwahrschein-
lichkeiten. Dies impliziert, dass — bei Wahl eines lidngerfristigen Zeithorizonts — die gewon-
nenen GroBen entweder als langjéhrige Durchschnittsgréflen zu interpretieren sind, oder dass
— bei Wahl eines kiirzerfristigen Zeithorizonts — die Werte der geschétzten Groflen jeweils im
Zeitablauf anzupassen sind. Ein expliziter Bezug zu zeitlich variablen Rahmenbedingungen

kann hergestellt werden, wenn man zu einem bedingten Ausfallmodell {ibergeht.

Wir betrachten dazu allgemein einen zeitabhingigen Vektor X, = X, von Einflussfaktoren und

definieren fiir Unternehmen I in Periode t die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit
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(23) 7y =P(Dy =11x) ,

wobei D, den Defaultindikator von Schuldner i in Periode t bezeichne. Auch hierbei besteht

die Standardvorgehensweise darin, von der Annahme der bedingten Unabhingigkeit auszuge-

hen, woraus insbesondere Cov(D,,D;, | X,) =0 fiir i und j resultiert.

it>

Konkretisiert man den Zusammenhang zwischen D, und X, weiter, so gelangt man etwa zu

dem Standardansatz eines linearen Faktormodells der Form

(24) D, =by, + by, X, +...4 b X & -

mt “*'mt

Die Faktoren X, sind dabei typischerweise makrookonomische Faktoren (BIP-Wachstum,

Zinssitze) sowie mikorookonomische Faktoren (Sektorzugehorigkeit).

Der zentrale Vorteil dieser dynamisierten Betrachtungsweise liegt in der zeitnahen Modellie-

rung und der Erleichterung der Durchfithrung von Prognosen.
Eine Verfeinerung des vorstehend dargestellten Ansatzes beinhaltet das Credit Portfolio
View-Modell, das wir in Abschnitt 4.5 behandeln werden.
3.1.3 Einfaktormodell fiir Bonitétsindikatoren
Wir gehen aus von dem folgenden allgemeinen Modellzusammenhang. Gegeben seien n Kre-

dite von n Schuldnern. Schuldner i (i = 1,...,n) sei charakterisierbar durch einen Bonitétsindi-

kator Y;, dessen genaue Spezifikation sich im Rahmen der jeweiligen Konkretisierung des

allgemeinen Modellrahmens ergibt. Fiir Y, gelte das folgende spezifische Einfaktormodell:

(25) Yo=p F+yl-p. U, .
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Dabei seien sowohl F als auch U; (und damit auch Y;) jeweils standardnormalverteilte Zu-
fallgroBen, F,U, ~ N(0,1). Ferner seien die Zufallsgroflen F und U, (firi=1,...,n) sowie U,

und U; (i,j=1,..,n;i= j) stochastisch unabhéngig.

Die Beziehung (25) besagt nun, dass die Bonitétsindikatoren der n Schuldner nur von einem
gemeinsamen (,,systematischen®) Faktor, beispielsweise der konjunkturellen Lage, beeinflusst
werden und ansonsten nur von unternehmensspezifischen (,,idiosynkratischen*) Gegebenhei-

ten.

Die weitere Modellvorstellung ist nun, dass ein Ausfall des Schuldners genau dann eintritt,

wenn die Bonitétsvariable eine spezifische Ausfallschranke H, unterschreitet, d.h.
(26) D, =1<Y,<H, .

Auch hier ergibt sich die Festlegung der Ausfallschranke im Rahmen der jeweiligen Konkre-

tisierung des allgemeinen Modellrahmens.

Wir betrachten nun wieder den Spezialfall, dass alle Kredite ein einheitliches Exposure E so-

wie eine identische Ausfallwahrscheinlichkeit 7z, = 7 besitzen und in Beziehung (25) alle i
identisch sind, p; = p. Dies hat insbesondere zur Folge, dass p(Y;,Y;)=p, d.h. dass alle

Bonitétsindikatoren die gleiche Korrelation untereinander aufweisen. Im Unterschied zu dem
in Abschnitt 3.1.1 betrachteten Homogenitétsfall, in dem die Unabhéngigkeit der Defaultvari-

ablen vorausgesetzt wurde, liegt hier somit eine (einheitliche) Kreditkorrelation vor.

Der Portfoliokreditausfall ist im vorliegenden Falle gegeben durch L=E(D, +...+ D,)=ED.
Die Anzahl D =D, +..+ D, der Ausfille in der betrachteten Periode bestimmt somit die

Portfolioausfallverteilung. Fiir die Zahl der Ausfille im Portfolio l4sst sich unter den voran-

stehenden Voraussetzungen das folgende Resultat erzielen (k =0,...,n):

P(D =k)

@7) _ @ ]j@ (Hl_ﬁxﬂk {I_Q(Hl__/’pxﬂnk P(X)dx .
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Dieses Resultat geht zuriick auf Vasicek (1991), man vgl. hierzu auch Schénbucher (2000).

Entscheidend ist dabei, dass aus dem Modellansatz (25) die bedingte Unabhéngigkeit der Bo-

nititsindikatoren Y, gegeben eine Realisation F =X des Faktors F folgt. Dies unterstreicht

nochmals die im letzten Abschnitt getroffene Aussage iiber die Bedeutung der Annahme der

bedingten Unabhingigkeit im Kontext der Analyse von Kreditrisiken.

Wir betrachten nun den anteiligen (relativen, prozentualen) Portfolioverlust relativ zum Ge-

samtexposure Ln definiert durch

DE+..+DE :l(D1+...+ D,) -
nE n

(28) Ln=

Dabei wird dieses Mal auch notationsméBig die Abhédngigkeit von der Grofe des Kreditport-

folios explizit gemacht. Es lassen sich nun die folgenden, ebenfalls auf Vasicek (1991) zu-

riickgehenden, Aussagen iiber die Verteilungsfunktion F_(X) bzw. die Dichtefunktion f_(X)

der Grenzverteilung L. von L, fiir n — oo nachweisen:

1
29 F(X)=®0<{— [/1—p ®'(X)—D"
(29) (%) {ﬁ[\/ p (%) (z)]}

(30) 00 = = exp{ [0 o) ——[@ (1) —1-p @ (x)]}

Die nachfolgende Abbildung 6 illustriert diese Dichte fiir die Parameterkonstellation
£ =0.05 und 7 =0.005.


http://www.moodyskmv.com/research/whitepaper/Limiting_Loan_Loss_Probability_Distribution.pdf
http://www.math.ethz.ch/~schonbuc/papers/portfolio_fo.pdf
http://www.moodyskmv.com/research/whitepaper/Limiting_Loan_Loss_Probability_Distribution.pdf
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Abb. 6: Grenzdichte des anteiligen Portfolioverlustes im homogenen Einfaktormodell

Im Vergleich zu Abbildung 3, die auf der Annahme der Unabhéngigkeit der Kreditrisiken

beruht, resultiert im vorliegenden Fall eine deutlich hohere Rechtsschiefe.

Ferner gilt fiir die Grenzvariable L,

(3la) E(L)=x

(31b) Median (L, )= q{

Weitergehende analytische Resultate fiir allgemeinere Portfoliokonstellationen, insbesondere
auch bei Lockerung der Homogenitdtsannahme, enthalten Schénbucher (2000, 2002), Lucas
et al. (2001, 2002) sowie Wehrspohn (2003).



http://www.math.ethz.ch/~schonbuc/papers/portfolio_fo.pdf
http://www.gloriamundi.org/picsresources/pjs.pdf
ftp://zappa.ubvu.vu.nl/19990018.pdf
ftp://zappa.ubvu.vu.nl/19990018.pdf
http://www.fdewb.unimaas.nl/finance/faculty/straetmans/amf.pdf
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=395360
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3.1.4 Mehrfaktormodelle fiir Bonititsindikatoren

Der einfaktorielle Modellansatz des Abschnitts 3.1.3 kann entsprechend auf einen Mehrfak-
toransatz verallgemeinert werden. Wir konzentrieren uns dabei auf einen Standardansatz im
Rahmen von Kreditrisikomodellen, der auf einer hierarchischen Struktur der Faktoreinfliisse
beruht. Die grundsatzlichen Hierarchieebenen sind in Abbildung 7, angelehnt an Bluhm et al.

(2003, S. 46), dargestellt, denen wir auch bei der weiteren Analyse folgen.

Schuldner
|
Faktorielli Einfliisse Idiosynkratisthe Einfliisse
|
Industrielsektoren Léijder
l l
Globalfaktoren

Abb. 7: Faktormodell mit einer hierarchischen Struktur iber drei Ebenen

Auf der ersten Ebene gilt fiir die (nicht-standardisierten) Bonitdtsindikatoren Y, ein faktoriel-

ler Zusammenhang der Form

(32) Y, =B F+U, .

Die ZufallsgroBen F, und U; sind jeweils normalverteilt, die Groen U; sind stochastisch

unabhéngig (i =1,...,n). Dies gilt ebenfalls fiir die Grélen F, und U, (i=1,...,n). Entspre-

chend lédsst sich die Varianz zerlegen gemaf3

(33) Var(Y,) = g’Var(F)+Var(U,) ,
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d.h. in einem faktoriellen (systematischen) und einen schuldnerspezifischen (idiosynkrati-

schen) Einfluss.

Auf der zweiten Ebene wird jeder Faktor F, aufgespalten in einen Industrie- bzw. Sektoran-

teil einerseits und einen Landeranteil andererseits:
J

(34a) F = ZWU- Gj )
j=1

Dabei sind G,,...,G; Sektorindices und G; ,,,...,G, Lénderindices. Die Koeffizienten w;

werden entsprechend als Industrie(Sektor)gewichte bzw. als Landergewichte bezeichnet und

es gilt (i=1,...,n)

(34b) W = iwij =1 .

j=t i=lo+

Auf der dritten und letzten Ebene werden schlieBlich die GroBen G; auf unabhéngige globale

Einflussfaktoren zuriickgefiihrt. Es gilt dabei (j =1....,J)

K
(35) Gj:ijka+gk )
k=1

Verwendet man fiir die einzelnen Ebenen die Matrix/Vektorschreibweise, so erhalten wir
G = AH + ¢ auf Ebene 3, F =WG auf Ebene 2 und Y = BF +U auf Ebene 1, dabei ist B hier

eine Diagonalmatrix. Insgesamt erhalten wir damit das spezifische Faktormodell
(36) Y =BW(AH +¢)+U .

Im Unterschied zu einem allgemeinen Faktormodell der Form Y = BF +U , vergleiche etwa
Albrecht/Maurer (2005, Anhang 7C), ist das vorliegende Faktormodell durch eine spezifische

Faktorstruktur gekennzeichnet.
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Zur Analyse der Korrelation der Bonitdtsvariablen gehen wir zunichst tiber zu den standardi-

sierten Bonitétsvariablen (o, = o (Y;))
(37a) Y, =[Y,-EY)]/o, .

Hieraus folgt die alternative Faktordarstellung (i =1....,Nn)

(37b) v =LEiur

1
O;

mit normalverteilten Faktoren F* und U, fiir die E(F,")=E(U;)=0 gilt. Fiir die Korrelati-

onen der standardisierten Bonitdtsindikatoren folgt hieraus

(38) p YY) =Cov (YY) =E(Y,Y))= % E(F'F)) .

Gemal Albrecht/Maurer (2005, Bezichung 6.83) gilt fiir das Bestimmheitsmaf3

(39) Re = g2 Var(R) _ {/f

varey,) | o 7 )} '

Setzen wir dies in (38) ein und beachten o(F,) = o (F") — es wurde ja nur eine deterministi-

sche Verschiebung der F, vorgenommen —, so erhalten wir

* * i J

@ PN = e BT P =R R ()
! J

Wir standardisieren nunmehr noch die Beziehung (37a) zu

(41) Y =BW(AH +2)+U =BF " +U .
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Dabei ist B eine Diagonalmatrix mit Elementen £, /o, und es gilt E(I—~|) =E(&)= E(U) =0.
Dariiber hinaus werden die Risiken Z und U als untereinander unabhingig und sowie unab-

hingig von H angenommen. Es ldsst sich nun das folgende Resultat nachweisen, vgl. hierzu

Bluhm et al. (2003, S. 49 f.), das auf der angenommenen spezifischen Faktorstruktur beruht:
(42) ECYY)=W[AE(HH)A" +EEZT)W' .

Die Matrizen E(H H") und E(£27) sind dabei Diagonalmatrizen.

3.1.5 Poissonapproximation

Zur Darstellung der Poissonapproximation betrachten wir die Grole D =) D, , die (poten-
i=1

zielle) Anzahl von Ausfillen in der betrachteten Periode und definieren den Parameter A

durch
(43) A=ED)=Y7, .

Wir approximieren nun die Verteilung von D durch die Poissonverteilung mit dem Parameter

A, D~ Po(A). Hieraus folgt

2,

(44) P(D=k)=" e

Dies charakterisiert die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von den n betrachteten Schuldnern

genau k ausfallen. Ferner gilt im Rahmen der Poissonverteilung
(45) E(D)=Var(D)=41 .

Unter der Poissonannahme stimmen die erwartete Anzahl von Defaults sowie die Varianz der

Defaults iiberein. Der Parameter A wird als Ausfallintensitéat des betrachteten (Teil-)Kollek-
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tivs von Kreditrisiken bezeichnet. Eine alternative Vorgehensweise, die ebenfalls auf (44)
fiihrt, besteht darin, fiir jeden Defaultindikator D, direkt eine Poissonapproximation
D, ~ Po(4,) vorzunehmen und dann A =4, +...4+ 4, zu setzen. Beide Vorgehensweisen imp-

lizieren allerdings, dass jeder Kredit mehrmals ausfallen kann. Dieser Effekt ist jedoch durch

eine entsprechende Kalibrierung von A auf der Kollektivebene unproblematisch.

Auch im Falle der Poissonapproximation kann wie in Abschnitt 3.1.2 mit einer dynamisierten
und bedingten Variante gearbeitet werden. Der Standardsatz lautet hierbei (logistisches Mo-

dell):

__exp (g, + Dy Xgp .+ D X))
1+exp (b, + by Xy, +.. 40 X))

(46)

it

Dabei bezeichne 4, die Ausfallintensitit des Kreditrisikosegments i in Periode t.

Ebenfalls in Analogie zu Abschnitt 3.1.2 ist der Ubergang zu einer gemischten Poissonvertei-
lung moglich. Es sei dazu D eine diskrete Verteilung, die die Anzahl von Defaults in einer

Periode erfasst und es gelte
(47) PD=k|A=21]="-¢

Die Ausfallintensitét ist nunmehr nicht mehr deterministisch, sondern selbst eine Zufallsgrof3e
A . Bedingt auf eine Realisation ist man in der Situation von Beziehung (44). D besitzt nun

eine gemischte Poissonverteilung und es gilt
(48) E(D)=E(A)
(49) Var(D) =Var(A)+ E(A)

sowie allgemein

(50) P(D=k)= ]o(zk et /kdu(A) .
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Im Rahmen von (50) gehen wir dabei davon aus, dass A die Verteilungsfunktion U besitzt,
A ~U . U wird auch als mischende Verteilung bezeichnet. Ein Standardbeispiel besteht darin,

dass A einer Gammaverteilung mit den Parametern a >0 und b >0 folgt, d.h. die Dichte-

funktion
(51) u(;t):ﬁb‘a/l""‘1 e " fiir x>0
besitzt. Mit p:=b/(1+b) gilt dann

k+a-1 -
(52) P(D=k)= K (I-p)p".

Es liegt damit eine negative Binomialverteilung vor. Ferner gilt

(53a) E(D)=ab
sowie
(53b) Var(D)=ab(1+b)>E(D) .

Im Vergleich zur Poissonverteilung besitzt somit die negative Binomialverteilung eine hohere

Varianz.

Ubertrigt man diese Konstruktion der gemischten Poissonverteilung auf ein Portfolio von
Einzelkrediten bzw. auf ein Portfolio von Kreditsegmenten, so gelangt man in Analogie zum
Bernoulli-Mischungsmodell zum Poisson-Mischungsmodell. Im Falle von n Defaultvariablen
(fiir Einzelkredite bzw. Kreditsegmente) sind die (21) entsprechenden Bedingungen

(54a) Di | A =4 ~ Po(4)

(54b) D;[A; =4 und D;|A; = 4; sind unabhéingig (i # j).
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Zu weiteren Eigenschaften des Poisson-Mischungsmodells vergleiche man Bluhm et al.
(2003, S. 63 ff.). Insbesondere konnen Bernoulli- und Poisson-Mischungsmodell so kalibriert
werden, dass die ersten beiden Momente fiir jedes i identisch (,,gematcht®) sind. Aufgrund der
hoheren Varianz der Poisson-Variante flihrt dies zu geringeren Ausfallkorrelationen. Das
Bernoulli-Mischungsmodell fiihrt somit zu einem ,,fatter tail“, vgl. hierzu Bluhm et al. (2003,
S. 65 ff.).

3.2 Unternehmenswertmodelle

3.2.1 Das Basismodell von Merton (1974)

Unternehmenswertmodelle (Firmenwertmodelle) werden auch als strukturelle Modelle (Struc-
tural Models) bezeichnet. Sie stellen explizit auf die Entwicklung des Unternehmenwertes ab
und verwenden diesen im Rahmen eines optionspreistheoretischen Ansatzes als Ausgangs-
punkt fiir die Bewertung von Eigenkapital und Fremdkapital auf Marktwertbasis. Generelles
Anwendungserfordernis ist somit die Beobachtbarkeit des Unternehmenswertes des Schuld-
ners. Die Konzeption der Unternehmenswertmodelle geht zuriick auf Merton (1974), dessen

Basismodell auch im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht.

Ausgangspunkt des Modells von Merton ist die Entwicklung der Marktwerte {A} der Aktiva
(Assets) und {L,} der Passiva (Liabilities) eines Unternehmens iiber das Zeitintervall [0,T].

Die Differenz

(35) E=A-L

entspricht dann dem Marktwert des Eigenkapitals, dem Borsenwert, des Unternehmens.

Hinsichtlich der Struktur der Verpflichtungen geht man im Basismodell von einem Zerobond
mit Félligkeit in T aus. Der entsprechende Riickzahlungsbetrag, die Héhe des aufgenomme-
nen Fremdkapitals betrage F. Die Deckung dieser Verpflichtung besitzt Vorrang vor der Be-
dienung der Eigenkapitalgeber. Unter der Annahme einer konstanten Zinsrate r ist damit der

Wert L, der Verpflichtung zum Zeitpunkt t gegeben durch


http://www.defaultrisk.com/pa_price_01.htm
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(56) L, =Fexp[-r(T -t)] .

Wie sieht nun die Situation am Ende der Laufzeit aus? Im Falle A, <F konnen die Ver-

pflichtungen nicht vollstindig bedeckt werden. Die Eigenkapitalgeber wéhlen die Insolvenz
zur Wahrung der Haftungsbeschrankung, die Fremdkapitalgeber erhalten die vorhandene

Vermogensmasse A; . Im Falle A, > F erhalten die Eigenkapitalgeber die Differenz A, — F

und die Verpflichtung kann vollstindig gedeckt werden. Insgesamt gilt somit fiir die Position
der Eigenkapitalgeber zum Zeitpunkt T:

(57a) E; =max (A - F,0) .

Der Besitz des Unternehmens entspricht zum Zeitpunkt T aus Sicht der Eigenkapitalgeber der
Position eines Europidischen Calls auf die Aktiva des Unternehmens mit einem Ausiibungs-

preis in Hohe von F. Damit entspricht E, dem Wert des Calls zum Zeitpunkt t.

Fiir die Position der Fremdkapitalgeber zum Zeitpunkt T gilt

(57b) L, =min(A,F)=F —max(F — A.,0) .

Die Position der Fremdkapitalgeber zum Zeitpunkt T entspricht der Kombination einer siche-
ren Anlage mit einer Short-Position in einem Européischen Put auf die Aktiva des Unterneh-
mens, ebenfalls mit Ausiibungspreis F. Der Put quantifiziert das bestehende Ausfallrisiko
bzw. die dadurch bedingte Minderung des Wertes des Fremdkapitals aus Sicht der Fremdkapi-
talgeber. Zum Zeitpunkt t gilt entsprechend

(58) L = Fexpl-r(T 0] R .

wobei P, den Wert des Puts zum Zeitpunkt t bezeichne. Dies entspricht somit dem Wert des
ausfallbedrohten Fremdkapitals (hier: Zerobond). Insbesondere gilt L, < Fexp[-r(T —t)]=

FB(t,T). Bei der Bewertung der Verpflichtungen (des Zerobonds) ist ein Abschlag fiir das

bestehende Ausfallrisiko vorzunehmen.
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Insgesamt ldsst sich damit sowohl die Position der Eigenkapitalgeber als auch die Position der
Fremdkapitalgeber als Optionsposition hinsichtlich der Entwicklung der Aktiva des Unter-
nehmens interpretieren. Beide Positionen konnen damit grundsétzlich einer optionspreistheo-
retischen Bewertung zugefiihrt werden. Zumindest vor dem Hintergrund der beispielsweise in
Albrecht/Maurer (2005, Kapitel 11) dargestellten Ansétze einer arbitragefreien Bewertung
besteht allerdings hierbei das implizite Problem, dass Hedgeoperationen in Bezug auf {A},
den Aktiva des Unternehmens, nicht durchfithrbar sind. Insofern sind zu einer theoretischen

Stiitzung dieser Vorgehensweise Geichgewichtsansidtze im Rahmen der Optionspreistheorie

vorzuziehen.

Im Basismodell von Merton (1974) wird insbesondere davon ausgegangen, dass ein Ausfall
nur am Periodenende, d.h. zum Zeitpunkt T, eintreten kann. Das den Ausfall auslosende Er-

eignis ist die Situation A, < F, die (statische) Ausfallwahrscheinlichkeit PD ist somit gege-
ben durch

(59) PD=P(A <F).

Die Ausfallhdhe entspricht F — A; . Abbildung 8 enthilt zunéchst eine grafische Illustration
des Sachverhalts, dabei wird nochmals verdeutlicht, dass ein Unterschreiten des Verpflich-
tungswertes F wahrend der Periode keinen Ausfall induziert. Nur die Wertposition am Perio-

denende ist von Bedeutung.


http://www.defaultrisk.com/pa_price_01.htm
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Quelle: Giesecke (2004)

Abb. 8: Ausfallwahrscheinlichkeit im Modell von Merton (1974)

Die weiteren BasisgroBen gemil (1) sind im Basismodell von Merton gegeben durch
EAD=F und LGD=(F-A;)/F=1-RC, wobei RC =A;/F. Der Loss Given Default

bzw. die Recovery Rate sind somit zufallsabhingig.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit geméf (59) kann weiter konkretisiert werden, wenn man die

ZufallsgesetzmiBigkeit von A, spezifiziert. Unterstellt man etwa den Rahmen des

Black/Scholes-Modells, so ist fiir {A} eine geometrische Brownsche Bewegung anzusetzen

und es gilt (M:=pu-0c"/2) A =Aexp[m(T —t)+o~T —tZ], wobei Z eine standardnor-
malverteilte ZufallsgroBe ist, Z ~ N (0,1). Entsprechend folgt fiir die Ausfallwahrscheinlich-
keit (gegeben die Information iiber den Wert A der Aktiva zum Zeitpunkt t)

PDt,T)=P(A <F|A)

(60) PD(t,T)= N {IH(F/A‘)_m(T _t)} .

oI -t


http://bradley.bradley.edu/~arr/bsm/model.html
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Berechnet man die Ausfallwahrscheinlichkeit nicht unter der Wahrscheinlichkeitsbelegung,
die den Beobachtungen zugrunde liegt, sondern unter der risikoneutralen Wahrscheinlich-

keitsbelegung Q (RNPD: Risk Neutral Probability of Default), so gilt entsprechend

(61a) RNPD(t,T):=Q(A <F)=N[-d, ()],
wobei

_In(A/F)+m (T -t)
(61b) d,(t)= T -1
und
(61c) m=r-oc’/2.

Die Grofle r entspricht dabei der risikolosen Zinsrate. Die Bewertung erfolgt dabei wiederum

gegeben die Information liber den Wert der Aktiva A zum Zeitpunkt t.

Vergleicht man (60) mit (61), so unterscheiden sich, da —d,(t)=

[In(F/A)-m"(T —t)]/o /T —t, Ausfallwahrscheinlichkeit und risikoneutrale Ausfallwahr-
scheinlichkeit nur dadurch, dass der Driftkoeffizient x durch die risikolose Zinsrate r bzw. m

durch m" ersetzt wird.

Im Modellrahmen des Black/Scholes-Ansatzes ldsst sich neben der Bestimmung der Ausfall-

wahrscheinlichkeit nunmehr auch der Wert des ausfallbedrohten Fremdkapitals ndher
bestimmen. Unter der Verwendung der Black/Scholes-Formel fiir die Europdische Putoption,

dh. P =Fexp[-r(T —t)] N(-d,) - S, N(—d,) folgt aus (58)

(62) L, = A N[~d, (t)]+ F exp[-r (T ~t)] N[d, (1)] .

Wenden wir uns nunmehr der Bestimmung des Credit Spread, definiert als Differenz zwi-

schen der Zinsrate eines ausfallbedrohten Zerobonds und eines ausfallfreien Zerobonds zu.
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Bezeichnen wir mit CS (t,T) den entsprechenden Spread zum Zeitpunkt t, wobei die Zero-
bonds in T fillig werden, so ldsst sich ein allgemeiner Ausdruck fiir CS (t,T) folgendermallen
herleiten. Fiir den Wert des ausfallfreien Zerobonds mit Nennwert F = 1 zum Zeitpunkt t gilt
B(t,T) =exp[-r(T —t)]. Entsprechend setzen wir den Wert B%(t,T) des ausfallbedrohten

Zerobonds an zu B (t,T) = exp{-[r + CS (t,T)] (T —t)} . Hieraus folgt

(63) BY(t,T)=B(t,T)exp[-CS (t,T)(T —1)]

sowie

1

(64) CS(t,T):—T tln[Bd(t,T)/B(t,T)] .

Der Credit Spread ist somit im Allgemeinen zeitabhdngig. Im Black/Scholes-Falle gilt
B(t,T)= L, gemdl (62) und mit B(t,T) = Fexp[-r(T —t)] folgt hieraus

l_tln{N[—dz(t)]Jr% N[—dl(t)]e'”“)} .

(65) CS(t,T) = T

Determinanten des Credit Spread sind somit der restliche Zeithorizont T —t, die zur Zeit t

bestehende Leveragequote A /F sowie (implizit in d, bzw. d,) die Volatilitit der Entwick-

lung der Aktiva des Unternehmens.

Das Basismodell Merton (1974) weist eine ganze Reihe von Problemen auf. Ein Ausfall kann
nur am Periodenende stattfinden. Die Struktur der Verpflichtungen (Zerobond) und die aus-
fallfreie Zinsumgebung (konstante risikolose Zinsintensitét) sind jeweils sehr einfach. Der
Credit Spread gemifB (65) geht fir t TT gegen null. In praxi hingegen bleibt der Credit
Spread auch fiir kurze Laufzeiten substanziell. Auch im Allgemeinen ist die empirische Erkli-
rungsqualitdt des Modells eher gering. Eine besondere Problematik besteht darin, dass die

Wertentwicklung {A} der Aktiva nicht beobachtet werden kann, sondern nur die Entwick-

lung des Unternehmenswertes. Ein entsprechender Riickschluss ist aber approximativ mog-

lich, dies soll im Weiteren abschlieend behandelt werden.
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Wir gehen dabei davon aus, dass die zufallsabhidngige Entwicklung des Assetwertes (Asset-
Dynamik) ebenso wie die zufallsabhingige Entwicklung des Marktwertes des Eigenkapitals
(Equity-Dynamik)  einer = geometrische =~ Brownschen  Bewegung  folgt, d.h.
dA = p, Adt+o, AdW, und dE =g Edt+o.EdW,. Nun gilt gemiB (57a)

E; =max (A, —F,0), d.h. es liegt ein Europédischer Call vor. Bewerten wir diesen nach der

Black/Scholes-Formel, so erhalten wir

(66a) E.=AN()-Fe" "N, =f(A) .

Auf der anderen Seite gilt nach Ités Lemma, man vgl. hierzu etwa Albrecht/Maurer (2005,
Anhang 4C),

df (A) =...dt+ £ (Ao (t,A)AW, =...dt + f,(A,t) o, A dW,.

Auf der Basis von (66a) erhalten wir f (A,t)=N(d,). Da auf der anderen Seite die Dynamik

von E, einer geometrischen Brownschen Bewegung folgt, erhalten wir insgesamt

(67) oc B =0, AN[d, ()] .

Aufgrund von d,(t) =[In(A /F)+(r +1c2)(T -t)] /o~T =t und d,(t) =d,(t)—oT —t ist

(66a) eine implizite Gleichung in A und o, , d.h. es gilt

(66b) E.=9(A,0,) -

Mit (66) und (67) liegt somit ein Gleichungssystem, bestehend aus zwei (nichtlinearen) Glei-

chungen fiir zwei Unbekannte A und o, vor, das numerisch gelost werden kann. In praxi ist

dabei allerdings problematisch, dass die Inputgrole o in dieses Gleichungssystem keine

konstante GroBe ist. Insofern werden bei der praktischen Umsetzung dieses Ansatzes weitere
Uberlegungen notwendig, so etwa beim KMV-Ansatz, vgl. hierzu Crouhy et al. (2001, S. 370
f.).
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3.2.2 Merton-Einfaktormodell

Im Rahmen des in Abschnitt 3.1.3 dargestellten Einfaktormodells wurde offen gelassen, wie

im Einzelfall der standardnormalverteilte Bonitdtsindikator Y; zu konstruieren ist. Im Rahmen

des Merton-Modells ist diese Konkretisierung in einfacher Weise moglich. Die Assetwerte A,

folgen einer geometrischen Brownschen Bewegung, d.h. es gilt

(69) A = Agexp{mt+ o, Jt W, ()} .

Ein Ausfall des Schuldners i findet nur am Ende des Zeithorizonts T statt und genau dann,

wenn der Wert der Aktiva A; eine kritische Grenze F, unterschreitet. Damit gilt

(70a) i =P(A; <F)=PW(T)<H],
wobei
(70b) H, =[In(F,/A,)-mT]/oT .

Unterstellen wir flir die standardnormalverteilte GroBe W,(T) nun ein Einfaktormodell der

Form (i =1,...,n)

71) Wi(T):\/;iF"" 1-pU;,

so sind wir genau in der Situation des Abschnitts 3.1.3. Der Bonitdtsindikator entspricht dem

normierten Assetwert zum Zeitpunkt T, konkret
(72) Y =W,(T)=[In(A; /A))-m Tl o T .

Aus einer vorgegebenen Ausfallwahrscheinlichkeit 7z; ldsst sich die zugrunde liegende (nor-

mierte) Ausfallschranke dann ermitteln zu

(73) H; :q)_l(”i) .
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3.2.3 Erweiterung des Merton-Basismodells

Die im Rahmen des letzten Abschnitts dargestellten Probleme des Basismodells von Merton

haben in der Literatur zu einer Reihe von Erweiterungen gefiihrt. Diese betreffen etwa

o die Beriicksichtigung einer stochastischen Zinsstruktur, vgl. Longstaff/Schwartz
(1995),
o die Moglichkeit eines strategischen Defaults seitens der Eigenkapitalgeber, um Kon-

zessionen  seitens der  Fremdkapitalgeber zu  erwirken, vgl. etwa
Anderson/Sundaresan/Tychon (1996) und Mella-Barral/Perraudin (1997),

o die Beriicksichtigung einer endogenen Defaultschranke, vgl. etwa Black/Cox (1976),
Leland (1994) und Leland/Toft (1996),

. die Moglichkeit der Anpassung des Fremdkapitals an Anderungen des Unterneh-
menswertes, was zu einer Mean-reverting stochastischen Leverageratio fiihrt, vgl.
Collin-Dufresne/Goldstein (2001),

. die Moglichkeit intraperiodischer Ausfille (First Passage Time-Ansétze), vgl. etwa

Zhou (2001a),

J der Ansatz allgemeinerer Assetprozesse, wie etwa Jump Diffusion-Prozesse, vgl. Zhou
(2001b), Huang/Huang (2003), oder spezieller Levy-Prozesse, vgl. Rachev et al.
(2000),

o Beriicksichtigung einer zeitvariablen Asset Risk-Pramie, vgl. Huang/Huang (2003).

Literaturiiberblicke bieten etwa die Beitrage Giesecke (2004), Huang/Huang (2003), Schon-
bucher (2003), Uhrig-Homburg (2002) sowie Wingenroth (2004, Kapitel 7). Wie

Huang/Huang (2003) nachweisen, ist es auf der Grundlage der entsprechenden Modellerwei-

terungen durchaus moglich, Credit Spreads zu erzeugen, die konsistent zu empirisch relevan-

ten Grofenordnungen sind.

Abschlieflend ist noch zu erwihnen, dass das KMV-Modell, auf das wir in Abschnitt 4.3 ein-

gehen werden, als ,,Praxisvariante* des Merton-Modells anzusehen ist.

Im Weiteren gehen wir dabei nur noch auf die Moglichkeit intraperodischer Ausfille ein. Zur
Modellierung intraperiodischer Ausfille folgen wir Black/Cox (1976) und nehmen an, dass

fiir das Unternehmen eine zeitabhéngige Ausfallschranke F(t) (Default Boundary) existiert.

Wenn der Wert der Aktiva des Unternehmens zu irgendeinem Zeitpunkt den Wert dieser Aus-
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http://www.orie.cornell.edu/~giesecke/introduction.pdf
http://www.stanford.edu/~mhuang/papers/Huang-Huang.pdf
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=313563
http://www.stanford.edu/~mhuang/papers/Huang-Huang.pdf
http://www.moodyskmv.com/
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fallschranke annimmt oder unterschreitet, dann wird der Ausfall der bestehenden Verpflich-
tungen ausgelost. Black/Cox (1976) gehen dabei von einer exponentiell verlaufenden Ausfall-

schranke der Form

(74) F(t)=e"K

aus. Nach Zhou (2001a) kann K als gewichtetes Mittel der kurz- und langfristigen Verpflich-
tungen des Unternehmens angesehen werden und A als Wachstumsrate dieser Verpflichtun-
gen.

Wir definieren nun einen (dynamischen) Defaultindikator D(t) durch die Forderung

1 das Unternehmen ist bis zum Zeitpunkt t ausgefallen
(75) D)=

0 sonst .

Definieren wir ferner den Ausfallzeitpunkt z durch

(76) r=1inf {t > 0; A(t) < F(t)} ,
dann gilt
(77) P[D(t)=1]=P[r <t] .

Im Weiteren betrachten wir eine Ausfallschranke der Form (74) und unterscheiden dabei zwei
Félle. Im ersten Fall entspricht der Driftkoeffizient der Wertentwicklung der Aktiva der
Wachstumsrate der Verpflichtungen, d.h. 4 = x. Die Aktiva und die Ausfallschranke weisen
somit die gleiche Wachstumsrate auf. In diesem Falle ldsst sich das folgende Ergebnis erzie-

len:

In(A,/K) DD
8 PIDt)=1]=2N|————=|=2N|-———| .


http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/14/2/555
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Dabei kann DD =In(A,/K)/oc =(InA,—InK)/o als standardisierter ,,Abstand* (in loga-

rithmierten Termen) des Wertes der Aktiva zur Ausfallschranke (Distance to Default) inter-

pretiert werden.

Im allgemeinen Falle, d.h. 4 # &, wird die Situation komplexer und es gilt

P[D(t)=1]=N(—@—ﬂﬁj

g 2450001 (DD 424, )

(79)

3.2.4 Mehr-Unternehmens-Fall

Das in Abschnitt 3.2.1 behandelte Basismodell von Merton, das auf die Situation eines ein-

zelnen Unternehmens zugeschnitten ist, ldsst sich entsprechend auf den Fall mehrerer Unter-
nehmen verallgemeinern. Im Falle von n Unternehmen werden dabei die Wertentwicklungen

der jeweiligen Aktiva als n-dimensionale geometrische Brownsche Bewegung, vgl. hierzu

etwa Albrecht/Maurer (2005, Anhang 4E), modelliert. Zur Illustration dieses Ansatzes kon-

zentrieren wir uns im Weiteren auf den Fall n = 2.

Die Asset-Prozesse {A'} und {A’} der beiden Unternehmen 1 und 2 folgen dann einer zwei-

dimensionalen geometrischen Brownschen Bewegung. Insbesondere gilt

dA' /A = g dt+o,dW,' (i=1,2) sowie pW,' W)= pt. Die Hohe des aufgenommenen
Fremdkapitals  betrage entsprechend F bzw. F,. Die Wahrscheinlichkeit

PD,,(T):=P[A(T)<F, A(T) < F,] fiir einen Simultanausfall beider Unternechmen am Ende

eines spezifizierten Zeithorizonts ist dann gegeben durch

(30) PDIZ(T):N{[); ln(Fl;Ab\/)T_—mlT’ln(in‘,%\/)T_—sz ’

wobei N, (p;-,-) die bivariate Standardnormalverteilung mit Korrelationskoeffizient p be-

zeichnetund m, = 1, — o /2 gilt.


http://www.defaultrisk.com/pa_price_01.htm
http://de.wikipedia.org/wiki/Wiener-Prozess
http://de.wikipedia.org/wiki/Wiener-Prozess
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Eine Erweiterung der Resultate des Abschnitts 3.2.3 im Kontext intraperiodischer Austille

auf den Zwei-Unternehmens-Fall wird in Zhou (2001a) vorgenommen.

Zhou (2001a, S. 562 f.) kommt dabei zu den folgenden Schlussfolgerungen:

J Ausfallkorrelation und Korrelation p auf Assetebene haben das gleiche Vorzeichen.
Je hoher die Korrelation auf Assetebene, desto hoher die Ausfallkorrelation.

J Ausfallkorrelationen sind flir kurze Zeithorizonte sehr gering. Sie steigen mit dem
Zeithorizont zunichst an, um dann wieder sehr langsam zu sinken.

. Hohe Bonitit impliziert geringe Ausfallkorrelation, geringe Bonitdt hohe Ausfallkor-
relationen.

o Die Ausfallkorrelation ist zeitabhdngig, da auch die Bonitét der Unternehmen zeitvari-
abel ist.

Die beiden ersten Aussagen werden in den folgenden Abbildung 9 illustriert.

______________
______
_____
~~~~~~
______

Ausfallkorrelation

p=04 ....p=02 __—_ p=-01

Quelle: Zhou (20014, S. 563)

Abb. 9: Entwicklung der Ausfallkorrelation im Zeitablauf bei gegebener Assetkorrela-
tion


http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/14/2/555
http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/14/2/555
http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/14/2/555
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Der Ubergang zu einer normierten Variante analog zu Abschnitt 3.2.2 und die Anwendung
eines Faktormodells wie in Abschnitt 3.1.4 sind nahe liegende Weiterentwicklungen dieses

Grundmodells. Zum Zusammenhang zwischen dem mehrdimensionalen Unternehmensmodell

und dem Einfaktormodell vergleiche etwa Huschens/Vogel (2002, S. 290 ff.).

3.3 Reduktionsmodelle I: Zahlprozesse als Ausfallerzeuger

3.3.1 Ein-Unternechmens-Fall

Im Gegensatz zu den in Abschnitt 3.2 behandelten Unternehmenswertmodellen liegt den

Reduktionsmodellen (Reduced Form Model) kein ,,fundamentaler 6konomischer Ansatz zur

Erklarung des Ausfalls zugrunde. Angestrebt wird lediglich eine marktkonsistente Darstellung
der Preise von ausfallbedrohten Bonds und den daraus resultierenden implizit bestehenden
Ausfallwahrscheinlichkeiten. Der Zeitpunkt des Ausfalls wird dabei als Zufallsvariable defi-

niert.

Die grundlegende Konstruktion ist dabei wie folgt. Ausgangspunkt ist ein Zdhlprozess
{N (t); t >0}, d.h. ein Prozess mit der Eigenschaft N (0)=0, der zu bestimmten Zeitpunkten

(bei Eintritt bestimmter Ereignisse) Spriinge der Hohe eins macht. Der Prozess besitzt somit
einen ganzzahligen Wertebereich und seine Pfade sind monoton nicht abnehmend. Wir defi-
nieren nun den Ausfallzeitpunkt (Ausfallzeit, Time of Default) r als Zeitpunkt des ersten

Sprungs des zugrunde liegenden Zéhlprozesses N, d.h.
(81) T=inf{t>0; N(t) >0} .
Der Vergleich dieser Definition mit derjenigen unter (76) macht nochmals den Unterschied

von Reduktionsmodellen und Unternehmenswertmodellen deutlich. Im Rahmen von (76) wird

die Ausfallzeit 6konomisch definiert, im Kontext von (81) hingegen rein formal.

Die Wahrscheinlichkeit PS (Survival Probability), am Ende des Zeitintervalls [0,t] noch

nicht ausgefallen zu sein (Uberlebenswahrscheinlichkeit), betrigt

(82a) PS(t)=P[N(t)=0]=P(r > 1) .


http://www.riskglossary.com/link/intensity_model.htm
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Entsprechend betrigt die Ausfallwahrscheinlichkeit bis zum Zeithorizont t

(82b) PD(t)=1-PS(0,t)= P[N (t) > 0] = P(r <t) .

Der Ausfall kann dabei wie in Abschnitt 3.2.3 auch wahrend des Zeitintervalls erfolgen. All-
gemeiner betrigt die Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir das Zeitintervall [s,t] (bedingt auf das

Uberleben bis s)

(83a) PS(s,t)=P[N(t)=0[N(s)=0]=P(r>t|z>5)

und die entsprechende Ausfallwahrscheinlichkeit

(83b) PD(s,t)=1-PS(s,t) =P[N(t)>0|N(s)=0]

=P(r<t|r>59).
Je nach Modellierung des ausfallerzeugenden Zihlprozesses N(t) resultieren unterschiedliche
(risikoneutrale) Ausfallwahrscheinlichkeiten. Ein erstes Standardbeispiel liefert der homogene

Poissonprozess (HPP). Dieser ist gekennzeichnet durch unabhédngige und stationdre Zuwach-

se sowie durch eine konstante Ausfallintensitat A, d.h.
(84) Lirr&%[N(t+h)— N({t)>0]=41 .
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess im Zeitintervall n Spriinge macht, betrigt

(85) P[N (t) =n] =e-ﬂ%t) .

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht damit einer Poissonverteilung mit Parameter

At . Insbesondere folgt hieraus PS(t) = exp(—At) und damit

(86) PD(t) =1 - exp(-At) .


http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss05/wt/skript/node15.html
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss05/wt/skript/node15.html
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Ferner kann gezeigt werden, dass die Ausfallzeit 7 gemil (81) exponentialverteilt mit Para-

meter At
(87) P(r<t)=1-e™.
Weiterhin gilt E[7]=1/4, d.h. die erwartete Ausfallzeit ist reziprok zur Ausfallintensitét.

Eine allgemeinere Konstruktion ist der Inhomogene Poissonprozess (IPP). Dieser besitzt im-
mer noch unabhingige Zuwéchse, die nun aber nicht mehr stationér, d.h. identisch verteilt

sind. Die Ausfallintensitit A(t) definiert durch
(88) }]mg% PIN({t+h)=N()>0]=A(1)

ist nun zeitvariabel, aber immer noch deterministisch.

Definieren wir die Zahlverteilung durch

(89) At) = ji(s) ds ,
so folgt
(90) P[N (t) = n]=exp[-A®)][A®)]" /n! .

Es liegt wiederum eine Poissonverteilung vor, nun aber mit Parameter A(t). Fiir die Ausfall-

wahrscheinlichkeit folgt hieraus

1) PD(t) =1-exp[A(1)] .

Bei der Anwendung der bisherigen Modelle mit deterministischer Ausfallintensitit auf die
Quantifizierung von Credit Spreads erweist es sich, vgl. etwa Schénbucher (2003, S. 118 f.),
dass die resultierenden — ebenfalls deterministischen — Credit Spreads empirisch wenig valide

sind. Empirische Credit Spreads variieren nicht relativ glatt und vorhersehbar, sondern weisen
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ein stochastisches Element auf. Dies fiihrt dazu, dass man allgemeinere Zahlprozesse betrach-

ten muss, um empirisch valide Credit Spreads zu generieren. Dazu fasst man die zeitvariable
Intensitdt geméal (88) nun selbst als stochastischen Prozess A (t) auf und gelangt somit zu der

Familie der Cox-Prozesse (auch: doppelt-stochastischer Poissonprozess). Definieren wir (als

pfadweise gebildetes Integral)
~ t ~
(92a) At)=[A(s)ds
0

und die Verteilungsfunktion
(92b) U =PAW®) <),
so gilt insgesamt

PIN (t) = n] =T%u (dA.t)

(92¢) ~
C =E {e‘x“) m} .

n!

Hieraus resultiert als Ausfallwahrscheinlichkeit
(93) PD(t) = j e U (dA,t)=1-E[e*®] .
0

Ein erstes in der Literatur betrachtetes Modell, das diesen allgemeinen Ansatz illustriert, ist

die Annahme eines Prozesses fur die Ausfallintensitit der Form
(94) Ay =a+BAt-1)+et),

d.h. mit einem autoregressiven Effekt 1. Ordnung. Die Bestimmung der Ausfallwahrschein-

lichkeit gemal (93) muss dabei auf Basis einer Monte Carlo-Simulation erfolgen.



http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss05/wt/skript/node18.html
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss03/markov/skript/node23.html
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In der zeitstetigen Variante wiirde (94) auf einen Ornstein/Uhlenbeck-Prozess, vgl. hierzu
etwa Albrecht/Maurer (2005, Abschnitt 4.3.4), hinauslaufen. Dieser beinhaltet allerdings die
Moglichkeit der Realisierung einer negativen Ausfallintensitit. Eine Alternative hierzu bietet
daher ein Diffusionsprozess vom Cox/Ingersoll/Ross-Typus, vgl. hierzu etwa Albrecht/Mau-
rer (2005, Abschnitt 4.3.5). Eine entsprechende Verallgemeinerung bieten Duffie/Garleanu

(2001), indem sie fiir den Ausfallintensititsprozess einen Sprung-Diffusionsprozess des CIR-
Typus definieren durch

(95) dA@t)=alu—-A@®)]dt+oA0)2dW ) +AI (1) ,

wobei die Komponente J(t) den Sprungprozess quantifiziert.

3.3.2 Mehr-Unternehmens-Fall

Im allgemeinen Fall betrachten wir n Schuldner mit zugehodrigen Ausfallzeiten z,,...,7, und
entsprechenden (deterministischen oder stochastischen) Ausfallintensititen A, (t),...,4,(t).

Korrelationen zwischen den Ausfallzeiten konnen nun auf verschiedene Art und Weise indu-

ziert werden.

Giesecke (2003) geht hierzu folgendermafen vor, wobei wir uns im Weiteren auf den Fall
zweier Unternehmen beschrinken. Ausgangspunkt sind drei homogene Poissonprozesse N,
N, und N mit Ausfallintensititen 4,, 4, und A. Die Ausfallintensititen A, bzw. A, sind
schuldnerspezifische (idiosynkratische) Ausfallintensitéiten fiir Schuldner 1 bzw. Schuldner 2.
Die Ausfallintensitdt A ist eine Ausfallintensitit, die aus einem makrodokonomischen oder
unternehmensiibergreifenden Ereignis resultiert, das sowohl bei Schuldner 1 als auch bei
Schuldner 2 zu einem Ausfall fiihren kann. In Erweiterung von (81) wird dann der unterneh-

mensspezifische Ausfallzeitpunkt 7, (i =1,2) definiert durch

(96) 7. :=inf {t > 0; N, (t)+ N (t) > 0} .

Ein Ausfall findet daher statt, wenn entweder ein idiosynkratisches Ausfallereignis

(,,Schock®) oder ein systematischer Schock oder beides das Unternehmen (zum ersten Mal)


http://finance.wharton.upenn.edu/~garleanu/ddng.pdf
http://finance.wharton.upenn.edu/~garleanu/ddng.pdf
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=315088
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treffen. Die Ausfallintensitdt von Unternehmen i belduft sich auf 4 + 4 und es gilt damit fiir

die Uberlebenswahrscheinlichkeit von Unternehmen i
©7) PS,()=P (5, >t) =P[N,() + N(®) = 0] =e """

Die Ausfallzeiten 7; sind wiederum exponentiell verteilt mit E(z;) =1/(4 + 4). Fiir die ge-

meinsame Uberlebenswahrscheinlichkeit gilt

PS(t,u) =P (7, >t,7, > U)
(98) : At qAu
= PS,(t)PS, (u) min(e”, e™).

Die Korrelation zwischen 7, und 7, betrigt

A
A+ +A

99) p(z-l > 72) =
SchlieBlich ist die Korrelation zwischen den gemél (75) definierten Defaultindikatoren D, (t)

und D,(t) gegeben durch

PS(t,t) — PS,(t) PS,(t)

(100) PID, (1), D, ()] = JPS,(O[1-PS,(O]PS, ()[1-PS, ()]

Fiir weitere Modelleigenschaften sowie die Verallgemeinerung auf n Unternehmen, die von
unterschiedlichen Arten von Ausfallschocks getroffen werden konnen, verweisen wir auf

Giesecke (2003).

Ein weiterer Ansatz, vgl. hierzu etwa Das et al. (2002), setzt auf der autoregressiven Model-

lierung gemal (94) an, und tibertragt dies auf den mehrdimensionalen Fall. Im Falle von zwei

Unternehmen fiihrt dies zu dem Ansatz

(101a) A =a,+BA(t-D+et), i=12

(101b) p(&,&)=p .


http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=315088
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=331901
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Die Auswertung erfolgt dabei auf der Basis einer Monte Carlo-Simulation. Wir betrachten

dazu folgendes Beispiel, das auf eine entsprechende Auswertung in Das et al. (2002) zuriick-

geht.

Beispiel:

Wir setzen o, =a, =0,012%, f, = £, =0,94 und 4,(0)=4,(0)=0,2%. Zu bestimmen ist
die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit 7,(5) = p(z, <5, 7, <5) iiber einen Fiinfjahres-
horizont fiir unterschiedliche Korrelationen p gemiB (16.100b). Auf Basis einer Monte

Carlo-Simulation erhilt man:

P -0,6 -0,2 0 0,2 0,6

7,(5) 0,64% 1,56% 1,80% 2,36% 2,96%

Das illustriert den Einfluss der Korrelation zwischen den Ausfallintensititen auf die ge-

meinsame Ausfallwahrscheinlichkeit.

Das et al. (2002) kommen auf der Grundlage ihrer empirischen Studie zu den folgenden

Schlussfolgerungen:
. Ausfallkorrelationen zwischen Schuldnern sind im Durchschnitt positiv
. Im Durchschnitt sind die Ausfallkorrelationen von Unternehmen mit hoher Bonitat

hoher als von Unternehmen mit niedriger Bonitdt. Dies ist ein bemerkenswerter Unter-
schied zu der in Abschnitt 3.2.4 dargestellten Studie von Zhou (2001a) im Kontext ei-
nes Unternehmenswertmodells.

° Die Ausfallkorrelationen sind zeitvariabel, aber in unterschiedlichem Ausmaf. Die
grofite Zeitvariabilitdt weisen Unternehmen mit hoher Bonitét auf.

. Die Ausfallkorrelationen variieren in Abhéngigkeit von einem volkswirtschaftlichen
Ausfallfaktor, d.h. in Abhdngigkeit vom Konjunkturzustand. Ausfallkorrelationen und
gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeiten sind hoher bei schlechtem Konjunkturzu-
stand und vice versa.


http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss03/markov/skript/node23.html
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=331901
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss03/markov/skript/node23.html
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss03/markov/skript/node23.html
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=331901
http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/14/2/555
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Eine alternative Vorgehensweise zur Modellierung der gemeinsamen Ausfallstruktur von n

Schuldnern besteht darin, die respektiven Ausfallintensititen A4 (t) von einem gemeinsamen

(mehrdimensionalen) Zustandsprozess X, abhédngig zu machen, d.h.

(102) A =4(X)

Das Resultat ist ein multivariater Cox-Prozess. Der (mehrdimensionale) Prozess X, représen-

tiert die EinflussgrofBen, die auf die Ausfallintensitdt wirken. Erkldrt werden hierdurch bei-
spielsweise konjunkturzyklusbedingte bzw. makrodkonomisch bedingte Ausfallkorrelationen

Gegeben eine Realisation X, =X, sind die unternehmensspezifischen Ausfallzeitpunkte t,

stochastisch unabhéngig, d.h. es liegt wiederum der Fall einer bedingten Unabhingigkeit vor,

dessen Bedeutung schon in Abschnitt 3.1.2 herausgestellt worden ist.

Ein Spezialfall von (102) verdient dabei besondere Beachtung. Ist die Ausfallintensitit A eine
lineare Funktion von Zustandsvariablen, die Diffusionsprozessen folgen, und resultiert hieraus
eine affine (ausfallbedrohte) Zinsstruktur, so ist der resultierende Prozess einer Analyse gut
zuginglich. Die verschiedenen Varianten von Reduktionsmodellen unterscheiden sich dann
primir durch die vorgenommene Wahl der Zustandsvariablen und der Spezifikation des zuge-

hdorigen stochastischen Prozesses. Wir kommen hierauf in Abschnitt 6 zuriick.

Im Hinblick auf die durch (102) induzierte Defaultkorrelation ist in der Literatur die Meinung
zu finden, dass diese zu gering im Vergleich zu empirisch beobachteten Verhéltnissen ist. Wie
Yu (2003) nachweist, ist dies jedoch kein strukturelles Defizit von Reduktionsmodellen, son-

dern abhingig von der sorgfiltigen Wahl eines spezifischen Reduktionsmodells.

3.4 Reduktionsmodelle II: Ratingbasierte Modelle

Im Weiteren betrachten wir K Ratingklassen {1,...,K}, die nach absteigender Qualitét indiziert
werden. Der Zustand K entspricht damit dem Defaultzustand, d.h. K = D. Mit RA(t) bezeich-
nen wir den zufallsabhéngigen Ratingzustand eines Unternehmens bzw. Schuldners zum Zeit-

punkt t. Es gilt RA(t) € {L,...,K} fiir jeden Zeitpunkt t. Das Ausgangsrating RA(0) ist bekannt.


http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss05/wt/skript/node18.html
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=709523
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Unterstellen wir, dass {RA(t)} ein zeitdiskreter Markovprozess ist, dann lassen sich Uber-

gangswahrscheinlichkeiten

(103) q;(t,T):=P[RA(T) = j| RA(t) =i]

definieren sowie die zugehdrige Ubergangsmatrix Q(t,T)=(q;(t,T)). Wie Schdnbucher

(2003, S. 249 f)) zeigt, lisst sich in dieses Basismodell auch das Phinomen des Rating Mo-
mentums integrieren, indem man den Zustandsraum entsprechend erweitert. Bezeichnen wir

mit p(t) =(p,(t),..., pc(t)) den Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt t,

wobei
(104) pi(t) = P[RAt) =i] ,
so gilt allgemein

(105) p(t) = p(0) Q(O,1) .

Im Falle einer homogenen Markovkette, d.h. zeitunabhingigen einperiodigen Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten p; gilt mit Q =(p;) die Beziehung Q(t,T) = Q""" und damit

(106) pt)=p0)Q" .
Auch im Falle einer zeitstetigen Modellierung ldsst sich eine analoge Vorgehensweise imple-

mentieren, indem man auf das Konzept einer Generatormatrix A zuriickgreift, die die ent-

sprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten enthilt. In diesem Falle gilt
(107) QT)=exp{(T-t)A} .

Zur Definition, Existenz und Schétzung der Generatormatrix vergleiche man im Einzelnen

Schonbucher (2003, S. 229 ff.).


http://de.wikipedia.org/wiki/Markovkette
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Aus den vorstehenden Basiswahrscheinlichkeiten lassen sich nun grundlegende Wahrschein-
lichkeiten hoherer Ordnung ableiten. Die kumulierte Ausfallwahrscheinlichkeit wird definiert
durch (k=1,..,.K-1)

(108) PD, (t) = P[RA(t) = K| RA(0) =K] .

Sie entspricht der Wahrscheinlichkeit, bei einem Ausgangsrating von k wéihrend der néchsten
t Perioden auszufallen. Die kumulierte Uberlebenswahrscheinlichkeit ist entsprechend gege-
ben durch (k=1,...,.K—1)

(109) PS, (t) = P[RA(t) # K| RA(0) =0]=1-PD, (t) .
Die marginale Ausfallwahrscheinlichkeit ist definiert durch (k=1,...,K - 1).

PM, (t):= P[RA(t) = K | RA(t — 1) = K, RA(0) = k]

(110) = S PRA() = K | RA(t—1) = j,RA(0) =k].
j=1

Die marginalen Ausfallwahrscheinlichkeiten werden von den Ratingagenturen, etwa von
Moody’s, auch direkt zur Verfiigung gestellt. Nach Fons (1994, S. 26) nehmen die marginalen
Ausfallwahrscheinlichkeiten fiir Investment Grade-Anleihen mit t zu, fiir High Yield-

Anleihen nehmen sie mit t ab.

SchlieBlich definieren wir noch die aufgeschobene Ausfallwahrscheinlichkeit durch

PD; (t):= P[RA(t) = K | RA(t—1) = K....,RA(1) = K, RA(0) = k]

(b = PS, (t—1)PM (1)

Da 1-PM, (t) = P[RA(t) # K| RA(t —1) # K, RA(0) = K], gilt insbesondere der Zusammen-

hang

(112) PS,(t) = [ [[1-PM,(})] .
j=1


http://www.moodys.com/
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Die aufgeschobene Ausfallwahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausfall

genau in Periode t an.

3.5 Ausblick

Frey/McNeil (2003) zeigen, dass eine Vielzahl der gdngigen Kreditrisikomodelle entweder

unter die Klasse der Latente Variable-Modelle (etwa: Merton-Modell, Faktormodelle fiir Bo-

nitdtsvariable, KMV-Modell) oder unter die Klasse der Bernoulli-Mischungsmodelle (etwa:
Intensititsmodelle, Credit Risk™) subsumiert werden konnen. Die gingigen Latente Variablen-
Modelle kdnnen dabei entsprechend in dquivalente Mischungsmodelle transformiert werden.
Dieses Ergebnis verallgemeinert frithere Resultate fiir spezielle Félle, etwa von Koylu-

oglu/Hickman (1998), Gordy (2000) oder Wahrenburg/Nieten (2000). Dariiber hinaus lassen

sich gemal} Frey/McNeil (2003) durch die Betrachtung von Non-Gaussian Copulas Erweite-

rungen der géngigen Modelle gewinnen, die es insbesondere erlauben, die Gefahr eines Ex-
treme Credit Risk, d.h. des Eintritts ,,libermdBig vieler* gemeinsamer Ausfille, modelltheore-

tisch besser zu erfassen.

Eine aktuelle Entwicklung stellen des Weiteren die sogenannten Incomplete Information-
Modelle dar. Die Annahme einer Informationsunsicherheit iiber den Unternehmenswert
und/oder die Ausfallschranke fiihrt zu einer realistischeren Modellierung. Es resultieren hier-
bei insbesondere ,,hybride* Modelle, die sowohl Aspekte von Unternehmenswertmodellen als
auch von Reduktionsmodellen beinhalten. Man vergleiche hierzu etwa Duffie/Lando (2001),
Giesecke (2001) sowie Buhler/Thabe (2004).
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4 Industriemodelle

4.1 Eine erste Ubersicht

Im Laufe der letzten Jahre wurden eine Reihe von Kreditrisikomodellen entwickelt, die spezi-
fisch im Hinblick auf eine praktikable Implementierung sowie die Bestimmung des Kreditri-
sikos groBer Kreditportfolien konzipiert worden sind und heute als Industriestandard angese-
hen werden. Diese ,,Industriemodelle” werden in diesem Abschnitt ndher beleuchtet. Eine

erste Ubersicht gibt die folgende Abbildung 10.

Kreditrisiko-Industriemodelle

v l v

Asset Value- Makrodkonomische Aktuarielle
Modelle Modelle Modelle
. . i

¢ Portfolio Manager Credit Portfolio View %m . .

(KMV) (McKinsey & Com- (Credit Suisse Financial
- ny) v Products)

® (Credit Metrics pany
(RiskMetrics
Group;JP Morgan)

Abb. 10: Kreditrisiko-Industriemodelle: Eine erste Ubersicht

Die Kreditrisiko-Industriemodelle unterscheiden sich in einer Vielzahl von Merkmalen, bei-
spielsweise dem Risikoverstindnis, der Art der Modellierung stochastischer Abhingigkeiten
oder hinsichtlich der Beriicksichtigung von Ratingmigrationen. Einen ersten Uberblick gibt
die folgende, Bluhm et al. (2003, S. 68) entnommene Grafik. Weitere Details werden in den

sich daran anschlieBenden Ausfiihrungen dargestellt.
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KMV-Model | CreditMetrics el CreditRisk*
Portfolio View
. . Asset Value Asset Value Macroeconomic Default
Risk Driver !
Process Process Factors Intensity
Definition Distance to Mark-to-Model | Mark-to-Model Default Risk
of Risk Default (DtD) of Loan Value of Loan Value only
Risk Scale DiD on contin. | Down / Upgrade | -y, ¢ Default
Scale and Default
Transition EDF ) Cpnc;pt, Historic Rating Stochastic, via Not
Probabilities high migration Changes, e.g. Macrofactors Implemented
probabilites from S&P P
. Asset Value Equity Value Implicit by Implicit by
ol s Factor Model Factor Model Macroeconomy Sectors
Stochastic Stochagtic Stochastic, Em- | Deterministic
Severity (Beta-Distr.) (Beta-l?lstr.) pirically Cali- LGD, Stoch.
and Fixed and Fixed brated Modifications
Abb. 11: Kreditrisiko-Industriemodelle: Wesentliche Unterscheidungsmerkmale

4.2 Credit Risk™: Das Basismodell

Credit Risk™ ist ein Default Mode-Modell, d.h. es wird nur auf den Ausfall bzw. Nichtausfall
von Krediten abgestellt. Die einzelnen Ausfallbetrige E, = EAD, - LGD; werden als determi-

nistisch angenommen. Ziel ist — in Fortfiihrung der Ausfiihrungen des Abschnitts 3.1 — die

Bestimmung der Ausfallverteilung des analysierten Kreditportfolios.

Die erste zentrale Idee von Credit Risk™ besteht nun darin, die moglichen Ausfallhhen in
einer bestimmten Art als diskrete Verteilung zu modellieren. Dazu definieren wir einen Stan-

dardausfallbetrag E, beispielsweise E = 100 000 EUR, und betrachten alle Ausfallhéhen E,

als — gegebenenfalls aufgerundetes — ganzzahliges Vielfaches von E, d.h. E, =V, E.

Wir ordnen nun jedes Kreditrisiko des betrachteten Kollektivs in eine von m Grofenklassen

Damit gilt fiir Gruppe j mit n. Einzelrisiken einheitlich

(Exposurebédnder) ein. i
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E, =Vv;E(k=1,...n;), dabei bezeichne E; das Exposure des k-ten Einzelrisikos in Gruppe

J. Entsprechend sei D, der Defaultindikator dieses Risikos. Damit ist

nj

(113) D, =>.D,

k=1

der Defaultindikator, d.h. die Anzahl der Kreditausfille, von GréBenklasse j. Wir nehmen nun

— wie in Abschnitt 3.1.3 beschrieben — eine Poissonapproximation fur D; vor, D; ~ Po[4;] .
Der Parameter A; entspricht somit der Ausfallintensitéit der GroBenklasse j und ist auf der

Grundlage der Daten des Kreditportfolios zu bestimmen.

Anstelle der Ausfallhdhe L; =v; ED; der GroBenklasse j betrachten wir die normierte GroBe
LN; =v;D;. LN; entspricht damit der Anzahl von Ausféllen der Hohe E in der GroBenklas-
se J. Die GroBe LN; ist nun der Gegenstand der weiteren Analyse. Hierbei bestehen struktu-

relle Ahnlichkeiten mit den in der Schadenversicherungsmathematik betrachteten Schaden-
zahlverteilungen. Deswegen wird Credit Risk™ auch als aktuarieller oder versicherungsma-

thematischer Ansatz apostrophiert. Bei gegebenen Resultaten fiir die GroBe LN; erhélt man
aufgrund von L; = LN E das entsprechende Resultat fiir die Ausfallhdhe der GroBenklasse j.

Analog geht man fiir die Ausfallhdhe des gesamten Kreditportfolios vor.

Ein zentrales Hilfsmittel zur Analyse der Schadenzahl- bzw. hier Ausfallzahlverteilung ist
nun die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion. Allgemein ist die wahrscheinlichkeitser-

zeugende Funktion G einer diskreten ZufallsgroBle X definiert durch (] z[<1)

(114) G(z)=E[z*]=Y.p, 2",

wobei p, =P (X =n), neIN,.

Fiir stochastisch unabhédngige Zufallsgrolen X und Y mit erzeugenden Funktionen G, und

G, gilt fiir die erzeugende Funktion G, ,, der Summe der beiden ZufallsgroBen
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(115) Gx+Y(Z):Gx (Z)GY(Z) .

Ferner besteht die Beziehung

1 0" G(2)
116 =P(X=n)=— .
(116) P = P( ) n 98z" |z=0

Bei Kenntnis der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion kann man somit die Einzelwahr-
scheinlichkeiten und damit auch die Verteilungsfunktion durch entsprechende Differentiation

der erzeugenden Funktion bestimmen.

Ferner gelten die Beziehungen:

(117a) E(X)=G'()
(117b) E(X?)-E(X)=G"()
(117¢) Var(X)=E(X*)-E(X)>=G"(1)+G'()-G'(1)’ .

Da P(LN; =kv;)=P(D; =k) gilt zunichst fiir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

von LNj:
© © K
G, (1) =Y P(D; =k)z" =3 Mg g
! k=0 kok
= (4,
(118) - Z( 2y
k= !
= exp(-4 +;tjzi).

Nehmen wir nun an, dass die normierten Ausfallhdhen LN; stochastisch unabhéngig sind, so

ergibt sich gemil (114) fiir die erzeugende Funktion der normierten Ausfallverteilung

LN :=> LN; des Kreditportfolios die Bezichung

j=1
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G, (2) = Hlexp(—/lj +4, z')
J:
(119) o N
= exp(—Z/lj +2 4, Zv‘j :
j=1 j=1

Die Einzelwahrscheinlichkeiten P(LN = n) konnen nun auf der Grundlage der Beziehung
(116) bestimmt werden. Hieraus resultiert die folgende rekursive Beziehung, die eine effizien-

te Bestimmung der Einzelwahrscheinlichkeiten ermdglicht:

(120a) P(LN =0)=exp(—iﬂj]
V. A
(120b) PN =m= ¥ “P(LN =n-v,) .

Dieses Ergebnis unterstreicht die Vorteile des Credit Risk -Ansatzes. Das Basismodell erfor-

dert wenig Inputdaten, nur die GroBen v; sowie A;, und das Ergebnis ist in analytisch ge-

schlossener Form darstellbar. Allerdings sind bei Anwendung des Basismodells gréfere Dis-
krepanzen zwischen der empirischen Ausfallverteilung und der Modellverteilung zu registrie-
ren. Hierfiir sind eine Reihe von Griinden ausschlaggebend. Problematisch ist beispielsweise

die vorgenommene Poissonapproximation.

Gemél Abschnitt 3.1.3 folgt hieraus E(D;) =Var(D;) = 4,, in praxi ist aber regelméfig eine
Uberdispersion, d.h. Var(D ;) > 4; zu beobachten. Auch die Annahme der Unabhéngigkeit

zwischen den Kreditrisiken der einzelnen Exposurebédnder ist nicht realistisch. Weitere Prob-
leme bestehen im deterministischen Ansatz fiir die Recovery Rates und in der implizit ange-
nommenen zeitlichen Konstanz der Ausfallwahrscheinlichkeiten bzw. der Ausfallintensitdten.
Letzteres bedingt die Betrachtung kiirzerer Zeitrdume und eine regelmifBige Aktualisierung

der Inputdaten.

Die vorstehend dargestellten Probleme zeigen die Notwendigkeit fiir Verallgemeinerungen
des Basismodells auf. In Anhang A werden zwei solche Modellerweiterungen aufgegriffen.
Diese betreffen zum einen die Poissonapproximation und zum anderen die Unabhingigkeits-

annahme.
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Eine Vielzahl von weiteren Verallgemeinerungen des Credit Risk™-Basismodells sowie eine
Darstellung weiterer Problemkreise im Credit Risk™-Kontext enthilt die Monographie Gund-
lach/LehrbaR (2004).

4.3 Das KMV-Modell

Das KMV-Modell beruht auf dem in Abschnitt 3.2.1 dargestellten Unternechmenswertmodell
nach Merton. Die Verpflichtungen werden dabei jedoch nicht zu Marktwerten angesetzt, son-
dern zu Buchwerten. Vorgegeben wird ein Zeithorizont der Liange T, standardmiBig ein Jahr.
Die Verpflichtungen werden als Default Point DPT = DPT(T) bezeichnet und bestimmen sich

geméf

(121) DPT = Short Term Debt + 4 Long Term Debt.

Dabei entspricht die Grofle Short Term Debt der Summe derjenigen Verpflichtungen, die im
betrachteten Zeithorizont zu erfiillen sind. Die restlichen Verpflichtungen werden unter Long
Term Debt zugeordnet. Die Wahl von DPT wurde auf der Grundlage empirischer Studien
getroffen.

Definiert wird nun des Weiteren die GroB3e Distance to Default DD = DD(T) durch

(122) DD - E[ln(A;)]-In(DPT) '
ou VT
Die Grofe A, entspricht dabei dem Wert der Aktiva des Unternehmens zum Zeitpunkt T. Der

Distance to Default beinhaltet somit intuitiv eine Messung des ,,Abstands* (in logarithmierten
Termen) des erwarteten Wertes der Aktiva vom kritischen Punkt, den Verpflichtungen, pro
Einheit Standardabweichung.

Definieren wir m, := u, — o /2, so gilt im Merton-Modell

(123) E[ln(A;)]=1In(A))+m, T
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und damit

_In(A/DPT)+m,T

oy VT

(124) DD

Im Rahmen des Merton-Modells kann man ferner nachweisen, dass fiir die Ausfallwahr-

scheinlichkeit PD = PD(T) gilt:

(125) PD = N(-DD)=1-N(DD) .

KMYV verwendet nun aber nicht die auf der Normalverteilung basierende Ausfallwahrschein-
lichkeit (125). Sie ermitteln auf der Grundlage ihrer umfangreichen Datenbasis, die aus welt-
weit 25000 borsengehandelten (!) Unternehmen besteht, eine (hdhere) empirische Ausfall-
wahrscheinlichkeit. Dabei wird der Distance to Default fixiert, DD = dd , und die so genannte

Expected Default Frequency (EDF) nach dem Prinzip

(126) EDE — Firms actual!y defaul_ted WI'Fh DD =dd
Total population of firms with DD = dd

ermittelt. Nach Kealhofer (2003a) erlaubt diese Vorgehensweise erheblich bessere Kurzfrist-

prognosen der Anderungen von Ausfallwahrscheinlichkeiten und von Ausfallereignissen als
die Einschdtzungen von Rating-Agenturen, die typischerweise auf einem konjunkturzyklus-
iibergreifenden Rating basieren. Zudem beruhen Ratings auf ,,Ausfallklassen®, d.h. im Grunde
auf einer mittleren Ausfallwahrscheinlichkeit fiir diese Klasse. Die Aktualisierung der EDF-

GrofBen erfolgt einmal pro Monat.

Neben dieser Analyse auf der Unternehmensebene existiert auch eine Portfoliovariante des
KMV-Modells. Die Assetkorrelationen werden dabei auf der Grundlage des bereits in Ab-
schnitt 3.1.4 dargestellten Faktormodells bestimmt.
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Die Credit Metrics-Methodologie zielt — in Anlehnung an die entsprechende, etwa in Alb-
recht/Maurer (2005, Kapitel 15) dargelegte Vorgehensweise zur Quantifizierung des Markt-
wertrisikos — ab auf die Ermittlung der Verteilung der Wertdnderung eines Kreditportfolios —
typischerweise bestehend aus ausfallbedrohten Zinstiteln — iiber einen gegebenen kiinftigen
Zeithorizont, beispielsweise ein Jahr. Die Wertdnderungen der Einzeltitel werden dabei durch

entsprechende Anderungen des Ratingstatus beeinflusst. Im Portfoliokontext sind dariiber

4.4 Credit Metrics
4.4.1 Grundstruktur

hinaus die entsprechenden Korrelationen dieser Ratingédnderungen von Bedeutung.

Die nachfolgende — aus Crouhy/Galai/Mark (2001) entnommene — Grafik 12 illustriert zu-

néchst die Grundstruktur des Gesamtmodells auf der Grundlage von vier zentralen Baustei-

nen.

Building Block 4

Exposures

Building Block 1

Value at Risk Due to Credit

Building Block 3

Correlations

Rating Series

Equities Series

User Portfolio Credit Rating Seniority Credit Spreads
Rating Recovery Present
Market Volatilities Migration Rate Value Bond
Likelihoods in Default Revaluation

'

| |

|

Models (e.g.,
correlations)

Exposure
Distributions

Standard Deviation of Value Due to Credit
Quality Changes for a Single Exposure

|

l

Joint Credit
Rating Changes

Portfolio Value at Risk Due to Credit

Building Block 2

Quelle: Crouhy et al. (2001, S. 322)

Abb. 12: Die Bausteine von Credit Metrics
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Die konstitutiven Elemente des Credit Metrics-Ansatzes bestehen insbesondere aus:

1. Der Quantifizierung der Ratingmigration in Form einer Markovkette
2. Marktbasierten Forward-Rates pro Ratingklasse

3. Recovery Rates in Form einer Beta-Verteilung 1. Art iiber das Intervall (0,1)

4.  Gewinnung der Ausfallkorrelationen von ausfallbedrohten Anleihen auf der Basis eines
modifizierten Unternehmenswertmodells.

Die Vorgehensweise von Credit Metrics erfolgt dabei in zwei Stufen:
1. Bestimmung des Credit Value at Risk fiir einen einzelnen Zinstitel

2. Bestimmung des Credit-VaR auf Portfolioebene.

In der weiteren Darstellung des Credit Metrics-Ansatzes folgen wir dabei dieser zweistufigen
Vorgehensweise.
4.4.2 Analyse auf Finanztitelebene

Zur Quantifizierung der Ratingmigration wird ein Markovmodell gemdl3 Abschnitt 3.4 ver-

wendet. Spezifiziert seien dazu K Ratingklassen {l,..., K}, wobei die Ratingklasse K dem De-

faultzustand entspreche. Ist die Start-Ratingklasse gegeben durch i # K, so gilt fiir den Start-

vektor (in Zeilenform)

_ {1 j=i
(127a) P (0)=e(i) =

0 sonst

Gegeben die einperiodige Ubergangsmatrix

(127]3) P :(pij)
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der Ratingiibergangswahrscheinlichkeiten p;, erhalten wir dann den Zustandsvektor

P, (t) = (P;y (1)s--, Py (1)) durch

(128) pi(t) = p(O)P" .

Das j-te Element dieses Zustandsvektors in Zeilenform, p;(t), entspricht dabei der Wahr-

scheinlichkeit — gegeben die Start-Ratingklasse i — zum Zeitpunkt t in Ratingklasse j zu sein.

Implizit wird damit angenommen, dass alle Emittenten von ausfallbedrohten Zinstiteln der
gleichen Ratingklasse homogene Kreditrisiken in dem Sinne sind, dass sie die gleichen Aus-
fall- und Ubergangswahrscheinlichkeiten besitzen. Dies ist ein Unterschied zum KMV-
Ansatz, da bei diesem mit emittentenspezifischen Gréen (Asset-Wertentwicklung, Verpflich-

tungsstruktur) gearbeitet wird.

Pro Ratingklasse j werden nun die einperiodigen Forward Rates

f;(t,t +1): einperiodige Forward Rate der Ratingklasse j in t

marktbasiert kalibriert und in den Bewertungsprozess eingespeist. Es ist darauf hinzuweisen,
dass hierbei mit deterministischen Forward Rates gearbeitet, und damit das Marktrisiko im

Zinsbereich ausgeklammert wird.

Es kennzeichne nun im Weiteren der Zeitraum [0,t] den betrachteten Risikohorizont der Lan-
ge 1, typischerweise t = 1, und der Zeitraum [0,T] den erfassten Gesamthorizont der Linge
T >t. Angestrebt wird eine Bewertung des Portfoliowerts in t bzw. die Charakterisierung der

Anderung des Portfoliowerts iiber [0,t].

Zur konkreteren Illustration der Vorgehensweise betrachten wir im Weiteren einen Zinstitel
mit der Zahlungsstruktur {Z,,...,Z; ,Z; + N}, wobei Z, die Zinszahlungen am Ende der
Periode t und N den Nennwert des Titels bezeichne. Ferner definieren wir die (annualisierten)

Forward Rates f;(u,v) beziiglich der Ratingklasse j durch (v =u +k)
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(129) [+, (uVv)]™ = flf[(l)[l+ fu+ju+j+D].

Entsprechend bezeichne f (u,v) die (annualisierten) Forward Rates {iber den Zeitraum [u,V]

fiir ausfallfreie Zinstitel, beispielsweise Staatsanleihen.

Befindet sich nun der betrachtete Bond mit gegebener Start-Ratingklasse i in 0 zum Zeitpunkt
t in Ratingklasse j # K, d.h. es sei bis zum Zeitpunkt t kein Default eingetreten, so gilt fir

den Wert des Bond zum Zeitpunkt t offenbar

Vi@ T) = Zt‘,zk [+ f (k,t)]*
(130a) k=1 )
+ XZ £ GIOI N £ T

k=t+1
Gilt hingegen j = K, d.h. bis zum Zeitpunkt t ist der Default eingetreten, so wird pauschal die

Summe der bis zu T zu leistenden Zahlungen betrachtet und mit einer durchschnittlichen Re-

covery Rate rc, abhéngig von der Seniority Class des Bonds multipliziert, d.h. es gilt
T

(130b) ViK('[,T):(ZZk + erc .
k=1

Allgemeiner wird mit einer Betaverteilung 1. Art fiir die Recovery Rates gearbeitet, worauf

wir hier aber nicht weiter eingehen.

Der Wert V,(t) zum Zeitpunkt t eines Bond i aus der Start-Ratingklasse i ist nun eine Zufalls-

grofle und es gilt bei Verwendung der zuvor eingefiihrten Gréfen
(131) P[Vi(t):\/ij(taT)]: pij(t) .

Definieren wir nun noch den durch eine Ratingéinderung induzierten Verlust L;(t) eines

Bonds mit Start-Rating i tiber den Zeitraum [0,t] durch

(132) L=V, tT)-V,() ,
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wobei V, (t,T) dem Wert des Bonds in t bei unverdnderter Ratingklasse und V;(t) dem zu-

fallsabhiangigen Wert des Bonds in t entspreche, so ist die Verlustverteilung damit gesamthaft

spezifiziert und es kann ein Credit-VaR sowie andere Kennzahlen wie etwa E[L;(t)] und

o[L;(t)] auf Einzeltitelebene bestimmt werden. Typischerweise ergibt sich eine stark rechts-

schiefe Verteilung. Wir greifen zur Illustration auf ein Beispiel in Crouhy/Galai/Mark (2001)

zuriick. Dabei ist der betrachtete Zeithorizont t = 1 und das Ausgangsrating des analysierten

Bonds se1 BBB.

1tia:t11ng Poss (1) Vigs (1) Lgps (1)

AAA 0,02% 109,37 -1,82

AA 0,33% 109,19 -1,64

A 5,95% 108,66 -1,11

BBB 86,93% 107,55 0

BB 5,30% 102,02 5,53

B 1,17% 98,10 9,45

C 0,12% 83,64 2391

D 0,18% 51,13 56,42
Quelle: Crouhy et al. (2001, S. 330)

Tab. 4: Beispielhafte Kreditverlustverteilung

Abbildung 13 illustriert (in idealisierter Form) die entsprechende Verlustverteilung.
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86,93

5,95
5,30

0,33] 1,17

AAA AA A BBB BB B C D

Abb. 13: Beispielhafte Kreditverlustverteilung auf Einzeltitelebene

Der Erwartungswert E[L;,; (1)] der Kreditverlustverteilung bestimmt sich zu 0,46 und die
Varianz Var[L,,;(1)] zu 8,95, entsprechend ist die Standardabweichung o[L,z;(1)]=2,99.

Bei Annahme einer Normalverteilung wére damit der Credit-VaR zum Konfidenzniveau 1%

gegeben durch 0,46 +2,33(2,99) =7,43. Der empirische Credit-VaR der Verteilung geméal

Tabelle 4 ist hingegen 23,91. Dies dokumentiert nochmals die extreme Rechtsschiefe der

Kreditverlustverteilung auf Einzeltitelebene.

4.4.3 Bestimmung von Ausfallkorrelationen: Zwei-Unternehmens-Fall

Zur Bestimmung der Verlustverteilung des Kreditportfolios ist es erforderlich, fiir je zwei

Ausgangsratingklassen i, und j, (iy, j, # K) den gemeinsamen Ubergang in zwei Zielra-

tingklassen i, und j, zu quantifizieren. Wir konzentrieren uns im Weiteren zur Illustration

des systematischen Ansatzes auf den Fall zweier Unternehmen und dabei zunichst auf die
Default Mode-Variante von Credit Metrics, d.h. Beriicksichtigung findet nur der Ausfall eines

Kredits durch Insolvenz des Kreditnehmers.
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Gedanklicher Ansatzpunkt von Credit Metrics ist hierbei das Unternehmenswertmodell von

Merton gemiB3 Abschnitt 3.2.1. Beim Merton-Modell tritt der Default eines Unternehmens

genau dann ein, wenn der Wert der Aktiva am Periodenende den Wert der Verpflichtungen
unterschreitet. Im Einperiodenfall ist daher die Ausfallwahrscheinlichkeit gegeben durch (®

bezeichne wie iiblich die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung)

PD =P(A <F)
_ F{m(Al)—m y ln(F)—m}
(133) ° ¢
:q{ln(F)—m}
o
=®[F],

wobei A, den Wert der Aktiva am Periodenende sowie F die Hohe der Verpflichtung be-
zeichne und unterstellt wird, dass A, einer Lognormalverteilung mit den Parametern m und
o folgt. Mit F* =[In(F)—m]/o als ,normierter” Ausfallschranke ergibt sich somit die Aus-
fallwahrscheinlichkeit durch PD = ®(F"). Bei vorgegebener Ausfallwahrscheinlichkeit l4sst

sich entsprechend die zugehérige Ausfallschranke gemidB F' = @' (PD) ermitteln. Wird die-

se Ausfallschranke unterschritten, dann geht das Unternehmen in Konkurs und vom Unter-
nehmen emittierte Zinstitel werden in eine Ratingklasse eingeordnet, die dem Defaultstatus
entspricht. Der Ubergang zum Defaultstatus entspricht somit dem Unterschreiten einer kriti-
schen GroBe F*, die bei gegebener Ausfallwahrscheinlichkeit modellendogen bestimmt wer-

den kann. Alternativ zur Betrachtung von A kann in (133) auch dquivalent den Wertzuwachs
A — A, bzw. (wie iiblich) die Assetrendite (A — A,)/ A, betrachten, wenn man den Wert der

Verpflichtung entsprechend zu F — A, bzw. (F — A))/ A, transformiert.

Geht man daher nun allgemein von einer einperiodigen Assetrendite R eines Unternehmens
aus, die entsprechend normiert und daher als standardnormalverteilt angenommen werden
kann, so ergibt sich bei Vorgabe der Ausfallwahrscheinlichkeit PD die zugrunde liegende

dquivalente Ausfallschranke Z fiir den Ubergang zum Defaultstatus zu

(134) Z,=®"'(PD) .


http://www.riskmetrics.com/cmtdovv.html
http://www.defaultrisk.com/pa_price_01.htm
http://www.defaultrisk.com/pa_price_01.htm
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Diesen Ansatz kann man nun entsprechend auf zwei Unternehmen verallgemeinern. Es seien
dazu R, und R, die Assetrenditen zweier Unternehmen, die entsprechend normiert sind und
daher als bivariat (korreliert) standardnormalverteilt angenommen werden koénnen, kurz
(R,R,) ~D,(X,Y; p,) . Die bivariate (korrelierte) Standardnormalverteilung besitzt hierbei

den Erwartungsvektor x4 bzw. die Varianz/Kovarianzmatrix ¥ gegeben durch

(] %)

Die GroBe p,, wird dabei auch als Assetkorrelation bezeichnet.
Die isolierten Ausfallschranken Z, und Z, ergeben sich nun entsprechend zu
(135) Z,=®"'(PD,) und Z,=®"'(PD,) .

Gesucht ist nun die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit PD,,, die die Wahrscheinlichkeit

dafiir angibt, dass beide Unternechmen zugleich am Periodenende ausgefallen sind. Offenbar

gilt

(136) PD, =P[R <Z,,R, <Z,]=D,(Z,,Z,; p,)

=D, (CD_I(PDJaCD_I(PDz);plz) .
Aufgrund der Eigenschaften der Dichte der bivariaten Normalverteilung ist PD,, monoton
wachsend in der Assetkorrelation p;, und ebenso monoton wachsend in PD, bzw. PD,. Eine
grafische Illustration der gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit PD,, enthilt die folgende

Abbildung 14. Die Ausfallwahrscheinlichkeit entspricht dem Volumen des Gebietes iiber den
Quadranten (—o,Z,)X(—%,Z,), das durch die zweidimensionale Dichtefunktion der bivaria-

ten Normalverteilung begrenzt wird.
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Abb. 14: Illustration der gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit zweier Schuldner

Auf dieser Grundlage ldsst sich nun auch die Ausfallverteilung eines Portfolios, das aus zwei

Krediten der beiden Unternechmen mit (deterministischer) Ausfallhohe E, und E, besteht,
bestimmen. Bezeichnen wie tliblich D, und D, die Defaultgrof3en, so gilt fiir den Portfolio-
verlust L die Beziehung L = E,D, + E,D, und die Portfolioausfallverteilung ist entsprechend

gegeben durch die folgenden Ausfallwahrscheinlichkeiten. Zunéchst gilt

(137a) P(L=E +E,)=P(D,=1,D,=1)=P(R <Z,R,<Z,)=PD, ,

wobei PD,, durch (136) gegeben ist. Es gilt weiterhin

P(L=E,)=P(D,=1,D,=0)=P(R, <Z,,R, >Z,)
(137b) =P(R <Z)-P(R <Z,R,<Z,)
- PD,-PD,, .

und analog

(137¢) P(L=E,)=P(D,=0,D, =1)=PD, - PD,
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sowie

P(L=0)=P(D,=0,D, =0)
(137d) =1-PD,, —(PD, - PD,,) - (PD, - PD,,)
=1-PD,-PD, +PD,, .

Die Porfolioausfallverteilung ist somit vollstidndig spezifiziert, wenn man die individuellen
Ausfallwahrscheinlichkeiten PD, und PD, sowie die Assetkorrelation p,, kennt bzw. identi-

fiziert.

Anzumerken ist in diesem Kontext zur Vorgehensweise von Credit Metrics noch, dass — da
die Assetrenditen nicht direkt beobachtet werden kdnnen — im Rahmen von Credit Metrics die
Assetrendite durch die Aktienrendite als Proxyvariable ersetzt wird. Aquivalent zu dieser Ap-
proximation ist die Annahme, dass die Unternehmensaktivititen rein eigenkapitalfinanziert
sind. Dies ist ein zentrales Manko des Credit Metrics-Ansatzes, denn bei Anwendung auf Un-
ternehmen mit einem hohen Fremdkapitalanteil ist davon auszugehen, dass die Aktienkurs-

entwicklung erheblich volatiler als die Wertentwicklung der Assets des Unternehmens ist.

Die vorstehend dargelegte Ansatzweise fiir den Default Mode kann man entsprechend auf den
Mark to Market Mode, bei dem nicht nur der Defaultzustand, sondern ein Universum von
Ratingklassen betrachtet wird, verallgemeinert werden. Ausgehend von einem fixierten Aus-
gangsrating wird angenommen, dass jegliche Ratinginderung auf dem Uber- bzw. Unter-
schreiten bestimmter kritischer Grenzen durch die (entsprechend normierte) Assetrendite
(bzw. in praxi die Aktienrendite) bestimmt wird. Die kritischen Grenzen kénnen nun wieder
durch Kalibrierung auf Basis der Ratingwahrscheinlichkeiten bestimmt werden. Betrachten

wir zu weiteren Konkretisierung ein Beispiel.


http://www.riskmetrics.com/cmtdovv.html
http://www.riskmetrics.com/cmtdovv.html
http://www.riskmetrics.com/cmtdovv.html
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Beispiel: Ratinganderungen und Assetrenditendnderungen

Gegeben sei ein Ratingsystem der Form {AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC, D}. Das Aus-
gangsrating des Unternechmens sei BBB. Wir definieren nun kritische Grenzen

ZyZeeerLgLps Lags Lnlnn flr die standardnormalverteilte Assetrendite R. Die Rating-

iibergangswahrscheinlichkeiten seien wie in Tabelle 4 wiederum gegeben durch

Peeeasa - 0,02% Peeees = 5,30%
Peeeaa = 0,33% PeeB B = 1,17%
PeeeA = 5,95% Peeeccc = 0,12%
Peeeses = 86,93% Pesep = 0,18%

Ein Ubergang von BBB nach D ist nun #quivalent mit R<Z,. Insofern gilt

0,0018=P(R<Z,)=®(Z,) und damit Z, = d'(0,0018) =—2,9112.

Ein Ubergang von BBB nach CCC findet nun statt, wenn Z unter Z... fillt, Z, dabei aber
nicht unterschreitet, d.h. Z,<R<Z... Damit gilt 0,0012=P(Z, <R<Z )=
D(Zeee)—DP(Zy) =DP(Zeec)—0,0018.  Hieraus folgt D(Z.)=0,003 und damit
Zioe = @7'(0,003) =2,7479 . Entsprechend geht man vor fiir alle Wertschranken sowie alle

Ausgangsratings. Insgesamt entspricht somit jede Ratingklasse einem Realisationsintervall

der Assetrendite, wobei gilt:

D < [, Zp) BBB < [Zgg, Zggs)
CCC < [Zp, Zcce) A <> [Zggs, Zn)

B o [Zece, Za) AA < [Zn Zan)
BB < [Zg, Zgs) AAA & [Zpa, @)

Abbildung 15 illustriert nochmals diesen Zusammenhang, nun aber mit dem Rating BB als

Ausgangsrating.
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Abb. 15: Ratingidnderungen und Ratingschranken

Wie schon im Default Mode kann dieser gedankliche Ansatz nun auch dazu verwendet wer-
den, das gemeinsame Ubergangsverhalten zu charakterisieren. Zur Illustration des Ansatzes
bleiben wir wieder im Zwei-Unternehmens-Fall. Wir gehen aus von einem Ratingsystem

{K, =D,K,,...,K,} und ersetzen entsprechend die Defaultindikatoren durch zwei Ratingin-
dikatoren D, = D,(1) und D, = D,(1) mit jeweiligem Wertebereich {L,...,n}. Wir fixieren so-
dann die Ausgangsratings gemiB D,(0)=i" #1 und D,(0)= j #1. Bei fixierten Ausgangsra-

tings entspricht im Ein-Unternehmens-Fall der Ratingiibergang einer Skala von Ausfall-

schranken  Z,(D),...,Z,(K,) bzw. Z,(D),...,Z,(K,), wobei Z,(K;)=2,(K;;K.) und

ZZ(KJ-):ZZ(KJ-;KJ_*).

Bei bivariat (korreliert) standardnormalveteilten Assetrenditen R,R, ~®,(X,Y;p,,) ist daher
der Ubergang R, — K; und R, » K, (i; j =1,...,n) dquivalent zu Z|1<H =R < Z,l<i und gleich-

zeitig ZiH =R, < Zij (i; j =1..,n+1). Dabei ist jeweils noch Z, =Zg =+ zu setzen.

Die gemeinsame Ubergangswahrscheinlichkeit — gegeben i” und j* — in die Ratings i bzw. j

am Periodenende ist dann gegeben durch
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p(i.§) = p,-(.)=P[D, =i, D, = ]
= PIZ,(K, ) SR < Z,(K)), Z,(K; ) <R, < Z,(K))]

(138) =P[a_, <R <a, b, <R, <b]
a; b
= bJ-(/’z (X, y; pp,)dxdy.

Dabei bezeichne entsprechend ¢, die Dichtefunktion der bivariaten (korrelierten) Standard-
normalverteilung. Auch hier geniigt wiederum die Kenntnis der univariaten Ausfallschranken

a, =2,(K;) bzw. b, =Z,(K,) sowie die Korrelation p,, der Assetrenditen, um die gemein-

same Ubergangswahrscheinlichkeit zu bestimmen.

Ersichtlich wird an der vorstehenden Analyse des Zwei-Unternehmens-Falls aber, dass die
Anzahl der benétigten Inputdaten sowie die Modellkomplexitdt erheblich ansteigt, wenn die-
ser Ansatz direkt auf n Unternehmen ausgedehnt wird. Einen Ausweg bietet die Verwendung

eines Faktormodells, wie im ndchsten Abschnitt dargestellt.

4.4.4 Bestimmung von Ausfallkorrelationen: Faktormodell

Im Allgemeinen werden im Rahmen von Credit Metrics jedem Schuldner sowohl Lander- als
auch Industriegewichte zugeordnet. Im Weiteren konzentrieren wir uns auf einen Spezialfall,
der darin besteht, dass wir eine rein nationale Analyse vornehmen und jeder Schuldner

i =1,...,n im Kreditportfolio genau einem Industriezweig k =1,...,m zugeordnet werden kann.
O.B.d.A. betrachten wir die Gruppe K derjenigen Schuldner i, =1,...,n, (n=n,+...+n,), die
dem Kk-ten Industriezweig zugeordnet wird. Dieser werde durch den Index F, représentiert,
der so normiert wurde, dass F,~ N(0,1). Fiir die Assetrendite (bzw. in Credit Metrics die

Aktienrendite) R; der Gruppe K gelte jeweils das Einfaktormodell

(139) R, =yw, F+Jy1-w U, i =L..n,

wobei U; ~N(0,1) und {F.U, } sowie {U; ,U, },i, # j, stochastisch unabhéngige GroBen

seien. Die Assetrenditen i=1,...,n, der Gruppe k werden somit beeinflusst durch einen ge-


http://www.riskmetrics.com/cmtdovv.html
http://www.riskmetrics.com/cmtdovv.html
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meinsamen (,,systematischen®) Faktor, ansonsten nur von unternechmensspezifischen (,,ideo-

synkratischen*) Gegebenheiten.

Fiir Assetrenditen aus der gleichen Industriegruppe K gilt einheitlich

(140a) PR R )=w, .

Fiir Assetrenditen R, und R, aus verschiedenen Industriegruppen k und | gilt

Py, = PR R )=Cov(R; ,R)

[P 1}

(140b) = E(Rik Ril)_E(Rik)E(Ril): E(Rik Ri,)

:wlwik Wi, E(FkFl):\[Wik WiI p(Fk’FI)'

Zur Bestimmung der n(n—1)/2 Korrelation der Assetrenditen ist daher die Kenntnis der

m(m—1)/2 Korrelationen p(F,F) sowie der zu GroBen W, ,..w, erforderlich.

Aus den Ergebnissen von Abschnitt 4.1.2 wissen wir, dass bei einer univariaten linearen Reg-

ression der Assetrenditen der Gruppe k auf den Faktor F_ fiir das Bestimmtheitsma8 R, gilt

R, = ,oz(Rik ,F). Da des Weiteren p(R; ,F,)=/w, gilt, folgt insgesamt
(141) sz :pz(Rik’Fk):Wik .

Damit ist das empirische Bestimmtheitsmal} ein nattirlicher Schitzer fur die Gewichte w,

(k =1,...,m). Der natiirliche Schitzer fiir die Korrelationen p(F ,F) ist der entsprechende

Stichprobenkorrelationskoeftizient.

Die solchermallen bestimmten Korrelationen der Assetrenditen kénnen nun im Rahmen der
Ergebnisse des Abschnitts 4.4.3 sowohl im Rahmen der Default Mode-Variante als auch im
Rahmen der Mark to Market-Variante benutzt werden, um die Verteilung des Portfolioverlus-

tes (auf simulativem Wege) zu bestimmen.
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4.5 Credit Portfolio View

Das Credit Portfolio View (CPV)-Modell setzt sich aus zwei zentralen Blocken zusammen.
Zum einen aus einem Multifaktormodell fiir das Ausfallrisiko eines Portfolios zur Bestim-
mung und zur Simulation von bedingten, (durchschnittlichen) Ausfall- und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten, abhingig von der aktuellen Wirtschaftslage und industrie- bzw. ldnderspezi-
fischen Einflussfaktoren. Zum anderen aus einer Methode zur Bestimmung der diskreten Aus-

fallverteilung eines Kreditportfolios.

Im Rahmen des Multifaktormodells steht dabei vor allem der Einfluss makrokonomischer
Faktoren (beispielsweise BIP-Wachstum, Langfristzins, Beschiftigungszahlen, Sparquote,
Haushaltslage) im Vordergrund. Betrachtet wird hierbei ein Zeithorizont [0,T ], der in einjdh-
rige Perioden mit Index t aufgeteilt wird. Alle Kreditrisiken im Portfolio lassen sich m lédnder-

und sektorspezifischen Segmenten zuordnen und durch entsprechende Segmentindices Y,

bzw. in dynamisierter Form Y, reprasentieren. Fir die Indexwerte Y; wird ein Faktormodell

der folgenden Form angenommen

(142a) th :bj0+bjlxj1t+"‘+bjm ijt+6‘jt ,

wobei &, ~N(0,0;). Die GroBen X, reprdsentieren makrodkonomische Variable, die den

j-ten Indexwert beeinflussen. Jede makrodkonomische Variable folgt ihrerseits einem univari-

aten AR(2)-Prozess.

(142b) X jit = Cjio + Cjia X jit-1 T Cjio X jit—2 + €jie »

wobeil der Fehlerterm e,

;i normalverteilt ist, e;, ~ N (0,0;). Zwischen den Stortermen kon-

nen auch Korrelationen zugelassen werden.

Bezeichne des Weiteren nun D, den Defaultindikator fiir Segment j in Periode t und
p; :=P(D; =1) die (vom Rating unabhdngige) zugehdrige durchschnittliche Segmentaus-

fallwahrscheinlichkeit. Angenommen wird nun der folgende Zusammenhang (Logit-Modell)
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1

(142c¢) =
1+exp(=Y)

Pt

Innerhalb eines jeden Marktsegments wird nun noch das Rating der einzelnen Kreditrisiken
beriicksichtigt. Dazu betrachtet man zunichst Ubergangsmatrizen, basierend auf den Daten
von Ratingagenturen. Diese sind von ihrer Konstruktion her unbedingt, d.h. beriicksichtigen
nicht den aktuellen Stand der Volkswirtschaft. Insofern miissen die Ubergangsmatrizen modi-
fiziert werden, um sie an die jeweils aktuelle Wirtschaftslage anzupassen. Die (historischen)
Ubergangsmatrizen werden damit in bedingte Ubergangsmatrizen transformiert. Die Trans-
formation basiert fiir jedes Marktsegment und fiir jede Periode t auf einer Skalierung der Ele-
mente der (unbedingten) Rating-Ubergangsmatrix anhand der Verhiltnisse der bedingten

Ausfallwahrscheinlichkeiten p; gemal (142¢) zu den durchschnittlichen Ausfallwahrschein-
lichkeiten p; gemiB der Daten der Ratingagentur. Gilt p, > P;, so liegen erhdhte Ausfall-

wahrscheinlichkeiten vor und die Adjustierung wird so vorgenommen, dass mehr Wahr-
scheinlichkeitsmasse in die Downgrade-Zustinde und den Default-Zustand geschoben wird.

Vice versa geht man im Falle p, <P, vor. Fiir die genaue (Ad hoc-)Adjustierungsprozedur

sei auf die Literatur verwiesen, etwa Bluhm et al. (2003, S. 76 ff.). Ein Beispiel findet sich in
Truck/Peppel (2003, S. 320 f.).

Aus der unbedingten Ubergangsmatrix M werden auf diese Weise T bedingte Ubergangs-

matrizen M, (t=1,....T) abgeleitet. Die entsprechende (bedingte) T-periodige Ubergangsmat-
rix M; bis zum Ende der betrachteten Periode [0,T] ist dann durch M; =M, -...-M; gege-

ben. Damit erhélt man insgesamt zu jedem Segment und zu jedem Startrating eine bedingte,
von der (prognostizierten) Entwicklung der Wirtschaftslage abhidngige, Verteilung von Aus-

fallwahrscheinlichkeiten.

Zur Bestimmung der Ausfallverteilung eines Kreditportfolios werden im Rahmen von CPV,
zunéchst unter der Annahme der (bedingten) Unabhéngigkeit der Ausfille der Kreditrisiken
bei gegebenem makrodkonomischen Zustand, die bedingte Portfolioausfallverteilung be-
stimmt und dies fiir jeden moglichen Zustand der Wirtschaft. Diese bedingten Ausfallvertei-
lungen werden dann zu einer unbedingten Ausfallverteilung aggregiert. Fiir Einzelheiten sei

wiederum auf die Literatur verwiesen.
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AbschlieBend sei noch angemerkt, dass der vorstehend dargestellte, auf makrodkonomischen
Regressionsmodellen beruhende CPV-Ansatz der traditionellen CPV Makro-Variante ent-
spricht. In der Version Credit Portfolio View 2.0 wird alternativ eine CPV Direct-Variante
angeboten, in deren Rahmen die segmentspezifischen bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten
unter Zugrundelegung einer Gammaverteilung ,,gezogen* werden. Fiir weitere Einzelheiten

vergleiche man etwa Bluhm et al. (2003, S. 80 f.)
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5 Basel 1l
5.1 Modelltheoretische Grundlagen: Einfaktormodell

Wir kniipfen an an dem in Abschnitt 3.1.3 eingefiihrten Einfaktormodell der Form

Y, = \/;, F +./1-p, U, fiir den Bonititsindikator Y; von Schuldner i. Fiir den Defaultindika-

tor D; von Schuldner i gilt nun D, =1 genau dann, wenn Y; < H;, wobei H; eine unterneh-

mensspezifische (normierte) Ausfallschranke ist. Bei Vorgabe der einperiodigen Ausfallwahr-

scheinlichkeit 7;, z.B. als durchschnittliche einjdhrige Ausfallwahrscheinlichkeit fiir Schuld-
ner der gleichen Ratingklasse, ergibt sich aufgrund von Y, ~ N (0,1) die zugrunde liegende

Ausfallschranke zu
(143) H=0" (1),
wobei @ wie liblich die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichne.

Wir betrachten nun des Weiteren die bedingte Defaultwahrscheinlichkeit 7,(X) gegeben eine

Realisation F = X des Faktors F und definieren entsprechend

(144) 7,(x)=P(D,=1|F =Xx) .

Hieraus folgt 7,(x) = P/, x+ 1= p, U, <H,|=PU, < (H, - /o, x) 41— /]

und damit aufgrund von U, ~ N (0,1) insgesamt

(145) ;zi(x)=q>[®_ (7)) =V p X} .

Aufgrund der strengen Monotonieeigenschaft von stetigen Verteilungsfunktionen ist insbe-

sondere r;(X) streng monoton fallend in X. Mit anderen Worten: Je kleiner X ist, desto groBer

ist 7;(X) .


http://europa.eu.int/comm/internal_market/bank/index_de.htm
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Wir betrachten nun ein ,,Stress-Szenario* fiir den Risikofaktor F, d.h. wir wihlen X = X, mit

(146) PF<Xx)=a .

Daauch F ~N(0,1), gilt

(147) X, =0 (a)=-D'(1-a) .

Insgesamt folgt hieraus

m(a) =m(X,)= CD{CD_ (7\71)__pi/3i Xa}

:q){@‘(ﬁi)ﬂ/ﬁqﬂ(l—a)} |
\/1_pi

(148)

Die weitere Vorgehensweise beruht nun darauf, dass fiir sehr groe Kreditportfolios, fiir die
das Volumen jedes einzelnen Kredits in Relation zum Volumen des Gesamtportfolios ver-

schwindend gering ist (Eigenschaft der ,,Granularitét*) ndherungsweise gilt

(149) L,=E(L, |F),

wobei L, =Y E; D, wiederum den Gesamtverlust des Portfolios bezeichne.
i=1

Die Eigenschaft (149) besagt intuitiv, dass sich die idiosynkratischen Risiken im Kreditport-
folio ndherungsweise vollstindig diversifizieren lassen. Fiir eine prizise Definition der Granu-
laritdt und eine exakte Formulierung der Diversifikation idiosynkratischer Risiken vergleiche

man Anhang B.

Die Beziehung (149) besagt insbesondere, dass die Verteilungsfunktionen von L, und
E(L, |F) (fiir jedes X) ,,nahe beieinander* liegen. Da nun E(L, | F = X) monoton fallend in X

ist, entspricht E[L|F =X,] genau dem (1-«)-Quantil der Verteilung von E(L, |F), wenn
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X, gemdl (147) dem « -Quantil von F entspricht. Da nach Verteilung L, = E(L, | F), folgt

daraus insgesamt fiir den Value at Risk der Portfolioverlustverteilung

(150) CrvaR, (L) =Q (L) ~E(L, |[F=x,) .

Der Credit-Value at Risk kann somit fiir gro3e Kreditportfolien zuriickgefiihrt werden auf den
bedingten Portfolioverlust, wenn die Bedingung auf ein entsprechend (gleiche Wahrschein-

lichkeit) ungiinstiges Szenario fiir den systematischen Einflussfaktor F erfolgt.

5.2 Kapitalunterlegungsvorschriften

Die neue Eigenkapitalvereinbarung (,,Basel I1*) des Baseler Ausschusses fiir Bankenaufsicht

wurde nach einer ldngeren Entwicklungs- und Diskussionsphase nunmehr am 26. Juni 2004

verabschiedet, vgl. hierzu Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004). Basel 11 zielt auf die

internationale Harmonisierung der Bankenaufsicht ab und dehnt den Anwendungsbereich des
Baseler Eigenkapitalakkords von 1988 (Basel I) vom Bereich der Marktrisiken auf die Berei-

che Kreditrisiko (im Weiteren im Vordergrund stehend) und Operationales Risiko aus. Der

neue Baseler Eigenkapitalakkord, vgl. hierzu im Weiteren etwa Becker/Wolf (2005), Hart-
mann-Wendels/Grundke/Spdrk (2005), Rudolph (2004) sowie Schulte-Matter/Manns (2005)

besteht aus drei sich gegenseitig erginzenden Sdulen (Sédule I: Kapitalanforderungen, Sdule II:

Aufsichtsrechtliche Uberpriifungsverfahren, Saule III: Offenlegung). Wir konzentrieren uns

im Weiteren auf die zentrale Sdule I, welche die Mindesteigenkapitalanforderungen der Kre-

ditinstitute definiert.

Grundsitzlich gilt, dass das Verhiltnis von haftendem Eigenkapital (EK) zu den gewichteten
Risikoaktiva (Risk Weighted Assets, RWA) nicht geringer sein darf als 8%, d.h. es gilt die An-

forderung

(151) EK > 0,08 RWA .

Die Summe aller gewichteten Risikoaktiva wird bestimmt, indem die Eigenkapitalanforde-

rungen fiir Marktrisiken und operationelle Risiken mit 12,50 (dem Kehrwert der Mindestei-


http://europa.eu.int/comm/internal_market/bank/index_de.htm
http://www.bundesbank.de/download/bankenaufsicht/pdf/eigenkapitalempfehlung_de.pdf
http://europa.eu.int/comm/internal_market/bank/index_de.htm
http://de.wikipedia.org/wiki/Marktrisiko
http://de.wikipedia.org/wiki/Kreditrisiko
http://de.wikipedia.org/wiki/Operationelles_Risiko
http://www.bundesbank.de/bankenaufsicht/bankenaufsicht_basel_saeule1.php
http://www.bundesbank.de/bankenaufsicht/bankenaufsicht_basel_saeule2.php
http://www.bundesbank.de/bankenaufsicht/bankenaufsicht_basel_saeule2.php
http://www.bundesbank.de/bankenaufsicht/bankenaufsicht_basel_saeule3.php
http://www.bundesbank.de/bankenaufsicht/bankenaufsicht_basel_saeule1.php
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genkapitalquote von 8%) multipliziert und zur Summe der gewichteten Risikoaktiva aus dem

Kreditgeschift addiert werden. Es gilt somit

RWA (gesamt) =  RWA (Kreditrisiko)
+ 12,5 Kapitalanforderung (Marktrisiko)
+ 12,5 Kapitalanforderung (Operationales Risiko)

und damit die Anforderung

EK

IV

0,08 RWA (Kreditrisiko)

_|_

Kapitalanforderung (Marktrisiko)

+  Kapitalanforderung (Operationales Risiko).

Die fiir jeden Einzelkredit giiltige Basisformel zur Ermittlung der RWA lautet dabei

(152) RWA=12,5 EAD-RW ,

wobei EAD dem Exposure at Default entspricht und RW dem Risikogewicht des Kredits.

Zur Bestimmung der Risikogewichte stellt die Bankenaufsicht drei Verfahren zur Wahl, den

o Standardansatz (Standardised Approach)
sowie den
o Internen Ansatz (Internal Ratings Based Approach, IRB-Ansatz) in Form des

e IRB-Basisansatzes (Foundation Approach)

oder des

e  fortgeschrittenen IRB-Ansatzes (Advanced Approach).

Im Weiteren konzentrieren wir uns auf den IRB-Ansatz. Wendet man den IRB-Ansatz auf
Beziehung (152) an, dann wird das Risikogewicht RW eines Unternehmenskredits aus einer

Formel berechnet, in welche die folgenden Risikokomponenten eingehen:
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. die einjahrige Ausfallwahrscheinlichkeit 7

. die erwartete Ausfallhhe im Ausfallzeitpunkt LGD

o der Forderungsbetrag im Ausfallzeitpunkt EAD sowie die

o Restlaufzeit M in Form eines Restlaufzeitanpassungsfaktors (Maturity Factor) MF.

Wihrend im IRB-Basisansatz von den Kreditinstituten ausschlieBlich die Ausfallwahrschein-

lichkeiten in Abhingigkeit von den Ratingklassen geschitzt werden und alle {ibrigen Kompo-

nenten von der Bankenaufsicht vorgegeben werden, besitzt der fortgeschrittene IRB-Ansatz

die Moglichkeit, fiir alle Risikokomponenten bankintern geschitzte Parameter zu verwenden.

Wegen der hohen Datenanforderungen an diesen Ansatz ist dabei davon auszugehen, dass nur

grof3e, international titige Banken den fortgeschritten IRB-Ansatz werden realisieren konnen.

Die folgende Abbildung 16 in Anlehnung an Rudolph (2004) gibt einen Uberblick iiber die zu

spezifizierenden Parameter.

Dateninput far

Risikokomponenten

IRB-Basisansatz

Fortgeschrittener
IRB-Ansatz

Ausfallwahrscheinlich-
keit
T

Von der Bank aufgrund eige-
ner Schitzungen

Von der Bank aufgrund eigener
Schétzungen

Loss Given Default
LGD

Vom Ausschuss vorgegebener
Wert

LGD = 45% (Regelfall vor
Beriicksichtigung von Besi-
cherungen)
LGD = 75%
Forderungen)

(nachrangige

Von der Bank aufgrund eigener
Schitzungen

Exposure at Default
EAD

Vom Ausschuss vorgegebene
Werte

Von der Bank aufgrund eigener
Schétzungen

Maturityfaktor
MF

Vom Ausschuss vorgegebener
Wert

Von der Bank aufgrund eigener
Schitzungen

Abb. 16: Dateninput fiir die Varianten des IRB-Ansatzes

Bei der Schitzung der Parameter wird ferner unterschieden in

° Unternehmenskredite

° Kredite an Banken

° Kredite an Staaten

o Ausgefallene Forderungen.
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Im Rahmen der Unternehmenskredite sind ferner spezielle Regelungen (Groenanpassungen)

fiir kleine und mittelgro3e Unternehmen (KMU) vorgesehen.

Differenzierte Ansitze sind ferner vorgesehen fiir

o Retailkredite

J Spezialfinanzierungen
o Beteiligungspositionen sowie
. Kreditderivate.

Im Folgenden konzentrieren wir uns dabei auf den Bereich nicht ausgefallener Unterneh-
menskredite im Bereich des IRB-Basisansatzes, wobei wir den KMU-Fall ausklammern. Das
Risikogewicht fiir einen einzelnen Unternehmenskredit hat dann die generelle Struktur

(153) RW = LGD-VaR-MF ,

dabei ist VaR eine auf den Uberlegungen des Abschnitts 5.1 basierende Value at Risk-Grofe.

Der LGD ist wie in Abbildung 16 dargelegt zu bestimmen, fiir Details bei der Beriicksichti-

gung von Sicherheiten vgl. man Baseler Ausschuss fir Bankenaufsicht (2004, S. 71 ff.).

Die Value at Risk-GroBe ist gegeben durch

(154) VaR (7, p)zq{ \/11——,) O (7)+ /ﬁ @1(0,999)}% .

Das bei der Bestimmung der VaR-GroBe eingehende Konfidenzniveau ist o =0,001, dabei

gilt ®7'(0,999) =3,09023. Die VaR-GroBe gemiB (154) ist dabei identisch mit der modell-

theoretisch bestimmten VaR-GroBle gemdll (148) bis auf den Subtraktionsterm in Hohe der
Ausfallwahrscheinlichkeit. Dieser Subtraktionsterm taucht erst in der Schlussfassung des neu-

en Baseler Eigenkapitalakkords, vgl. Baseler Ausschuss fur Bankenaufsicht (2004), auf und

war in frilheren Fassungen nicht enthalten. Insofern besteht hier eine Abweichung zwischen

den modelltheoretischen Grundlagen und den Regulierungsanforderungen. Hintergrund ist


http://www.bundesbank.de/download/bankenaufsicht/pdf/eigenkapitalempfehlung_de.pdf
http://www.bundesbank.de/download/bankenaufsicht/pdf/eigenkapitalempfehlung_de.pdf
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dabei offenbar eine politisch gewollte Absenkung des Risikogewichts, um die Eigenkapitalan-

forderungen zu reduzieren.

Der in (154) eingehende Korrelationskoeffizient ist im IRB-Basisansatz zu bestimmen durch

=50

507 507
(155) p=0,12%+0,24(1—1 ¢ j

Auch der Ansatz fiir den Korrelationskoeffizienten hat im Laufe der Zeit verschiedene Ande-
rungen erfahren. Im Rahmen von (155) féllt er mit steigender Ausfallwahrscheinlichkeit und
bewegt sich insgesamt in einem Intervall zwischen 0,12 und 0,24.

Der Restlaufzeitanpassung ist gegeben durch

£ _ 1+(M-2,5)b(r)

156 ,
(1562) 1-1,5b(x)
wobei
(156b) b(z) = [0,11852 — 0,05478 In(x)]" .

Als Benchmark-Restlaufzeit wird damit M = 2.5 unterstellt.

AbschlieBend geben wir noch eine Illustration der IRB-Risikogewichte, entnommen aus dem

Anhang von Baseler Ausschuss fur Bankenaufsicht (2004, S. 230), wobei die Forderungsklas-

se Unternehmenskredite (ohne KMU) betrachtet, ein LGD von 45% angesetzt und eine Rest-

laufzeit M = 2,5 Jahre angenommen wird.


http://www.bundesbank.de/download/bankenaufsicht/pdf/eigenkapitalempfehlung_de.pdf
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Ausfallwahrscheinlichkeit Risikogewicht
0,03% 14,44%
0,05% 19,65%
0,10% 29,65%
0,25% 49,47%
0,40% 62,72%
0,50% 69,61%
0,75% 82,78%
1,00% 92,32%
1,30% 100,95%
1,50% 105,59%
2,00% 114,86%
2,50% 122,16%
3,00% 128,44%
4,00% 139,58%
5,00% 149,86%
6,00% 159,61%
10,00% 193,09%
15,00% 221,54%
20,00% 238,23%

Quelle: Baseler Ausschuss flir Bankenaufsicht (2004)

Tab. 5: Risikogewichte fiir Unternehmenskredite im IRB-Ansatz

Fiir weitere Details zum IRB-Ansatz nach Basel II vergleiche man Baseler Ausschuss fir
Bankenaufsicht (2004) sowie Schulte-Mattler/Manns (2005).



http://www.bundesbank.de/download/bankenaufsicht/pdf/eigenkapitalempfehlung_de.pdf
http://europa.eu.int/comm/internal_market/bank/index_de.htm
http://www.bundesbank.de/download/bankenaufsicht/pdf/eigenkapitalempfehlung_de.pdf
http://www.bundesbank.de/download/bankenaufsicht/pdf/eigenkapitalempfehlung_de.pdf
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6 Bewertung ausfallbedrohter Zinstitel

6.1 Zur Zinsstruktur von Unternehmensanleihen

Wir kniipfen im Weiteren an etwa an die Ausfithrungen in Albrecht/Maurer (2005, Abschnitt
8.3) im Hinblick auf die Konstruktion von Zinsstrukturkurven von Zinstiteln, d.h. der Erfas-
sung der Laufzeitabhingigkeit des Zinsgefiiges. Die dortige Darstellung — ebenso wie die
Ausfiihrungen des entsprechenden Anhangs 8B hinsichtlich der methodischen Vorgehenswei-
se zur empirischen Identifikation von Zinsstrukturkurven — haben zunéchst generelle Giiltig-
keit, d.h. gelten unabhéngig von der spezifisch betrachteten Klasse von Zinstiteln, wie etwa
Staatsanleihen, Pfandbriefe oder Unternehmensanleihen. Im Vergleich zu Staatsanleihen tre-
ten aber bei der Analyse von Unternehmensanleihen eine Reihe von neuen Aspekten hinzu,
etwa die Berlicksichtigung des Kreditrisikos, der Marktliquiditdt sowie von gegebenenfalls in

den Anleihen enthaltene Kiindigungsrechten.

In praxi hat sich dariiber hinaus eine relative Betrachtungsweise unter der Verwendung von
Spreads etabliert. Man nimmt die Rendite- bzw. Zinsstrukturkurve von Staatsanleihen eines
fixierten Landes als Ausgangspunkt bzw. Benchmark und betrachtet Staatsanleihen als risiko-
lose oder zumindest quasi-risikolose Titel in einem Ausfallkontext. Die entsprechende Rendi-
te- bzw. Zinsstrukturkurve der Unternehmensanleihen dieses Landes oder einer Subkategorie
hiervon (etwa alle AA-gerateten Industrieanleihen) weist dann einen (positiven) Spread ge-
geniiber dieser Benchmark auf, den Zinsspread von Unternehmensanleihen. Dieser Zins-
spread kann dabei entweder durch Subtraktion der entsprechend separat ermittelten Rendite-
bzw. Zinsstrukturkurven gewonnen werden oder aber der Zinsspread ist modellendogen und
wird auf der Basis einer gemeinsamen Analyse von Staats- und Unternehmensanleihen ge-
wonnen. Ein Beispiel fiir die letztere Vorgehensweise findet sich beispielsweise in Alb-
recht/Maurer (2005, Abschnitt 8.4.3), dariiber hinaus sei auf die Untersuchung von

Houweling et al. (2001) hingewiesen. Houweling et al. (2001) dokumentieren die Vorziige der

gemeinsamen Schitzung der Zinsstrukturkurven von Staatsanleihen und der Zinsspreads von
Unternehmensanleihen. Die entsprechenden Resultate sind robuster und stabiler im Vergleich

zur separaten Ermittlung der Zinsstrukturkurven.

Aus der Existenz des Kreditrisikos ergibt sich nun eine spezielle Problematik bei der Interpre-
tation der gewonnenen Zinsstrukturkurve von Unternehmensanleihen bzw. Zinsspreads. Die

zugrunde liegende Methodik basiert auf der Diskontierung der Riickfliisse der Anleihe. Die


http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=157652
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=157652
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Riickfliisse werden damit implizit als sicher unterstellt, was insbesondere im Falle von Unter-
nehmensanleihen nicht realistisch ist. Die ermittelten Spot Rates bzw. Zinsspreads von Unter-
nehmensanleihen entsprechen somit weder realisierten Renditen bzw. Zinsspreads noch kon-
nen sie als erwartete Renditen bzw. Zinsspreads angesehen werden. Insofern sind sie rein
rechnerische Groflen, die einen einfachen Vergleich mit der (als ausfallfrei angenommenen)

Zinsstruktur von Staatsanleihen ermoglichen.

Der Zinsspread von Unternehmensanleihen soll zundchst anhand empirischer Resultate von

Elton et al. (2001) illustriert werden. Elton et al. (2001) analysieren die Zehnjahresperiode

1987 — 1996 und betrachten dabei neben Staatsanleihen (Treasuries) Titel der Ratingkatego-
rien AA, A und BBB jeweils separat fiir den Finanzsektor (Financial Sector) sowie den In-
dustriesektor (Industrial Sector). Fiir Restlaufzeiten von 2 bis 10 Jahren werden dann die
durchschnittlichen Spot Rates fiir Staatsanleihen sowie die durchschnittlichen Spreads iiber

den betrachteten Analysezeitraum ermittelt. Tabelle 6 stellt die entsprechenden Resultate dar.

Financial Sector Industrial Sector

Maturity | Treasuries | AAA A BBB AAA A BBB

2 6,414 0,586 0,745 1,199 0,414 0,621 1,167
3 6,689 0,606 0,791 1,221 0,419 0,680 1,205
4 6,925 0,624 0,837 1,249 0,455 0,715 1,210
5 7,108 0,637 0,874 1,274 0,493 0,738 1,205
6 7.246 0,647 0,902 1,293 0,526 0,753 1,199
7 7,351 0,655 0,924 1,308 0,552 0,764 1,193
8 7,432 0,661 0,941 1,320 0,573 0,773 1,188
9 7,496 0,666 0,955 1,330 0,589 0,779 1,184
10 7,548 0,669 0,965 1,337 0,603 0,785 1,180

Quelle: Elton et al. (2001, S. 253)

Tab. 6: Empirische Zinsspreads von Unternehmensanleihen

Die Tabelle dokumentiert, dass die Zinsspreads durchgéngig positiv sind und dabei fiir Anlei-
hen des Finanzsektors durchgéngig hoher als fiir Industrieanleihen. Der Spread ist zudem fiir
beide Sektoren und iiber alle Laufzeiten umso hdher, je schlechter das Rating ist. Dies unter-
streicht sehr deutlich die Relevanz der Ratinginformation fiir die Zinsspreads. Des Weiteren
erhohen sich — bis auf den Fall der BBB-Industrieanleihen — die Spreads mit der Restlaufzeit.
Intuitiv ist ein entsprechendes Verhalten zu erwarten, da mit langerer Laufzeit die Gefahr ei-
ner Bonititsverschlechterung zunimmt und die Investoren hierfiir eine Kompensation erwar-

ten. Durch zusétzliche Betrachtung der Subperioden 1987 — 1991 und 1992 — 1996 weisen


http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
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Elton et al. (2001) nach, dass die ermittelten (durchschnittlichen) Spreads in groerem Um-

fang zeitvariabel sind.

Welches sind nun die Einflussfaktoren auf die Hohe des Zinsspreads und welchen quantitati-

ven Anteil weisen diese Faktoren auf? Generell spielen die folgenden Faktoren eine Rolle:

. Kreditrisiken (Ausfall- und Migrationsrisiken)
o Liquitétsrisiko

J Steuerliche Effekte

. Optionselemente in Anleihen

. Systematische Anleiherisiken.

Optionselemente in Anleihen beziehen sich auf bestehende Kiindigungsrechte oder den Fall
von Wandelanleihen. Optionselemente in Anleihen fiihren zu einer Reihe von Sonderproble-
men und entsprechende Titel werden in der Literatur bei der Bestimmung von Zinsspreads
von Unternehmensanleihen iiblicherweise zunéchst ausgeschlossen. Steuerliche Effekte be-
stehen dann, wenn — wie etwa in den USA — Staatsanleihen und Unternehmensanleihen einer
unterschiedlichen Besteuerung unterliegen. Auf die Natur des systematischen Risikos kom-

men wir noch zuriick.

Welchen quantitativen Einfluss besitzen nun die vorstehend dargestellten Einflussfaktoren auf

den Zinsspread? In einer wegweisenden Studie kommen Elton et al. (2001) zum Schluss, dass

das Ausfallrisiko nur einen relativ geringen Einfluss auf den gesamten Zinsspread aufweist,
etwa 10% fir AA-geratete, etwa 20% fiir A-geratete und etwa 40% fiir BBB-geratete Unter-
nehmen. Vergleichbare Resultate erzielen Collin-Dufresne et al. (2001), HOfling et al. (2004)

sowie Huang/Huang (2003), letztere im Kontext von Unternehmenswertmodellen und unter

Betrachtung der gesamten Prdmie flir das Kreditrisiko anstelle des reinen Ausfallrisikos.

Steuerliche Effekte tragen zum Zinsspread nach Elton et al. (2001) fiir den Fall von US-

Unternehmensanleihen — etwa 55% flir AA-geratete, etwa 35% fiir A-geratete sowie etwa
25% fiir BBB-geratete Bonds bei. Damit bleibt immer noch ein relativ groer Anteil von 35%

- 45% unerklart. Elton et al. (2001) weisen nun nach, dass der — nach einer Adjustierung fiir

das Ausfallrisiko und steuerliche Effekte — restliche Zinsspread von Unternehmensanleihen
sich zu einem substanziellen Anteil durch gemeinsame Faktoren erkldren lésst, die sowohl

den Aktienmarkt als auch den Markt der Unternehmensanleihen (nicht aber den Markt fiir


http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
http://library.soa.org/library-pdf/PFN0412.pdf
http://www.stanford.edu/~mhuang/papers/Huang-Huang.pdf
http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
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Staatsanleihen!) beeinflussen. Konkret liegt dabei ein Dreifaktormodell nach Fama/French

(1993) zugrunde. HOfling et al. (2004) kommen zu vergleichbaren Resultaten und weisen

noch darauf hin, dass der Einfluss der Liquiditét vergleichsweise gering ist.

Insgesamt weisen damit die Preise von Unternehmensanleihen eine betridchtliche Risikopra-
mie fiir systematische, d.h. nicht-diversifizierbare Risiken auf, die insbesondere mit der Ent-

wicklung des Aktienmarktes in Verbindung stehen.

Neben der Hohe des Credit Spread ist auch dessen Verdnderung im Zeitablauf, die Spreadvo-
latilitdt, von grolem Interesse, denn diese ist entscheidend fiir das Spreadrisiko. Das
Spreadrisiko besteht in einer Ausweitung des Credit Spread und damit einhergehend einem
Kursverlust der entsprechenden Anleihe. Wir greifen im Folgenden ein Resultat von Kao

(2000) auf, um die Bedeutung des Spreadrisikos zu illustrieren.

AAA AA A BBB BB B
Mittelwert 61,0 61,5 85,8 132,1 301,6 535,2
Standardabwei- 20,3 15,0 23,7 36,4 92,2 166,9
chung
Tab. 7: Mittelwert und Volatilitit von Spreads, Angabe in Basispunkten,

Zeitraum: 1990 — 1998, Quelle: Kao (2000, S. 51)

Die Spreadvolatilititen liegen somit im Bereich von einem Viertel bis einem Drittel des
Spreadniveaus. Wingenroth (2004, S. 53) weist allerdings darauf hin, dass der betrachtete

Zeitraum eine lange Phase einer relativ ruhigen Spreadentwicklung enthalt.

6.2 Das Modell von Fons

Das traditionelle Barwert-Bewertungsmodell im Falle von Zinstiteln mit deterministischen
Riickfliissen muss erweitert werden, um ausfallbedrohte Riickfliisse zu beriicksichtigen. Ein
erstes Modell in dieser Hinsicht wurde von Fons (1994) entwickelt. Fons unterstellt dabei
risikoneutrale Investoren. Dies impliziert, dass sich die Bewertung an den erwarteten Riick-

fliissen orientiert, die zum risikofreien Zins diskontiert werden.


http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VBX-45910BK-J/2/dffa339e2c932078a3211c860dbaf7ce
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VBX-45910BK-J/2/dffa339e2c932078a3211c860dbaf7ce
http://library.soa.org/library-pdf/PFN0412.pdf
http://defaultrisk.com/pa_price_22.htm
http://defaultrisk.com/pa_price_22.htm
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Fixieren wir eine anfangliche Ratingklasse k und gehen von Riickfliissen {Z,,...,Z;} des

Bonds sowie einer konstanten Recovery Rate von rc aus, so resultiert hieraus die folgende

modifizierte Barwertformel:
T T

(157) V, = ZZt PS, (t)(1+1; )‘t +Z Zrc PD:(t)(l -I; )‘t .
t=1 t=1

Dabei entspricht zundchst I, dem Marktzins der Fristigkeit T im Falle ausfallfreier Riickfliis-
se. PS,(t) entspricht des Weiteren der Wahrscheinlichkeit eines Unternehmens, mit Aus-
gangsrating K zum Zeitpunkt t noch nicht ausgefallen zu sein (mehrperiodige Uberlebens-
wahrscheinlichkeit) und PD,(t) entspricht der aufgeschobenen Ausfallwahrscheinlichkeit,
d.h. das Untenehmen mit Ausgangsrating K tiberlebt t —1 Perioden und fillt genau in der t-ten
Periode aus. Zur Definition und Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten PD,(t) und

PS, (t) vergleiche man Abschnitt 3.4.

Das Modell von Fons (1994) unterstellt aufgrund der Risikoneutralitit der Investoren, dass
diese nur fiir den ,,erwarteten Verlust™ entschadigt werden. Risikoprdmien fiir Abweichungen
vom erwarteten Verlust, fiir Bonitdtsverschlechterungen oder fiir schwankende Ausfallwahr-
scheinlichkeiten werden nicht beriicksichtigt. Entsprechend (und konsistent mit den Ergebnis-
sen des Abschnitts 6.1) fallen die auf der Grundlage des Modells von Fons bestimmten

Zinsspreads zu gering im Vergleich zu empirischen Zinsspreads aus. Elton et al. (2001, S. 274

f.) verwenden eine rekursive Variante des vorstehenden Ansatzes, um den in Abschnitt 6.1
angesprochenen Anteil des Zinsspreads zu bestimmen, der aus dem reinen Ausfallrisiko resul-

tiert.

Im weiteren Verlauf des Abschnitts 6 wenden wir uns nun Modellansdtzen zu, die auf den

Grundsétzen einer arbitragefreien Bewertung beruhen.


http://defaultrisk.com/pa_price_22.htm
http://defaultrisk.com/pa_price_22.htm
http://pages.stern.nyu.edu/~mgruber/working papers/explaining_rate_final_JF.pdf
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6.3 Bezichungen zwischen ausfallfreien und ausfallbedrohten Zerobonds

6.3.1 Beziehungen bei Unabhangigkeit von Ausfallzeiten und Zinsprozess

Wie tiiblich bezeichne B(t,T) den Preis eines in T filligen ausfallfreien Einheitszerobonds zum
Zeitpunkt 0 <t <T . Entsprechend bezeichne B’ (t,T) den Preis eines ausfallbedrohten Zero-
bonds.

Unter ,,der* risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsbelegung Q, deren Existenz und Eindeutigkeit

wir im Weiteren voraussetzen, gilt bei gegebenem Prozess {R(t)} fiir die Spot Rates

B(t,T) = Eg exp[—
(158) -

= Eé exp(—

o

R(S) dsJB(T,T)}

R(s) dsﬂ ,

wobei Eé immer als bedingter Erwartungswert gegeben R(t) =r zu verstehen ist. Wir be-

- — ]

zeichnen nun mit ¢ die Ausfallzeit des den ausfallbedrohten Zerobond emittierenden Unter-

nehmens. Als vereinfachende Annahme setzen wir zunéichst voraus

(159) Risikoneutrale Unabhangigkeit:
Unter Q sind 7 und {R(t)} stochastisch unabhangig.

Bei komplexeren und realitdtsndheren Ansédtzen wird diese Annahme jedoch wieder fallen

gelassen, wir kommen hierauf zurtick.

Zu modellieren sind nun des Weiteren die Ausfallkonsequenzen. Wir beginnen mit dem ein-
fachsten Fall, der in einem vollstindigen Ausfall des Zerobonds besteht. Hieraus resultiert der

folgende Riickfluss in T (gegeben 7 >1):

(160) V. - 1 z>T
T lo r<T.
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Hieraus folgt aufgrund der angenommenen Unabhingigkeit
T T

BY(t,T) =E, {exp(— [R(s) dsj \VA } = Eg {exp(— [R(s) dsﬂ Eq(V;) und aufgrund von
t t

E,(V;)=Q(z >T) insgesamt

(161) BY(t,T) = B(t,T)Q(t,T) = B(t,T)[1-RNPD(t,T)] .

Dabei ist Q(t,T)=Q(z >T) bzw. priziser Q(t,T)=Q(z >T |7 >1) die risikoneutrale (bzw.
implizite) Uberlebenswahrscheinlichkeit und RNPD (t,t) =1-Q(t,T) die risikoneutrale (bzw.

implizite) Ausfallwahrscheinlichkeit im Zeitintervall [t,T].

Eine komplette Modellspezifikation erfordert damit eine Annahme iiber den ,,Zinsprozess*
einerseits sowie eine Annahme iiber den ,,ausfallerzeugenden Prozess* andererseits. Im Wei-
teren betrachten wir daher explizite Pricing-Modelle, bei denen die vorgenannten Komponen-

ten spezifiziert werden.

Der generelle Ansatz fiir den Credit Spread CS(t,T) auf Zerobondebene ist
(162a) BY(t,T)=B(t,T)exp[-CS(t,T)(T —1)] .

Eine entsprechende Auflosung nach CS(t,T) fiihrt zu

(162b) CS(t,T)=———[InB*®t,T)-InB(t,T)] .

T-t

Betrachten wir nun als zweite Konstellation den Fall eines nur partiellen Ausfalls. Wir neh-
men dabei an, dass der Default nur in T oder spéter erfolgen kann, oder aber allgemeiner, dass

auch bei einem Default vor T die partielle Riickzahlung erst in T erfolgt, d.h.

(163) V. = I 7z>T
T re r<T.
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Im Rahmen der Beziehung (162) wird weiterhin eine konstante Recovery Rate Rc(T)=rc

angenommen. Im allgemeinen Fall wird somit sowohl die Recovery Rate zu spezifizieren als

auch der Riickzahlungsmodus préziser festzulegen sein. Im vorstehenden Fall folgt

BY(t,T) = B(t,T)Eo(V,) = B(t, T){Q(t,T) + rc[1-Q(t,T)]} und damit

(164) BY(t,T) = B(t,T)[rc+(1-rc)Q(t,T)] = B(t,T)[1- LGD-RNPD(t,T)] .

Aus (164) folgt nun des Weiteren B(t,T)—B"(t,T)=B(t,T)[l-rc—(1-rc)Q(t,T)] und da-

mit
(165) B(t,T)-B"(t,T) = B(t,T)(1-rc)RNPD(t,T) = B(t,T)LGD RNPD(t,T) .

Bezogen auf die Marktwerte zum Zeitpunkt t und auf die risikoneutrale Bewertung ist dies
eine Variante der Basisbezichung ,,(Erwarteter) Verlust = Exposure at Default mal Loss Gi-

ven Default mal Ausfallwahrscheinlichkeit.

Aus (164) kann nun weiterhin ein Ausdruck fiir die risikoneutrale Ausfallwahrscheinlichkeit
in Termen der Marktwerte fiir ausfallbedrohte sowie ausfallfreie Zerobonds gewonnen wer-

den. Es gilt

(166a) RNPD(t,T) = LéD [1— B;(?’TT))}

und analog fiir die risikoneutrale Uberlebenswahrscheinlichkeit

(166b) RNPS(t,T) = l—lrc {B;((tt’TT)) - rc} :

Aus (164) ergibt sich weiterhin fiir den Credit Spread auf Zerobondebene in Termen der risi-

koneutralen Ausfallwahrscheinlichkeit

1
T-t

(167a) CS(t,T)=-—— In[I- LGD-RNPD(,T)]
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bzw. vice versa die folgende Charakterisierung der risikoneutralen Ausfallwahrscheinlichkeit

in Termen des Credit Spreads

1
167b RNPD(t,T)=——[1—-e ©®tDT0]
(167b) D =15p! ]

6.3.2 Der allgemeine Fall

Im allgemeinen Fall ist sowohl die Recovery Rate Rc(7)im Ausfallzeitpunkt 7 zu spezifizie-
ren, als auch der Referenzwert RV (7) fiir die Erstattung im Ausfallzeitpunkt 7. Die allge-

meine Bewertungsgleichung, vgl. etwa Uhrig-Homburg (2002, S. 45) oder in vereinfachter
Form Bluhm et al. (2003, S. 216) lautet dann

—_T[R(s)ds —jR(s)ds

(168) BY(t,T)= E(‘g et lor, +e° Re(z)RV (D) I o,

Dabei bezeichne allgemein Eé den (bedingten) Erwartungswert unter Q gegeben die Infor-

mationen bis zum Zeitpunkt t und 1, die Indikatorfunktion mit I, =1, wenn das Ereignis A

eintritt und |, =0, wenn das Ereignis A nicht eintritt.

Der erste Summand in (168) quantifiziert den Fall, dass kein Ausfall in [0,T] eintritt und der
zweite Summand den Ausfall im Zeitpunkt 7 <T . Im letzteren Falle miissen zusétzlich noch
die Recovery Rate sowie der Referenzwert, auf den sich die Recovery Rate bezieht, spezifi-

ziert werden.

In der Literatur haben sich dabei drei Standardverfahren zur Modellierung dieses Referenz-

wertes herauskristallisiert:

1. Recovery of Face Value (auch Recovery of Par)
2. Recovery of Treasury Value
3. Recovery of Market Value.


http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=313563
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Im ersten Fall ist der Referenzwert der Nennwert der Anleihe, im zweiten Fall der Wert einer
identischen, aber ausfallfreien Anleihe in 7. Der dritte Ansatz geht auf Duffie/Singleton
(1999) zurtick, dies werden wir in Abschnitt 6.5 aufgreifen.

Wir betrachten ein Beispiel zum zweiten Ansatz. Wir bewerten einen ausfallbedrohten Zero-
bond und unterstellen weiterhin die Unabhingigkeit von Ausfallzeit und Spot Rate-Prozess.
Wir treffen die Recovery of Treasury-Annahme und unterstellen eine konstante Recovery

Rate. Hieraus folgern wir zunéchst
(169) Rc(r)RV(7) =rcB(z,T) .

Die getroffene Annahme hinsichtlich des Recovery of Treasury beinhaltet die Wahl des Wer-
tes eines ausfallfreien Zerobonds zum Ausfallzeitpunkt 7 als Referenzwert. Aufgrund der

Unabhéngigkeitsannahme erhalten wir auf der Basis von (168) zundchst

T
—IR(st

Bd(taT) = E(tg e’ {E(t?[l{r>T}]

T
R(s)ds

+EL e  rcB(r,T) Eé['{rﬁ}]}

O

und damit insgesamt

BY(t,T) = B(t,T){Q(t, T)+rc[1-Q(t,T)]}
=B(t,T){rc+(1-rc)Q(t,T)}.

Das Resultat ist somit identisch mit (164), dem Falle eines partiellen Ausfalls bei Riickzah-
lung in T. Insofern stiitzt dieses Resultat die Verwendung von (164) als allgemeine Bewer-
tungsgleichung bei deterministischer Recovery sowie einer Unabhéngigkeit von Ausfallpro-

zess und Zinsprozess.

Damit sind wir nun auch in der Lage, einen ausfallbedrohten Kuponbond zu bewerten. Die

Hypothese der Unabhéngigkeit von Zinsintensitdt und Ausfallzeit bleibt dabei aufrecht erhal-


http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/12/4/687.pdf
http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/12/4/687.pdf
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ten. Wir nehmen an, dass der Bond zu den Zeitpunkten t, =ih (i =1,...,n) einen Kupon ¢
(0<c<1) in Termen des Nennwertes N zahlt. Im Falle eines Ausfalls in 0 <7 <t , werden

die kiinftigen Kupons nicht bei der Erstattung beriicksichtigt. Der Nennwert hingegen unter-

liegt einer Erstattung gemidf3 der Recovery of Treasury Value-Hypothese. Betrachtet werden

nun zwei Bewertungsarten fiir Zerobonds. Die GroBen B¢ (t,u) bezeichnen eine Bewertung
gemill der Zero Recovery-Annahme, d.h. Bg t,T)=B(tT)Q(,T) gemiB (161). Die Grofle
BY(t,t ) hingegen bezeichne eine Bewertung gemiB der Recovery of Treasury Value-
Hypothese, d.h. BY(t,T)=B(t,T)[rc+(1-rc)Q(t,T] gemiB (164). Insgesamt ergibt sich

dann als Bewertungsgleichung fiir den ausfallbedrohten Kuponbond in 0 <t <t;:

(170) Vit)=cN iBg‘ (tt)+NBI(tT) .

6.4 Bewertung im Merton/KMV-Modell

Im Rahmen des Merton-Modells des Abschnitts 3.2.1 ist die risikoneutrale Ausfallwahr-
scheinlichkeit fir die Periode [t,T] gemial (61a) gegeben durch RNPD(t,T)= N[-d,(t)].

Nehmen wir weiter an, dass — wie im Merton-Modell vorausgesetzt — der Default nur in T

eintreten kann und ein deterministischer Loss Given Default LGD vorliegt, so folgt mit (163)

(171) BY(t,T)=B(t,T){l- N[-d,(t)]LGD} ,

wobei im Kontext des Merton-Modells B(t,T)=e """ gilt. Im Unterschied zum Modell von

Merton, in dem sich der Loss Given Default, wie in Abschnitt 3.2.1 dargelegt, modellendogen
als stochastische GroBe ergibt, wird allerdings bei Beziehung (171) von einer modellexogenen

Spezifikation des LGD ausgegangen.

Zwischen der risikoneutralen Ausfallwahrscheinlichkeit RNPD(t,T) unter der ,,physischen*
Ausfallwahrscheinlichkeit PD(t,T) unter der Ausgangswahrscheinlichkeitsbelegung besteht

nun die folgende Beziehung:


http://defaultrisk.com/pa_price_01.htm
http://www.moodyskmv.com/
http://defaultrisk.com/pa_price_01.htm
http://defaultrisk.com/pa_price_01.htm
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(172) RNPD(t,T) = CD{CD‘I[PD(t,T)]+ﬂA—_r«/T —t} .

O

Aus einer Schitzung der physischen Ausfallwahrscheinlichkeit kann auf dieser Basis auf die
risikoneutrale Ausfallwahrscheinlichkeit zuriickgeschlossen und die Bewertungsgleichung

(171) umgesetzt werden.

Ein beliebiger ausfallbedrohter Bond mit der Zahlungsstruktur {Z,,...Z;} kann nun entspre-

chend auf ausfallbedrohte Zerobonds zuriickgefiihrt werden, was zu der allgemeinen Bewer-

tungsgleichung
T

(173) Ve0)=>Z,B (LT)
t=1

fiihrt.

Im Rahmen des Basismodells von Merton ist (173) nicht konsistent umsetzbar, da hier nur ein

Ausfall in T und keine intraperiodischen Ausfille moglich sind.

Auch das in Abschnitt 3.2.3 behandelte First Passage Time-Modell von Zhou (2001a) ist nicht
direkt einsetzbar, da hier die Ausfallwahrscheinlichkeiten unter der physischen Wahrschein-
lichkeitsbelegung bestimmt werden. Eine entsprechende (approximative) Umrechnung der
First Passage Time-Ausfallwahrscheinlichkeiten wird im Rahmen des KMV-Modells vorge-

nommen. Hier lautet die Bewertungsgleichung

(174a) V9(0)=3Z e [1-RNPD(0,t)LGD] ,

wobei

(174b) RNPD(O,t)=2<I>{<I>I(PDgo’t)}r ”‘K/f} ,
(o2

Die Umrechung (171b) beruht dabei auf einem nicht verdffentlichten Resultat von Vasicek.


http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/14/2/555
http://www.moodyskmv.com/
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Die Marktrisikoprdmie (¢ —r)/o wird dann auf der Grundlage eines CAPM-Ansatzes ge-

wonnen, d.h. 4 —-r=Cov(R,,R,,) (¢, —r)/Var(R,,)

H-r _COV(RAaRM)_:uM —r

o Om Om

(175)

=pA.

Die Marktrisikopramie wird entsprechend empirisch bestimmt, zu weiteren Einzelheiten vgl.
etwa Crouhy et al. (2001, S. 383 f.), und ist zeitvariabel. Die physischen Ausfallwahrschein-
lichkeiten werden durch die in Abschnitt 4.3 behandelte Expected Default Frequency EDF
gemill des KMV-Ansatzes bestimmt.

Insgesamt konnen auf diese Weise ausfallbedrohte Bonds bewertet und damit auch Credit

Spreads quantifiziert werden. Nach Kealhofer (2003b) erweist sich diese Methodologie (mit

weiteren Verfeinerungen seitens KMV) als sehr Erfolg versprechend.

6.5 Bewertung in Intensititsmodellen

Im Weiteren wird angenommen, dass die Ausfallzeit 7 unter der Ausgangswahrscheinlich-
keitsbelegung P einem Intensititsmodell mit (zufallsabhidngiger) Intensitét /TP (t) und unter
,»der risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsbelegung Q einem Intensititsmodell mit Intensitét

ZQ (t) folgt. P und Q seien dquivalent, was darauf hinauslduft, dass fiir alle t >0 IP t>0

genau dann, wenn /TQ (t)> 0. Die risikoneutrale Ausfallwahrscheinlichkeit ist dann gemaf

(93) allgemein gegeben durch
T~

(176a) RNPD(t,T)=1-E, [exp(—jﬂQ (s) dsﬂ
t

und entsprechend die Uberlebenswahrscheinlichkeit unter Q durch

(176b) Q(t,T) =E, [exp(—}IQ (s)dsﬂ .


http://www.deifin.de/thema011.htm
http://www.moodyskmv.com/
http://cfapubs.org/faj/issues/v59n3/pdf/f0590078a.pdf
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Betrachten wir zunédchst den Fall des inhomogenen Poissonprozesses, d.h. einer zeitvariablen

deterministischen ~ Ausfallintensitit ~ A4,(t). Gemall  Abschnitt 3.3.1 gilt hierbei
T T

RNPD(t,T)=1- exp(— [ (8) ds) und Q(t,T) = exp(— [ 4o (S)ds) . Unterstellen wir die Un-
t t

abhingigkeit von 7 und {R(t)}, so gilt gemal Abschnitt 6.2.2 unter der Recovery of Trea-

sury-Annahme
(177) BY(t,T) = B(t,T){rC +(-rc) exp(—}lQ (s) ds)} .

Im Falle eines vollstindigen Ausfalls (rc =0) gilt damit

B(t,T) = E, [exp(—} R(s)dsﬂ exp(— }A(s)ds}
(178) t ‘

=E, [exp(— } R(s) + ;t(s)j ds} .

Die Bewertung des ausfallbedrohten Zerobonds lduft damit auf eine Diskontierung des um die
Ausfallintensitdt modifizierten Spot Rate-Prozesses R’(t) = R(t)+ A(t) hinaus. Die GroBe
A(t) quantifiziert den ausfallrisikoinduzierten Spread auf die Spot Rate. Der Fall A(t)=A41

(homogener Poissonprozess) wurde von Jarrow/Turnbull (1995) behandelt, die auch eine aus-

fiihrliche Analyse des zugrunde liegenden arbitragefreien Marktes vornehmen, man vgl. hier-

zu auch Cairns (2004, S. 208f.).

Im Falle einer deterministischen Zinsstruktur mit konstanter Zinsintensitdt r gilt in Speziali-

sierung von (177)

BY(t,T)=e"™" {rc +(1-rc)exp (—EAQ (s) dsj}

_ e fTD {1 —(-rc) [l —exp (—}/IQ (s) dsﬂ } .

Dies ist nun nach 4, (s) auflosbar und es gilt

(179)


http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=5992
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(180) YNE) :—% In[e"* ™ B(t,s)— rc] .

Bei Kenntnis der (beobachtbaren) ausfallbedrohten Zerobondpreise, der Zinsintensitit und der

Recovery Rate ldsst sich somit die risikoneutrale Ausfallintensitit wiedergewinnen.

Im Falle eines homogenen Poissonprozesses, d.h. 4,(t) = 4,, erhalten wir dariiber hinaus als

spezifische Preisgleichung

(181) BI(t,T)=e """V {rc+(1-rc)e "™}

Der risikoneutrale Intensitéitsparameter A, ldsst sich anhand dieser Beziehung rekonstruieren.

Auf dieser Basis kann dann empirisch leicht iiberpriift werden, ob die Annahme einer kon-

stanten (risikoneutralen) Ausfallintensitét realistisch ist.

Wie bereits in Abschnitt 3.3.1 dargelegt, sind die im Falle des inhomogenen Poissonprozesses
sich ergebenden Credit Spreads zwar zeitvariabel, empirische Credit Spreads haben aber dar-
iber hinaus einen irreguldren (zufallsabhéngigen) Charakter. Dies legt den Ansatz von Cox-

Prozessen fur die Ausfallintensitit nahe.

In diesem allgemeinen Kontext hat sich der Ansatz von Duffie/Singleton (1999) als sehr

fruchtbar erwiesen. Dieser beruht auf einer spezifischen Recovery of Market Value-Annahme.
Zum Defaultzeitpunkt =5 wird unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsbelegung Q

ein Loss Given Default L(S) in Termen des Marktwertes (unmittelbar vor Ausfall) realisiert.
Bei Annahme eines Ausfallprozesses mit stochastischer Ausfallintensitét 1 (t) unter Q resul-

tiert dann das folgende zentrale und elegante Pricing-Resultat:
T ~

(182) BY(t,T) = Eo [exp (— f[R(s) +L(s)4 (s)]dsﬂ .
t

Die Diskontierung erfolgt somit auf der Basis des modifizierten Spot Rate-Prozesses


http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss05/wt/skript/node15.html
http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/12/4/687.pdf
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(183a) R'(t)=R(t) + L) A(t) .

Die GroBie SP(t) = L(t)z (t) quantifiziert hierbei den ausfallrisikoinduzierten Spread auf die

Spot Rate. Die getroffene spezifische Recovery-Annahme ermdglicht im vorliegenden Kon-
text die Anwendung von Standardverfahren, vgl. hierzu etwa Albrecht/Maurer (2005, Ab-
schnitt 9.3.2), zur Quantifizierung der Zinsstruktur und besitzt damit eine Reihe von Umset-
zungs- und Anwendungsvorteilen. Letztlich wird aber hier ein Trade off zwischen einzelnen
Anforderungen an ein realistisches und gleichzeitig umsetzbares Modell vorgenommen. In der
konkreten praktischen Anwendung ist dabei darauf zu achten, welche Recovery-Annahme

realistisch ist. Duffie/Singleton (1999, S. 702 ff.) weisen aber darauf hin, dass in einigen von

ihnen analysierten Beispielfdllen die Unterschiede in den Modellergebnissen bei alternativer

Anwendung der Recovery of Face Value-Annahme nur gering sind.

Da der Spread SP(t) in (183a) in Produktform eingeht, kann auf empirischem Wege nicht oh-
ne weiteres ein Aufschluss iiber die beiden Bestandteile des Produkts erhalten werden. Inso-

fern ist es liblich, direkt die GroBe SP(t) zu spezifizieren.

Arbeitet man jedoch mit einer modellexogenen konstanten Recovery Rate bzw. einem ent-
sprechenden Loss Given Default, so bleibt dies auf der risikoneutralen Ebene erhalten und der

ausfallmodifizierte Spot Rate-Prozess reduziert sich auf

(183b) R'(t)=R(t)+L A(t) .

Geht man dariiber hinaus von einer Recovery Rate von rc =0 aus, so gilt L =1 und wir er-

halten als weiter reduzierten Ausdruck

(183¢) R'(t)=R(t)+A(t) .

Ein entsprechendes Modell wurde insbesondere in Lando (1998) betrachtet. Der Spot Rate-

Prozess R(t) und der Ausfallprozess konnen dabei des Weiteren einer Abhéngigkeitsstruktur

unterliegen. Betrachten wir hierzu ein Beispiel. Nehmen wir die Existenz von n Risikofakto-

ren X,(t),..., X, (t) an, die einem multivariaten Quadratwurzelprozess des Cox/Ingersoll/Ross-


http://rfs.oxfordjournals.org/cgi/reprint/12/4/687.pdf
http://defaultrisk.com/pp_model_09.htm
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Typus folgen. Wir nehmen weiterhin die Giiltigkeit der folgenden linearen Beziehungen an,
wobei X (t) = (X, (1),..., X, (1)):
(184a) R(t) =a,(t)+b, (t) X(t)

(184b) A(t)=a,(t)+b, (1) X (1) .

R(t) und 1 (t) sind dabei gegeben X(t)=Xx(t) bedingt unabhingig, auf unbedingter Ebene

aber durch ihre gemeinsame Koppelung an X(t) stochastisch abhingig.

Offenbar besitzt auch der Prozess R’(t)=R(t)+ A (t) eine Reprédsentation der Form
R"(t) = a(t) + b(t) X (t), d.h. eine affine Form in Bezug auf X(t). Es lisst sich nun zeigen, vgl.

hierzu etwa Duffie/Singleton (2003, S. 107), dass geeignete Koeffizienten
a(t,T), B(t.T), ay(t,T) und B,(t,T) existieren mit

(185a) BY(t,T) =exp[a, (t,T) + B, (t,T) X ()]

(185b) B(t,T)=expla(t,T)+ A(t,T)X®)] .

Entsprechend lésst sich fiir den Credit Spread auf Zerobondebene zeigen, vgl. wiederum

Duffie/Singleton (2003, S. 108), dass auch dieser in einer einfachen Beziehung zu X(t) steht,

niamlich

_ % (t,T)+ B (1, T) X(1)
(186) CS(t,T)= Tt

2

mit geeigneten Koeffizienten o (t,T) und S (1,T).

Die Struktur von (185b) stellt offenbar eine Verallgemeinerung der etwa in Albrecht/Maurer
(2005, Anhang 9E) betrachteten affinen Zinsstrukturen dar. Diese Verallgemeinerung ist nun
auch der Ausgangspunkt fiir weiterfilhrende Resultate. Dabei geht man aus von der Klasse der

affinen Diffusionsprozesse X (t), die durch die folgende Eigenschaft gekennzeichnet sind


http://www.pupress.princeton.edu/titles/7520.html
http://www.pupress.princeton.edu/titles/7520.html
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.
(187) Eo {exp {— [[2+ 24 X ()] du}eMX m} _ e+ AOX(W)
t

Dies kann wie folgt interpretiert werden. Ist der Spot Rate Prozess R(T) oder der ausfallmodi-
fizierte Spot Rate Prozess R’ (t) affin in X(t) und der zu bewertende Payoff in T exponentiell-

affin in X(t), so ist das Bewertungsresultat, d.h. das Integral gemal3 (16.187) exponentiell-affin
in X(t). Die Koeffizienten a(t) und F(t) ergeben sich als Losung einer gewohnlichen Diffe-

rentialgleichung, die in bestimmten Fillen explizit gelost werden kann, ansonsten aber nume-
risch zu l6sen ist. Im univariaten Fall und bei Betrachtung des Spot Rate-Prozesses R(t) sind
die Ornstein/Uhlenbeck-Prozesse nach Vasicek und Hull/White sowie der Quadratwurzelpro-
zess nach Cox/Ingersoll/Ross — vgl. hierzu etwa Albrecht/Maurer (2005, Anhiange 9E oder
16F) — Beispiele fiir die Existenz einer expliziten Losung. Im Kontext der Bewertung ausfall-
bedrohter Zerobonds ist gemaf (182) der Fall a=b =0 der relevante Ausgangspunkt fiir ent-

sprechende Analysen.

In der Literatur haben dabei die folgenden Zwei- bzw. Dreifaktormodelle groBBere Beachtung
gefunden. Im Zweifaktorfall betrachtet man die folgenden affinen Modelle fiir den Spot Rate-
Prozess R(t) bzw. den ausfallinduzierten Spread SP(t) = L(t)/T t)

(188a) R(t)=0,+9, X,(t)+0, X, (1)

(188b) SPM) =y, +7, X,(O)+y, X, (1),

im Dreifaktorfall geht man entsprechend aus von

(189a) R(t)=0,+9, X,(H)+0, X,(t)+; X,(1)

(189b) SPM) =y, +7, XD+, X,()+y; X (1) .

Die Prozesse X,(t) und X,(t) bzw. X, (1), X,(t) und X,(t) sind dabei jeweils entweder Va-

sicek-Prozesse oder Cox/Ingersoll/Ross-Prozesse. Es hat sich dabei die folgende Notation

eingebiirgert, vgl. etwa Dai/Singleton (2000) sowie Benkert (2004). Man betrachtet die Klas-



http://www.stanford.edu/~kenneths/daisjf.pdf
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sen  A,(2) oder im Dreifaktorfall A, (3), wobei m die Anzahl der X,(t) vom
Cox/Ingersoll/Ross-Typus angibt. So bedeutet etwa A (2), dass beide Faktoren im Zweifak-
tormodell vom Vasicek-Typus sind und A,(3), dass (0.B.d.A) X,(t) vom Vasicek-Typus ist
und (0.B.d.A.) X,(t) und X,(t) vom Cox/Ingersoll/Ross-Typus ist.

Sind die Prozesse X,(t) und X,(t) im Zweifaktormodell bzw. X (t), X,(t) und X,(t) im
Dreifaktormodell stochastisch unabhédngig, so ldsst sich, wie in Anhang 16F dargelegt, in ein-
facher Weise eine explizite Losung des Bewertungsproblems erreichen, indem man die ent-
sprechenden univariaten Ergebnisse fiir Vasicek bzw. Cox/Ingersoll/Ross in geeigneter Weise
miteinander multipliziert. Aber auch im Falle korrelierter Faktoren lassen sich entsprechende
Ergebnisse erzielen, vergleiche wiederum etwa Albrecht/Maurer (2005, Anhang 16F), nun

aber nurmehr auf numerischem Wege. Fiir eine Anwendung der Klassen A,(m) sowie A;(m)

auf den deutschen Kapitalmarkt verweisen wir auf Benkert (2004).

Auf einige weitere Literaturergebnisse, die breitere Beachtung gefunden haben, sei im Weite-

ren noch eingegangen.

Duffee (1998) dokumentiert das Bestehen eines inversen Zusammenhangs zwischen dem Ni-
veau des ausfallfreien Zinses und den Spreads ausfallbedrohter Unternehmensbonds relativ zu
Staatsanleihen. Dieses Phidnomen kann dadurch erkldrt werden, dass im Kontext niedriger
Zinsen sich die Wirtschaft eher in einem Konjunkturtal befindet und die Investoren eine ent-
sprechend hohere Kompensation fiir das Ausfallrisiko fordern. Duffee (1999) geht vor diesem
Hintergrund und im Kontext der zuvor dargestellten Modellklassen zweistufig vor. Zunachst

spezifiziert er ein Modell fiir die ausfallfreie Zinsstrukturkurve auf Basis des Ansatzes

(190a) R =a+ X,(t)+ X,(t) .

Dabei sind X,(t) und X,(t) unabhédngige Prozesse vom Cox/Ingersoll/Ross-Typus. Dieses

Faktormodell wird nun an empirische Daten angepasst. Hieraus resultiert ein negativer Wert
fiir « . Infolge der Datenlage ist Duffee (1999) nicht in der Lage, den exakten Wert fiir & zu

bestimmen und arbeitet im Weiteren mit o =—1. Insgesamt eroffnet er damit, obwohl X, (t)

und X, (t) vom Cox/Ingersoll/Ross-Typus sind, die Moglichkeit negativer Zinsraten. Nur auf


http://www.moodyskmv.com/research/whitepaper/Limiting_Loan_Loss_Probability_Distribution.pdf
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diese Weise kann er angesichts der im Beobachtungszeitraum herrschenden Zinsstrukturen,
die sowohl ,tief und flach* als auch ,,sehr steil* sind, eine geniigende Anpassungsgiite erzie-
len. Gegeben diese Anpassung, d.h. bei Fixierung des Parameters « , wihlt Duffee (1999) als

Ansatz fiir die Ausfallintensitdt von Unternechmen j nun
(190b) A1) = B+ A0+ By [X,O =X, (0]+ By [X, (=X, )] .

Dabei sind X,(t) und X,(t) die Faktoren aus dem Zinsstrukturmodell und X,(t) und X, (t)
die entsprechenden Stichprobenmittel. Auch der unternehmensspezifische Faktor Zj(t) wird

als CIR-Prozess angenommen, wobei dieser unabhéngig von X, (t) und X,(t) ist. Auch un-
tereinander sind die unternehmensspezifischen Faktoren unabhéngig. Die Korrelation zwi-

schen den Ausfallintensititen Zj (t) und der Spot Rate R, wird durch die gemeinsame Ab-

héngigkeit von den Faktoren X,(t) und X,(t) induziert. Die entsprechenden Sensitivititen

By und B, sind unternehmensspezifisch.

Da Ausfallintensitidt und Recovery Rate nicht separat voneinander geschitzt werden kdnnen,
wird die Recovery Rate exogen spezifiziert und einheitlich — basierend auf Durchschnittswer-

ten von Moody’s — als 44% angenommen.

Eine Weiterentwicklung der Vorgehensweise von Duffee (1999) bietet Driessen (2002), des-

sen Modellansatz im Folgenden noch skizziert sei.

Der Ansatz fiir den Spot Rate-Prozess R, erfolgt in erweiterter Form eines zweidimensiona-
len Prozesses (R,,V,), wobei V, ein (korrelierter) Faktor ist, der die Volatilitdt steuert. Dies

entspricht insoweit dem Ansatz von Duffie/Pedersen/Singleton (2003). Der Spreadprozess

SP(t) = LA (t) wird nun des Weiteren auf die folgende Weise modelliert (wobei wir uns auf

den Spezialfall zweier gemeinsamer Faktoren F, und F, beschrinken):

(191) SPj(t):aj +yy RO +7y Fz(t)+Gj(t)+ﬂrj R, +ﬂvjvt .
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Dabei sind F,(t) und F,(t) zwei gemeinsame Faktoren, die auf alle Unternehmen wirken und

G;(t) ist ein unternchmensspezifischer Faktor. Dabei folgen die Faktoren F, und F, sowie

die Faktoren G; jeweils unabhéngigen Prozessen des Cox/Ingersoll/Ross-Typus. Der Unter-

schied zum Ansatz von Duffee (1999) liegt neben der komplexeren Modellierung der ausfall-
freien Zinsstruktur in der Einfiihrung gemeinsamer ausfallbeeinflussender Faktoren. In einem
empirischen Vergleich beider Modelle merkt Yu (2003) an, dass diese Einfithrung von ge-
meinsamen ausfallbeeinflussenden Faktoren die Defaultkorrelationen in einem erheblichen
AusmalB ansteigen lisst und hierbei GroBenordnungen erreicht werden, die in Ubereinstim-

mung mit der Empirie stehen.

6.6 Bewertung in Migrationsmodellen

Die im vorstehenden Abschnitt behandelten Intensititsmodelle betrachten nur einen Ubergang
und zwar vom Nicht-Default-Zustand in den Default-Zustand. Migrationsmodelle beriicksich-
tigen zusitzlich die Ubergiinge zwischen einzelnen Ratingklassen k =1,...,K , wobei K =D
dem Defaultzustand entspricht. Die Klasse dieser Migrationsmodelle wurde begriindet durch

Jarrow/Lando/Turnbull (1997), auf deren Resultate wir im Folgenden eingehen werden. Auf-

grund der groBen Komplexitit der Vorgehensweise konnen wir dabei aber nur einige Haupt-

punkte skizzieren, wobei wir Cairns (2004, S. 209 ff.) folgen.

Die zeitabhiingigen Ubergangsintensititen unter der physischen (beobachtbaren) Wahrschein-

lichkeitsbelegung P seien gegeben durch 4;(t) und werden in einer Intensitédtsmatrix A(t)

zusammengefasst. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
(192) Py (t.8) = P[RA(s) = j [ RA(t) =1]
werden ebenfalls in einer Matrix [1(t,S) zusammengefasst.

Es gilt dann

(193) TI(t,S) = expﬁz\(u)du} ,


http://faculty.haas.berkeley.edu/duffee/rfs.pdf
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wobei exp(B):= E +i% B
k=1 K.

Unter der — als existent und eindeutig vorausgesetzten — risikoneutralen Wahrscheinlichkeits-

belegung existieren entsprechende Ubergangsintensititen /T,“- (t). Dabei sei /T,“- (t)>0 genau

dann, wenn /4;(t) >0, um die Aquivalenz der beiden Wahrscheinlichkeitsbelegungen zu ge-
wiihrleisten. Die risikoneutralen Ubergangsintensititen Z,j (t) definieren ihrerseits die Intensi-

tidtsmatrix 1~\(t) und damit die Ubergangsmatrix ﬁ(t,s) .

Wir definieren des Weiteren

A5®  fUr 2,0>0
sonst

(194) 4,0 ={i”' ©

Wir betrachten nun einen ausfallbedrohten Zerobond, der im Zeitpunkt T bei Nichtausfall
eine Geldeinheit zahle und bei Ausfall eine konstante Recovery Rate rc, d.h. es gilt das Mo-

dell (163). Nehmen wir noch an, dass der Ratingprozess {RA(t)} und der Zinsintensitétspro-
zess {R(t)} stochastisch unabhidngig voneinander sind, so ergibt sich als Bewertungsglei-

chung zum Zeitpunkt t, gegeben RA(t) =1:
(195) BY(t,T,i)=B(t,T) {I-(1-rc) Q[RA(T) =D |RA(t) =i]} .

Neben die fiir die Zinsstruktur relevanten Marktpreise des Risikos treten nun noch Marktprei-

se fiir das Kreditrisiko, die gegeben sind durch (1) . Es liegen somit fiir alle i+ D zeitab-
hingige Marktpreise des Kreditrisikos vor, und die Verbindung zwischen den beobachtbaren
Ubergangsintensititen 4;(t) und den fiir das Pricing relevanten Ubergangsintensititen Zu’ (t)

ist fir i # D gegeben durch

(196) A5 (0= ;) 251
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Zur Durchfiihrung der Bewertung gemif (195) sind somit die physischen Ubergangsintensiti-

ten 4;(t) sowie die Marktpreise des Kreditrisikos g4 (t) zu bestimmen. Eine groBere Proble-

matik stellen dabei die zeitabhingigen Marktpreise des Kreditrisikos dar. Hier werden regel-

miBig strukturelle Vereinfachungen vorgenommen, etwa g (t) = 4 (t) fir alle j und i= D

oder sogar (1) =g . Die entsprechende Bestimmung der Marktpreise des Kreditrisikos er-

folgt anhand von Marktpreisen fiir ausfallfreie und ausfallbedrohte Zerobonds auf der Grund-
lage der Bewertungsgleichung (195). Beispiele fiir eine entsprechende empirische Identifizie-
rung finden sich etwa in Cairns (2004, S. 214 ff), Jarrow/Lando/Turnbull (1997, S. 501 ff.)
und Wingenroth (2004, S. 183 ff.).

Verallgemeinerungen des Jarrow/Lando/Turnbull-Ansatzes bieten etwa Arvanitis/Gregory/
Laurent (1999), Demchak (2000) sowie Kijima/Komoribayashi (1998). Hinsichtlich der bei-
den ersteren Modellansitze vergleiche auch im Uberblick Wingenroth (2004, S. 189 ff)).
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7 Kreditderivate
7.1 Uberblick iiber Kreditderivate

Ein Kreditderivat ist ein Finanzkontrakt, der es den Vertragsparteien erlaubt, das Kreditrisiko
bzw. Bestandteile des Kreditrisikos (Ausfallrisiko, Migrationsrisiko) eines oder mehrerer Re-
ferenzschuldner zu isolieren und damit handelbar zu machen. Kreditderivate sind dabei bis-
lang ausschlieSlich OTC-Produkte oder existieren in Verbindung mit Schuldtiteln. Im Fol-
genden gehen wir auf die wesentlichen Basisvarianten von Kreditderivaten ein und beginnen
hier mit dem Credit Default Swap. Hinsichtlich komplexerer (,,exotischer*) Kreditderivate

verweisen wir an dieser Stelle auf Posthaus (2005).

7.1.1 Credit Default Swap

Der Risikotransfer bei einem Credit Default Swap (CDS) gestaltet sich derart, dass der Risi-

koverkaufer (Risk Seller, Protection Buyer) gegen die Zahlung einer Priamie fiir einen festge-
legten Zeitraum das Recht erwirbt, vom Risikokaufer (Risk Buyer, Protection Seller) bei Ein-
treten eines vertraglich fixierten Kreditereignisses (Credit Event) bezogen auf einen Refe-
renzwert (Underlying) eine Ausgleichszahlung zu erhalten. Abbildung 17 illustriert zunachst
die Grundstruktur eines CDS.

Priamie
Risikoverkaufer > Risikokdufer
(Protection Buyer) D R ettt (Protection Seller)
Bei Kreditereignis:
Ausgleichszahlung

Abb. 17: Grundstruktur eines Credit Default Swap

Grundsitzlich sind die Kreditereignisse von den Vertragsparteien frei vereinbar, etwa Insol-
venz, Zahlungsverzégerung, Ratingherabstufung (Downgrade) oder Umschuldung. Ublicher-
weise wird der CDS mit Eintritt des definierten Kreditereignisses terminiert. Die Pramienzah-

lung erfolgt entweder einmalig im Voraus (upfront) oder periodisch nachschiissig iiber die


http://www.deutsche-bank.de/lexikon/1606_ENG_HTML.html
http://www.hfb.de/Dateien/Arbeitsbericht13.pdf
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http://www.bundesbank.de/download/volkswirtschaft/mba/2004/200412mba_cds.pdf
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Laufzeit, ldngstens aber bis zum eventuellen Eintritt des Kreditereignisses. Sie wird in der
Regel in Basispunkten des Nominalwertes der Forderung ausgedriickt. Das Underlying kann
dabei eine einzelne Forderung oder ein Korb von Forderungen sein. Die Ausgleichszahlung
schlieBlich kann marktorientiert (etwa: Ausgleich der Differenz zwischen Nominalbetrag und
Marktwert der Forderung nach Default) oder pauschal definiert sein (etwa: 30% des Nomi-
nalbetrages der Forderung) und erfolgt liblicherweise via Cash Settlement. Alternativ erfolgt

eine Lieferung des Basistitels par.

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel zum CDS.

Beispiel: (Credit Default Swap)

Am 01. Mirz 2005 treten zwei Parteien ein in einen flinfjdhrigen CDS iiber einen Nennwert
von 100 Mio. EUR. Die als Referenzwert zugrunde liegende ausfallbedrohte Anleihe weise
ebenfalls einen Nominalwert von 100 Mio. EUR auf. Der Risikoverkédufer zahlt eine jahrli-

che Pramie von 90 Basispunkten fiir den Ausfallschutz.

Tritt kein Default wahrend der Laufzeit ein, so erhilt der Risikoverkdufer keine Ausgleichs-
zahlung und zahlt jeweils am 01. Marz 2006, 2007, 2008, 2009 und 2010 eine Risikoprdmie
in Hohe von 900.000 EUR.

Alternativ falle der Referenzwert zum 01. September 2008, d.h. nach 3,5 Jahren aus. Im
Falle eines physischen Settlement erhélt der Risikokdufer die Anleihe und entrichtet hierfiir
den urspriinglichen Nennwert in Héhe von EUR 100 Mio. Im Falle eines Cash Settlement
wird eine vorab vereinbarte Anzahl von Tragen (Grace Period) nach dem Ausfallereignis
abgewartet. Ist an dem vereinbarten Datum der Marktwert der Anleihe auf 40 Mio. EUR

gesunken, so leistet der Risikokdufer eine Ausgleichszahlung in Hohe von EUR 60 Mio.

In beiden vorstehenden Féllen zahlt der Risikoverkdufer Pramien in Hohe von 900.000 EUR
am 01.03.2006, am 01.03.2007 und am 01.03.2008. Ferner leistet er eine anteilige Pramien-
zahlung in Hohe von EUR 450.000 am 01.09.2008.

Im Standardfall dienen als Referenzwerte meist Anleihen, da hier die Bewertung im Fall einer

Zahlungsstorung deutlich einfacher ist als bei einem Kredit. Des Weiteren wird hierbei als


http://www.bundesbank.de/download/volkswirtschaft/mba/2004/200412mba_cds.pdf
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Credit Event iiblicherweise die Zahlungsunfiahigkeit verwendet. Vom Nominalwert (Par-
Preis) der Anleihe wird dabei entweder der Marktwert nach Kreditereignis oder der Recovery-
Wert abgezogen. Bei einem Digital Default Swap wird hingegen bei Ausfall ein fester Betrag
gezahlt. Der Vorteil hierbei liegt in der Trennung von Ausfallwahrscheinlichkeit und Recove-

ry Rate.

7.1.2 Credit Spread-Produkte

Wihrend ein CDS direkt an einem definierten Kreditereignis ansetzt, ist der Ausgangspunkt
fiir Credit Spread-Produkte der Zinsspread (typischerweise) einer Anleihe gegeniiber einer
quasi-risikolosen Anleihe im Falle von Festzinstiteln oder aber gegeniiber den Referenzzins-
sidtzen LIBOR bzw. EURIBOR im Falle von variabel verzinslichen Titeln. Ein zentrales Bei-
spiel hierfiir ist der Credit Spread Put (CSP). Wird der Spread hierbei gro3er als der verein-
barte Ausiibungspreis (Basisspread), so kann die Option ausgeiibt werden. Als Ausgleichs-
zahlung erfolgt im Falle der Ausiibung die (positive) Differenz zwischen dem Spread bei Aus-
iibung und dem Basisspread (multipliziert mit dem Nennwert sowie gegebenenfalls einem

Gewichtungsfaktor wie der Restlaufzeit oder der Duration), mithin

(197) Ausgleichszahlung
= max {(Zinsspread — Basisspread ) x Gewichtungsfaktor x Nennwert, 0}.

Die Ausiibung kann dabei nur am Ende der vereinbarten Laufzeit (Européischer Typ), zu vor-
ab definierten Zeitpunkten (Multi-Europdischer Typ) oder aber wihrend der gesamten Lauf-
zeit (Amerikanischer Typ) erfolgen. Die Abbildungen 18 und 19 illustrieren die Grundstruk-
tur eines CSP sowie das resultierende Gewinn/Verlust-Diagramm (unter Vernachldssigung

von Nominalbetrag und Gewichtungsfaktor).


http://boersenlexikon.faz.net/libor.htm
http://boersenlexikon.faz.net/euribor.htm

Putprdmie in bp

Verkéufer CSP
(Protection Seller)

Kéaufer CSP >
(Protection Buyer) D et
Ausgleichszahlung bei
Spread > Basisspread

Abb. 18: Grundstruktur eines Credit Spread Put

4 Gewinn/Verlust

Basisspread

»

A

. Optionspramie /

Zinsspread in bp

Abb. 19: Gewinn/Verlust-Diagramm des Kéufers eines Credit Spread Put
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Im Falle des Credit Spread Put profitiert der Kéufer von einer Ausweitung des Zinsspreads

(Spread Widening Risk), welcher auf der anderen Seite einhergeht mit einem Kursverlust der

zugrunde liegenden Anleihe. Somit beinhaltet der CSP einen Schutz gegen einen spreadindu-

zierten Kursverlust des Basistitels.

Oftmals wird beim CSP eine Knock out-Grenze in Hohe eines maximalen Zinsspread verein-

bart. Damit kann sichergestellt werden, dass nur das Spreadrisiko transferiert wird, nicht aber

das Ausfallrisiko.

Neben dem Credit Spread Put zéhlen entsprechend Credit Spread Calls, Credit Spread For-

wards und Credit Spread Swaps zu den Credit Spread-Produkten.
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7.1.3 Total Return Swap

Bei einem Total (Rate of) Return Swap (TRS) wird im Unterschied zu den bisher dargestellten

Kreditderivaten nicht nur das Kreditrisiko, sondern auch das Marktwertrisiko iibertragen. Ins-
gesamt zahlt der Risikoverkdufer (Total Return Payer) den (positiven) Total Return (Kupons
und Marktwertsteigerungen) auf ein festgelegtes Referenzasset an den Risikokdufer (Total
Return Receiver)und erhilt dafiir LIBOR-Zahlungen (plus/minus einen Aufschlag) sowie im
Falle von Marktwertverlusten den entsprechenden Ausgleich. Dadurch iibertrigt er neben dem
Marktwertrisiko aufgrund reiner Zinsdnderungen auch das Bonitétsrisiko des Referenzassets

an den Risikokdufer. Die Grundstruktur eines TRS wird in Abbildung 20 illustriert.

Wahrend der Laufzeit
LIBOR + Spread
) _—
Total Rate Receiver Total Rate Payer
(Risikokéaufer) Kupons (Risikoverkéaufer)
Referenz-
wert
Am Ende der Laufzeit
Marktwertverlust
' _
Total Rate Receiver Total Rate Payer
(Risikokaufer) (Risikoverkéufer)
‘—
Marktwertsteigerung

Abb. 20: Grundstruktur eines Total Return Swap

Beim Ausfall des Referenzassets endet der TRS vorzeitig und es erfolgt eine Abschlussaus-
gleichszahlung bzw. eine Ubergabe des Referenzassets selbst gegen Zahlung des Nominalbe-

trags.
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7.1.4 Credit Linked Notes

Bei den bisher dargestellten Produkten wird zwar das Kreditrisiko des Referenzwertes veran-

dert, jedoch entsteht nun ein Kontrahentenrisiko mit dem Partner des Derivategeschéfts. Eine

Credit Linked Note (CLN) ist eine Anleihe, in die ein Kreditderivat eingebettet ist. Infolge der
Vorleistung des Emissionsbetrags der CLN durch den Risikokdufer an den Emittenten der
CLN (Risikoverkdufer) wird neben dem durch das Kreditderivat transferierte Kreditrisiko

auch das aus dem Derivatkontrakt resultierende Kontrahentenrisiko tibertragen.

Je nach eingebettetem Kreditderivat werden unterschiedliche Varianten von CLN generiert,

wie Abb. 21 verdeutlicht.

Credit Linked Note
|
| |
Varianten Eingebettetes Derivat
Credit Default Note Credit Default Swap
Credit Spread Note Credit Spread-Produkt
Total Return Linked Note Total Return Swap

Abb. 21: Varianten von Credit Linked Notes

Im Weiteren erdrtern wir die Konstruktion einer CLN am Beispiel der Credit Default Note

(CDN). Der Risikokéufer (Investor) erhilt hierbei vom Emittenten der CDN gegen Zahlung
eines Nominalbetrags (Emissionsbetrags) eine in der Regel variable Verzinsung erhéht um
eine risikoaddquate Pramie. Die Tilgung der CDN ist nun abhidngig vom Eintritt eines Kredit-
ereignisses. Tritt dies nicht ein, so wird der Nominalbetrag zuriickgezahlt. Tritt das Krediter-
eignis (typischerweise: Kreditausfall) ein, wird hingegen nur der Nominalbetrag abziiglich

einer Ausgleichszahlung erstattet. Abbildung 22 illustriert diese Grundstruktur einer CDN.
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~ Nominalbetrag
Risikoverkdufer Risikokaufer
) LIBOR + Spread
(Emittent CDN) prea > (Investor)
_______ '_ —— e —————— _>
Nominalbetrag

evtl. minus Ausgleichszahlung

Abb. 22: Grundstruktur einer Credit Default Note

7.2 Zur Bewertung von Kreditderivaten

Wir beschrinken uns an dieser Stelle auf die Bewertung eines Credit Default Swap, wobei wir
zu lllustrationszwecken vereinfachend von einer zeitdiskreten Modellumgebung ausgehen

und das Kontrahentenrisiko (Ausfall des Kontraktpartners) vernachldssigen.

Alle weiteren Uberlegungen finden unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsbelegung Q
statt und unterstellen eine Unabhéngigkeit von Spot Rate-Prozess {R(t)} und Ausfallzeit 7 .
Wir gehen aus von den Zahlungszeitpunkten t; =ih (i =0,...,n) und nehmen vereinfachend
an, dass ein Default nur zu den Zeitpunkten t,,...,t, (oder spéter) stattfinden kann. Damit ar-

beiten wir mit dem gestutzten (curtate) Ausfallzeitpunkt 7, und es gilt dabei

C

7, =t <, <7 <t in Termen der ungestutzten Ausfallzeit z . Hieraus folgt

(198) Q. =) =Q(0,5,) - Q(0,%;) .

Ferner nehmen wir an, dass zum Zeitpunkt 7 der Risikoverkdufer eine Ausgleichszahlung in

Hohe von (1-rc)N =LGD - N erhélt, d.h. wir unterstellen die Recovery of Par-Hypothese

mit einer deterministischen Recovery Rate.


http://www.hfb.de/Dateien/Arbeitsbericht13.pdf
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Fir den Wert der Ausgleichszahlung gilt dann LGD-N -E, [exp(—}R(s) dsﬂ. Nach dem
0

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt nun

Eq {exp (— (j) R(s)dsﬂ >

n

> Eq {exp (—} R(s) dsﬂ Q(z, =t;)

i=1

E, [exp(—]R(s)dsj k2 :ti}Q(rc =t,)

Z B(Oat| ) [Q((),ti—l ) - Q(0>t| )] .
i=l
Damit ist eine Bewertung der Zahlung des Risikokdufers gelungen und es gilt
(199) Ve (0)=LGD-N - > B(0,5) [Q(0.,t_,) - Q(0,t;] .
i=1

Auf der anderen Seite zahlt der Risikoverkdufer eine Primie 7., N zu den Zeitpunkten
t,,....t,, aber — gemél der in Abschnitt 7.1.1 dargestellten Konvention letztmals im Zeitpunkt
7., wenn 7 <t . Fiir den Wert in t = 0 einer Zahlung der Hohe eins zum Zeitpunkt t; gilt da-
mit unter Q die Bezichung B(t,,t;)Q(0,t,_;) und damit ergibt sich insgesamt die Bewertung

der Zahlungen des Risikoverkédufers zu
(200) Viy (0) = 755 N D B(0,1)Q(0,t;,_)) .
i-1
Insgesamt erhalten wir damit fiir den fairen Wert der Prdmienzahlung

> B(0,) [Q(0.t_,) -~ Q(0.t,)]
eps = LGD 42!

n

Y B(0.t) Q0.1 )
(201) 'n:‘

>B(0.1) Q1)
SBO.L) QL) |

i=1

=LGD|1-


http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Bayes
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Hinsichtlich der Bewertung eines Credit Default Swap unter realistischeren Modellumgebun-
gen sowie der Bewertung von Kreditderivaten im Allgemeinen verweisen wir an dieser Stelle
abschlieBend auf Bluhm et al. (2003, S. 216 ff.), Duffie/Singleton (2003, S. 178 ff.), Grundke
(2003), Schonbucher (2003, S. 61 ff.) sowie Schénbucher (2005).
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Anhang A: Erweiterung des Credit Risk*-Basismodells

Als zwei zentrale Probleme fiir die empirische Validitdt des in Abschnitt 4.2 dargestellten
Credit Risk™-Basismodells erweisen sich die Annahme einer Poissonverteilung fiir die De-
faultvariablen der einzelnen Exposurebinder sowie die Annahme der stochastischen Unab-

hiangigkeit zwischen den Risiken der Exposurebander.

Zur Uberwindung dieser Probleme arbeiten wir mit der in Abschnitt 3.1.3 behandelten Kon-
zeption der gemischten Poissonverteilung. Wir nehmen zu diesem Zwecke die Existenz von
n stochastisch unabhédngigen Einfluss- bzw. Hintergrundfaktoren X,,..., X, an. In einem ers-
ten vereinfachenden Schritt wird dabei davon ausgegangen, dass jedes Kreditrisiko nur von
einem der Hintergrundfaktoren beeinflusst wird. Das Kreditportfolio ldsst sich entsprechend
in n Segmente oder Sektoren unterteilen, wobei alle Risiken eines solchen Sektors jeweils

nur von einem einzelnen Hintergrundfaktor beeinflusst werden. Dabei werde Sektor j nur
von X; beeinflusst (j =1,...,n). In praxi kann man in dieser Situation auch umgekehrt vorge-

hen und das Kreditportfolio in Abhédngigkeit von Geschiftsbereichen, Regionen, Bonitit, u.4.
in n Segmente unterteilen und dabei annehmen, dass jedes Segment nur von einem Hinter-

grundfaktor beeinflusst wird.

Die Hintergrundfaktoren folgen dabei jeweils einer Gammaverteilung

(A.la) X, ~Gamma(a,,b,)
mit
(A.1b) a = /oy, bo=oylp .

In diesem Falle gilt:

(A.2a) E(X\) =ab =4

(A.2b) Var(X,)=ab; =0, .


http://www.csfb.com/institutional/research/credit_risk.shtml
http://www.csfb.com/institutional/research/credit_risk.shtml
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Wir betrachten nun die DefaultgroBe D, , die die Anzahl der Ausfille in Sektor k (k =1....,n)

erfasst und nehmen an (n=0,1,...)

n

(A.3) P(D, =n|X, =4) =We‘}“ .

Bedingt auf die Hintergrundvariable folgt somit D, einer Poissonverteilung. Gemif den Er-
gebnissen des Abschnitts 3.1.3 ist dann die unbedingte Verteilung von D, eine negative Bi-

nomialverteilung.

Im Einzelnen gilt [p, =b, /(1+b,)]

n+a, -1 a i
(A.4) P(D,=n= (1=P)™ Py
n
sowie
(A.5a) E(D)=ab =
0_2
(A.5b) Var(Dk):E(Dk)(1+bk):/,1{1+—k}:,uk+0'k2 .
k

Da der Defaultindikator D, eine empirisch beobachtbare Zufallsgrofle ist — er erfasst die An-
zahl der Austfille im Segment Kk des Kreditportfolios — sind damit die Parameter x4, sowie o,

und damit a, sowie b, bzw. p, statistisch identifizierbar.

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von D, ist gegeben durch

(A.6) Go, (2) = (11__%] .
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Wie im Basismodell wird nun jeder Sektor k in Exposurebdnder unterteilt, es ergeben sich

dabei m, Exposurebdnder. Es bezeichne V,; das einheitliche Exposure (als Vielfaches des

Standardausfallbetrags E) der Kreditrisiken des i-ten Exposurebands in Sektor k. Verbunden

mit diesem Exposureband ist eine mittlere Anzahl von Ausféllen g, dabei gilt g, = 1, .

Wir definieren nun die Funktion

(A7) F(2) == S 2%

Hy i=1

Diese Funktion entspricht der erzeugenden Funktion der Ausfallhéhe in Sektor k gegeben
einen Ausfall in Sektor k. Unter der Annahme unabhéngiger Hintergrundfaktoren X,,..., X,

ergibt sich dann insgesamt als wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion des (normierten) Port-

folioverlustes LN:

IR TENE
G\ (2)=E[z ]_kl_—ll[l—kak(z)j '

Wie bereits im Basismodell ldsst sich auch in diesem Falle eine Rekursionsbeziehung fiir
P(LN = n) ableiten. Die beschriebene Vorgehensweise beinhaltet zunédchst eine realistischere
Ausfallverteilung pro Risikosegment. Infolge der gemeinsamen Abhéngigkeit von Faktor X,
sind alle Risiken in Sektor K korreliert. Aufgrund der Unabhingigkeit der Faktoren sind aber
die Risiken aus unterschiedlichen Sektoren ebenfalls unabhingig. Eine weitere Verallgemei-
nerung besteht nun darin anzunehmen, dass die Hintergrundfaktoren X,,..., X, auf alle Sekto-
ren simultan wirken und sich die Ausfallintensitit eines Einzelrisikos als gewichtete Summe
von faktorspezifischen Ausfallintensititen ergibt. Auch in diesem Fall existiert nach wie vor

eine Rekursionsbeziehung zur Bestimmung von P(LN = n), vgl. etwa LehrbaR et al. (2001, S.

300 f)



http://www.gloriamundi.org/picsresources/flibrt.pdf
http://www.gloriamundi.org/picsresources/flibrt.pdf
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Anhang B: Diversifikation idiosynkratischer Risiken im Einfaktormodell

Wir betrachten ein Kreditportfolio der (variablen) GroBe n, d.h. das Portfolio besteht aus n

Schuldnern, mit der (relativen) Verlustvariable L, gegeben durch
(B.1) L,=>h"1;D; .
j=1
Dabei bezeichne wie tiblich D; den Defaultindikator von Schuldner j, |; den als determinis-

tisch angenommenen Loss Given Default im Falle des Schuldners j sowie hj(") den Anteil des

Exposure at Default von Schuldner j am EAD des Portfolios, d.h.

(B.2) hi" = nEAi .
i; EAD,

Es gilt 0<h{” <1 und jzn;h}”) =1.

Wir treffen nun die folgende Annahme:

(B.3) !gn;ng(h;“>)2 -0 .

Diese Annahme kennzeichnet die so genannte Granularitat des Portfolios. Sie ist beispiels-

weise erfiillt, wenn gilt h}”) =1/n, d.h. alle individuellen Kreditexposures sind gleich grof3.

Hinreichend ist aber auch die Bedingung lim max h}") =0. Intuitiv besagt die letztere Bedin-
n—w j

gung, dass der Exposureanteil des jeweils groften vergebenen Kredits bei wachsender Portfo-
liogroBe gegen null geht. Unter der Bedingung (B.3) ldsst sich nun die folgende Schlussfolge-

rung ziehen:

(B4) tim e ([C, - L, 12)])=0
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Es liegt somit eine Konvergenz im quadratischen Mittel vor. Ein Beweis dieser Aussage fin-
det man in Huschens/Vogl (2002, S. 295). Dabei gilt diese Aussage fiir eine beliebige Varia-
ble Z, auf die bedingt wird, d.h. unabhédngig von der Giiltigkeit der Einfaktorstruktur (25).

Setzt man im Spezialfall das Einfaktormodell (25) voraus, so ist mit Z = F die GroB3e
E(En | F) als bedingter Erwartungswert des relativen Portfolioverlusts, gegeben den systema-

tischen Faktor F, zu interpretieren.

Fiir groB3e Portfolien gilt somit grob gesagt

(B.5) L ~E(L,2),
wobei das Ungeféhrzeichen ~ sich sowohl auf den Abstand von L, und E (En | Z) im quadra-

tischen Mittel bezieht, als auch — da aus der quadratischen Konvergenz stets die Verteilungs-
konvergenz folgt — auf den punktweisen (,,fiir jedes x*) Abstand der Verteilungsfunktion von

L, und E(L, |2).

Eine umfassende Analyse der Eigenschaften von L, | F im Kontext von Faktormodellen bie-

tet Gordy (2003). Gordy lasst dabei auch zufallsabhéngige Loss Given Default-Variable zu

und leitet eine Korrekturformel fiir das notwendige Kapital fiir endliche Portfolios her.

Abschlielend sei noch festgehalten, dass mit L, = > |, EAD, D, fiir endliche Portfolios auf

j=1

der Basis von (B.5) und Z = F auch gilt
(B.6) L ~E(L|F).

da hierzu auf beiden Seiten von (B.5) lediglich mit Y EAD, durchmultipliziert wird.


http://www.defaultrisk.com/pp_super_19.htm
http://www.defaultrisk.com/pp_super_19.htm
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