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Zusammenfassung

Dieser Diskussionsbeitrag kommentiert Giiths axiomatische Begriindung der
Zweit—Preis-Auktion. In diesem Zusammenhang wird auch Giiths umfangrei-
che Analyse der A-Auktion durch eine einfache und anschaulich interpretier-
bare Losung ersetzt.

This paper comments on a contribution by Giith. Its purpose is twofold: to
introduce a simple and easy to interpret solution of the A-auction, which may
replace Giiths lengthy proof, and to discuss and reject Giiths normative defense
of the second-price auction.
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1 Einleitung

In seinem Aufsatz {iber “Preisregeln fiir Auktionen und Ausschreibungen:
Eine ordnungspolitische Analyse” hat Giith [1995] kiirzlich eine axiomatische
Begriindung der Zweit—Preis-Auktion vorgelegt. Diese Begriindung beruht al-
lein auf zwei Anforderungen: Anreizkompatibilitdit und Neudfreiheit. Neben
der ordnungspolitischen Diskussion geeigneter Auktionsregeln nimmt die ma-
thematische Losung der A-Auktion in Gliths Aufsatz breiten Raum ein.

Auf den ersten Blick ist Giiths Begriindung der Zweit—Preis Auktion iiber-
raschend. Bei genauer Betrachtung stellt sich jedoch heraus, dafl Gliths Anfor-
derungen der Neidfreiheit und der Anreizkompatibilitdat von iiblichen Sprach-
regelungen abweichen und insgesamt nicht {iberzeugen. Dies zeigt sich nicht
zuletzt daran, daf sie genau die Auktionsregeln eliminieren, die in der Wirt-
schaftspraxis am hiufigsten beobachtet werden, und die in einer Vielzahl von
Rahmenbedingungen vorteilhaft sind.

Der vorliegende Beitrag dient der Diskussion von Giiths Thesen. Dariiber-
hinaus wird eine duflerst einfache mathematische Losung der A— Auktion préasen-
tiert. Die Beweisfithrung verwendet nur elementare Uberlegungen, erspart
umfangreiche mathematische Umformungen und vermittelt zugleich eine an-
schauliche 6konomische Interpretation.

Der Beitrag beginnt mit der Lésung der A-Auktion und einem Vergleich
mit gangigen Auktionen (Abschnitt 2). Es folgt eine Diskussion von Giiths
ordnungspolitischen Empfehlungen (Abschnitt 3). Der Beitrag schliefit mit
kritischen Bemerkungen zu seinem Konzept der Neidfreiheit (Abschnitt 4).

2 Einfache Losung der \—-Auktion

Ahnlich wie bei Giith sei die Gebotsfunktion eines Bieters mit t(v), die indi-
viduelle Bewertung des versteigerten Guts mit v und die Anzahl der Bieter
n > 2 bezeichnet. Jeder Bieter hat private Information iiber seine Bewer-
tung. Die unbekannten Bewertungen sind identisch und unabhéngig verteilte,
stetige Zufallsvariablen V' mit dem Tréager [0, 1] und der Verteilungs— und Dich-
tefunktion F'(v), f(v) := F'(v). Zufallsvariablen werden mit Grofibuchstaben
gekennzeichet. Ohne Finschrankung der Allgemeinheit wird ein symmetrisches
Gleichgewicht mit strikt monoton zunehmender Gebotsfunktion vorausgesetzt.

Die A-Auktion ist durch zwei Regeln gekennzeichnet: 1) der héchste Bieter
bekommt den Zuschlag; 2) der Gewinner bezahlt eine konvexe Linearkombi-
nation aus hochstem und zweithochstem Gebot. Regel 2) kann man auch als
Preissetzung mit Zufallszug interpretieren.

Der Bieter mit der héchsten Bewertung erhilt den Zuschlag. Er zahlt das
(1 — X)—fache seines eigenen (also des hochsten) Gebots £)(v) und das A—fache



filename: auc-lmb.tex 2

des zweithochsten Gebots. Die Zufallsvariable Preis ist daher!
P/\ = (1 — )\)t/\(‘/(n)) —|— )\t/\(‘/(n_l)), )\ - [0, 1) (1)

Die folgende einfache Losung der A—Auktion beginnt mit einer v6llig un-
technischen und anschaulich interpetierbaren Losung der gleichgewichtigen er-
warteten Zahlung des Gewinners. Daraus folgen, in wenigen Schritten, die
gleichgewichtigen Auszahlungen und, am Ende der Kette, die gleichgewich-
tige Gebotsfunktion.? Der Beweis verwendet ein allgemein bekanntes Ergebnis
tiber die Zweit—Preis-Auktion.

Aufgrund der strikten Monotonie der gleichgewichtigen Gebotsfunktion
betrégt die Wahrscheinlichkeit des Zuschlags

p(v) := Pr{t\(Viu_ny) < ta(v)} = Pr{ V(1) < v} = F(v)" " (2)

Lemma 1 (Erwartete Zahlung des Gewinners) [Im Gleichgewicht ist der
bedingte Erwartungswert der Zahlung des Gewinners, Z(v) := (1 — AN)t\(v) +
AE[EA(Vin=1y) | Viny = v], gleich dem bedingten Erwartungswert der zweithéchs-
ten Bewertung (also unabhdingig von \)

Z(v) = EViu_1y | Viny = 0], fiir alle v. (3)

Beweis Man betrachte einen Bieter mit der Bewertung v, der in der A-Auktion
gegen rivalisierende Bieter antritt, die alle die Gleichgewichtsstrategie £,(V)
spielen. Da das Gebot t)(v) die beste Antwort des Bieters sein muf, darf es
auch kein von f,(v) abweichendes Gebot geben, das eine hohere Auszahlung
einbringt. Was fiir alle abweichenden Gebote gilt, mufy auch fiir die speziellen
abweichenden Gebote t)(x), v # v gelten. Daher muf} die Funktion ¢,(v), resp.
die Funktion Z(v), folgenden Anforderungen geniigen

v € arg max plx) (v —Z(x)), firalle v, (4)

mit £,(0) = 0 resp. Z(0) =0 (Anfangsbedingung).
Nach Anwendung der Transformation E(v) := p(v)Z(v) ist diese Anforde-
rung durch die Differentialgleichung

£v) = o(v), mit E(0) =0, (v):=v(v). (5)

!Man ordne die n identisch und unabhingig verteilten Zufallsvariablen Vi, V5... V,
in aufsteigender Ordnung und schreibe sie als V1) < Vo) < ... V(). V() heillit “r-te
Rangstatistik”; V(1) ist die niedrigste und V,) die hochste Bewertung aus der gegebenen
Stichprobe der Gréfle n.

2Giith geht in umgekehrter Reihenfolge vor und ermittelt zuerst die gleichgewichtige
Gebotsfunktion und daraus den erwarteten Gewinn. Seit Riley und Samuelson [1981] ist
jedoch bekannt, dafl man symmetrische Auktionsspiele in der Regel wesentlich einfacher
16sen kann.
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beschrieben, die offensichtlich eine eindeutige Lésung hat.? Deshalb hat auch
Z(v) genau eine Losung.

Zum Vergleich betrachte man nun die Zweit—Preis-Auktion und bezeichne
die gleichgewichtige, erwartete Zahlung des Gewinners mit W (v). Bekanntlich
ist das “wahre Bieten”, t(v) = v, bei der Zweit—Preis-Auktion eine schwach
dominante Strategie. Wenn die Bieter dominante Strategien spielen,* dann
muf} also W(v) die zu (4) analoge Anreizkompatibilitdtsbedingung

v € arg max plx) (v —W(x)) (6)

mit der Anfangsbedingung W(0) = 0 erfiillen. Der Bieter mit der hochsten
Bewertung erhilt dann den Zuschlag und bezahlt die zweith6chste Bewertung,
Vin-1y. Deshalb gilt W(v) = E[V(,_1) | V(n) = v].

Die Anforderungen an die Funktionen W(v) und Z(v) sind identisch. Des-
halb haben W{(v) und Z(v) auch identische Losungen. Also folgt (3). ]

Bemerkung 1 Selbstverstindlich kann man die Behauptung (3) auch, mit et-
was Technik, durch Ausrechnen beweisen. Integration von (5) ergibt E(v) =
Jo €' ()dy + £(0) = [ yp'(y)dy, resp. Z(v) = 05 [§ yp'(y)dy. Nach Einset-
zen der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen Vi,_q) folgt®
Z(v) =I5 Y Iy Vimy=o(y)dy =2 E[Vinry | Vi) = v].

Satz 1 (Auszahlungen) Im Gleichgewicht betragen die “erwartete Auszah-
lung” eines Bieters (U) und der “erwartete Gewinn” des Verkiufers (11)

U(v) = p(v) (v = Z(v)) (7)
=nE[p(V)Z(V)]. (8)

Alle diese Werte sind unabhingig von \.

Beweis U(v) folgt aus der Definition der Auszahlungsfunktion eines Bieters.
Man betrachte einen Bieter mit der Bewertung v. Dessen Erwartungswert der
Zahlung an den Verkaufer betragt p(v)Z(v). Aus der Sicht des Verkaufers
sind jedoch Bewertungen Zufallsvariablen. Deshalb erzielt der Verkaufer von
jedem Bieter die erwartete Zahlung E[p(V)Z(V)]. Aufaddieren tiber alle n
Bieter ergibt den erwarteten Gesamtgewinn nF [p(V)Z(V)]. ]

3vp’(v) ist offensichtlich integrierbar.

1Die Zweit—Preis-Auktion hat iibrigens auch asymmetrische Lésungen; siche Fuinote 9.

®Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte der r—ten Rangstatistik Viry, gegeben Vi) = v,
s>, st (fiir y < v)

s—1)! F(y) = (F(v) = F(y))' ™"
fv(r)'v<s>:”(y):(r—1()!(5—)7~_1)1f(y) (y) ;(v()s)_l (v)) .

Zu grundlegenden Ergebnissen iiber Rangstatistiken siche David [1970], Kap. 1.
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Bemerkung 2 (Auszahlungsiquivalenz) Die gleichgewichtigen Auszahlun-
gen der \—Auktion stimmen mit denen aller anderen bekannten Auktionen tibe-
rein. Daran wird deutlich, dafi die Finfihrung von Zufallszigen in die Zah-
lungsregel keinen Einfluf$ auf die gleichgewichtigen Auszahlungen hat.

Satz 2 (Gebotsfunktion) Die gleichgewichtige Gebotsfunktion ist

hwy=v- [ (?Ey;)_dy (9)

Beweis Die Identitidt (3) kann man nach Multiplikation mit p(v) und Ver-
wendung der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte von V,_y) (siehe FuBn. 5)

in folgender Form schreiben

/OU?/% (P ) dy = (1= VE@y o)+ [ tx(y)% (F)) dﬁyio)

Differentiation nach v ergibt die Differentialgleichung

(n = 1)f(v) (v = ta(v)) = (1 = A)F(v))(v). (11)

Einsetzen bestatigt unmittelbar die behauptete Losung (9). ]

3 Ordnungspolitische Empfehlung?

Giith postuliert zwei Anforderungen, an denen sich “ .. allgemeine Auktions-
regeln ausrichten sollten”: 1) Neidfreiheit und 2) Anreizkompatibilitidt. Er
behauptet, dafl nur eine Auktion, die Zweit—Preis- (oder Vickrey-)Auktion,
mit beiden Anforderungen zu vereinbaren ist. Neidfreiheit fithrt ndmlich, so
Giith, zur Klasse der A-Auktionen,® und Anreizkompatibilitit eliminiert alle
A—Auktionen, ausgenommen die Zweit—Preis-Auktion. Es folgt eine Auseinan-
dersetzung mit Giiths Argumentation.

Eine direkte Auktion heifit “anreizkompatibel”, wenn die wahrheitsgetreue
Mitteilung der eigenen Bewertung ein (moglichst eindeutiges) Bayesianisches
Nash-Gleichgewicht ist. Die am haufigsten beobachtete Auktion — die Erst—
Preis-Auktion — ist nicht anreizkompatibel.” Man kénnte daher vermuten,
daf die Forderung der Anreizkompatibilitat zu einer Einschrankung der Losungs-
menge fiithrt.

SGanz korrekt ist das iibrigens nicht; denn Neidfreiheit schlieft z.B. gewisse nichtkonvexe
Linearkombinationen aus héchstem und zweithdchstem Gebot nicht aus.
"Zur Verbreitung der Erst—Preis Auktion vgl. Cassady [1967].
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Das “Revelationsprinzip” lehrt uns jedoch, dafl man zu jeder Auktion eine
dquivalente anreizkompatible Auktion entwerfen kann. Die Betrachtung an-
reizkompatibler Auktionen ist daher keine Einschriankung der Allgemeinheit;
die Forderung der Anreizkompatibilitét schliefit also nichts aus.

Zur Illustration betrachte man die Frst—Preis- Auktion mit der eindeutigen,
symmetrischen Gleichgewichtsstrategie to(v). Diese Auktion ist zwar nicht an-
reizkompatibel, man kann sie jedoch leicht anreizkompatibel gestalten. Dazu
mufl man lediglich die Zahlungsregel so formulieren, dafl der Gewinner mit
dem Gebot x nicht « sondern to(x) bezahlt. Dann ist offensichtlich das “ehr-
liche Bieten” das eindeutige Gleichgewicht. In &hnlicher Weise kann man jede
denkbare Auktion, also auch die A-Auktion, anreizkompatibel gestalten.®

Ein spezieller Fall ist die Zweit—Preis-Auktion. Bei dieser Auktion ist die
wahrheitsgetreue Mitteilung der eigenen Bewertung eine schwach dominante
Strategie. Deshalb kann man diese Auktion als “Mechanismus in dominan-
ten Strategien” ansehen. Andererseits ist das “ehrliche Bieten” keineswegs
das einzige Gleichgewicht. Im Unterschied zu allen anderen Auktionen hat die
Zweit-Preis- Auktion ndmlich ein Kontinuum asymmetrischer Gleichgewichte.?
Diese Gleichgewichte kann man zwar mit Verfeinerungen des Nash- Gleichge-
wichts, wie etwa mit Seltens “trembling hand perfection”, eliminieren, aber
welchen Sinn hat es, einerseits nur “einfache” Spiele zuzulassen, die ein Gleich-
gewicht in dominanten Strategien besitzen, wenn man zugleich Verfeinerungen
spieltheoretischer Gleichgewichtskonzepte bemithen muf3, um Findeutigkeit des
Gleichgewichts sicherzustellen?

In seiner axiomatischen Begriindung der Zweit—Preis-Auktion spricht Giith
zwar von der Forderung der Anreizkompatibilitdt, meint aber die sehr viel
restriktivere Anforderung eines “Mechanismus in dominanten Strategien”.'®
Diese Forderung kann nur dann iiberzeugen, wenn man glaubt, nur zu solchen
Spielen etwas sagen zu kénnen, die ein Gleichgewicht in dominanten Strategien
besitzen — wenn man also der gesamten Spieltheorie mifitraut und sie deshalb
iiber Bord wirft.

Im dbrigen fragt man sich: Welchen Sinn haben Axiome, die gerade die
besten und haufigsten Auktionen eliminieren?

In praktischen Anwendungen ist die Erst—Preis-Auktion vorherrschend.
Wie Giith selbst bemerkt, sind Erst—Preis-Auktionen vorteilhaft, wenn Kol-

8Die A-Auktion wird durch folgende Regeln anreizkompatibel gestaltet: 1) Der héchste
Bieter gewinnt den Zuschlag; 2) Nur der Gewinner bezahlt, und zwar nach der Zahlungsregel
(1 = Mta(®) + Ma(X(n—-1)), in Abhéngigkeit vom Gebot x und vom zweithéchsten Gebot
X n—1)-

(9Be)ispie1: Ein Bieter bietet ¢;(v) = 1, alle anderen #;(v) = 0. — Dieses Schicksal teilt
die Zweit—Preis-Auktion iibrigens mit anderen “populdren” Mechanismen in dominanten
Strategien, wie z.B. mit dem Clark—Groves Mechanismus aus der Theorie 6ffentlicher Giiter.

19Tm Beweis seines Theorem 2 verwendet er aber nur die allgemeine Forderung der An-
reizkompatibilitdt. Der Beweis i1st daher nicht richtig.
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t.1' Ferner sind Zweit—Preis Aus-

lusion zwischen Bietern zu befiirchten is
schreibungen durch den Verkdufer manipulierbar: Wer kann verhindern, daf}
der Verkéufer ein fiktives Gebot “nachreicht”, das nur geringfiigig unter dem
héchsten Gebot liegt?'? Und schlieBlich gilt, dafl jeder risikoaverse Verkdufer
die Erst-Preis-Auktion strikt préferiert.!® Das sind nur einige der vielen
Griinde fiir die iberwéltigende Popularitidt der Erst—Preis-Auktion bei 6ffent-
lichen und privaten Ausschreibungen, die Giith durch willkiirliche Anforderun-

gen ausschliefit.

4 Neidfreiheit?

Giith definiert eine Auktion als “neidfrei”, wenn kein Bieter im Gleichgewicht
“ .. den Nettotauschvektor eines anderen Bieters seinem eigenen vorzieht”,
wenn man — und hier kommt der Pferdefufi — “.. sein Gebot als Bewertung
des Verkaufsgegenstands interpretiert.”

Man kann dariiber streiten, ob Neidfreiheit ein sinnvolles, ékonomisches
Konzept ist. Warum soll jedoch ein Bieter, der aufgrund seiner psychologischen
Konstitution Neid empfindet, sein Gebot als seine Bewertung interpretieren,
wenn doch gleichzeitig angenommen wird, dafl jeder Bieter eine unverriickbare
private Vorstellung iiber seine eigene Bewertung besitzt? Das ist nicht ein-
mal aus der Sicht eines Auflenstehenden nachvollziehbar. Schlieflich ist Giiths
Neidfreiheit ein ex post Konzept. Und ex post besteht keine unvollstandige
Information tiber die Bewertungen der Bieter, da man aufgrund der strikten
Monotonie der Gebotsfunktionen aus den Geboten eindeutig auf die zugrun-
deliegende Bewertung zuriickschlielen kann.

In der 6konomischen Diskussion fairer Teilungsregeln wurde verschiedent-
lich das Konzept der Neidfreiheit herangezogen.'* Dabei wurde natiirlich auf
die wahren Préferenzen — im gegenwartigen Kontext also auf die wahren Be-
wertungen — Bezug genommen. Wenn man Giliths Anforderung der Neidfrei-
heit in diesem Sinne korrigiert, dann landet man, wie man leicht nachpriifen
kann, allein mit einem Axiom — ohne Umweg iiber die A-Auktion — bei der
Zweit—Preis-Auktion. Man mufl dann aber wieder nur fragen: Welchen Sinn

117u diesem und anderen Ergebnissen iiber Auktionsringe siehe iibrigens Graham und
Marshall [1987].

12Rothkopf, Teisberg und Kahn [1990] haben mehrere Griinde fiir die Seltenheit der Zweit—
Preis-Auktion gesammelt.

13Der Gleichgewichtspreis der Erst—Preis Auktion dominiert den der Zweit—Preis-Auktion
im Sinne der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung; siche Wolfstetter [1996], Proposi-
tion 4. Wenn man ferner bedenkt, dafl bei risikoaversen Bietern der optimale Mindestpreis in
der Erst—Preis-Auktion geringer ist als in der Zweit—Preis-Auktion, dann kann man leicht zei-
gen, daf die Erst—Preis-Auktion bei Risikoaversion in vielen Féllen die Zweit—Preis-Auktion
sogar im Sinne des Pareto-Kriteriums dominiert.

14Siehe etwa Varian [1974] oder Brams und Taylor [1992].
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hat eine willkiirliche Anforderung, wenn sie doch nur strikt praferierte und
iiberwiegend beobachtete Auktionsregeln eliminiert?

Im {ibrigen sollte man Neidfreiheit, wenn iiberhaupt, als ex ante Konzept
formulieren. Wer fordert, dafl Auktionsregeln ex post neidfrei sein sollen, der
kénnte ebenso die absurde Forderung aufstellen, dafl Versicherungsgeschéfte
verboten werden sollten, nur weil derjenige, der sein Haus gegen Feuer versi-
chert, nach Ausbleiben eines Brandschadens lieber mit dem tauschen wiirde,
der in gleicher Lage ist, aber keine Versicherung abgeschlossen hat.
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