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Zusammenfassung

Der Begriff der A-Stabilitit wird auf lineare Differentialgleichungen mit Gedichtnis iibertragen. Es
erfolgt eine explizite Berechnung des Stabilitéitsgebietes des expliziten Eulerverfahrens fiir affine
Testgleichungen mit einem reellen Parameter und einer echten Zeitverzégerung im Driftterm. Diese
Stabilitatsgebiete sind abhingig von der Gitterfeinheit des Verfahrens und der Zeitverzogerung
der Testgleichung. Sie konvergieren (fallen) monoton gegen das Stationaritéitsgebiet der linearen
Testgleichung.

Schliisselworter: SDDE, Stabilitit von Prozessen, Stabilitit numerischer Algorithmen, Euler-

verfahren, A-Stabilitit

1 Einfiihrung

Differentialgleichungen mit Gedéchtnis, im folgenden Delaygleichungen genannt, sind hiufig in den Berei-
chen der angewandten Mathematik vorzufinden, in denen Zeitverzogerungen mit Riickkopplungseffekten
auftreten. In 6konomischen Modellen ist das Verwenden von Zeitverzogerungen seit den 30er Jahren fest-
zustellen und orientierte sich u.a. an aus der Biologie bekannten Geburts- und Todesprozessen und damit
verbundenen Entwicklungsphasen ([Hal33], [Tin30]). In den 40er, 50er Jahren ist eine Tendenz weg von
rein linearen dkonomischen Modellen hin zu nichtlinearen Modellen festzustellen, verstirkt noch durch
das Entdecken des mathematischen Chaos und der damit verbundenen deskriptiven Potenz schon nied-
rigdimensionaler dynamischer Systeme. Es ist interessant festzustellen, dafl im Rahmen der Kritik an den
Unzulénglichkeiten linearer ckonomischer Modelle Goodwin in einem Artikel ([Goo51]), in welchem er
die Mingel der iiblichen linearer Akzelerator-Multiplikator-Mechanismen aufzeigt und zu beheben sucht,
sich bei der Suche nach Erklirungen fiir beobachtete Effekte nicht nur auf Nichtlinearitéiten beschrinkt
sondern auch Zeitverzégerungen als Modellfaktor beriicksichtigt, sie jedoch aufgrund technischer Schwie-
rigkeiten durch Linearisierung im Delay zu einem handhabbareren dynamischen System reduziert. Dieser
Artikel kann als représentativ fiir die Anwendung von Zeitverzdgerungen bei der Modellierung angese-
hen werden. Sie bieten neben Nichtlinearitédten Anwendern die Moglichkeit des Aufstellens realistischer
Modelle u.a. in der Okonomie ([Hei82], [How84], [Mac89], [Chi96]), Biologie ([Lon91], [Mac77], [Hei83]),
Physik ([Ike82], [Ike87]), lassen aber selten explizite analytische Losungen zu. Dieses Manko schligt sich
darin nieder, dal man bei Modellierungen von Sachverhalten unter Beriicksichtigung von Zeitverzdgerun-
gen hiufig nur sehr spezielle Gleichungen findet, lineare Systeme oder Systeme, die sich auf gewthnliche
Differentialgleichungen reduzieren lassen ([Chi96]).

Mit der Entwicklung der Rechentechnik steht dem angewandten Mathematiker aber ein Werkzeug zur
Verfiigung, dafl das Arbeiten mit deterministischen Delaydifferentialgleichungen in Modellen (DDE) und
stochastisch gestorten Modellen (SDDE) wieder attraktiv macht, da numerische Simulationen moglich
werden. Fiir SDE hat sich in den letzten 10-15 Jahren eine reichhaltige Literatur entwickelt, die sich mit
Fragen der Konvergenz und Konsistenz numerischer Integrationsverfahren ([Kla85], [Klo92b], [Klo92a],
[Pla99], [Par85]), der Stabilitit von Verfahren ([Art91], [Art94], [Her92], [Her93], [Tal90], [Sai96]), dem
asymptotischen, also langfristigen Verhalten von Losungen ([Rya97],[Sch96],[Mil98], [Pet98]) und dem
Berechnen von Funktionalen von Lésungstrajektorien ([Par85], [Pet98]) befafit.
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Fiir SDDE ist Literatur in diesem Umfang bislang noch nicht zu verzeichnen. Erste Arbeiten iiber die
Konsistenz und Konvergenz von numerischen Verfahren finden sich in einem Artikel von Kiichler /Platen
([Kii00]). Aussagen iiber die asymptotische Stabilitiit sind hingegen nicht bekannt. Die vorliegende Arbeit
befaflt sich daher mit der Untersuchung der absoluten Stabilitit (A-Stabilitéit) des expliziten Eulerverfah-
rens. Dies erfolgt, indem in Abschnitt 2 fiir eine ausgewihlte Testklasse von parametrisierten Problemen,
die affine stochastische Differentialgleichungen mit Zeitverzégerung (SDDE) mit genau einem Delayterm
und reellem Parameter, die Menge derjenigen Parameter charakterisiert wird, fiir die stationiire Lésungen
existieren, d.h. Losungen, die in dem Sinne als stabil anzusehen sind, als daf fiir sie eine asymptotische
Grenzverteilung existiert. In einem zweiten Schritt wird in Abschnitt 3 untersucht, fiir welche reellen
Parameter das explizite Eulerverfahren, angewandt auf das spezielle Testproblem, , korrekt“ arbeitet und
zumindest eine Approximationsfolge mit einer asymptotischen Grenzverteilung erzeugt.

2 Existenz stationirer Losungen von affinen SDDE

In diesem Paper sollen spezielle lineare stochastische Differentialgleichungen mit endlichem Ged&chtnis be-
trachtet werden. Dazu wird von einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, F, P) mit einer Filtration (F):e[0,00)
ausgegangen und werden zunichst Bedingungen fiir die Existenz von Lésungen der allgemeineren Glei-
chung

dX@t)=Ft,X(#),X({t—1))dt +dW(t), te0,00)

X(s) = &(s), s€[-70 @
mit fest gewihlten
7€ (0,00) CR
F:C(R*R)
{W(t), Fi}iejo,00) Standardwienerprozefl (2)

Vte[-1,00): X(t) € R
&€ (Q,C([-7,0],R)) Fo-meBbar

angegeben.

DEFINITION 1
FEine stochastischer Prozeff X = (X (t))ie[—r,00) heifit Losung von (1), wenn gilt

X(t)=X(0)+ ftF(s,X(s),X(s —7))ds + W (), t € [0,00)

0
X(s)=&(s), se€[-70]
X heifit eindeutige Losung von (1), wenn gilt
VX Lésung von (1): P[Vt € [-7,00) : X(t) =X ()] =1

Im allgemeinen geniigen zwei Bedingungen an F' fiir die Existenz eindeutiger Losungen, eine Lipschitz-
und eine Wachstumsbedingung ([Ma097]):

Satz 2
Es mogen gelten:
(i)  (Lipschitzbedingung)
3K, > 0Y(tx1,51), (6, 22,y2) € R = | Ft,x1,51) — F(t,22,92) P < Ki(| 21 — 22 2 + | g1 — 92 |)
(ii)  (Wachstumsbedingung)
3K > 0Y(t,z,y) €R?: | F(t,z,y) P< K1+ [z | + |y )
Dann folgt:
(1) hat fiir jedes Fo-meBbare £ € (2, C([—T1,0],R)) eine eindeutige Lsung.

KOROLLAR 3 Die Lipschitz- und Wachstumsbedingung sind fir die affine SDDE

dX (t) = pX(t — 7)dt + dW(t), te€[0,00) 3)
X(S) = f(s): s € [_Ta 0]:

wobei pu € R, 7 € (0,00), erfillt. Damit existiert eine eindeutige Lisung von (3).



Eine Losung von (3) kann mit verschiedenen Mitteln charakterisiert werden. Zum einen durch die soge-
nannte Fundamentallésung zy des (3) zugehorigen deterministischen, reellen Systems

dzo(t) = pxo(t —7)dt, t€]0,00)
.Z'()(S) = 1[0,00)(3)7 ERS (—O0,0],

(4)

zum anderen durch die Laplacetransformierte des Systems (4) und den Nullstellen der damit verbundenen

charakteristischen Funktion h(\) = A — pe~7*. Der folgende Satz charakterisiert die Existenz einer
stationdren Losung der affinen SDDE (3) ([Gus00]).
Satz 4

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) 0>wvp:=max{Re(A) | A€ C, h(A\)=0}
(ii))  Fiir die Fundamentallésung xo von (4) gilt: Tmo(s)st < 00
(iii)  Fiir die Losung X von (3) gilt: ’
302 >0: X(t) t%o N(0,02)
Gilt eine der Aussagen (i)-(iii), so folgt ebenfalls:

(iv) o%= bfm%(s) ds

0 t
(v) X)) =zot)£0) +b[zo(t —s—7)E(s)ds + [zo(t — s) dW (s) ist eine stationédre Lésung von (3).
—T 0

Mit Hilfe von (i) aus Satz 4 kann das Stationarititsgebiet Mg, derjenigen reellen Parameter y, fiir
die eine stationire Losung existiert, berechnet werden. Es zeigt sich, dafl die Mg = %(—%, 0) ist.
Setzt man A = a + ib, so lautet die charakteristische Gleichung h(\) = XA — ue~ ™ = 0 wie folgt:

a = pe~ " cos(1b) 5)
b= —pe "%sin(7b)

In einem ersten Lemma wird nun die Abhingigkeit von a7 und p7 von br charakterisiert, welches dann
Grundlage fiir die Berechnung des angegebenen Intervalls ist.

LEMMA 5
Es sei A = a + b eine Lésung von \ = pe~
Dann gilt:
(i) Ist br = km, k € Z, so gilt:
(a) b=0 und pt € [-e !, 00),
(b) a <0 pr €[—e1,0),a>0<x ur €[0,00)
(i)  Ist br = 2Etlq &k € Z, so gilt:
a=0 und pr = (—1)F+1 27,
(iii) Ist |br| € (0,7), so gilt:
a<0undpr e (-%,-1).
Ist |br| € ((2k+ 1)m, (2k + 2)7), k € IN, so gilt:
a<0& pre (0,88 7) a>06 pure 27 00)
Ist |br| € ((2k + 2)m, (2k + 3)7), k € IN, so gilt:
a<0& pre(—%57.0),a>0 6 pur e (—oo, —457]

TA

Beweis:
(i) Die Funktion f(z) = ze” ist fiir ¢ € (—o00,0) negativ, ist auf [0, 00) nichtnegativ, ILm f(z) = 0o und
lim f(z) = lirr%] f(z) = 0, hat die Ableitung (1+ z)e® mit der einzigen Nullstelle z = —1, und nimmt

T——00 z—
das eindeutige lokale Minimum in z = —1 an. Daher hat f den Bildbereich [—e™!,00) und fj(_oo,0)
den Bildbereich [—e1,0).
Fiir br = km, k € Z, ist System (5) dquivalent zu f(a7) = u7 und b = 0 und es folgt (a). Da mit a < 0
auch ar < 0 gilt, folgt auch (b).



(i) Aus System (5) folgt fiir br = ZEE 7 k € Z, a = 0 und br = pr.
(i) Fiir angegebenes b und mit fi = u7, @ = a7 und b = br ist System (5) fquivalent zum System

a=g(b) := —bcot(b)
~ P b —bcot(b)
n= f(b) Sln(b)e ce ’
Es gilt:
A A - o (1— bcot(b)—',— ) sin(b)—b cos(b)
! = _eb t(b) (b)2
f (b) - ° sm(b)2
_ 7b cot(b) sin(h)2 —2bsin(b) cos(b)+b>
- sm(b)3
—  _o—bcot(b)sin(b)*+(b=sin(b) cos(b))
) ; sin(b)3
At _
g (b) - COt(b) +Asin(fz)2
b—sin(b) cos(b)

sin(b)?
_ b _ sm(2b)
~ sin(b)2 (1 2b )

Es gilt ¢’ > 0 auf Ry \ 7Z und §' < 0 auf R_ \ 7Z. Da lim ze®” = 0 und lim ze® = oo folgt

T——00 A T—00
lim f(b lim b cot (h)eb<ot(®) lim =0, lim f(b lim b cot()eb<ot® lim —L — = (=1)*o0o
\bnkwf( ) = bl 1k (B)e kwcos(b) \b|umf( ) = 1B Lk ®) bk cos(b) (=1)

fiir alle k € IN \ {0}. Auf den Intervallen (2kn, (2k + 1)7), k € Z, ist f’ negativ und f somit streng
monoton fallend. Auf den Intervallen ((2k + 1)m, (2k 4+ 2)7 ), k € Z, ist f' positiv und f somit streng
monoton wachsend.

Da f und § auf jedem Intervall (km,(k + 1)7), k € Z, streng monoton sind, gibt es zu jedem i auf
jedem Intervall (km,(k 4+ 1)7), k € Z, hochstens eine Losung und die Mengen My = {i | 3a €
(=00,0),b € (km,(k+1)7) : o = f(b),a = §(b)} bilden Intervalle. Da die Nullstellen von § bis
auf 0 die Nullstellen von cos sind und fiir k € N f(2&tlr) = (—1)M12kEL 0 gilt: My = (-2, 1),
Mopyr = (0,282 7) k€ N, Mogio = (—2£27,0), k € N. Wegen f(—b) = f(b) und g(-b) = g(b
folgt M—(k+1) = My, k € IN. O

KOROLLAR 6 My = 1(=Z,0).

Beweis:

Aus den Definitionsbereichen und dem Monotonieverhalten der Funktionen f, f , § aus den Beweisen von
Lemma 5.(i) bzw. 5.(iii) folgt, da8 die charakteristische Gleichung A = pe~"* fiir alle u7 € R Losungen
A besitzt.

Aus Lemma 5 folgt, daB fiir ur € (—o0o, —F]U[0, 0c0) Losungen A von System (5) mit Re(A) > 0 existieren,
daf fiir ur € (—7%,0) nur Lsungen mit Re( ) < 0 existieren.

Damit ist aber wegen Satz 4.(i) My = 2(—%,0). O

3 Stabilitdt numerischer Verfahren fiir affine SDDE

In der Numerik gibt es u.a. fiir Integrationsverfahren zwei zentrale Begriffe. Der eine ist der der Konsistenz
und beschreibt die algorithmische Korrektheit eines numerischen Verfahrens, und wird verfeinert um den
Begriff der Konvergenzordnung, welcher ein Maf fiir den Abstand der Verfahrenslosung von einer appro-
ximierten Losung beschreibt. Der zweite zentrale Begriff ist der der Stabilitét von Integrationsverfahren,
welcher den Erhalt einer oder mehrer wesentlicher Eigenschaften einer Losung der unterliegenden Glei-
chung beschreibt. Das Untersuchen von Stabilitét ist fiir allgemeine Klassen von Differentialgleichungen
auferordentlich komplex. Daher geht man bei der Stabilitédtsanalyse oft so vor, dafl man eine handhabbare
Klasse von Testproblemen und eine geeignete Klasse von numerischen Verfahren zur Berechnung dieser
Testprobleme in Hinsicht auf eine wiinschenswerte Stabilititsvorstellung hin untersucht. Der dadurch ent-
stehende Stabilititsbegriff kann dann wiederum bei der Priselektion von Verfahren weitaus komplexerer
Problemklassen hilfreich sein.

Im folgenden soll der Begriff der absoluten Stabilitéit (A-Stabilitit) eines Integrationsverfahrens fiir
stochastische Delaydifferentialgleichungen in Anlehnung an die von Bjorck/Dahlquist ([Bjo74]) eingefiihr-
te A-Stabilitdt fiir deterministische Differentialgleichungen definiert und untersucht werden. Dazu wird
zundchst dem skizzierten Schema gefolgt und das Testproblem, die Verfahrensklasse und der Stabilitidtsbe-



griff fixiert sowie an Beispielen erldutert. Im Anschlufl daran wird ein Kriterium fiir die A-Stabilitat in die-
sem Rahmen gegeben werden. Das Bestimmen von sogenannten Stabilitdtsgebieten, also Mengen im Raum
der Parameter des Testproblems bzw. der Verfahrensklasse, die die Stabilitéitseigenschaft beschreiben, ist
aus praktischen Griinden notwendig, da damit eine angemessene Auswahl des Schrittweitenparameters
h, einer Steuergrofle der numerischen Verfahren, getroffen werden kann. Das Kriterium fiir Stabilitét,
ein Eigenwertproblem, ist durch Hochdimensionaligkeit charakterisiert und wirft insofern Schwierigkeiten
bei der Berechnung von Stabilititsgebieten auf. Fiir den Spezialfall des expliziten Eulerverfahren wird
jedoch hier ein Algorithmus angegeben, der die explizite Berechnung von Stabilititsgebieten ermdglicht
und dem Studium des Einflusses von Zeitverzogerung auf die Stabilitdtgebiete dient.

Es seien (€, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration {F;};c[0,00)- Als Testproblem wird
die affine SDDE (3) unter den im vorangehenden Abschnitt angegebenen Bedingungen betrachtet, d.h.

dX(t) = pX(t = 1) dt + dW(t),  t € [0,00) ©
Xm0 =¢

wobei {(W(t), Ft) }tejo,to0) €in reeller StandardwienerprozeB, & € (92, C([—7,0],R) Fo-mefbar, 7 € (0, oc)
und g € R.

Fiir die numerische Losung wird angenommen, daf} eine Lésung der SDDE (6) auf einem #quidistan-
tem arithmetischen Gitter hIN der Gitterschrittweite h > 0 approximiert wird, und dafl das numerische
Verfahren reelle Zustandswerte z,, = X (nh), n € IN, erzeugt. Die betrachtete Klasse von numerischen
Verfahren ist die der Einschrittverfahren iiber Zustandsvektoren des Gedéchtnisses {Z, }nen

Fni1 = T, h; p)&n + S(h; )AL W,  nelN. (7)
Hierbei sind
k=k(h) =} € N\ {0}
p,q  Parametervektoren des Verfahrens
T,S geeignete Transitionsfunktionen des Verfahrens (parameterisierte Matrizen)

T
Tp = - ,n €N,  Vektoren der Zustandsgrofien
Tn—k
W((n + 1)h) — W(nh)
AnW = # W (nh) = W((n —1)h) ,n €N, Inkrementvektoren des Wienerprozesses

W((n—k+1)h) — W((n —k)h)
(8)
Die Intention der von Bjérck/Dahlquist eingefithrten A-Stabiltét ist es, die Verfahren auszuzeichnen,
die stationire Losungen linearer Differentialgleichungen asymptotisch korrekt berechnen. Bei einer Uber-
tragung auf den stochastischen Fall sind hierbei der Begriff der stabilen Lésung und der ,,asymptotischen
Korrektheit“ anzupassen.

DEFINITION 7
Ein Parameter p € R im Einschrittverfahren (7) heifst stabil, wenn die von (7) erzeugten Zustandsvek-
toren in Verteilung gegen eine k-dimensionale Grenzverteilung F' konvergieren, d.h. wenn

{i}n D 2 mit i~F
Das Stabilititsgebiet Msktab des Verfahrens ist die Menge aller stabilen Parameter p von (7).

Ein vektorielles Einschrittverfahren heifit A-stabil, wenn alle Parameter y des Tesproblems (6), fir die
eine stationdre Lisung von (6) existiert, stabil sind.

BEISPIEL 8 (EULER EXPLIZIT)
Die Approximationsformel des expliziten Eulerverfahrens ist

Tpyl = Tp + phx, g + VhA,W 9)
Dem allgemeinen Schema (7) entsprechend sind
1 0 0 uh 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0



BEISPIEL 9 (EULER SEMIIMPLIZIT)
Die Approzimationsformel des semiimpliziten Eulerverfahrens mit dem Parameter o € [0,1] als Maf der
Implizitheit (o =0 - dem expliziten Eulerverfahren, a = 1 - implizites Eulerverfahren) ist

Tnt1 = Tn + ph(@n_pr1 + (1 — @)zp_g) + VhA, W (11)

Dem allgemeinen Schema (7) entsprechend sind

1 0 aph (1 —a)uh 1 0 0 0
1 0 0 0 0 O 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0

Fiir das Treffen von Aussagen iiber die Stabilitit erweist sich die folgende Darstellungsformel in den
Zustandsvektoren als hilfreich, welche durch Rekursion aus dem Einschrittverfahren (7) gewonnen werden
kann:

n—1

&n =T (1, h;p)" 80 + Y _T(p, h;p)" " 'S (h; ) AW (13)
=0

Anhand von (13) ist ersichtlich, daf #, normalverteilt mit Erwartungswert und Kovarianz
E[2,] =T(u,h;p)"Eldo]
Cov[zn) =T (s, h; p)" Covlzo) (T (s, hs p)™) T
n—1 [ . N N .
+2 > T (p, s p)" =918 (h; @) Cov[Aj, W, Ay, WIS (h; ) T (T (s, b p) 1 752) T
i=0 j1,jo=min{i—k,0}
(14)
sind. Mit der Jordanstruktur von T'(u, h;p)

T(p, h; p) = P(p, h; p)J (ph; p) P(p, h;p) T
le —J2 (/J/a h; q) = S(h’ q)COU[Ajl W’ Ajz W]S(h, Q)T;

Cl i (s h;p,q) = P, h; p) T Cj, 5, (4, h; @) P(p, h; p)
ergibt sich

und

Elin] = P(u,h;p)J (u, h; p)"P(u, h; p) T E[20]
Couvlin] = P(p, h; p)J (1, h; p)"P(ps, h3 p) T Covlio] P (s, hi p) (J (1, h; p)™) TP (1, b p) T

n—1 . )
+Z% Z{ }P(u,h;p)J(u,h;p)"‘l‘JlC,’-f_jz(u,h;p,q)(J(u,h;p)"‘l‘”)TP(u,h;p)T-
i=0 jy ,jo=min{i—k,0
(15)

Man verifiziert daher, dafl genau dann, wenn alle Eigenwerte von T'(u, h; p) in der offenen Kugel B; (0) C C
liegen, E[%,] und Cou[,] konvergieren, sodafl dann der Parameter y im Einschrittverfahren (7) stabil
ist und die Grenzverteilung

N(O,> . > T(uhsp)" G gy (s, b @) (T, hs )™ 72) T) (16)

1=0j1,jo=min{i—k,0}

erzeugt.

BEISPIEL 10 (EULER EXPLIZIT)
Fiir k =1 sind die Eigenwerte von Tgg A1/2 = %i %\/1 + 4uh, h = 7, und betragsmdafig kleiner als eins
genau dann wenn ph € (—1,0) bzw. wenn ur € (—1,0).



k=1

Anhand des Beispiels ist ersichtlich (vgl. nebenstehendes - , , , , "
Bild), daB die Stabilitéitsgebiete des Eulerverfahrens fiir ’ | L

k = 1 abhéngig von der Wahl der Gitterschrittweite
h = % sind, bzw. daf} vorgegebene Parameter p nur fiir
beschrinkte Mengen an Schrittweiten stabil sind. Es ist
daher von Interesse, die h-abhingigen Stabilitétsgebiete
zu bestimmen, um anhand von ihnen eine Wahl der
Gitterschrittweite zu treffen, sodafl A-Stabilitdat des
Verfahrens vorliegt.
Allgemeiner ist fiir das explizite Eulerverfahren ersicht-
lich, daf§ die Bedingung |A| < 1 an die Eigenwerte von
TE‘E - 2 04 . 0.6 08 1
| ph [ <IAF+ A< 2,
und damit zu einer Einschrinkung in der Wahl der h fiihrt, wenn A-Stabilitit mit dem Eulerverfahren
erzielt werden soll. Es gilt zu bemerken, daf} dieselbe Problematik von der A-Stabilitét fiir deterministische
Differentialgleichungen her bekannt ist. Beispielsweise liegt fiir das explizite Eulerverfahren

&

S

Stability interval

]

~
S

Tntl = Tp + phxy,

mit der Transitionsfunktion R(h) = 1 + ph die A-Stabilitdt vor, wenn | R(h) |< 1. Das implizite Euler-
verfahren

Tpt1 = Tn + phTnia

mit der Transitionsfunktion R(h) = 171“,1 weist A-Stabilitit fir | R(h) |< 1 auf. Der Ubergang von
einem expliziten zu einem impliziten Verfahren kann also zu Stabilititsgebieten fiihren, bei denen die
Einschréinkungen an die Schrittweite h weniger restriktiv ist. Die Ursache hierfiir liegt darin, da8 die
impliziten Verfahren eine gebrochen-rationale Transitionsfunktion erzeugen. Ahnlich wie bei den deter-
ministischen Verfahren ist es von Interesse, auch fiir SDDE (6) Einschrinkungen an die Schrittweite h,
wie sie oben vorzufinden waren, abzuschwichen. Anhand des semiimpliziten Eulerverfahrens ist jedoch
ersichtlich, da das Ubertragen des semiimpliziten Ansatzes von den DE auf SDDE (6) fiir 7 > 0 und
k > 2 nicht zu einer essentiell anderen Transitionsfunktion fithrt - die Transitionsfunktion T enthélt
keine Inverse. Somit ist zunéchst keine bessere Schrittweitensteuerung mdoglich als die, die ohnehin durch
explizite Verfahren erreichbar ist.

Einen besseren Ansatz als den der semiimpliziten Methoden konnte die Anpassung der von Mil-
stein/Platen/Schurz ([Mil98]) eingefiihrten Balanced Implicit Methods bieten. Es wird perspektivisch
vorgeschlagen, (7) um Korrekturterme Cy,(Zpn11, %y ) hoherer Ordnung der stochastischen Taylorentwick-
lung zu ergénzen, die die starke Konvergenzordnung des numerischen Basisverfahrens nicht &ndert, aber
eine echte Implizitheit einfithren kann:

Fni1 = Co(@ni1s 3n) + T, s p)in + S(h; ) AW, neN (17)

Die Funktion C,, wird an dieser Stelle nicht weiter spezifiziert und bildet einen Freiheitsgrad in der Wahl
einer BIM fiir SDDE.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit soll jedoch in der exemplarischen Bestimmung von Stabilitéitsgebieten
fiir den einfachsten Fall von (6), (7) liegen, dem expliziten Eulerverfahren unter reellwertigem Parameter
p. Stabilitdt eines Parameters p liegt gem&fl Definition 7 und den sich anschliefenden Betrachtungen vor,
wenn alle Eigenwerte von Trg(u, h) betragsmiflig kleiner 1 sind. Die Eigenwerte von Tgg(u, h) werden
mit der charakteristischen Funktion

hee(\) =| Tep(u, h) = AE |= (=1)FWFL (R0 _ Nk i), (18)

und der charakteristische Gleichung hgg(\) = 0 berechnet. Da sich die Bedingung |A\| < 1 an einen
Eigenwert A von Tgg(u,h) in Polarkoordinatennotation A = re’? zu r < 1 vereinfacht, wird in der
charakteristischen Gleichung zum Polarkoordinatensystem iibergegangen. Beriicksichtigt man h =

%
zeigt sich durch elementare Umformungen, dafl das System (18) zum Gleichungssystem
k(r**tcos((k + 1)) —rFcos(kp)) = pur (19)
r¥H sin((k + 1)) — r* sin(kyp) = 0



dquivalent ist. Definiert man F(r) := k(rk*t — rk) G(r) := (=1)F1E(rH + 7)) £(p) = %

und g(p) := ksin(—y) Sin(s(ik“ﬂ‘;’w’;k -7, so kénnen die Losungen A von System (18) wie folgt charakterisiert
werden:
LEMMA 11

Eine Losung X von (18) ist entweder rein reell und aus der Menge {0}U{ry € [0,00) | F(r1) = pr }U{—r2 €
R | G(rp) = ur} oder sie ist in C\ R (echt komplex) und ihre Polarkoordinaten geniigen dem System

r= flp)
pr = g(p) (20)

Der Fall A = 0 ist nur fiir yr = 0 moglich.

Beweis:
Fall A = 0:
(18) ist mit » = 0 und ¢ = 0 dquivalent zu ph = pi = 0. Damit ist A = 0 genau dann Losung, wenn
pur = 0.

Fall r # 0,sin((k + 1)) = 0:

Dann ist 7*+! sin((k + 1)p) — ) = 0 dquivalent zu sin(ky) = 0. Fiir & < 1 haben die Glei-
chungen sin(ky) = 0, sin((k + 1)p) = 0, ¢ € [0,27) nur die Losungen ¢ € {0,7}. Ein Einsetzen in
rktt cos((k + 1)) — r¥ cos(kp) — pf =0 er1ﬁ21ert die Bedingungen an r.

Fall r # 0,sin((k + 1)) # 0:

Die Gleichung 7*+1 sin((k 4+ 1)) — r* sin(ky) = 0 ist dquivalent zu r =

r* sin(k

sin(kyp)

sin((k+1)¢) -
Ein Einsetzen dieser Darstellung in die Gleichung r¥+! cos((k + 1)¢) — r* cos(ky)) — p7 = 0 und das
Anwenden von Additionstheoremen fiir den Sinus und Kosinus ergeben das obige System. O

In den Funktionen f und g tritt der Faktor sin((k + 1)¢)~! auf, soda8 f und g die gemeinsamen
Polstellen {t}™'}icw,y.., die Nullstellen von sin((k + 1)¢) in [0,27], besitzen. Somit gibt es entweder
reelle Eigenwerte in R := {(r,¢) | r € [0,00),¢ € {0,7} } oder echt komplexe Losungen in den Streifen
Sp = {(r,p) | v €[0,00),0 € (t;TH, ;1) }, | € Nogqa, der komplexen Ebene. Es zeigt sich, daB fiir
jedes ut die Zahl der reellen Eigenwerte angegeben werden kann, dafl pro Streifen S;, I € Nogy1, fiir jedes
ut hochstens ein echt komplexer Eigenwert A\ = re®® mit ¢ € (tchrl tffll) existiert, und daf} die Menge
aller 7 mit echt komplexen Eigenwerten in S; explizit berechnet werden kann. Dazu werden jedoch
die Monotonieeigenschaften der Funktionen F', G, f und g benétigt. In den Lemmata 12-17 werden die
notwendigen Eigenschaften der Funktionen gezeigt. Aus den einzelnen ,stabilen” Parameterbereichen
pro Streifen bzw. R kann dann das Stabilitéitsgebiet fiir das explizite Eulerverfahren konstruiert werden
(Lemma 18).

Das erste Lemma charakterisiert die Monotonieverhiltnisse von F' und G auf dem Definitionsbereich

von r sowie Losungen der Gleichungen F(r) = z und G(r) =

LEMMA 12

F nimmt auf [0,00) in %5 das lokale Minimum — (%5 )¥ an.

Gleichung F(r) = x hat fiir ¢ € (— (k-kH)kH 0] genau zwei Lésungen. Sie sind in [0, 1].
Gleichung F'(r) = z hat fiir x = (k-kH )¥*1 genau eine Lésung. Sie ist in [0,1).

Gleichung F(r) = x hat fiir ¢ € (0,00) genau eine Ldsung. Sie ist in (1, 00).
G ist auf [0, 00) fiir ungerade (gerade) k streng monoton wachsend (fallend).
G hat fiir ungerade (gerade) k auf [0, 00) den Wertebereich [0, 00) ((—00,0] ).

Beweis:

F'(r) = k(k + Drk(r — %) Damit ist auf [0, k+1)

ist auf (; Jrl,c>o) F' positiv und F' streng monoton wachsend, hat F' in m
_k \k+1 _ (_k_\k) _ k+1 _ : _ -

k‘((k_H) (31) ) (k+1) Ferner zeigen F(0) = F(1) = 0, F(k+1)<0, TIEEOF(T) oo fiir

k € IN sowie die Monotonieverhiltnisse von F' die Behauptung iiber die Zahl der Wurzeln.

Die Ableitung G'(r) = (=1 ((k + 1275 + (k + 1)kr*) zeigt die strikte Monotonie von G

(sgn(G(r)) = (=1)F*! auf (0,00)), G(0) = 0 und lim (z*+1 + z*) = oo zeigen die Aussage iiber den

X oo

Wertebereich. 0

F' negativ und F streng monoton fallend,
das lokale Minimum



In den Funktionen f und g treten die Briiche % auf, sodaf} die Nullstellen {t¥};cw,, von

sin(kp) und die Nullstellen {¢tf*'};cm,, +» von sin((k + 1)¢) die Polstellen von f und g auf [0, 27] sind.
Das zweite Lemma trifft eine Aussage iiber die Lage und insbesondere die Schachtelung von {tf};cm,,
und {t " }iew,y s, auf (0,7) U (7, 27):

LEMMA 13
Fiirl € {1,...,k— 1} ist tf € (¢}, ¢51).
Firle {k+1,...,2k — 1} ist tF € (tFH tFH).

+10 42

Beweis:

Da der Fall k € {1,2} trivial ist, wird O.B.d.A. k > 2 betrachtet.

Fir 1 € {1,...,k— 1} ist tf — t/*" = rbpm € (0, )

Firl e {k+1,...,2k — 1} ist tf — {5 = e € (0, gp)- m

Im nachfolgenden Lemma werden die ¢ € [0,27) bestimmt, fiir die (r,¢) Eigenwert von Tgg mit
r € [0,1) ist. Ferner wird das Monotonieverhalten von f charakterisiert und die Symmetrie von f
beziiglich dem Argumentwert 7w gezeigt.

LEMMA 14

(i)  Veel0,2n]: flp) = f(2m—¢)

(ii)  f ist monoton wachsend auf (t;*',t5!), 1€ {0,..., k}

f ist monoton fallend auf (t{*',tft"), 1€ {k+1,...,2k + 1}
(i) V1€ Nogpr \ {k, k+1} Taf ™,/ (> af ™) € [tF 45 Vs € [af ™, b7« f(s) € [0,1]
agt' =0, by = kom, agfl, = Stla, o5fl =2n
Vie{l,...,k=1}: o/t =tf, 0}t = ZH5n,
Vie{k+2,...,2k—1}: aft! = ZhLp pit! = ¢f
Beweis:
(i) f2r—¢) = si:(izlic(i%gf—)za)) = —;si(r(lz(ciﬁ)))w) = f(p).
(ii) Wegen (i) wird lediglich der Fall Il € {0,...,k} betrachtet.
Fir k = 1 ist f(p) = #S(w) und die strikte Monotonie ist offensichtlich. Fiir k = 2 ist

f'(p) = 2Si"(¢)(1;si(gg)‘§) cos(30) somit f'(¢) > 0 auf (0, ), (%,2%) und (28, ). Fiir k > 3 wird der
Beweis ebenfalls iiber die Vorzeichen der Ableitung f’ gefiihrt.

Es gilt:
fl( ) _ kcos(ky) sin((k+1)p)—(k+1) sin(ky) cos((k+1)¢) __ ksin(p)—sin(ky) cos((k+1)¢)
¥)= sin?((k+1)p) = sin%((k+1)g)
Sei ¢ = arcsin(g). Fir ¢ € [p, ™ — ¢y] ist ksin(p) > 1, somit f'(¢) > 0.
Es gilt:
. x X (=1)F g2l
sin(5755) — o= Z:O(gi+i)! k+2)2FT 5
7=
s _n 7 1 _ 24(n=2)(k+1)°—2An(k+ 1) —n® (k+1) 4’ > 0
Z  2k+2  WBHFDE  k 48(k+1)3k K53

also ¢ < 5755

Somit folgt auf [0, p]:
35 (ksin(p) — sin(ky)) = k(cos(p) — cos(kp)) > 0
ksin(0) — sin(k0) = 0
ksin(p) — sin(kep) cos((k + 1)) > ksin(p) — sin(kp) >0

Ferner folgt auf [0, ¢g]:
a5 (ksin(m — @) — sin(k(r — ))) = k(cos(p) — cos(kyp)) > 0
ksin(m — 0) — sin(k(m — 0)) =0

Somit folgt auf [ — ¢, 7] wegen sin(kp) cos((k + 1)) > 0 und 1 >| cos((k + 1)) |:

ksin(p) — sin(ky) cos((k + 1)p) > ksin(p) — sin(ky) > 0



. sin(ke)
lim =520

. sin(kyp) : sin(kp) _ k _e—0 ke .
(iii) Es gilt: lggﬂsm((k+l)<p) vljl_msm((k—l-l)(p) k41 Jjm 22T De) k+1 € [0,1].
o0 (RFDe

Ferner ist sin((k + 1)¢) — sin(kyp) = 2sin(5¢) cos((k + 3)) mit der Nullstellenmenge {0, 27} U
s--m | 1 € Ny }. Somit gibt es auf jedem Intervall [t e, e {0, k—1,k+2,...,2k+1},
genau ein Argument s mit f(s) = 1. Wegen dem Satz von Weierstral sind damit die angegebenen

Intervalle [a¥*, bF+!] eindeutig. O

Im n&chsten Lemma werden die Eigenschaften von g untersucht, d.h. die Symmetrie, eine Darstellungs-

formel von g bzw. g’ als Produkt sowie die Monotonieintervalle von g anhand des Vorzeichens von
!

g .

LEMMA 15
(i)  Veel0,27]: g(p) =g(2m —¢)
(i) lim g(p) = limg() = lim g(¢) = —(gh7)"*
(i) 9(e) = —kf (o) st

9'(¢) = —g(p) ((k+1)?cot((k + 1)¢) — k? cot(ke) — cot(p))
(V) Auf (0,7) \ £ Z gilt:

-1 g€ (tk+1 tk+1)
1 pe )

v ) (EDEY e TR, Te (142NN {L,...,k—1})

599 (¥)) = 4 1 pe (t,,tfjff), le(1+2NN{1,....k—1})

(-1)F pe @t th), le2+2Nn{l,....,k—1})

{ -1 goe(t,,tfjf), le (2+2NN{1,...,k—1})

Beweis:
. in T— k . k sin k
(i) 9(2m — ) = —ksin(2m — ) sin(s(k_,(_l;()z(zwfi)))kﬂ = —k(—1)sin(ep )( 1)£+})Slns((,§_lr_f§¢)k+1 = 9(¢)

@) imotan =) = o) = i~ (57) (242 (2582)" (i) =- (%)

lmate) = tm (k) (25 (i) (i) = (#5)
(iii) Fir p € R\ {7 Z gilt:

- k
9'(p)=—k COS(‘P)%

—ksin(p) k? sin(kp)*~* cos(ky) SIH((k+1)¢)k;;(7€gc)J2rlcl)2 sin(kp)" sin((k+1)¢)* cos((k+1)¢)

sin(kg)®
sin((k+1)p)k+1

) ﬁfﬁ% (k? sin((k + 1)¢) cos(kp) — (k + 1)? sin(ky) cos((k + 1))

)
®) % cot(y)
—ksin(ep)

75111(5(',?1’;‘)‘2)“1 (k? cot(kyp) — (k + 1)2 cot((k + 1)¢))

(iv) Der Beweis wird mit Hilfe der Produktzerlegung der Ableitung gefiihrt.
Die Vorzeichenintervalle von —g(¢) sind bekannt. Der schwierigere Teil besteht darin, die Funktion
h(p) = (k+1)% cot((k+1)p) —k? cot(ky) —cot () zu untersuchen. Zunéchst wird die Funktion hg(p) =
(k + 1)? cot((k + 1)) — k? cot(ky) betrachtet. Die Funktion hj, hat auf [0,7] die Polstellenmenge
{tF " Yewpys U {tF}ien,- Im folgenden werden das Vorzeichen und die Monotonie von hy auf den
durch die Polstellen gebildeten Intervallen von [0, 7] untersucht.

=—kcos(p)
—ksin

=—ksin

(
(

. s s .
Auf R\ 25 7Z ist hi(p) = sm(((kkJ:-l1))<p)2 + Sin(kk(p)z und somit k() =0 gdw. f(p) = (k+1) Da f
auf den Intervallen (¢/", /') streng monoton ist, gibt es auf jedem Intervall (/" ¢/ genau zwei

k+1 —1 E) k+1 —1 3 —1 k+1
Nullstellen ¢ = fi s oo (=741)2)> &7 = S gy (547)%) = fignn ooy (77 D>t

von hj(¢). Es wird nun gezeigt, da8 diese lokale Maxima bzw. Minima von hj, sind. Es seien

10



k41l 2 1 k41 _ 2041 g1
o =T = (b4 g (=1) und ¢ = T = f‘(t,ﬁ_1 t’“+1)(1)' Da
[ R ] [EELI Y

sin((k + 1)pft) = —sin(kpf™) und A (of ) <0,
sin((k + 1)¢f ) = sin(kyf ) und Ay (FH) <0,
lim hj(¢) = oo,
o= tm
gilt c{”’l € [@f“, %77] und df“ € [%w,zﬁf“].
Es gilt ferner
h”( ) _ (k+1)* cos((k+1)p)  k*cos(ky) _ k* cos((k+1)yp) ( k. cos(kyp) )
)= Tk 9)? sin(kp)® — sin(kp)3 \V R cos((k+1) @)
Die Bedingungen
(k+1)3 _ k3 k. _  cos(ky)
sin((k+1)p)2 — sin(kp)?2’ V BT~ cos((k+1)y)

fiihren mit z = sin((k + 1)¢)?, y = sin(kp)? zu dem System

K —(k+1)® T\ _ 0
ko —(k+1) y )\ -1
mit der eindeutigen Losung

— (k+1)? k?
(%0, 40) = — (k(2k+1)7 (k+1)(2k+1))‘

Da (o, yo) komponentenweise negativ ist, gibt es keine Losung in (sin((k+1)p)?, sin(ky)?), sodaB h () #
0 in den Nullstellen von hj). Die Bedingung hj,(¢) = O charakterisiert somit die lokalen Maxima bzw.
Minima von hy,.

Da f monoton wachsend auf (0,¢™) und lin}) flp) = ﬁ > 0, hat hy, auf [0,#¥"!] genau ein lokales
p—

. Bl k1 . — __k k1 k41

Maximum. Da f monoton wachsend auf (t;*",#,7]) und él—%rf((p) = — 32 <0, hat hy, auf (¢, t7)

genau ein lokales Minimum. Ferner verifiziert man analog anhand der Monotonie von f, dem Vorzeichen

von sin(ky) und wegen hg(v) = _s(ll:(r;;) <% - f(cp)), daB fiir [ € {1,...,k—1} cF*! lokales Minimum

bzw. dj ! lokales Maximum von hy, auf (t;*',t;}!) ist. Anhand der Monotonie und Vorzeichen von

(k + 1)2cot((k + 1)) bzw. k2 cot(ke) verifiziert man, daB fiir [ € {1,...,k — 1} hg(cf*) > 0 bzw.

hk(d{“H) < 0 ist, d.h. daB die lokalen Maxima von hj positiv und die lokalen Minima von hj negativ

sind.

Im folgenden wird versucht, die lokalen Minima bzw. Maxima von hj abzuschitzen, um damit dann h
4 .

untersuchen zu kénnen. Fiir fo(z) = a?cot(az) ist f!(z) = %&2{?) Daher sind —k2 cot(k¢p) und

(k + 1)? cot((k + 1)¢) auf (;",lc—fz, le—j';lw) konkav, negativ und es gilt:

(k+ 1) cot((k + 1)) < —(k+1)? (p — Ztbr)
K cot(ky) < —k*(%5HtT —¢)

h(p) < MFF! o= max{min{ —(k+1)? (¢ - 254r) , K2 (%n - 9)} | o € [Ethm, Zila]}.

Ferner sind —k? cot(ky) und (k + 1)2 cot((k 4 1)¢) auf (2L, 243 1) konvex, positiv und es gilt:

2k 0 2k+2
(k +1)2 cot((k + 1)) > (k+1)2 (;i—igw _ (p)
k? cot(kyp) > k(o — 2t )
hi() > mith = min{max{ (k + 1)*(3257 — ¢),k* (¢ — %H2m) } | ¢ € [, 3557 .
mP*+1 148t sich geometrisch als Héhe H in einem Dreieck ABC' ermitteln, welches durch
A= (%r,0), B=(3257,0),
H — tan(«BAC) = (k + 1)?, % =tan(<ABC) = k?,

A5 — 20+1 2l+1
z+y=AB= ﬁw—%w
charakterisiert ist. Somit ist
1 1 2041 241 _ 241 =«
H (k2 T o7 ) = ok T T 2k2 T = (DR 2
k+1 _ _ (2141) (k+1)k 1
my T = H = s e sg T 2 (+3)3

Analog 148t sich M, Ik+1 geometrisch als Hohe H in einem Dreieck ABC ermitteln, welches durch
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A= (Bin0), B= (B2r0),
4 — tan(«BAC) = k?, % = tan(<ABC) = (k + 1)?,

_ AP _ 21+3 2041
z+y=AB= T~ SE T

charakterisiert ist. Somit ist
1 1\ — 2043 2041, _ (k+1)-21-3
H(W+k—z)—zkiz7f R (=t
E+1 _ pp _ ((k+1)—20=3)k(k+1) 3ym
My =H= 2(k+1)2—2(k+1)+1 7 >(k+1-1-3)3
Nun wird das Vorzeichen von h(p) untersucht. Die Abschitzung erfolgt auf verschiedenen Intervallen.
™

Fiir ¢ € (0,%] ist —cot(p) < 0. Da die lokalen Maxima von h; negativ sind, sind die Zweige von

hi(p) — cot(p), die Maxima besitzen, negativ. Fiir die Zweige, die Minima besitzen, kann h auf
(==, A7) abgeschitzt werden:

k+10 k+1
he(p) —cot(p) > (k11 = $)E —cot(gh)
> k41— |ktl) 3y _
lodnm 551 =208 ~ st
> (k+1 L%J—%)% k+11 L
6(k+1)2
> 0

Fir ¢ € [§,m) ist —cot(yp) > 0. Da die lokalen Minima von hj positiv sind, sind die Zweige von
hi () — cot(p), die Minima, besitzen, positiv. Fiir die Zweige, die Maxima besitzen, kann hg () — cot(p)
fir ¢ € (347 kil m) abgeschiitzt werden:

hi () — cot(¢p) < -1 :é)% tcot(ﬁ)l
< —([HL )+ DT+
lZ[(kil)/ﬂ (I— 2 J 2)2 sm(m)
< B — (M + )7
6(k+1)2
< 0
Da hi auf (0, 737) nur ein lokales Maximum hat und negativ ist, ist h < 0 auf (0, 47)- Da hy auf
7, 7) nur ein lokales Minimum besitzt und positiv ist, ist h > 0 auf T,
k+1 k+1

Damit kénnen die Vorzeichen von ¢’ auf den durch {t;hLl beng,, und {tF}en, gebildeten Intervallen
anhand der Vorzeichen von h und g wie angegeben bestimmt werden. Das bedeutet, da§ g auf (téEJrl , t’f“)
monoton fillt, auf (tF, t’,zii) monoton wichst, auf (t§+!,#5+!) fiir ungerade k aus abwechselnd monoton
fallenden bzw. monoton wachsenden Zweigen, fiir gerade k aus abwechelnd positiven, konvexen bzw.

negativen, konkaven Zweigen besteht. O

Anhand der Monotoniestruktur von F, G, f und g kann eine Charakterisierung der Nullstellen des
charakteristischen Polynoms | Tgg — AE | vorgenommen werden.

LEMMA 16

Das Polynom (—1)¥1 (A1 — Xk — 2 hat fiir pr aus
{—(E) 1} die doppelte Nu]lste]]e A= %5 und k — 1 einfache Nullstellen
{0} die einfache Nullstelle A = 1 und die k-fache Nullstelle A = 0
R\ {-(555)¥"",0} &+ 1 einfache Nullstellen

Beweis:

(B1) Es gilt:

k=1

AEH X (R = O gk — g 3 (i)

k k i — (_k k -1 _ (_k k k -1 _
) - E( D) =GR - O(m)’“ =GR e G =0

k
zweifache Nullstelle von At — \F 4 ﬁ (L) )

Somit ist A = k+ T

T
(B2) Es gilt weiterhin: \¥*1 — A\*¥ = (X — 1)A\¥ = 0 genau dann, wenn A = 1 oder A = 0.

(B3) Aus Lemma 14 (Monotonie von f) folgt, daB f nur auf den Intervallen [t5™" #{"), (tF, 51!,
Le{l,... k=1}, (/T th ), L€ {k+2,...,2k}, (thi),, th),] positiv ist.
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(B4) Es seien:

by — 1 k gerade | k=2 k gerade
Y7 2 kungerade >~ | k—1 k ungerade
b = 2 k gerade _ | k—1 k gerade
71 1 kungerade > ™ k—2 k ungerade
Aus Lemma 15 (Eigenschaften von g) folgt:
von —(75)*+! nach —co  auf (t5+!,#1+")
g fillt streng monoton von 0 nach —oo auf (tF ,tfj:ll) le{2,4,...,k}
von oo nach 0 auuf(t’chl th, 1€ {ki, k1 +2,...,k—1}
von —oo nach —(7£7)¥  auf (t; = )
g steigt streng monoton von 0 nach oo auf (tf tfj:ll) le{l,3,...,ks}
von —oo nach 0 auf (tk+1 th), 1€ {ks, ks +2,...,k—2}

(B5) Aus (B3), (B4) und Lemma 15.(i) folgt, daB8 das System (19) fiir ur € (—oo,— (k_’il)k“) genau
2| B |, fir pr € [—(555)F,0) genau 2|21 | — 2, fiir ur € (0,00) genau 2| %] Losungen hat, die

gemif Lemma 11 komplexe Losungen des betrachteten Polynoms sind. Lemma 12, (B1) und (B2)

zeigen, daf3 das betrachtete Polynom fiir ungerade (gerade) k fiir ur € (—oo, (kil)k“) 0 (1), fir
uT € [—(#)k“,O) 2 (3), fiir uT = 0 k+ 1 und fiir u7 € (0,00) 2 (1) reelle Losungen besitzt. Dies

ergibt die Aussage iiber die Vielfachheit der Nullstellen.
O

Es sollen nun die stabilen Parameter y bestimmt werden. Dazu werden die folgenden Mengen benotigt:
Mp:={peR | 3rel0,): Fir)=pr,r#0}
Mg:={peR | 3Irel0,1): G(r) =pr,r #0}

und fiir [ € Nog 41
M;:={p€eR | I(r,¢) € Ry x [0,27) : re¥ ist Eigenwert von Tgg, r € [0,1), ¢ € (¢, tﬁ'll) 1.

Die Menge My (Mg) beschreibt alle die reellen Parameter y, fiir die ein Eigenwert A = re® mit r € [0, 1)
und ¢ =0 (¢ = 7) existiert. Eine Menge M, I € Nag41, beschreibt alle die reellen Parameter p, fiir die
ein Eigenwert A\ = re’¥ mit r € [0,1) und ¢ € (17, tffrrll) existiert. Mit Hilfe der in den Lemmata 14
und 15 gezeigten Monotonien von f und g 148t sich eine einfache Beschreibung der Mengen M; als ein

Intervall geben.

LEMMA 17
(i) Fiir ungerade k sind:
Mp = [ (k+1)k+150);
MG - (0a2k);
[ (9(b5™), —(Eg)F ) l =0
[0, g(bf ™)) € (INe_1 N1+ 2IN)
(g(b;*),0] € (INe_1 N2 + 2IN)
My = < k+1
(9(a;™),0] € (No Nk + 2 4 2IN)
[0,9(a; ™)) € (INy, Nk + 3 + 2IN)
L (9(a5ily) — (g l =2k +1

(ii)  Fiir gerade k sind:
Mp = [_(%)k—i—l,o)’

MG = (-2]6,0),
[ (9(b6™), —(Ep)*)  1=0
[0,9(b*)) l € (Np_1 N1+ 2N)
M, = 4 ( (bk+1) 0] € (]Nk,l ﬂ2+2]N)
l [0,9 (k+1)) I € Ny Nk + 2+ 2IN)
(9(a :*1) 0] I € (Noy Nk + 3 + 2IN)
| (gasil), — (D)) 1=2k+1
Beweis:
Aus Lemma 14 folgt, da8 [/ ', bj""] C (t;*',¢51)), | € WNapyq, das Intervall aller der ¢, fiir die
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r(¢) = f(yp) € [0,1] gilt. Aus dem Monotonieverhalten von ¢ auf (tf“,tfill) (siehe Lemma 7) folgt
unter Beriicksichtigung von g(af*!) = 0,1 € {1,...,k}, bzw. von g(bf**) = 0,1 € {k +1,...,2k}, die
obige Darstellung von M;.

Aus der Monotonie von G und aus G(1) = (—1)*+1k2 folgt die Darstellung von Mg. a

Aus den Mengen Mp, Mg und M;, | € Nygyq1, kann nun die Stabilititsmenge von (2) ermittelt
werden: ein Parameter p ist stabil, wenn er in k¥ + 1 Mengen der Mengen Mp, Mg, M;, | € Nogy1,
enthalten ist.

LEMMA 18
Die Menge der stabilen Parameter p ist fiir ungerade k durch
pr € (max{ g(d¥*') | 1=0,2,...,k—1},0)
und fiir gerade k durch
UT € (max{—2k,g(bf+1) |1=0,2,...,k—2},0)
charakterisiert.

Beweis:

Aus Lemma 12 folgt, daB fiir um € (0,00) eine reelle Losung in (1, 00) existiert. Ferner ist fiir ur = 0
A =1 ein Eigenwert von Tgg. Somit sind die Parameter y, fiir die pr € [0, 00) ist, nicht stabil.

Als stabile Parameter kommen nur die p in Frage, fiir die u7 < 0 sind. Da es fiir die Stabilitéit von
u notwendig ist, daf alle Eigenwerte von Tgg betragsmiflig kleiner 1 sind, folgt aus der Struktur der
Eigenwerte (Lemma 16), der Charakterisierung der Mengen Mp, Mg und M;, | € Nap 1, in Lemma 17,
und der Symmetrie von g (Lemma 15.(1)), daB8 g7 dann fiir ungerade k im Durchschnitt der Mengen

Mg U My) N N M;n N MynN(Mr U M
( F 0) le{24,...,k—1} ! le{k+2,k+4,...,2k—1} ! ( F 2k+1)
= Mp UMy)N N M,
Lemma15(i)( F 0) le{2,4,....,k—1} !
und fiir gerade k£ im Durchschnitt der Mengen
Mg U M) N N MyNnMgn N MyN (Mg UM
(M 0) le{24, k—2} ¢ 1E{ kt3,h 45, 2h—1} (M 201
= (MFUMo)ﬂ n MlﬁMG
Lemma 15 (%) le{2,4,...,k—2}
liegen mufl. Die Beschreibung der Mengen Mg, Mg, M;, | € WNogt1, als Intervalle (siehe Lemma 17)
liefert dann das jeweilige Intervall fiir pr. O

Die Berechnung der unteren Grenzen des Stabilitidtsgebietes und deren Asymptotik kann mit folgen-
dem Lemma vereinfacht werden.

LEMMA 19
(i) VkeIN\{0,1},1€ Nj_q: g(bf“) = —k sin(22,l€—“+‘117r) sin™((k + l)gfc—illﬂ)
(i) VIe2N:g(bF™) ! —(20+1)%.

k-+1>1,k—00
(iii) Fiir k gerade: ~max{—2k,g(bF"") | 1€ {0,2,...,k—2} = max{g(b}™) | 1 € {0,2,...,k—2}
(iv) Fiir k ungerade: max{g(b¥*') | 1€{0,2,...,k—1} kioo -z

Fiir k gerade: max{g(bf*') | 1€{0,2,...,k—-2} | -Z

k—o0

Beweis: Es gilt

. 2 2 85° 420524+ (12—27%)j 2=
(B1) Va € (0,7, € N\ {0} : @y — oy — mormy + morgy = J(r2(j+3)! )i >0
. . o0
. d sin _ —sin — j— j— _
(B2) Yz € (0,7] : L= w(z) = “°5(22 sin(z) — —];(—1)] g2t ((2;)1 - (2j—1i-1)!)
_ i—1.2j-1(_1 1 > >
= —jeém(—l)’ z ((2j)! — @ @ T (2ﬁ+3)!)
<0
(B3) Vi € (07 %) . %:Zso(:(z)) _ —2sin(2z)wcos(a:;—zgzgé)(cos(w)—zsin(a:))

—2z sin(z)(2 cos? (z) —1)—2z sin(z) —cos(2z) (cos(z) —z sin(z))
z2 cos2(z))

_ _ (wsin(x)+cos(z))cos(2z)+2z sin(z) <0

- z2 cos?(z)

(i) Aus den Lemmata 14, 15.(iii) folgt f(b¥t') = 1 und g(B¥+') = —k (sin(g,g—flyr) sin~ ((k + 1)22,@—11170).
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(ii) Es gilt VI € 2N,k > [ :

L2141 . 2041 x s 2041
_ 51“(21«,12117")1 - —k S;Ill(?Ti;liz — —9% sin( 20+1 E) — _ 241 1 " Smgfffl %) \L _2l+17-(
sin((k+1) 2:_"_1 ) sin(%w—i—ﬁ%) 2k+1 2 2 1+5; 5% 2

kF1 2 k—oo
(iii) Es gilt:

g(bf) = —I<:sin(2k7r+1)sin(%)_1 (Z) -5 >-2>-2k

(iv) Es gilt fiir ungerade k:

2
1 2k+1 cos(2k+1 )

in(2k=1, in( - s 25w
gbfth) = —k—RER D _ _pimrman) ozl p— —00
sin((k+1) 5p7 ) sin(km— 5577 7) pe14+2IN I+5; 7™ cos(zpgrm) k—s00
Es gilt fiir gerade k:
E+1y _ sin(%w) —_ Sil’l(ﬂ'—ﬁﬂ') - _ 1 (2k+1) cos( ﬁﬂ') _
9(b55) = sin((k+1) 3333 ) sin((b—D)7— g™ peaN  Ltag 27 cos(gdgm) kim e
4
Aus lim —1p 1 1, lim G0 tmmm) folgt g(bi+! —o0, g(bkt] — 0.
B 1 SRS, o e o0 4 e s oo
Aus der Konvergenz g(bjt]) | —oo bzw. g(bjt}) | —oo kann mit Hilfe der Uberlegungen
k— o0 k—oc0
Jko > 0 VEk > ko : maz{bft],biti} < -Z
Jky > ko VI € Ny, N2IN: g(bf™) < -2,
d.h.
maz{g(bf) |1=0,2,..k—3 - L(-1)k} =g(bf) | -3,
k1<k—o0

das folgende Ergebnis gewonnen werden:

KOROLLAR 20 Es gilt fiir alle k € IN Msktab C Mgyt = (—%5,0). Das explizite Eulerverfahren mit reellem
Parameter p ist daher nicht A-stabil. Es ist jedoch asymptotisch A-stabil in dem Sinne, das fir k — oo
die Stabilititsgebiete M fmb des Eulerverfahrens mengenwertig aufsteigend gegen das Stationarititsgebiet

Miq: konvergieren, d.h. MF~ T Mg fiir hinreichend grofie k.
stab k
— 00

Mit Lemma, 18 sind nun vergleichende Betrachtungen der Stabilititsgebiete des expliziten Eulerverfahrens
(vgl. Beispiel 8) in Abhingigkeit von 7, k, h moglich. Der erste Plot (Abbildung 2) zeigt die unteren
Grenzen des Stabilitétsintervalls bei variierendem Parameter 7 € [0.2,1.2]. Die untere Grenze ist, wie aus
Lemma 18 hervorgeht, bei fixem k proportional zu % Mit wachsendem k fallen die unteren Schranken
entsprechend Lemma 19 monoton gegen die untere Schranke —-.

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !

mu

8 i i i i i i i !
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2

tau
Abbildung 2: Die T-abhingigen Stabilitétsintervalle fiir verschiedene k
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mu

mu

Der zweite Plot (Abbildung 3) zeigt fiir ein fixes 7, hier auf 1 normiert, die k-Abhingigkeit des
Stabilitétsgebietes. Ein Vergroflern von k entspricht bei fixem 7 dem Verkleinern der Schrittweite h = ¢
und fiihrt zu einem Vergrofern des Stabilititsgebietes.

-1 T T T T T T T T
3 1 1 1 1 1 Ib (tau=1.000000)  +
1.1 + . . -
1.2 - . : .
-
a3 | -
_
R S - |
o
L
-,
-
: + : :
e RN 3 3 3 3 | |
: W‘H‘WWFH%}HHHH§HHH}H}HHHH%*
16 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K
Abbildung 3: Die Abhiingigkeit der Stabilititsintervalle von der Gitterfeinheit (k) bei 7 =1
-0.8 T T T T T T T T T
3 Ib (tau=0.600000)  +
‘ Ib (tau=0.700000)  x
1 lm Ib (tau=0.800000)  * |
Ib (tau=0.900000) O
o ~ Ib (tau=1.000000) =
sl

50

k
Abbildung 4: Die Schrittweitenabhingigkeit (h) der Stabilitdtsintervalle

100

Die oben erwihnte h-Abhingigkeit soll mit der von affinen SDE unter dem expliziten Eulerverfahren,

also mit dem Fall 7 = 0 kontrastiert werden. Betrachtet man die affine SDE

dZ(t) = pZ(t) + dW (t),

16
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so hat das explizite Eulerverfahren die Form

W ((n +1)h) — W (nh)

L W((n+1)h) = W(nh)

Z((n+1)h) = Z(nh) + phZ(nh) + B = (1+ ph)Z(nh)

Vh
(22)
und ist stabil fiir | 1+ ph |< 1, d.h genau dann wenn ph € (—2,0). Somit ist das h-abhingige Stabi-
litétsgebiet (—%,0) und es gilt 1’3101 — 2 = —00 bzw. hlim — 2 = 0. Der Fall h — oo in der affinen SDE
—00

kann nur bedingt mit der affinen SDDE verglichen werden, da fiir k£ die Einschriankung k& > 1 gilt. Dem
Fall A | 0 in der SDE entspricht jedoch das Betrachten von k¥ — oo in der SDDE. Es zeigt sich, daf} in
der Tendenz sowohl bei der SDE als auch bei der SDDE die gleiche Schrittweitenabhéingigkeit vorliegt
(Wachsen des Stabilitdtsgebietes fiir fallende Schrittweiten). Die Schrittweitenabhiingigkeit differiert aber
in ihrer Ausprigung, da im Falle des Auftretens von Zeitverzogerung auch infinitesimale Schrittweiten
nicht zu unendlich grofien Stabilitétsgebieten fiihren. Diese Beschrénktheit ist jedoch natiirlich, da M%, ,
Mot approximiert und Mg, beschrinkt ist.

Der sich anschlieBende Plot (Abbildung 4) demonstriert, dafl die Verkleinerung des Stabilitétsgebietes
bei einem Verringern der Schrittweite ein Phinomen ist, welches unabhingig von dem konkret gew#hltem
T ist und nur Niveauunterschiede in der Gréfle des Stabilitétsgebietes erkennen 148t.
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