
Fengler, Matthias R.; Härdle, Wolfgang; Schmidt, Peter

Working Paper

The analysis of implied volatilities

SFB 373 Discussion Paper, No. 2001,73

Provided in Cooperation with:
Collaborative Research Center 373: Quantification and Simulation of Economic Processes,
Humboldt University Berlin

Suggested Citation: Fengler, Matthias R.; Härdle, Wolfgang; Schmidt, Peter (2001) : The analysis
of implied volatilities, SFB 373 Discussion Paper, No. 2001,73, Humboldt University of Berlin,
Interdisciplinary Research Project 373: Quantification and Simulation of Economic Processes, Berlin,
https://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:kobv:11-10050453

This Version is available at:
https://hdl.handle.net/10419/62734

Standard-Nutzungsbedingungen:

Die Dokumente auf EconStor dürfen zu eigenen wissenschaftlichen
Zwecken und zum Privatgebrauch gespeichert und kopiert werden.

Sie dürfen die Dokumente nicht für öffentliche oder kommerzielle
Zwecke vervielfältigen, öffentlich ausstellen, öffentlich zugänglich
machen, vertreiben oder anderweitig nutzen.

Sofern die Verfasser die Dokumente unter Open-Content-Lizenzen
(insbesondere CC-Lizenzen) zur Verfügung gestellt haben sollten,
gelten abweichend von diesen Nutzungsbedingungen die in der dort
genannten Lizenz gewährten Nutzungsrechte.

Terms of use:

Documents in EconStor may be saved and copied for your personal
and scholarly purposes.

You are not to copy documents for public or commercial purposes, to
exhibit the documents publicly, to make them publicly available on the
internet, or to distribute or otherwise use the documents in public.

If the documents have been made available under an Open Content
Licence (especially Creative Commons Licences), you may exercise
further usage rights as specified in the indicated licence.

https://www.econstor.eu/
https://www.zbw.eu/
http://www.zbw.eu/
https://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:kobv:11-10050453%0A
https://hdl.handle.net/10419/62734
https://www.econstor.eu/
https://www.leibniz-gemeinschaft.de/


� � ��� � ���
	���
���
 �
� ��� ��	������
� ��	�� �!�"	#���!���$


%'&)(*(,+.-/&103254.687:9);=</7?>A@CBED�<GFH;"&19);JI�K&1>AL#<M7N&�9OLQPR7�(S7:>UTWVX+ZY[-,LZ(

\*]�^X_/`H_/a1_,bdc:egf3h�_jig_/`H^X_/`Mkl^Uig]"mNnokXeg])egpqbr_/fr`/kl^*stub,v#igf*_/p5br]�_Rewcyxoa1^*`G].br^X^{zRmgpu`H]=`G^*_/fwig_/`Meg]|ig]"mNnokXeg])eApN`Mkl^Xs}{a1pq~Xe���mg_M����]�`H�gbrf*^*`G_��ig_��la�x{brfr� `H]=sh�v#iA])m�iga=brf�h=_/fwiw��b��Asd�����A�#�Nx{brfr� `H]�sOtUbra1_/^lk*�1��ig])m
���.���#�Z�1�G�)�*�H���1�C�#���G�1 r�G�¡�¡ X�E�G�£¢Z�Z�#�Z¤��H�1��¥Q�1¦l§#�� :���Z�#�U¨���¤���¥[�5�Q¢Z¦l�* U¦:�1�.§|�G�l�r©.�q�¡�
¥ª�"«.�A¦l�|¢��Z�1�Z¤A�G�#�O r�Z�A�#¦l�£�1�Z«­¬.¦:�#¤� r�H¤��#®y¯°�.�� l�.�A¦u�¡�!¦l�H�*§|¥ª�#�Z�1±��A¥ª�A�= �².¬���¦* r�M�#�G�¡�
�.�g«.±#�G�.±Z²d�#¦5��¬) r�G�#�³¬.¦l�H¤��G�.±Z²d´y�E�.�A��«µ r���Z�����J�£¬.¦l�g¤��H�r�J�.�1 l�¡���³�1�� r�.�|¥Q�1¦l§#�� �¶ �
��·)¬W�g¤? :�� l�¡���|�#���#���G�1 r�G�¡�¡ X�#¸C¹!©�¤:�|¦l�g�r�g�#¦l¤:�J���#��¨W�A�A�£«)���.���#�| r�.�5�#�Z�1�G�)�*�H�R�#�d¦l�g�#�»º
�¡¼g�g«!�Z�G�* r��¦r�H¤5���#�H�� r�G�G�» l�¡���A²8½3�#�G��¾X¿gÀ"Á#Á#Â��1��«!¦r�A�M�A¦l�A�Z¤A�g�� r�.�g¦r�g�¡�Ã¸�Ä���´{�A���A¦�²W�r�G�Z¤����» 
�*�g�A¥Q�u©.�Z�r�� * l�¡�G�.±| r�­«)¦l��´�¤A�#�Z¤A�¡©Z�r�G�#�Z�U�M¦r��¥�¬Z�#�* U l�E��·)¬W�g¤� r�g«Å¥Q�1¦l§#�� N¨��g�Z���"�¡��¦g²
 r�.�5�M�"¤A©Z�U�r�.�¡�/ r��«­ r�J�G¥ª¬.�¡�G�g«��#�#�H�� l�¡�G�¡ r�G�g�g²ZÆU©Z¥ª���A²WÇd�¡�g¥[�G�.±E�#�Z«£¯°�Z�#�¡�g�È¾X¿�À#À�É�Â?¸
���J«.�A¦l�¡���q�¡¥ª¬.�G�¡��«£�#���G�1 r�G�¡�¡ r�G�g�� l�.��Ê{�H�#¤:§|�#�Z«�Ë)¤:�.���¡���q¾jÊ3Ë.Â3�M�#¦l¥�©.�H�ª�G�U�*���¡���g«|�M�#¦
 r�.��¤����Z�* l�1�= d�#�#�H�� l�¡�G�¡ X�N¬��1¦:�1¥ª�� l�A¦�ÌJ©Z�*�G�.±N�#¨Z�r�A¦l�#��«��#¬) l�¡���5¬.¦l�G¤A�g�g¸����.�H�d�G�Í�U¥[��¦r�
�Z�� l©.¦:�1���#¬.¬.¦l���#¤:�­�#�� l�.�5��¬) r�G�#�!���1�G©.�q�H�U«)��¤��H�*�G�#�g�¡�|«)�� l�A¦l¥[�G�.��«£¨=�| r�Z�5¥Q�1¦l§#�� �¶ �
�#�l�*���r�r¥ª�A�= 5�1�U¤A©.¦l¦r�g�� ª�1�Z«Î�M©) r©.¦l�E���#�H�� l�¡�G�» X��¸'ÄU�A�Z¤A�E�G¥[¬Z�¡�G�g«Ï�#�#�H�� l�¡�G�¡ X�'¥Q���µ¨��
©Z�r�g«J���y�#�J�¡��«)�G¤g�� l�#¦o�M��¦y¥Q�#¦r§��� R�A·"¬W�g¤� l�1 r�G�#�Z�y���#�g¦C r�.�N¦l�A¥Q�1�G�.�G�.±��G�»�M�A r�G¥ª�u�#�O r�.�
�#¬) l�¡���Ã¸
Ðw {�H�{´y�g�¡�8§"�.��´3�E r�Z�1 { l�.�N�#�#�H�� l�¡�G�¡ r�G�g�{�¡¥ª¬.�G�G�g«J¨"�Q��¨Z�*�g¦r���g«Q¥Q�#¦r§��� y¬Z¦r�H¤����y�A·)�.�¡¨Z�» 
�U¬��� * l�A¦l�� l�Z�� C�H�d�j�1¦o«)�¡Ñ8�A¦l�A�= Í�M¦r��¥Ò r�.��Ó��1 o¤��#���X :�1�= d���.��©Z�r�g«��¡�� r�.�3Ê3Ë5�M�#¦l¥�©.�H�.¸
ÐS�Z�* r�g��«[�1�8¢Z�Z«)�G�.±��q¤A�#�Z�* l�#�= o�#�#�H�� l�¡�G�¡ X���#¤A¦r�=�r�Í�* r¦l�¡§��g�g²#�G¥ª¬.�¡�G�g«ª���#�H�� l�¡�G�» X�[�1¬.¬W�g�#¦l�
 r�Ô¨W�Å�Z�#�ÕÓ��1 g²U�Ô�* X�"�¡�G¼A��«Ö�j�#¤� E´3�.�H¤:�×�Z�#�E¨��g�A�×¤g�1�G�¡��«×Ø#�r¥ª�¡�G�gØ#��Ñ8�g¤? �¸ÒÐS�° r�.�H�
¤:�Z�1¬. r�A¦q´{�Q�G�¡�G©Z�* r¦:�� r�Q�Z��´��G¥ª¬.�¡�G�g«³���#�H�� l�¡�G�» l�g�5¤g�1�³¨W�E�1�Z�#�¡�"¼g�g«O¸J¯µ�Q�M�)¤�©��q¢Z¦:�X 
�#�­�[�* l�1 r�H¤��1�Z«|�"�G�r©Z�1�8�G�"�#�g�* r�G±��1 r�G�#�|�1���G¥ª¬.�G�¡��«E���#�H�� r�G�G�» l�¡���A²= r�Z�A�£´y�q¤A�#�Z¤A�A�= r¦:�� l�
�#�J�5«.�=���1¥ª�G¤u�1�Z�#�¡�)�r�G�o´3�» l�Q X´y�����#¦r�H�1�= :�C�1�Ã¬.¦l�G�Z¤��G¬Z�1�W¤���¥[¬W�#�Z�A�= l�y�1�Z«Q�G�= r�g¦r¬.¦l�� 
 r�.�q¦l�g�r©.�¡ l���G�­ r�.�5¤A�#�= r�A·= 3�#��¦l�G�r§J¥Q�1�Z�#±#�g¥[�g�= g¸



Ù Ú Û +W7uÜ�9�&1<�ÝZ0r-G0UD�F�ÞSY5ß8<G-M7�L³àWD�</&)(,-¡<G-,(,-/7�0
á�â�á ã�äuå�æ#çQèJéNêRåOëwçQä

ÐS¥ª¬.�G�G�g«Î���#�H�� r�G�G�» l�¡���5�1¦l�Q r�Z�Q�M�)¤�©Z���1�3�¡�= l�A¦l�g�* �¨��# r�Ô�G�Î�#���G�1 r�G�¡�¡ X�� l¦l��«)�G�.±Å�1��«³�¡�
¦l�H�*§ì¥ª�#�Z�1±��A¥ª�A�= �¸$íU�|¤���¥[¥ª���Ö¬Z¦l��¤? r�H¤��£ l¦l��«)�A¦:�J«)�G¦l�g¤? l�¡�Ï r¦:�#«)�£ l�.�Å�r�Ô¤A�#�¡�G�g«
Ø#�#�g±��#ØZ²1�î¸ ��¸� l�.�u�r�A���*�¡ r�G�"�» X�[�1�8 r�Z�A�G¦R¬W�#¦r *�M�#�G�G���o´3�¡ r�E¦r���*¬W�g¤� o r�5���#�H�� l�¡�G�» X�[¤:�Z�1�Z±#�g�g¸
ÐS�E�#¦:«)�A¦Í l���g�* l�#¨.�G�G�r�ª�#�A±=�N r¦:�#«)���C¥Q�1¦l§#�A R¬.¦l�1�M�g�l�r�¡���Z�1�H�Í©Z�r�U«)�A�¡ l�1ºî±=�1¥ª¥Q�N�.�A©) l¦l�#�
�Z�g«)±��¡�.±��* r¦:�� l�A±��¡���8´3�.�G¤:�5�#¦r�Í�G�Z�r�A�Z�r�» l�¡���C r��¤:���1�.±��g�8�G�� r�.�o©Z�Z«)�A¦l�G�=�G�.±��#�Z«u r�3 l�¡¥ª�
«.�g¤A����²��d�1�G�A¨Ô¾*¿gÀ#À"Á1Â�¸����E��¤A¤A�#¥ª¬.�G�G�r�­ r�.�H�A²� r¦:�#«.�A¦:�U«)�g¬��g�Z«!�#�!¦l�A�G�H�1¨.�G�q�g�* r�G¥Q�� r���
�#�d�G¥ª¬.�G�¡��«|���#�H�� l�¡�G�» l�¡���3�1�Z«EºR¥ª���* 3�¡¥ª¬W�#¦r l�#�� l�¡�JºC r�.�g�¡¦U«.�=���1¥ª�G¤g�A¸
ï �Z�E�1�3 l�.�E§��A�³�H�r�r©.�g���¡�Ï�#¬) l�¡���Ô¦r�H�r§'¥Q�1���1±#�g¥ª�A�= ��H�5 l�.�|¥ª���#�r©.¦r�g¥ª�A�= ��1�3 l�.�
�G�.�.�g¦r�g�= y�#���G�1 r�G�¡�¡ X��¦l�H�*§8²� r�.�N�*��¤g�1�G�¡��«QØ1���A±���ØN��·)¬��=�*©Z¦r��¸díU�Z�1�G�= r�H¤A�1�G�G�#²� r�.�NØ1�#�g±���Ø
�H�Í l�.�3¢Z¦:�X R«.�A¦l�¡���� l�¡�����1�8 r�.��Ê3Ë��M��¦r¥�©.�G�N´3�¡ r�Q¦l�g�r¬���¤? C l�� r�.�3���#�H�� r�G�G�» X��¬Z�1¦:�1¥ª�� l�A¦
ÌÍ²��1�Z«µ¤A�#�Å¨W�[�G�= r�g¦r¬.¦l�� l�g«'�#���|�r�A���*�¡ r�G�"�» X�!�#�o r�.�ª��¬) r�G�#�'���#�¡©Z�[´3�¡ r�µ¦l�g�r¬���¤? N r�
¤:���1�.±��g�N�¡�°¾j�¡¥ª¬.�G�¡��«ZÂ����#�H�� r�G�G�» X��¸�¯°�.�g�Î¤��#���*�H«)�A¦l�G�.±|¬W�#¦r *�M���¡�G���q¤A�#¥ª¬W���r�g«'�#©) q�1�
�Å�G�#¦r±��J�"©.¥�¨W�A¦[�1�N«)�»Ñ8�A¦l�A�= [�#¬) l�¡���Z�A²o�Å¦r��«)©Z¤� r�G�#�Ô�#�� r�.�­¦l�G�r§Å�j��¤? l�#¦ª�*¬Z��¤��E¤g�1�
¨W�J���A¦l�!©Z�*�A�M©.�C�M��¦��#�l�*���r�r�G�.±E l�.�Q¦l�G�r§"�¡�.���r���#�R l�.�E¤�©Z¦r¦l�A�= q¬��=�*�¡ r�G�#��¸JÄ�ð�1¦:«)�G�Q�1�Z«
Ë.¤:�.¥ª�G«" Å¾ Ù1ñ�ñ#ñ Â��#©. r�G�¡�.���µ¬.¦l�)¤���«)©.¦l�E�M��¦Q©Z�*�G�.±³¬.¦l�¡��¤��G¬Z�1��¤A�#¥ª¬����.�A�= :�[�#�Z�1�G�)�*�H�
¾,ò{ó{íNÂC l�[«)�A r�g¦r¥ª�G�.�U l�.�N¥ª�1·)�¡¥�©.¥
�¡�=�r�y�1����¬) r�G�#�E¬���¦* r�M�#�G�¡�=�R¨W�g�#¦r�G�.±5���A±�����·)¬W�1º
�r©.¦l�#¸N���.�A�!«)��¤��#¥ª¬W���r�5 l�.�5 l�A¦l¥��* r¦l©Z¤� r©.¦l���#�RÆ�í�ôõ�¡¥ª¬.�G�G�g«����#�H�� l�¡�G�» l�¡���UØ��� U l�.�
¥ª���.�A�)ØÅ¾,íC�3¹ÅÂu�¡�= l�|��¦* l�.�#±��#�Z�#�O�j�#¤� r�#¦:�g¸����Z��¥Q��·)�G¥�©.¥��G���l�A²8´3�.�H¤:�Å�H��«)��¢��.�g«
«.�¡¦l�g¤� r�G�E�G�| l�.�q¦l�G�r§ª�j�#¤� r�#¦��r¬Z��¤��#²)�H�{ r�Z�A�!¥ª�)«)�A�G�g«|¨"�J r�Z��¢Z¦l�* � X´y�[�j��¤? r��¦l�g¸
ï ©Z¦U�X l©Z«)�­�#�!Æ�íUôö�#¬) l�¡���Z�3�H�3�#¦l±��#�.�G¼A�g«­�#�{�M���¡�G��´��g®RÇd�¡¦:�X �²Z´{�5�*�Z��´��.��´$ r�J«)�Aº
¦l�G�#�ª�1�Z«Å r�£�g�* r�G¥Q�� l�[�G¥ª¬.�G�¡��«Å���#�H�� r�G�G�» l�¡���N�#�Z«Å r�.�ª�G¥[¬Z�¡�G�g«µ�#���G�1 r�G�¡�¡ X���r©.¦*�j��¤���¸�í
«Z�� l��«)�g¤A¦r�G¬) r�G�#�[�M���¡�G��´��A¸dÐS�J�r�g¤? l�¡���!¿#¸ ÷.¸ Ù ²1´{��¬W�A¦r�M�#¥
�q�X :�1�Z«Z�1¦:«[ò�ó{í°�#�ª l�.�U¤A�1º
���#¦r�H�1�Z¤A�u¥Q�1 r¦l�»·E�#��øNÆ�í�ôö¦l�� l©.¦l�Z�y r�Q�H«)�A�= r�¡�M�Q l�.�5«)�#¥ª�G�Z�1�= ��j�#¤� r��¦�¤��#¥ª¬W�#�.�g�= l�
«.¦r�G�"�¡�.±J r�A¦l¥ù�X l¦r©�¤? r©Z¦r��¥[�����A¥ª�A�= :�3�1�RíC�3¹úÆUí�ôõ�#¬) l�¡���Z�A¸NË"�g¤� r�G�#�Ô¿�¸ ÷Z¸ ÷ª�G�= r¦l�1º
«.©Z¤������ª¤��#¥ª¥ª�#�­¬.¦l�¡��¤��G¬Z�1�Ã¤A�#¥ª¬����.�A�= :�3�1¬.¬.¦l����¤:�J l�Z�� ��g�Z�1¨.�G�g��©��� r�ª¥ª�)«)�A�Ã�Z�1 
���.�G�£íC�3¹û r�A¦l¥ù�X l¦r©�¤? r©Z¦r��¥[�����A¥ª�A�= :�3�1�o�G¥ª¬.�¡�G�g«Å�#���G�1 r�G�¡�¡ r�G�g�U¨.©) U l�.�ª«)�"�Z�1¥ª�H¤A�
�#�� l�.�5Ø#�r¥ª�¡�G�gØª���y´{�A�G�î¸



Ú 4 ü Û +W7UÞSYqßO<¡-M7�LÎàWD�<H&.(j-G<¡-î(GÝ£T8ý1>lFj&"V�7 ÷
á�â*þ ÿ���� ã����	�îë
��è��°ç
���UåOë��îë,å����­é�æ����uê��
�������
� ���! #"%$& '�%(*)�+%,-(/.!0-13254& #)#0%6-798: '�;(*)� #)'(=<
���.�qÊ3ËJ�M��¦r¥�©.�H���M��¦� r�.�q¬Z¦r�H¤��?>A@R�#�Í�CBo©Z¦r��¬����1�|¤g�1�G�Ã�� 3 l�¡¥ª�ED{�G��±��¡���A�­¨=�

> @GF HI@KJ ¾MLON�ÂQPSRUT*VIWKX J ¾�LZY�Â\[ ¾X¿#¸G¿�Â
L/N F �¡�d¾ HI@�] R'Â;^�¾�_`^ NY Ì Y Â3a

Ì%b a [ ¾X¿#¸ Ù Â
L Y F L N PµÌ b a;[ ¾X¿#¸ ÷�Â

´3�.�A¦l� J «)�g�.�1 l�g�[ l�.��¤�©.¥�©.�H�� r�G�#�!«)�H�* r¦l�¡¨.©. r�G�#�Ö�M©.�Z¤� r�G�#�Õ�1�q�³�X :�1�Z«.�#¦l«Ï�.�#¦l¥Q�1�
¦l�#�Z«)��¥����1¦l�G�#¨.�G�#¸!_�«.�A�.�# r�g�o r�.�u¦r�H�r§�ºî�M¦l�A�3�G�� l�A¦l�g�* R¦:�� r��² H  l�.�U¬Z¦r�H¤����#�8 r�.�u©.�Z«)�g¦*º
�¡�"�G�.±Z²Za Fdc PeDd r�.�U r�G¥ª�� r��¥ª�1 r©.¦l�¡ X�[�#�Z«9R� r�Z�u�* r¦l�¡§���¬.¦l�G¤A�#¸ÍÇ.�#¦{íC�3¹ù�#¬. r�G�#�Z�
 r�.�q�=f=©Z�1�G�» X�gR FhH @y�.�#�H«.�g¸
���.�N�#�.�G�ª¬Z�1¦:�1¥ª�� l�A¦{�¡�E r�.�qÊ{�H�#¤:§Q�1�Z«|Ë)¤:�.�#�G�g�y�M��¦r¥�©.�G�5 r�Z�1 �¤g�1�.�Z�1 �¨��N�#¨Z�r�A¦l�#��«
«)�G¦r��¤? r�G�U�H�8 l�.�R�#¤� r©Z�#�1�#���G�1 r�G�¡�¡ X�U�#�� l�.�o©.��«)�A¦l�¡�"�G�.±3¬.¦l�G¤A�C¬.¦l�"¤A�g�l�A¸�Ä���´{�A�#�g¦g²A´y�C¥Q���
�X l©Z«)�Q l�.�q�#���G�1 r�G�¡�¡ X�Q´3�.�H¤:�|�H���G¥[¬Z�¡�G�g«­¨"�J�#¬. r�G�#�E¬Z¦r�H¤������#¨Z�r�A¦l�#��«J�G�E l�.�q¥Q�1¦l§#�� :�A²
 r�.�Q�r�|¤g�1�G�¡��«Å�G¥ª¬.�¡�G�g«'�#���G�1 r�G�¡�¡ X�8®��G¥[¬Z�¡�G�g«'�#���G�1 r�G�¡�¡ X�!�G��«)�A¢Z�.��«'���U l�.�ª¬Z�1¦:�1¥ª�A r�A¦iÌÔ l�Z�� 5�"�G�A�H«.�� l�.�J�#¤� r©Z�#�¡�G���#¨��*�g¦r���g«'¥ª�#¦r§��� �¬.¦l�G¤A�Q�1�3�|¬��1¦r r�H¤�©.�H�1¦q��¬) r�G�#�µ´3�.�A�
�*©Z¨Z�X l�» l©) r��«ª�¡�= l�u l�.�UÊ3Ë��M�#¦l¥�©.�H�.¸d���.�3�G¥[¬Z�¡�G�g«ª���#�H�� r�G�G�» X�5�#�8�EBR©.¦l�#¬W�g�1��¬.©) R´3�¡ r�
 r�.�5�l�1¥ª�q�* r¦l�¡§��N�#�Z«­¥ª�1 r©.¦l�¡ X�E¤A�#�|¨W�5«)�g«.©Z¤���«E�M¦l�#¥� r�.�5Ø#¬.©) *ºS¤A�#�¡�O¬��1¦l�» X�)Ø

>A@!Pkjl@ FhH @lPSRUT VIWKX/m
ôU¬.�G��½��u�#ÑW�g¦l�{�q�j���X 3�1�Z«|¤����=���A�.�G�A�= {�=©Z¥[�g¦r�H¤A�#��´����� r�[�¡�"�#�g¦* y r�.��Ê3Ëª�M��¦r¥�©.�G���¡�
�#¦:«)�A¦{ l�[¦l�g¤A���#�g¦ iÌ'�M¦l�#¥  l�.�q¥Q�1¦l§#�� �¬.¦l�G¤A�g���#�Q> @ ��¦`j @ ¸

npo-q\rtsvu*w�x/uzy&{K|~}���q�w�rI�Z�Z�txz�v�Z�¤A�1�H¤�©Z�G�1 r�g���G¥ª¬.�G�¡��«|���#�H�� l�¡�G�» l�¡���A¸

íU�[�"©.¥ª�A¦l�G¤g�1��¬.¦l�)¤��g«.©.¦r���[¨��# r�Õ�Å¨.�H�r�g¤? l�¡���Z�1��¥ª�� l�.�)«ì�#�Z«Ö�U�U�A´� r���)ºS½��1¬.���*���
�1�G±#��¦r�¡ r�.¥��#¦r�q�����1�G�H�1¨.�G�#¸o���.�g�E�1¦l�q�*�g�¡��¤? l�g«­¨"�Q r�.���#¬) l�¡��� q�w�rI�*�z�txz� ²�´3�.�H¤:�!¤A�#��A�¡ r�.�g¦�¨��� r�.�[¨.�H�*��¤? l�¡���Å¥ª�� l�.�)«ì¾ q=w�rI�Z�z��xz�/o����I�z�*�t����� ÂR�#¦u r�.�ª«)���j�#©.�¡ E�U�A´� l�#�)º½��1¬Z�Z�*���Ã¸Í¯°�» l�.�G�­�#¦r¨.�¡ r¦:�1±��U¨W�#©.��«.���#�E r�.���1 l�.�A¦��G�.¬.©) 3¬Z�#¦l�#¥ª�� r�g¦l�R r�Z�A¦l�N�A·)�G�* l�



� Ú Û +W7uÜ�9�&1<�ÝZ0r-G0UD�F�ÞSY5ß8<G-M7�L³àWD�</&)(,-¡<G-,(,-/7�0

��©.�.�#f�©Z�|�r�#�G©) r�G�#�Ã²Í�r�¡�Z¤A�Q r�Z�|Ê3Ë'�M�#¦l¥�©.�H�£�H��±��¡��¨Z�1�G�¡�µ¤����Z¤A�����[�G�ÏÌÍ¸����.�E�¡�.¬Z©) 
���g¤� r�#¦ | ¤A�#�= l�#�¡�Z�O r�.�R«Z�� l���¡�5�#�E�`�:��«)�G¥ª�A�Z�r�G�#�Z�#�1¥Q�� r¦l�¡·8²�´3�.�g¦r�C l�.�C¢Z¦:�* �¤����¡©.¥ª�¤A�#�= l�#�¡���{ r�.�q©.��«)�A¦l�¡�"�G�.±Q�#�l�*�A 3¬.¦r�H¤���� H ²" r�Z�5�*��¤��#��«J l�.�5�X l¦r�G§#����RÔ²" l�.�� r�.�G¦:«E l�.�
�G�= r�g¦r���X �¦l�1 r����_�� �#�µ�E���g�#¦r�G�£¨Z�#�r�G���w²� l�.�[�M�#©.¦r r�'¥Q�� r©Z¦r�¡ r�G�g��a�� �G�'�l¤A�1�G�[�1�R���g�1¦:���î²
 l�.�q¢.�/ l�£ r�.�q��¨Z�r�A¦l�#�g«|�#¬. r�G�#�­¬.¦r�H¤�����> @ �#�Z«�j @ ¸R���Z�5�*�¡·" r��¤����¡©Z¥[�!¤A�#�= l�#�¡�Z�{ l�.�
 X�"¬W�ª�1�o l�.����¬) r�G�#��²O´3�.�A¦l� ñ �1¨.¨Z¦r�g�=�H�� l�g�u�E¬.©. q�#�Z«Ô¿[�|¤g�1�G�,¸5ÇZ�#¦N��·.�1¥ª¬.�G�#²8 l�.�
¤A�#¥ª¥Q�1�Z« q�rtstu*w�xOuzy!{����/�v�O�� /�t����¡��Z¢v����¡3¢t���%¡¤£Z¥~�O�*� �"�¡�g�G«Z�{ r�.���G¥[¬Z�¡�G�g«|�#���G�1 r�G�¡�¡ X��#�U�¦Bo©Z¦r��¬����1�Î¤A�#�¡�{�� [�* r¦l�G§#�§R F ¿ Ù1ñ ´3�¡ r�Ô¥Q�� l©.¦l�» X�SaÎ�1���Z�#�»�U���#�g�#¦g²d´3�.�g¦r�
 l�.�E�G�= r�g¦r���X 5¦:�� l�J�G���#�l�*©Z¥[��«' r��¨W�§_ F©¨zª ²� l�.�J¬.¦l�H¤��J�#�{ l�.�J©.��«)�A¦l�¡�"�G�.±Å���r�r�� HpF ¿ ñ�ñ �1��«! r�Z����¬) r�G�#�'¬.¦r�H¤��C>A@ F ¿ m À���®� r�.�ª¦l�g�r©.�» N�G� iÌ F Ù � m À�� ª ¸ ï �.�[¥Q���
���A¦l�»�M�J r�.�H�3¦l�g�r©.�» 3¨"�E©��*�G�.±ªôU¬.�G��½��#®

x*s~�«o5¬vuZyt��­�®t�=�txOuz�t�;{¯®Q�
°:��±:�U�O��²�rIy&���Oy*³A�g��yt��­I�

´3�Z�G¤:�Ö¤A�1�H¤�©Z�G�1 r�g�	Bo©.¦l�#¬W�g�#�Î�#¬) l�¡���Ô¬.¦l�G¤A�g���#¤A¤A�#¦:«)�G�.±! r�Å r�.�£Ê{�G��¤:§µ�#�Z«ÏË)¤:�Z�#�G�g�
¥ª�)«)�g�,²8´3�.�g�!�.�E«)�G�"�G«)�g�Z«!�H�u���r�r©.¥ª�g«Ã¸����.�q¢Z¦:�X  ¨ �G�.¬.©) N¬Z�1¦:�1¥ª�� l�A¦:���M�#�G�G��´$ l�.�
�Z�1 l�1 r�G�#�³�G�³ r�.�H�5¬Z�#¬��g¦g²Í�1��« ��yt��­ �r¬���¤��¡¢Z�g��´3�.�� l�.�A¦5���#©Î«)���*�G¦r�ª l�!§"�.��´õ�!¤g�1�G�¬Z¦r�H¤���² ��y���­Oo�� ²W��¦q�|¬Z©) 5¬.¦l�G¤A�#² ��yt��­/oO� ¸5ÐS�Z«.�A�g«Ã²O�M�#¦5Ì F Ù � m À�� ª ´{�ª¦r�g¬.¦l�"«.©Z¤��
 l�.�5�#�l�r©.¥ª�g«|�#¬) l�¡���£¤g�1�G�O¬.¦l�G¤A�N�#�Q>A@ F ¿ m À*�Z¸ ´zµO¶ ��·��z�:¡¤|zsvu
�U��´$´{�5¬.¦l�g�r�A�= U�ª¥ª�#¦l�q¤���¥[¬Z�¡�A·­�A·)�#¥ª¬.�¡�q©��*�G�.±Q�#¬. r�G�#�!«.�� :�[�M¦r��¥  l�.�	¸N�g¦r¥Q�1�
�#�Z«£Ë"´3�G�l�3Ç.©. r©.¦l�g��Bo·)¤:���1�.±���¾MBA¹U½`BRôNÂ�¸.���.�q«.�� :���r��  ·�xOuO��³O±Oº/�/yZ��y/ :¡¤�OyZ� ¤����)º :�1�G�Z�� l�.�Q�M©.�G�y�r�� ��#�{��¬) r�G�#�³¬.¦l�H¤��g�E¾j�r�� * l�¡�g¥ª�A�= �¬.¦l�G¤A�g�:Â��#����¨Z�*�g¦r���g«'�#�¼»=�1�"©Z�1¦l��# r�Ã²R¿gÀ#À�À.¸q���.��¢Z¦:�X q¤����¡©.¥ª�³¤����� :�1�G�Z�U r�.�Q�r�� * l�¡�g¥ª�A�= q¬.¦r�H¤�� H �#�o r�Z�ªÆUí�ô�²8 l�.�
�r�g¤A�#�Z«[ l�.�u�* r¦l�G§#�3¬.¦l�G¤A��R��1�O l�.����¬) r�G�#�Ã²� r�Z�3 r�.�G¦:«ª r�.�U�¡�= r�g¦r���X y¦l�1 r�`_"²� r�.�U�M�#©.¦r r�
 l�¡¥ª�Q l��¥Q�� l©.¦r�¡ X��aO²d l�.�Q¢.�/ l�³ r�.�J��¬) r�G�#�Î¬Z¦r�H¤����?>:@���¦?j%@��1�Z«µ l�.�J�H�#�* �¤����¡©.¥ª�
¢��Z�1�G�¡�Ô r�.�­ X�"¬��£�#�u�#¬. r�G�#�Ã²o�g�» l�.�A¦ ñ ²o�î¸ ��¸Ö�'¬.©) �²y��¦­¿�²o�î¸ ��¸Ö�µ¤A�#�¡�î¸ìÄU�A�Z¤A�| l�.�
«Z�� l�[�r�� 3�G���#�¡¦l�g��«)�ª�¡�| r�.�N�M��¦r¥����y¦l�½f=©.�G¦l�g«J¨"�ª l�.�Ef�©��1�= r�G��  q�rtstu*w�xOuzy ¸�¯'��¥Q��� l�.�A¦l���M��¦r��©Z�r�N r�.���M���¡�G��´3�G�.±Q¤��)«)�N r�J¤g�1�H¤�©.�H�� l�u l�.�q�G¥[¬Z�¡�G�g«­�#���G�1 r�G�¡�¡ r�G�g�g®

ut�=�O±�y*±/n©{��=º~�½¾ty*¾I�*�~�Z�|Ooz±��/yZ�Q{��½·�x/u���³O±Oºz�Oy*��yZ :¡3�zyZ���Z� ¿À±��zyz�d�z�t�p�OyZ��y|OoZstyzº&{K|:��|�Á���¥OÂ�Ãz��¡���¥/ÄZÄ/|�Á���¥/Â�ÅZ��¡� Z v�Æ¿k�*�/uz�t���5 �rIx*¾O�z�~�UrIyZ�z³O±~���/nnOo~q�rtstu*w�xOuzy!{K|:�=���I�z���t�=�;�Z� ¿k�*y/u���³vuzy*���hq�rtstu*w�xOuzy�*xZ±/��{�|�Á*�Ç zÂv��nI� ¿k�*x*±/�5�OyZ��ypyt�/��xZ±O�~�=¾/²È��xÉ���/±I��­O�t�



Ú 4 ü Û +W7UÞSYqßO<¡-M7�LÎàWD�<H&.(j-G<¡-î(GÝ£T8ý1>lFj&"V�7 ¨

Volatility Smile

3000 4000 5000 6000 7000

Strike Prices

0.
3

0.
35

0.
4

0.
45

0.
5

Im
pl

ie
d 

V
ol

at
ili

ty

Çd�¡±�©.¦l�[¿�¸¡¿�®"ÐS¥[¬Z�¡�G�g«£���#�H�� r�G�G�» X�JØ��*¥ª�G�¡��Ø[�����#¨Z�r�A¦l�#��«J����»=�1�"©Z�#¦r�9�# r�Ã²O¿�À#À#À
´/µ/¶ ��·��I�;¡¤|zsvu

ÐS�5Çd�¡±�©.¦r�3¿�¸¡¿C´{�R«)�H�r¬.�G���U r�.�R�#©) l¬.©) ��M��¦O r�Z�R�X l¦r�G§#�o«.�¡¥ª�A���*�G�#�Ã¸d���.�R«)�g�"�G�1 r�G�#���M¦l�#¥
 r�.�JÊ3Ëµ¥ª�)«)�A�R�G��¤��G�g�1¦l�G���"�G�r�¡¨Z�¡��®5�¡¥ª¬.�G�G�g«³�#���G�1 r�G�¡�¡ r�G�g�q�M�#¦l¥ �!¤����"�#��·µØ#�r¥[�G�G�gØ­�¡�
�X l¦r�G§#���A¸ ï �.�N¢Z�Z«Z�3�[¤A©.¦l�#�g«|�*���1¬W���#�G�r�ª�#¤�¦l���l�{«)�»Ñ8�A¦l�A�= �¥Q�� l©.¦l�» l�¡���A¸ÍÐS�!¤���¥�¨.�G�Z��º
 r�G�#�|´3�» l�E l�.�q�X l¦r�G§#��«)�G¥[�g�Z�r�¡���J r�Z�G���"�G�A�H«.�����r©.¦r�j�#¤��N´3�¡ r�­¬.¦r���.�#©Z�Z¤���«J¤�©.¦l���� l©.¦r�
¾jÇd�G±#©.¦l�£¿#¸ Ù Â?¸J���Z�J«)�G�l¤����= r�G�=©Z�» X���#�y l�.�JíC�3¹ ¬��=�*�¡ r�G�#�³�H�q¦l�A�H�� r��«� l�£ l�1·Å��Ñ8�g¤� l�
��·)�A¦r r�G�.±!«)�¡ÑW�g¦r�g�= 5�¡�)Ó�©.�A�Z¤A�g���#�³¬.©) :�5�1�Z«³¤g�1�G�G�g²dÄu���M�.�g¦��1��«'¯³�1�G�G¥[�g�¡�g¦E¾ Ù#ñ#ñ ¿�Â?¸
ÐS�³�#©.¦5¤g�#�r�� l�.�H�q��Ñ8�g¤� 5�G�q�Z�1 ��r�­�G¥ª¬���¦* :�1�= g²d�*�G�Z¤A�Q´y�Q�r¥[�"�# r�µ r�.�Q��¨Z�r�A¦l���1 r�G�#�Z�
�1�Z«'¤A�#�G¤A©.�G�1 r�� r�.�[¦l�� r©Z¦r�Z�N�#�o r�.�ª�G¥ª¬.�¡�G�g«'�#���G�1 r�G�¡�¡ X�£ r�G¥ª�Q�*�g¦r�G�g�u¨��A�M�#¦l�[�#¬.¬.�G�"�¡�.±
 r�.�5ò�ó{í5¸

��������� ÊË$�ÌÇÍÇ�!"v0hÎO2È8A8&(/.!)�+l,
ó{�1�H¤�©.�H�� l�¡���Î�1�3�G¥[¬Z�¡�G�g«Ï�#�#�H�� l�¡�G�¡ r�G�g���1 �«)�¡ÑW�g¦r�g�= [�* r¦l�¡§��g�gÏ�Ð~Ñ³¥Q�1 r©.¦l�» l�¡���5�"�G�A�H«.���
�*©Z¦*�j��¤��#¸Î���.��f=©Z�1�= l�¡�A  ·�xOu��=³O±Oº ���X l�¡¥Q�1 r�g�� l�.�|�G¥ª¬.�G�¡��«Ï���#�H�� r�G�G�» X�Î�r©.¦*�j��¤��|�#�ì��*¬W�g¤A�»¢��g«�±#¦l�G«�©Z�r�¡�.±5�N¨.�¡ºS«)�¡¥ª�g�Z�*�G�#���1�)§#�g¦r�Z�A�)�*¥ª�"�1 l�.�G�.±�¬.¦r�)¤A�g«)©.¦l�#¸ÍíÈ�U��«.�1¦:�����1º
¯µ�1 l�r�#�q���X l�¡¥Q�� l�#¦Ã´3�¡ r�[�`f=©Z�1¦r r�H¤Í§#�g¦r�Z�A�#�H���A¥ª¬.�G���#�g«Ã²�í{ð Ò» rºSË.�1�Z�#�¡�H�3�1�Z«EÓ���¾X¿�À#À�É�Â?²
íyð Ò¡ *ºXË)�#�Z�1�G�G���1�Z«�ÓÃ� ¾ Ù1ñ�ñ#ñ Â?²)Ä�ð�#¦l«)�G�Q¾X¿�À#À ñ Â?²)Ä�ð�#¦l«.�¡��²"¹Öð©.�¡�G�A¦�²�Ë"¬W�A¦l�G�G¤:�Ã².�#�Z«|¯'�g¦*º



� Ú Û +W7uÜ�9�&1<�ÝZ0r-G0UD�F�ÞSY5ß8<G-M7�L³àWD�</&)(,-¡<G-,(,-/7�0

´��� l¼Q¾ Ù1ñ�ñ ¿�Â?¸
¹��#¦l�5 r��¤:�.�.�H¤A�#�¡�G�#²O±��¡���A�Å�E¬Z�1¦r r�¡ r�G�#���#�R��·)¬.�H�1���� r��¦r�­���1¦l�G�#¨.�G�g�[¾�Ô N [�Ô Y Â F ¾MR�[�aZÂA²
�î¸ �#¸��#���* r¦l�G§#�g�Q�#�Z«Ö¥Q�� r©Z¦r�¡ r�G�g�g²R l�.�! X´{�1ºS«)�G¥[�g�Z�r�¡���Z�1���U��«.�1¦:�����1ºî¯³�� :�*���Ô§#�g¦r�Z�A�
���X l�¡¥Q�1 r�#¦3�H�

iÌC¾MÔ N [�Ô Y Â FÖÕd×Ø'Ù N R N ¾�Ú�Û V Ú�ÛMÜÝ Û Â�R Y ¾½Ú½Þ V Ú=Þ�ÜÝ Þ Â iÌ Ø
Õ5×ØßÙ N R N ¾½Ú�Û V Ú�Û�ÜÝ Û Â3R Y ¾�Ú=Þ V Ú½ÞàÜÝ Þ Â

[ ¾*¿#¸ �=Â
´3�Z�A¦l� iÌ Ø �H�� r�Z�5�#���G�1 r�G�¡�¡ X�J�G¥[¬Z�¡�G�g«£¨"�J l�.�5��¨Z�*�g¦r���g«E�#¬) l�¡���­¬Z¦r�H¤�����>A@ Ø �#¦`jl@ Ø ¸�R N�#�Z«kR§Yª�1¦l�ª©.�.�G���#¦r�H�� l�ª§#�A¦l�.�g�Í�M©.�Z¤? l�¡���Z�g²d�#�Z«SáIN[�1��«kávYQ�1¦l�[¨Z�1�Z«.´3�G«" l�Z�g¸E���.�
��¦l«.�A¦ Ù f=©Z�1¦r r�H¤N§#�A¦l�.�g�W�H�3±��¡���A�­¨=�

R Ø ¾�âOÂ F ¿ ¨¿=�Àã ¿�PSâ Y=ä
Y%å ¾Çæ âQæ/ç�¿�Â m

���Z�q¨Z�#�r�G¤��* r¦l©Z¤? l©.¦l�N�#� ·�xOu���³/±Oº �G��±#�G�#�A�­¨"�

}Zq�w~��³/±Oº���q�wZstxv�=¾O�v�/��o5·OxOu���³O±/ºQ{K|:�¦�����*s/è����z�z�A�§º~��±~��� ´/µ �uzyt��� ´zµ �gº~��±v���/é�yZ����uzyt���zé�yZ�:�
r~�Z�/±I�z�%�e�ty*¾��ZèI���z�z�A�9sA�}zq�w�rI�Z�z�txZ�v�z�

íu�R�G�.¬.©. y¬Z�#¦l�#¥[�A r�g¦l�C´{�3¢Z¦:�* R�Z���#�� l�.���g�	��¥Q�� l¦r�¡· | ´3�.�H¤:�J�Z���o¨W�A�g�Q��·)¬.�H�1�G�.�g«�G���r�g¤? l�¡���'¿�¸ Ù ¸¡¿�¸o���.�5¦l�A¥Q�1�G�.�G�.±ª¬Z�1¦:�1¥ª�A r�A¦:��¤����Z¤��g¦r�| r�.���*©.¦r�j�#¤A�#® �����*szè����z�z� �H�� Ù �Ô¿Q���g¤� r�#¦5«.�� r�g¦r¥ª�G�.�G�.±£ r�.�J�* r�g¬"´3�G«" l�³�¡�³ l�.�Q±#¦l�G«'�1�{ r�Z�E�*©Z¦*�j��¤��*ê� r�Z�ª¢Z¦l�* �g�= r¦l�N¦l�A�H�� l�g�� r�u r�.���* r¦l�¡§��R«)�G¥[�g�Z�r�¡���Ã²� r�.���r�g¤����Z«� l�U l�.�{«.�¡¥ª�A���*�G�#����¤�¦l���l�O l�¡¥ª�y r�
¥Q�1 r©.¦l�» X��¸ ºv��±~��� ´zµ �Àuzyt��� ´/µ �gº~�=±~���/é�y*�:��uzyt���/é�yZ� �#¦r�N�r¤g�1�H�1¦y¤A�#�Z�* l�#�= l�y±#�G�=�G�.± l�.�ª�¡��´{�g�* u�G�G¥[�¡ 5�1�Z«� r�.�[�.�G±#�.���X ��G�¡¥ª�¡ ��G�� l�.�Q�X l¦r�G§#�[«)�G¥[�g�Z�r�¡���Ã²Ã�1�Z«� r�.�[�G��´y���X 
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«)©.¦l�¡�Z±! r�.�­¥Q�1¦l§#�A 5 r©.¥�¨.�G�|�G�Î�j�1�G�N¿gÀ#À"Á"²d r�Z�|íC�3¹  l�A¦l¥û�X l¦r©Z¤� r©.¦l�|�r�.�¡�/ r��«Ï�1��«
¤:�Z�1�Z±#�g«E�» :���r�Z�1¬W�q¤��#���*�H«)�A¦:�1¨Z�¡�Q�����A¦{ r�G¥ª�#¸
íU�J�#�Õ�#¬) l�¡���Õ�#¬.¬.¦l����¤:�.�g���» :�J�A·"¬Z�¡¦l�Ï«.�1 r� c ²y r�G¥ª�! r�Î¥Q�� l©.¦l�» X�«a F�c PdD��H�
«)�g¤A�¡�G�.�G�.±5´3�¡ r�J���#¤:�ª l¦l��«)�¡�Z±�«.���#¸ÍÄ��g�Z¤���²"�¡�Q��¦l«)�g¦o l���1�Z�#�¡�"¼g�3 r�.�N«)�"�Z�1¥ª�H¤��* r¦l©Z¤?º
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Çd�¡±�©.¦l�[¿�¸ ÷Z®.���g¦r¥ Ë= r¦l©Z¤? l©.¦l�q�1��øNÆ�í�ôõË"©.¨.�G�Z«)�H¤����
´zµO¶ ��·��zý:¡¤|zsvu

 l©.¦l�5�1�C�G¥[¬Z�¡�G�g«!���#�H�� l�¡�G�» X�­�*©Z¦*�j��¤��g�g²Z´{�q�.�g�g«£ l�E¤A�#�¡�G¨.¦:�� r�Ea����� r�G¥ª��D�¬Z���r�r�g�g¸{���
��¤A¤A�#¥ª¬.�G�G�r�ª r�.�H�R¤g�1�G�¡¨Z¦l�1 r�G�#�ª´y�U�¡�G�.�g�#¦r�G���G�= r�g¦r¬W�#�H�� l�3¨��A X´y�g�A�Q�.�g�¡±��=¨W�#¦l�G�.±qøuÆ�íUô
�r©.¨.�G�Z«)�H¤����A¸£Ç.��¦5��·.�#¥[¬Z�¡��²� l�!¦r��¤����#�g¦N r�.�J�G¥ª¬.�G�¡��«Î�#���G�1 r�G�¡�¡ X� iÌÕ�� ��­¢Z·"��«SaO²d´{�
©��*��«­ r�.���r©.¨.�G�Z«)�H¤����U�1 �a V �1��«�a
!Ö´3�.�A¦l�Ea V çdaÀçda"!3²Z�î¸ ��¸�´y�5¤A�#¥ª¬.©) l�g« iÌ @ ¾MaZÂ´3�¡ r�Ï¢.·)�g«Î¥Q�1 r©.¦l�» l�¡�����#�`a$# } ÷ ñ [K� ñ [rÀ ñ [A¿�É ñ [ Ù Á ñ [r÷*� ñ [ ¨ � ñ [:Á Ù#ñ � ¤A�#�¡�g�Z«.�#¦�«.���)�¨"�

iÌ�@?¾�aZÂ F iÌ�@�¾Ma V Â&%S¿�P aCPUa Va
!SPSa V(' ^ iÌt@�¾�a ! Â&% a9PSa Va
!�PSa V	' ¾*¿#¸ ¨ Â
òR¦r�)¤A�A�g«.�¡�.±� l�.�H�o´�����´{���#¨) :�1�G�JÉ� r�G¥ª�u�r�A¦l�¡���C�1�8¢.·)��«ª¥ª�1 r©.¦l�¡ X�#¸&BR�#¤:�[ l�¡¥ª�u�r�A¦l�G�g�
�H���5´{�A�G±#�= r��«Q���#�g¦l�#±#�3�1�O X´{���Z�A�G±#�"¨���¦r�G�.±5¥Q�1 r©.¦l�» l�¡���y�#�Z«E¤A�#�= l�#�¡����� F �*� ñ «.�1 l�¬W�#�G�= l�3�#���G¥ª¬.�¡�G�g«£���#�H�� l�¡�G�» l�¡���A¸

��������� )	�+* 8&Í�*-,/. 1¤2h4& #)#0%6ü798: '�%(*)� #)'(*)#0;Î
���Z�5«.�� :�[�r�� 3�M��¦� r�.�5�#�Z�1�G�)�*�H���1�d���1¦l�G�1 r�G�#�Z���#�d�G¥ª¬.�¡�G�g«­���#�H�� r�G�G�» l�¡�����G�3�Q¤A�#�G�¡��¤? r�G�#�
�#�Í r�A¦l¥ �* r¦l©Z¤� r©.¦l�g�3���3±#�G�#�g�|�G��Çd�¡±�©.¦r�ª¿�¸ ÷Z¸oÐS�!�#¦:«)�A¦� l�Q�G«.�A�= r�¡�M�|¤A�#¥ª¥ª�#�­�j�#¤� r�#¦:�
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´y��©Z�r��òR¦r�G�Z¤��G¬Z�#��óy�#¥ª¬����.�A�= :�3í��Z�#�¡�)�r�G�5¾,ò{ó{íNÂ?¸8óy���1�.±��g���G�| l�.�q l�A¦l¥ �* r¦l©Z¤? l©.¦r�
¤A�#�|¨W�5«)�g¤A�#¥ª¬W���r�g«|¨=�|ò{ó{íÒ�G�� l�Q�[�r�� ��#����¦* l�.�#±��#�Z�#���j��¤? l�#¦:�A¸
ÆU�A¢Z�.�10�2 F ¾MÔ @43 Â��#�5 r�.� c �65°¥Q�� l¦r�¡·Î�1�U¤A�A�= r�g¦r��«³¢Z¦:�X ª«)�»Ñ8�A¦l�A��¤��g���1�UíC�3¹
�¡¥ª¬.�G�G�g«'�#�#�H�� l�¡�G�¡ r�G�g�u�M�#¦q�r©.¨.�G�Z«)��·17 F ¿*[ mßm'm [85Ô�G�Å l�¡¥ª�CD F ¿*[ m'm'm [ c ²8´3�.�A¦l���G�µ�#©.¦
¤A���*�95 F Éª�1�Z« cpF �Z� ñ ¸Í���Z���l�1¥ª¬.�G�5¤������#¦r�H�1�Z¤A�U¥Q�� l¦r�¡· H¼Fdc V N 0;:2 0<2�¤g�1�­¨��«)�g¤A�#¥ª¬W���r�g«|¨=�J r�.�5�r¬���¤? l¦l�#�Ã«)�g¤A�#¥ª¬��=�*�¡ r�G�#�­�G�� l�

H¼F>=@?A=@B [ ¾X¿#¸ ��Â
´3�.�A¦l� = �H�N r�Z�JÉe�ÅÉ­¥Q�� l¦r�¡·��1�{�A�G±#�g�=���g¤� r�#¦:�N�1�Z« ?  r�.�JÉg�ÅÉ­«)�H�1±#���Z�1�Í¥Q�� l¦r�¡·
�1���A�G±#�g�=���#�¡©.���DCE3Q�#� H ¸­���G¥ª�E�*�g¦r�G�g�5�1��¬.¦r�G�Z¤A�¡¬Z�#�y¤A�#¥ª¬����.�A�= :�5�1¦l�ª�#¨) :�1�G�.�g«³¨"�F F 0 2 = ¸
íÖ¥[���#�r©.¦l�R�1�W�.��´Ô´{�A�G�= r�.�3ò{ó{�d�A·"¬Z�G�#�¡�����#¦r�H�� l�¡�����#�. r�.��©.��«)�A¦l�¡�"�G�.±q«.�� :�U�H�d±#�G�#�g�
¨"�ª r�.�q¦l�A�H�� l�¡���U¬.¦l�#¬W�#¦r r�G�#�HGJI��#�� l�.�q�*©.¥ �1�� l�.�N¢Z¦:�X (Kd�A�G±#�g�=���#�¡©.���o l�[ r�.�q�����A¦:�1�G�
�*©Z¥��1�Í�A�G±#�g�=���#�¡©.���A®

G I;F Õ
I3 Ù N C 3

Õ>L3 Ù N C 3 F Õ
I3 Ù NNMPO _)¾�Q 3 Â

ÕRL3 Ù NNMPO _)¾�Q 3 Â �M��¦ KTSÕÉ ¾X¿#¸�Á1Â

���.�Ëf=©Z�#�= r�G�� A´/µO¶ ��·O�Z¥ ©��*���o l�.�uøNÆ�í�ôÒ«.�1 l�q l�����X l�¡¥Q�� l�� l�.�U¬.¦l�#¬W�#¦r r�G�#�Q�#�Ã���1¦l�»º�1�Z¤A�PG I �A·)¬.�G�#�¡�Z�g«­¨"�Q r�.��¢�¦l�* (Kdò�ó{�A¸ ´/µ/¶ ��·��Z¥A¡¤|zsvu
íU�u r�Z�Q¦r���*©.�¡ q�*�.��´��u l�.�[¢Z¦l�* qò{óÒ¤g�1¬) l©.¦r�����1¦l�#©.�Z«³Á ñ ª �1�R l�.�[ r�# l�1�C«.�1 l�|���1¦l�»º
�1¨.�G�G�» X��¸����.���r�g¤A�#�Z«!ò�ó�¤g�1¬) l©.¦l�g���#�Å�#«.«.�» l�¡���Z�1�y¿g÷ ª ¸3���.�� r�.�G¦l«Åò{ó���·)¬.�H�1�G�Z�U�
¤����Z�*�H«)�g¦l�#¨.�¡�£�r¥ª�#�¡�G�A¦��1¥ª��©.�= u�1�R r�1 :�1�Í���1¦l�G�1 r�G�#�Ã¸q���"©Z�g²W r�.�� X´y�­«)�#¥ª�G�Z�1�= qò{ó{�
 r��±#�� l�.�A¦3�A·)¬.�G�#�¡���#¦r��©.�Z«­É#÷ ª �1�Í l�.�� r�# l�1�����1¦l�G�#�Z¤����G�!�¡¥ª¬.�G�¡��«!íC�3¹ �#���G�1 r�G�¡�¡ r�G�g�
�M�#¦RÆUí�ô×��¬) r�G�#�Z�g¸Í���#§=�G�.±q���.�¡�� r�.�U¢Z¦:�X C X´{���j�#¤� r�#¦:�g²1�,¸ �#¸d l�.���r��¤A�#¬) r©.¦l�G�.±5�1¦l�#©.��«
É#÷ ª �G�' r�.�Q«.�1 l�.²8 l�.�[ r�G¥ª�ª�r�A¦l�G�g�u�1�y�G¥ª¬.�G�¡��«'íC�3¹È�#���G�1 r�G�¡�¡ r�G�g�N¤A�#�� r�Z�A¦l���M�#¦l�[¨��
¦r�g¬.¦l�g�r�A�= r��«J¨"�E�[�j�#¤� r��¦{¥ª�)«)�g�Ã�1�Í¦r��«)©Z¤A�g«­«)�¡¥ª�g�Z�*�G�#��®

Ôt@43 FVU 3 N Q�@ N ^ U 3 Y Q�@ Y ^6WK@¯[ ¾X¿#¸ É�Â
´3�.�A¦l� U 3YX[«)�g�.�1 l�g�{ l�.�Z7\[= r�£�A�G�A¥ª�g�� 3�#� =�F ¾ U 3YX#Â?²]Q�@
X��G�{ :�1§#�g�E�M¦l�#¥� r�.�q¥Q�� l¦r�¡·
�1�N¬.¦r�G�Z¤A�¡¬Z�#��¤���¥[¬W�#�Z�A�= l�<FJ²{�#�Z«VWK@[«)�A�Z�1 r���ª´3�.�¡ r�!�.���G�r�#¸°���.� U 3!�#¦r�­�G�ì�j��¤? 
 r�.���*�g�Z�*�¡ r�G�"�» l�¡���3�1�d r�Z�5�¡¥ª¬.�G�G�g«£�#���G�1 r�G�¡�¡ X�J l�¡¥ª���r�A¦l�G�g�{ r�J�r�.�)¤:§)�3�#�­ l�.�5¬.¦l�¡��¤��G¬Z�1�
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¤A�#¥ª¬W�#�.�g�� :�A¸Qíu�q�G���g�"�G«)�g�= q�M¦r��¥ Çd�¡±�©.¦r�­¿#¸ �Z²��­�r�.�)¤:§����Å l�.�ª¢Z¦:�X ��j�#¤� r��¦� r�A��«.�
 l�E��Ñ8�g¤� u�1�G�Ã¥Q�� l©.¦l�» l�¡�����G���Q�*�G¥ª�¡�H�1¦�¥Q�#�.�.�A¦�²�¤g�1©Z�r�G�.±J�ª�.�#�.ºî¬Z�#¦l�#�¡�G�A�Ã�r�.�¡�/ u�#�d l�.�
 l�A¦l¥ �* r¦l©Z¤� r©.¦l�#¸3íö�r�.�)¤:§E�G�£ r�.���*��¤��#��«­�j�#¤? l�#¦����#���J�* r¦l�#�Z±[�Z�A±��1 r�G�#�q�G¥ª¬Z�#¤� U�#�
 l�.�|�M¦r���� [¥Q�� r©Z¦r�¡ X�³¨.©) Q�!¬��=�*�¡ r�G�#�|�¡¥ª¬Z��¤? ª�#�Î l�.�E�G�#�Z±#�A¦��#�.���A²Í l�"©Z��¤g�1©Z�r�G�.±Å�
¤:���1�.±��N�#�d¤A©.¦r���1 r©.¦l���¡�­ r�Z�� r�A¦l¥ �* r¦l©Z¤? l©.¦l�q�1���G¥ª¬.�G�¡��«|���#�H�� l�¡�G�» l�¡���A¸
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Çd�G±#©.¦l�ª¿#¸ �Z®.Ç��#¤? l�#¦`Ó����#«.�¡�.±=�{�1�CÇ��G¦:�X ��1��«­Ë"��¤����Z«£ò{ó
´zµO¶ ��·��z¢:¡¤|zsvu

��������� ��8�2h2 8�+^)	�+* 8&ÍC(/.l0 13254& #)#0%6 798: '�;(*)� #)'(=<�Ê�$�ÌKÍ¯�l"~0
ÐS¥ª¬.�G�G�g«'�#�#�H�� l�¡�G�¡ r�G�g��¤A�#�G¤A©.�G�1 r��«!�M�#¦q«)�¡Ñ8�A¦l�A�= 5�X l¦r�G§#���N�#�Z«�¥Q�1 r©.¦l�» l�¡���q¤����Z�X l�» l©) r�ª�
�r©.¦r�j�#¤A�#¸����Z�{¬Z¦r�G�Z¤��G¬.�G�3¤��#¥ª¬W�#�.�g�= C�#�Z�1�G�)�*�H�d�#�d�#©) l�¡�G�.��«[�#¨������#²�«)�"�g�Í�Z�1 Í l�#§#�y r�.�H�
�* r¦l©Z¤� r©.¦l���G�� l���#¤g¤���©.�= g²��r�G�Z¤������.�G�����.�U�r�¡�H¤����#�8 r�.�N�*©.¦r�j�#¤A�#²# r�.�3 l�A¦l¥õ�* r¦l©Z¤� r©.¦l���1�
íC�3¹ �#¬) l�¡���Z�R�#¦r��©��*��«O¸ÍÐS�Q r�.�H�R�r�g¤� r�G�#�J´{��¬.¦l�g�r�A�= y�q r�g¤:�Z�.�'f=©.�U r�Z�1 y�1�G�G��´��o©Z�o r�
�#�Z�1�G�"¼A�U�r�A���A¦:�1�.�r�¡�H¤����o�#�W l�.�u�r©.¦r�j�#¤A�-�J���9_E`��¤Ï�Ða�Ybc_\��`�d�¸oË"�¡��¤��U��¬) r�G�#���o�Z�1 r©.¦:�1�G�¡���j�1�G�
�G�= r�£¥Q�� l©.¦r�¡ X��±�¦r��©.¬Z�g²O�#�.�ª¤���©.�G«µ�1���1�G�=¼g�[�r�A���A¦:�1�Í�*�G�H¤��g���#�R l�.�Q�*©.¦r�j�#¤A�[ l�1§��A�µ�� 
«.�»Ñ8�A¦l�A�= 3¥Q�� r©Z¦r�¡ r�G�g�g¸Í¯°�Z�� 3´{�N¬Z¦r��¬��=�*�U r�Q«)�[�G�3��¬.¦l�¡�Z¤A�¡¬��1�O¤���¥[¬W�#�Z�A�= ��#�Z�1�G�)�*�H�
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�1�C l�.�g�r�[«.�»Ñ8�A¦l�A�= u±�¦r��©.¬Z�g¸�BR�.�H�1¦l±#�G�.±ª r�.�[¨Z���*�H�U�#�R�1�Z�#�¡�)�r�G�u´3�G�¡�d�¡���#«£ l�­�E¨��A * l�A¦
©.�Z«)�g¦l�* l�#�Z«)�G�.±3�1�" l�.�y«)�"�Z�#¥ª�G¤g�O�1�" r�Z�y�r©.¦*�j��¤���¸�¹!�#¦l�A�����A¦�²?�M¦l�#¥Ò���X :�� l�G�* r�H¤A�#�1¬����¡�= 
�1�O�"�¡�g´q²����X l�¡¥Q�1 r�G�.±�ò�ó{�R�r�¡¥�©.�» :�1�.�g�#©Z�r�G���G�E«)�¡ÑW�g¦r�g�= R±#¦l�#©.¬��o´3�G�¡�W¦r���*©Z�» R�G�E��öX���¡�= 
«)�G¥[�g�Z�r�¡���!¦r��«)©Z¤��G�.±ª l¦l�#�Z�X�M��¦r¥Q�1 r�G�#�Ã¸yÐS�£ r�.�H�U¤:�Z�#¬) r�g¦g²�´y�q�G�G§#�q l�J¬.¦l�g�r�A�= U�ª�M�#¦l¥
�1�u�µ¥�©.�» l�»ºw±#¦l�#©Z¬Ïò{ó{í�²Í r�.�!�r�µ¤g�1�G�¡��«ì¤A�#¥ª¥ª�#�Ï¬Z¦r�G�Z¤��G¬.�G�­¤A�#¥ª¬W�#�.�g�� :�Q�1�Z�#�¡�)�r�G�
¾îó{ò�ó{íuÂ?²Z´3�.�G¤:�­�"�¡�g�G«Z�� r�.�H�!öX�#�G�= ��A�G±#�g�Z�X l¦r©�¤? r©Z¦r�q�#¤A¦r�=�r�y±#¦l�#©Z¬Z�A¸
ÐS�°�#«.«)�¡ r�G�#�Õ l�³ r¦:�#«)�¡ r�G�#���1�Uò�ó{í5²o l�.��¨Z���*�H¤!�#�l�r©.¥ª¬) r�G�#�Õ�1��ó{ò{ó{í �G�ª l�Z�� E r�.�
�*¬��#¤��ª�r¬Z�1�.�Z�g«�¨"�£ l�.�Q�A�G±#�g�=���g¤� r�#¦:���H���H«)�A�= r�H¤A�#�`Ï�e
�fbg�J�Q�*�g�#�A¦:�1�d±#¦l�#©Z¬Z�A²O´3�Z�A¦l�g�#�
���1¦l�G�#�Z¤������#�l�*�)¤A�G�1 r�g«£´3�¡ r�� r�.�[¤��#¥ª¬W�#�.�g�= l�N�1¦l�5�1�G�¡��´{�g«­ l�E���1¦l�#¸����.�H�N�1¬.¬.¦l����¤:�
¬��g¦r¥ª�¡ l�3©��3 r�J�#�Z�1�G�"¼A�q�-h!���1¦l�G�1 r�q¦:�1�Z«.�#¥����g¤? l�#¦3�G�;[|±#¦l�#©.¬Z�g².�l���1[­¥Q�� r©Z¦r�¡ r�G�g�
�1�d�¡¥ª¬.�G�¡��«­�#�#�H�� l�¡�G�¡ r�G�g�!öX�#�G�= r�G�#²ZÇZ�A�.±��¡�g¦g².Ä�ð�1¦:«)�G���#�Z«|øU�G�¡�H�!¾ Ù#ñ#ñ ¿�Â?¸
¹!�#¦l���M�#¦l¥Q�1�G�¡��²) r�Z�5�"�=¬W�1 l�.�g�r�H�3�1�o¤���¥ª¥[���£¬.¦r�G�Z¤A�¡¬.�G��¤A�#¥ª¬����.�A�= :��¤A�#�­¨W���* l�1 r�g«
�¡�­ l�.���M�#�G�¡��´3�G�.±[´{����².Çd�¡©.¦l�Å¾*¿gÀ#É�É�Â�®

i�jNkljÖ®nm Ø F$=N? Ø = B [ o F ¿*[ m'm'm [J[
´3�.�A¦l�[ r�.��m Ø �#¦r�[¬��=�*�¡ r�G�#�Q«)�A¢Z�.�¡ r�phk�<h³¬W�#¬.©.�H�� l�¡���Î¤������1¦l�G�#�Z¤���¥Q�� r¦l�H¤��g�g² =dF¾ U N�[ mßm'm [ U�q ÂW�H���#�N��¦* l�.�#±��#�Z�#�Jh:�&hN r¦:�1�Z�*�M�#¦l¥Q�� l�¡���u¥Q�� l¦r�¡·N�#�Z« ? Ø F «)�H�1±W¾rC Ø N�[ m'mßm [YC Ø q Â�G�{ l�.�q¥Q�� l¦r�¡·E�1�Í�A�G±#�g�"���#�¡©Z�g�g¸d¹!��¦r�g���#�g¦g²"�#�l�*©Z¥[�N l�Z�� U�#�¡�NC Ø �1¦l�q«)�H�X l�¡�Z¤� g¸
ÓÃ�A  H ¨W�� l�.��¾M©Z�=¨Z�G���*��«ZÂN�r�#¥[¬Z�¡�Q¤������#¦r�H�1�Z¤A��¥Q�� l¦r�¡·��1���1�µ©.�Z«)�g¦r�G�"�¡�Z±9hZºî���#¦r�H�� l�
�.�#¦l¥Q�1�Ã«)�H�* r¦l�¡¨.©. r�G�#�Àï-q.¾�sQ[�m�Â{´3�» l���r�#¥[¬Z�¡�q�r�¡¼g�E�C¸R���.�A�­ l�.��«)�H�X l¦r�G¨.©) l�¡���£�1�&� H
�G��¯°�H�r�Z�1¦r g².¹!©Z�¡¦l�.�g��«³¾X¿gÀ�É Ù Â?²"¬Ã¸ZÉZ�.²)´3�¡ r���gPÖ¿q«)�A±�¦r�g�g�{�1�d�M¦l�A�g«.�#¥£®

� Hut>v qZ¾�m	[K�gPÖ¿�Â
���.�q«)�A���*�¡ X�E�#�� r�Z�q¯°�G�r�Z�1¦r U«)�H�X l¦r�G¨.©) l�¡���|�H�3±��¡���A�E¨"�

w ¾ H Â F ¿=aq ¾ × V NY Â�æ mCæ�x × V N�y
zÇY|{ ��Pì¿Ù }�~������ Ûr�Þ �
��·)¬@�� l¦ { P ��Pì¿Ù m V N H }�� æ H æ x × V q V YfyrzKY [ ¾X¿#¸ À�Â

´3�.�A¦l� = q.¾�Ô8Â FR� q x q V N�y
zf� q�
ØßÙ N
= �vÔ§P ¿Ù ¾
o%PÖ¿�Â �
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�H�Í l�.��¥�©.�¡ r�G���1¦l�G�1 r��±��#¥[¥Q�u�M©.�Z¤� r�G�#�Ã²=¹!©.�G¦r�Z�g�#«­¾X¿�À#É Ù Â?¸�Ä��A��¤����M�#¦C±��¡���A��¯°�G�r�Z�1¦r 
¥Q�1 r¦l�G¤A�g� H Ø ´3�¡ r�!�l�1¥ª¬.�G�5�*�G¼A��� Ø  r�Z�q�¡�G§#�g�¡�G�.�"�)«J�M©.��¤? r�G�#�!¤g�1�£¨��q´3¦l�¡ * r�g�­���

��¾�m N [ m'mßm [Jm-X�Â F > X�
ØßÙ N
�A·)¬ �  r¦���P ¿Ù ¾�� Ø Pì¿�Âfm V NØ H Ø
� � æ m Ø æ V ÛÞ x × Ü
V N�y ¾X¿�¸¡¿ ñ Â

´3�Z�A¦l�9>��G�q�­¤����Z�* l�1�= ��.�1 5«)�g¬��g�Z«)�G�.±£�#�' r�.�ª¬Z�#¦l�#¥ª�� r�g¦l�pm Ø ¸�¹��1·"�G¥ª�¡¼g�¡�Z±| l�.��G�G§#�A�G�G�.�"�"«­�H���½f=©.�G���1�G�A�= � r�Q¥ª�¡�Z�¡¥ª�G¼A�G�.±ª r�.���M©Z�Z¤? l�¡���
� ¾�mEN�[ mßm'm [�m X Â F X�

ØßÙ N
¾M� Ø PÖ¿�Â � �G��æ m Ø æ�^Î r¦�¾�m V NØ H Ø Â � m

íu�r�r©.¥ª�G�.±q r���� Ai jNkNj �.�#�H«.�g²#�î¸ ��¸d�G�Q¦l�A¬.�H�#¤A�¡�.±+m Ø ¨=� =N? Ø = B ²��#�.��±��� :�o���/ l�A¦y�r�#¥ª�¥Q�#�.�¡¬Z©.�G�1 r�G�#�Z�

� ¾ = [ ? N [ mßm'm [ ? X1Â F X�
ØßÙ N
¾M� Ø PÖ¿�Â

q�3 Ù Np� �G�ZC Ø 3�^ U B3 H Ø U 3C Ø 3�� m
íu�J´{�!§"�.��´��M¦l�#¥ �*��¤? r�G�#�Ò¿�¸ ÷Z¸ Ù ²R l�.�!�#��¤? r��¦l� U 3!�¡� = �.�g�g«ì r�Ï¨��!��¦* l�.�#±��#�Z�#�,¸
¯µ�J�#¤:�Z�¡�g�#����¦* l�.�#±��#�Z�#�¡�¡ X�£�1�y r�.�ª�#��¤? l�#¦:� U 3[�"�H�J l�.�§Ó��#±#¦:�1�.±��5¥ª�� l�.�)«O²��î¸ ��¸�´{�
�G¥ª¬��=�*�N l�.��h!¤��#���X l¦l�#�¡�= l� U B3 U 3 F ¿N©Z�*�G�.±[ r�Z�?Ó��1±�¦l�#�.±#�u¥�©.�¡ r�G¬.�G�#�g¦l��s�3*[Z�#�Z«J l�.�
¦l�A¥Q�#�¡�.�G�.±|h�¾�h`P£¿�Â ] Ù ¤����Z�* r¦:�1�G�� :� U BÝ U 3 F ñ �M��¦U¾�á îF 7"Âd©Z�r�¡�.±� l�.�3¥�©Z�» l�¡¬.�G�#�g¦�s Ý 3#¸���Z�G�3�"�G�A�H«.�

��� ¾ = [ ? N�[ m'mßm [ ?|X Â F � ¾�� Â!P q�3 Ù N s 3 ¾ U B3 U�3 Pì¿�Â!P Ù
q�
Ý�� 3 s Ý 38U BÝ U�3 m

�d�1§"�G�.±³¬Z�1¦r r�H�1��«.�A¦l�¡���� l�¡���g�[´3�¡ r�°¦l�g�r¬���¤? ª r�Ô�#�¡�ZC Ø�� �1�Z« U � ²{�» E¤g�1�Õ¨W���*�.��´3�¾,Çd�¡©.¦l�8²Í¿gÀ#É�É�Â{ l�Z�� N r�Z�[�r�#�G©) r�G�#�'�1�C l�.�Qó{ò�ó ¥ª�)«)�A�d�G�N±��¡���A��¨"�­ r�.�[±#�g�.�A¦:�1�G�G¼A�g«
�r�)�X l�A¥ �1�d¤:���1¦:�#¤? l�A¦l�G�* r�H¤u�½f=©Z�� l�¡���Z�

UaB� � X� Ø'Ù N ¾�� Ø PÖ¿�Â C Ø4� P�C Ø 3C Ø4� C Ø 3 H Ø�� U 3 F ñ [  U[�7 F ¿Z[ m'mßm [
hl[¡  îF 7 m ¾X¿�¸¡¿�¿�Â
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���.�H���Z�#�{ l�Q¨��5�r�#�G�#��«J©Z�r�¡�Z±C Ø4� FRUaB� HTU � [ o F ¿*[ mßm'm [J[I[¡  F ¿*[ m'm'm [rh
©.�Z«)�g¦� r�.�5¤A�#�Z�* r¦:�1�G�= l� U&B� U�3�F£¢ ñ   îF 7

¿   F 7 m
Çd�¡©.¦l�E¾*¿gÀ#É�É�Â�¬.¦l���#�����A·"�H�* r�A��¤����1��«�©.�Z�'f=©.�g�.�g�l�C�1�� r�.�3¥Q�1·"�G¥�©Z¥��1�W r�Z�3�¡�G§#�g�¡�G�.�"�)«
�M©.�Z¤� r�G�#�Ã²)�1��«QÇ��G©.¦l�Q�1�Z«§¸��#©) l�l¤:�.��¾*¿gÀ�É#É�ÂC¬.¦r���"�H«)���q�"©.¥ª�A¦l�H¤A�1�W�1�G±#��¦r�¡ r�.¥£²�´3�.�G¤:�
�Z�#��¨W�A�g�£�¡¥ª¬.�G�A¥ª�A�= l�g«­�¡�­ l�.�?f=©Z�1�= r�G�� (¤n¥E¤W¸
¦+§D¦p¨J©�ªT«�¬�­l®°¯
®
í �"©.¥�¨��g¦E�1��f=©Z�#�= r�G�� l�|�1¦l�Å«)���*�G±#�.��«Ö�M�#¦­�1���#�Z�1�G�)�*�H�Q�1��¤A�����1¦l�G�#�Z¤��£¥Q�� l¦r�H¤����A²
�1¥ª�#�Z±��* y l�.�A¥  r�.�P¤n¥E¤§f=©Z�1�= l�¡�A g®

}�¬A�����Z��y/�Z±z±�xZ±:�guzy�rt���/yQ�Àuzy�rt�O�Oy/�Z±/±OxZ±:�
sI�O�z�So ¤�¥E¤ {Kó:��±I��g�* r�G¥ª�1 r���3�[¤A�#¥ª¥ª�#�£¬.¦l�¡��¤��G¬.�¡�q¤A�#¥ª¬����.�A�= :��¥[�)«)�g�,¸

íU�Í�G�.¬.©) o���#¦r�H�1¨.�G�g�Í´{���.�A��«���hE��hE�-[��1¦l¦:��� ó ²�¬.¦l�)«)©Z¤A�g«��M¦r��¥²[	hE�Ahª¤������1¦l�H�1�Z¤A�¥Q�� r¦l�H¤��g�g²��1�Z«q�([���¿o�#��¤? l�#¦Ã�#�"´{�A�G±#�= :� ± ¸A¯µ�A�G±#�= l���1¦l�Í r�.�o�"©.¥�¨��g¦��#�"��¨Z�r�A¦l���1 r�G�#�Z��¡�£���#¤:�E�#�� l�.�D[E±#¦l�#©.¬Z�g¸
���.��f�©��1�= r�G�� Í¬.¦l�"«.©Z¤����� l�.�ThË��hª¤���¥ª¥[���q r¦:�1���X�M��¦r¥Q�� l�¡���5¥Q�� l¦r�¡· ¬ ²��#�Z«q l�.�³hË��h¥Q�� r¦l�¡·Ô�1�u���*�"¥ª¬) r�# r�H¤|�* l�#�Z«.�#¦l«Î�g¦r¦l�#¦:� ���Z��y/�Z±z±�xZ± ¸U�U��·" g²{�A�G±#�g�=���#�¡©.��� uzy�rt���/y�1�Z«ì¤���¦r¦l�g�r¬����Z«)�G�.±'�* l�#�Z«.�#¦l«Î�g¦r¦l�#¦:� uzy�r~�Z��y/�Z±/±�x*± �1¦l�|±��¡���A�Ï�G�ì�µ���g¤? l�#¦ª�1¦l¦l����1�ª¿e�´h��6[8¸hBy�X l�¡¥Q�� l�g«Ö¬W�#¬.©.�H�� l�¡���°¤������1¦l�G�#�Z¤���� sI�O� �#¦r���#�G�r�³¬.¦r���"�H«)�g«Ã¸×íU��1�°�A·)�#¥ª¬.�¡�'´y�'¬.¦l���=�H«)�! l�.�'«Z�� l�ì�*�A l� ·�x/u���³O±Oº/�I�%¡3�Oy*�:�9·OxOu���³O±/ºO�/ :¡3�/yZ� �1��«·�x/u���³O±Oº/�/ý:¡3�Oy*�  r�Z�1 ª�����#�­¨��g�A�Ö©Z�*��«Ö�¡�ÕÇ.�g�.±#�G�A¦�²yÄ�ð�1¦:«)�¡�!�#�Z«Ôøu�¡�G�G�°¾ Ù1ñ�ñ ¿�Â5 r��g�* r�G¥Q�� r�£¤���¥ª¥[���Ô¬.¦l�¡��¤��G¬.�¡�£¤���¥ª¬����.�A�= l���M��¦� l�.�£�¡¥ª¬.�G�¡��«Ô���#�H�� r�G�G�» X�Î�r©.¦*�j��¤������#�
 r�.�ªÆ�íUôù¿gÀ#À�À.¸q���.�Q«.�1 l�J���#�N¨��g�A�µ±#�g�.�A¦:�� l�g«!¨"�Å�r¥ª�=�# r�.�G�.±­�|�r©.¦r�j�#¤��ª«.���!¨"�
«.���ª�#�R�r¬W�A�G�¡��«J�#©. y�G�E�*��¤? l�¡����¿#¸ Ù ¸ Ù �#�|���r¬���¤��¡¢Z�g«Q±�¦r�H«O¸&���A·= �²= r�.�N�g�* r�G¥Q�� r��«Q±#¦l�H«
¬����¡�= :�u�����#�[¨��g�A�µ±#¦l�#©.¬W�g«Å�¡�= r�£¥Q�� l©.¦l�» l�¡���u�#�Aa F ¿�²�a F Ù �1�Z«Ua F ÷­¥[���= r�Z�
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�#�Z«! l¦l�#�Z�*�M�#¦l¥[��«!�G�� l�­�E�#��¤? r��¦u�#�o r�G¥ª�[�r�A¦l�G�g�u�1�o l�.�[Ø��*¥ª�G�¡��Ø.²8�î¸ ��¸q�g�#¤:�Å�A�G�A¥ª�A�= 
�#�� l�.�q�#��¤? l�#¦�¨��g�¡���.±��{ l�J�ª«)�G�* r�G�Z¤� �¥[���.�A�"�.���r��¦:�1�Z±#�G�.±��M¦l�#¥ ñ m É ¨  r�!¿ m ¿ ñ ¸
���Z�u�M���¡�G��´3�G�.±	f=©Z�#�� l�¡�A ��r�.��´��y�.��´Õ r�[�g�* r�G¥Q�� l�N�Qó{ò{óÖ¥ª�)«)�g�,® ´zµO¶ ��·��nµ:¡¤|zsvu
¯µ�q¬.�G�1 3 l�.��¢Z¦:�X 3 l�.¦r�g���A�G±#�A�"���g¤? l�#¦:�{�¡�!�[¬Z�1¦:�1�G�G�A�O¤��"�#¦:«)�G�Z�� l��¬.�¡�# ��¡�!Çd�G±#©.¦l�ª¿#¸ ¨ ¸
���Z�|¨Z���*�H¤E�* r¦l©Z¤� r©.¦l�|�#�� r�Z�E¢Z¦:�* � r�Z¦r�g�|�g�¡±��A�"�#��¤? r��¦l�5�G�[�.�# ª�#�» l�A¦l�g«O¸³¯µ�E¢Z��«Ï�
�r�.�¡�/ g²8�J�r�¡��¬����#�Z«£�ª X´3�H�X u�* r¦l©Z¤� r©.¦l�#¸����.�H�U�* r¦l©Z¤? l©.¦r���G�DeJbc�+��b�Ð' r�E�#�¡��¥ª�1 r©.¦l�¡ X�
±�¦r��©.¬Z�g²��î¸ ��¸õ´3�Z�A���A·)¬.�¡���» l�¡�Z±ìò{ó{í �#�­�Ï«.�¡¥ª�A���*�G�#�$¦r��«)©Z¤��G�.±Ï r�"�#�î²� l�.�µ�l�1¥ª�
 l¦l�#�Z�*�M�#¦l¥ª�1 r�G�#�Ï�#¬.¬.�G�¡���� r�µ�g�#¤:�ì±#¦l�#©.¬%÷ÔÄ���´{�A�#�g¦g²Í�M¦l�#¥ú¤A�#¥ª¬Z�#¦r�G�.±� l�.�!�*�G¼A�­�1�
�g�¡±��A�"���1�G©.�g���#¥[���.±�±�¦r��©.¬Z�g²"�,¸ �#¸�¶\¶ ¡�uzy�rt���/y ²�´y�u¢Z�Z«E r�Z�1 3���#¦r�H�1¨Z�¡�G�» X�ª�H�3«)¦l�#¬.¬.�G�.±��¤�¦l���l�{±#¦l�#©.¬Z������´y��¥ª���#�N�M¦l�#¥  l�.���M¦r���= 3¤A�#�= r¦:�#¤� l�y r�Q�G�#�Z±� l�A¦l¥ ¤����= r¦:�#¤? :�A¸

Common Coordinate Plot: First three Eigenvectors
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Çd�G±#©.¦l�ª¿#¸ ¨ ®.Ç��#¤? l�#¦C�G����«)�¡�Z±��Í�1�W r�Z��¢Z¦l�* U¾M¨Z�¡©.��Â?²� r�.�u�*��¤��#��«|¾j±#¦l�A�A�WÂ?²��#�Z«� r�.�3 l�.�G¦l«
ò�ó�¾M¦l�g«�Â

´zµO¶ ��·��nµ:¡¤|zsvu
Ê{�A�M�#¦l��«.¦l��´3�G�.±Q¤����Z¤��G©Z�r�¡���Z��´y�5�r�.��©.�G«­¤����"�=�G�Z¤A�q�#©.¦:�*�g�¡���g�y r���� 3 r�Z��ó{ò{ó×¥[�)«)�g�
�H�{ r¦l©.�G�J��±��"�"«|«)�g�l¤�¦l�G¬) r�G�#�|�1�Ã l�.�q«.�� :�.¸C���.�H�3¤A�1�|¨��q«)���.�N¨=�Q©��*�G�.±ª���G�¡§��A�G�¡�Z�=�)«
¦:�� l�¡�J r�g�* g¸����Z���G�¡§��A�G�¡�.�"�)«£¦:�� r�G�J�* l�� l�G�* r�H¤q�M��¦u¤A�#¥ª¬Z�1¦l�G�.±Q�Q¦r���X l¦r�H¤? l�g«Î¾M r�.�Qó{ò{ó�Â
¥ª�)«)�g���#±��#�¡�Z�* J l�.�'©Z�.¦r���X l¦r�H¤? l�g«Õ¥ª�)«)�A�Q¾M r�.�µ¥ª�"«.�A�N´3�.�A¦l�'�#�¡��¤������1¦l�H�1�Z¤A�g�J�#¦r�
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 r¦l�g�1 r�g«­�r�A¬Z�#¦l�1 r�A�G�.Âo�H�3±��¡���A�E¨"�

c x × ÛY· × Þ
·�¸�¸�¸�· ×�¹ y F P Ù �G� �U¾YºmEN�[ m'm'm [gºm X Â�U¾ H N [ m'm'm [ H X1Â m
ÐS�Z�r�A¦r r�G�.±[�M¦r��¥  r�.�q�G�G§#�A�G�G�.�"�"«E�M©.�Z¤� r�G�#�£´{�u¢��Z«| r�Z�1 3 r�.�H�3�H�3�½f=©.�G���1�G�A�= � r�

c x × Û · × Þ ·�¸�¸�¸�· ×�¹ y F
X�
ØßÙ N
¾M� Ø PÖ¿�Â «.��  ºm Ø«)��  H Ø [

´3�.�H¤:�|�H��» Y «.�G�* r¦l�¡¨Z©) r��«­����¥ª�¡��¾M� Ø Ây l�A�Z«Z�{ r�Q�G�)¢Z�.�¡ X�E´3�¡ r�[ � ¿Ù hd¾�h§PÖ¿�Â;^×¿ � P � ¿Ù h�¾�h9Pì¿�Â%^¼[gh � F ¿Ù ¾r[	Pì¿�Â�hd¾�h9PÖ¿�Â
«)�A±�¦r�g�g�{�1���M¦r�g�g«)��¥£¸CÐS�| l�.�?f=©Z�1�= l�¡�A �´/µO¶ ��·O�\µ  r�Z�G�� l�g�* ��G�3�#�G�r�ª�¡��¤��G©Z«)�g«Ã¸

´/µ/¶ ��·��\µ�¡¤|zsvu
���.�U¤g�1�H¤�©.�H�� l�¡���Z�o�"�G�A�H« c x × ÛY· × Þ�·�¸�¸�¸�· ×�¹ y F ÷Z¿ m É#÷Z�.²1´3�.�H¤:�J¤���¦r¦l�g�r¬W�#�Z«.�C r�5 l�.��hZºî���#�¡©.�h F ñ m ÷=Á ¨ ¿ Ù �M�#¦J r�.�½» Y ¾,÷ ñ ÂQ«)�H�X l¦r�G¨.©) l�¡���Ã¸�Ä��A��¤���´{��¤A�#�.�.�1 |¦r��öX�g¤? E r�.�µó{ò�ó
¥ª�"«.�A�3�1±=�1�G�Z�X � r�.�­©.�.¦l�A�H�� l�g«Ô¥ª�)«)�g�,²o´3�Z�A¦l�|ò{ó{í �H���#¬.¬.�G�¡��«Î r�µ�g��¤:�Ô¥Q�� l©.¦r�¡ X�
�*�g¬Z�1¦:�� l�A�G�#¸
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