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Abstract

Market risk management is one of the key factors to success in managing financial
institutions. Underestimated risk can have desastrous consequences for individual
companies and even whole economies, not least as could be seen during the recent
crises. Overestimated risk, on the other side, may have negative effects on a com-
pany’s capital requirements. Companies as well as national authorities thus have
a strong interest in developing market risk models that correctly quantify certain
key figures such as Value at Risk or Expected Shortfall.

This paper presents several state of the art methods to evaluate the adequacy of
almost any given market risk model. Existing models are enhanced by in-depth ana-
lysis and simulations of statistical properties revealing some previously unknown
effects, most notably inconsistent behaviour of alpha and beta errors. Furthermore,
some new market risk validation models are introduced. In the end, a simulation
with various market patterns demonstrates strenghts and weaknesses of each of
the models presented under realistic conditions.
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1. Einleitung

Zahlreiche Finanzinstitute sind einem betréchtlichen finanziellen Risiko durch Ver-
anderung von Marktpreisen ausgesetzt. Aus diesem Grund wurde es immer bedeu-
tender, daraus resultierende potentielle Folgen moglichst prézise vorhersagen zu
kénnen. Zur konkreten Quantifizierung derartiger Risiken setzten sich in der Praxis
vorrangig zwei Kennzahlen durch: Der Value at Risk sowie der Expected Shortfall.
Ersterer soll dabei eine Aussage iiber eine Verlustgrenze treffen, die hochstens mit
einer bestimmten, geringen Wahrscheinlichkeit - meist 1% oder 5% - iiberschrit-
ten wird. Der Expected Shortfall hingegen soll den erwarteten Verlust unter der
Bedingung, dass der Value at Risk iiberschritten wird, angeben.

Beide Kennzahlen sind allerdings nur Kondensationen eines ganzheitlichen Risi-
komodells, welches nach unterschiedlichsten Annahmen und Kriterien strukturiert
werden kann. Je nach Art und konkreter Anwendung verschiedener Modelle konnen
dabei stark unterschiedliche Werte fiir Risikokenngréfien ermittelt werden.

Eine bedeutende Aufgabe ist es deshalb, Marktrisikomodelle auf ihre Giite zu iiber-
priifen. Es muss festgestellt werden kénnen, ob ein Modell verldssliche Aussagen
iiber das reale Marktrisiko trifft. Dieser Aspekt wird im Folgenden den Schwer-
punkt unserer Arbeit darstellen: Wir werden Verfahren beschreiben und entwi-
ckeln, die Marktrisikomodelle anhand ihrer Prognosequalitéit beurteilen konnen.

Im ersten Abschnitt des folgenden Kapitels werden wir dabei zuerst auf einige
Grundlagen aus der Statistik eingehen, welche eine zentrale Rolle im Rest dieser
Arbeit einnehmen werden. AnschlieBend werden wir detaillierter auf die Fragen
eingehen, in welchem Zusammenhang Marktrisikomodelle zum allgemeinen Risi-
komanagement stehen, wie Marktrisikomanagement in der Praxis durchgefiihrt
wird und welche Resultate es liefert.

In Abschnitt [2.3] werden wir schliefilich erste Verfahren zur Validierung von Mark-
trisikomodellen betrachten. Dabei wird vor allem die Frage, ob der Value at Risk
korrekt modelliert wird, im Vordergrund stehen. Mit der Magnitude of Loss Func-
tion kommen wir dabei im Abschnitt auch auf ein Verfahren zu sprechen, das in
der Literatur bislang wenig Beachtung fand.

Anschlieend werden wir Verfahren betrachten, die sich von dem reinen Fokus auf
bestimmte Kennzahlen 16sen und Marktrisikomodelle in ganzheitlichen Ansétzen

Frankfurt School of Finance & Management
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validieren. Vorweggenommen sei an dieser Stelle, dass damit jedoch automatisch
auch die Priifung auf Korrektheit des Value at Risk und des Expected Shortfall mit
inbegriffen ist, wenngleich auch nicht mehr als einziges Kriterium. Im Rahmen des
Kolmogorov-Smirnov-Tests mit Worry Function kommen wir dabei auf ein bislang
noch nicht néher erforschtes Verfahren zu sprechen.

Danach werden wir auf Konzepte eingehen, welche ganz bestimmte Teilbereiche ei-
nes Risikomodells iiberpriifen. Damit wird es vor allem moglich sein, Spektralmafle
wie den Expected Shortfall zu testen. Mit dem gestutzten Likelihood-Quotienten-
Test modifizieren wir dabei ein bekanntes Verfahren. Mit dem Gauss-Test des
Expected Shortfall bei gestutzter Verteilung fithren wir ein génzlich neues Test-
verfahren ein.

Zuletzt werden wir die bis dahin entwickelten theoretischen Verfahren in einer um-
fangreichen Simulation auf statistische Eigenschaften iiberpriifen, um die Qualitit
der einzelnen Testverfahren beurteilen zu konnen. Ein anschliefendes Fazit wird
die im Laufe dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse abschlieBend zusammenfas-
sen.

Frankfurt School of Finance & Management
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2. Validierung von Marktrisikomodellen

2.1. Statistische Verfahren und Testtheorie

Im Folgenden werden wir auf einige statistische Verfahren eingehen, die eine wich-
tige Basis fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit darstellen und unverzichtbar fiir
jedes der spater dargelegten Validierungskonzepte sein werden:

1. Die Schéatzung unbekannter Verteilungsparameter

2. Hypothesentests zum Uberpriifen bestimmter Aussagen, etwa Aussagen iiber
die geschétzten Parameter

3. Likelihood-Quotienten-Tests als spezielle Form eines Hypothesentests

4. Fehler, die im Rahmen von Hypothesentests begangen werden konnen

2.1.1. Maximum Likelihood-Parameterschéitzung

Die Maximum Likelihood-Parameterschitzung dient, wie auch schon von Ruppert
(2010) erlautert, zur Schiatzung unbekannter Verteilungsparameter. Die Frage im
Rahmen des Maximum Likelihood-Verfahrens ist: Wie sollten unbekannte Para-
meter gewahlt werden um die Wahrscheinlichkeit zu maximieren, eine konkrete
Stichprobe aus der spezifizierten Verteilungsform zu realisieren.

Ausgangspunkt ist eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion, welche von einem Pa-
rametervektor § mit in der Regel einem oder mehreren unbekannten Komponenten
abhéngt.

Beispielsweise konnte eine Zufallsvariable X vorliegen, von welcher wir wissen,
dass sie normalverteilt mit bekannter Varianz 1, jedoch unbekanntem Parameter
¥ fiir den Erwartungswert ist. Dann ist § = (¢,1) , X ~ N (9,1). Wir wollen nun
basierend auf einer Stichprobe ermitteln, was der wahrscheinlichste Wert fiir o
ist.

Frankfurt School of Finance & Management
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Technisch gesehen liefert die Dichtefunktion einer kontinuierlich verteilten Zufalls-
variable an einer einzigen Stelle keine sinnvoll interpretierbare Aussage iiber Wahr-
scheinlichkeiten, da im Kontinuierlichen die Wahrscheinlichkeit fiir den Erhalt ir-
gendeines bestimmten Wertes stets exakt 0 ist. Eine konkrete Wahrscheinlichkeit
erhélt man lediglich durch Integration der Dichtefunktion auf einem bestimmten
Intervall.

Die hier betrachteten stetigen Dichtefunktionen stehen dennoch in enger Verbin-
dung zu den Wahrscheinlichkeiten. Nicht ganz prézise kénnte man interpretieren:
Je hoher das Ergebnis der Dichtefunktion an einer bestimmten Stelle z ist, desto
hoher ist die Wahrscheinlichkeit, eine Realisation der Zufallsvariable zu erhalten,
die ungefdihr x entspricht. Wir werden zur Lesbarkeit im Folgenden auf diese pré-
zise Unterscheidung verzichten, sprechen implizit jedoch stets vom hier erwihnten
Zusammenhang.

Um auf unser Beispiel zuriickzukommen: Wir wissen, dass die Dichtefunktion einer
Normalverteilung ihr globales Maximum an der Stelle ihres Erwartungswerts hat.
Eine Standardnormalverteilung hat also ihr Maximum an der Stelle 0, eine N (1, 1)-
Verteilung an der Stelle 1 usw.

Nehmen wir an, wir beobachten nur eine Realisation x; = 2 unserer Zufallsvaria-
blen X. Unser Ziel ist es nach wie vor, den Parameter 9 zu finden, fiir den der
Erhalt unserer Stichprobe - hier also nur des Werts ; = 2 - am wahrscheinlichsten
ist. Dies konnen wir ganz intuitiv 16sen: Wir wissen, dass die Dichtefunktion einer
N (2, 1)-Verteilung ihr globales Maximum an der Stelle 2 hat. Bei dieser speziellen
Verteilung wire es also am wahrscheinlichsten, den Wert 2 zu erhalten. Wir wis-
sen auch, dass jede andere Dichtefunktion N (¢,1),9 € R\{2} ihr Maximum an
einer anderen Stelle hat und somit die Wahrscheinlichkeit, aus irgendeiner anderen
der angegebenen Normalverteilungen den Wert 2 zu erhalten, kleiner als bei der
N (2, 1)-Verteilung ist.

Dann haben wir unsere Fragestellung bereits gelost: Die Verteilung, die mit hochs-
ter Wahrscheinlichkeit fiir die Generierung unserer Stichprobe verantwortlich ist,
ist die N (2, 1)-Verteilung.

Die Maximum Likelihood-Parameterschiatzung erfolgt immer nach dem hier vorge-
stellten Prinzip. Wir suchen stets die Verteilung, die die grofite Wahrscheinlichkeit
fiir die Generierung einer konkreten Stichprobe liefert. Natiirlich muss dieses Ver-
fahren fiir realitdtsnéhere Einsatszwecke formalisiert werden.

Wir definieren die allgemeine Dichtefunktion mit f (xq,...,zn;6), wobei
x1,...,xy die Realisationen einer Folge unabhéngiger Wiederholungen der Zufalls-
variable darstellen und 6 wie gehabt der Parametervektor ist.

Frankfurt School of Finance & Management
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Wir definieren des Weiteren die Likelihoodfunktion L, welche die Wahrscheinlich-
keit fiir den Erhalt der gesamten Stichprobe in Abhéngigkeit vom Parametervektor
0 angibt:

L(@):f(xl,...,xN;Q):Han (2n;0)

Wir wollen also das # finden, fiir das die Likelihood-Funktion am gréfiten wird.
Dies erreichen wir, indem wir die Funktion ableiten, gleich Null setzen und ent-
sprechend nach den unbekannten Parametern auflésen. Das Ableiten stellt sich fiir
grofle Produkte jedoch als relativ umsténdlich heraus. Aus diesem Grund ist es
meist sinnvoll, die Likelihood-Funktion vorher zu logarithmieren. Da der In eine
monotone Funktion ist, verdndert er nicht die Lage der Maximalstellen.

Die so erhaltenen Maximum Likelihood-Schétzer haben hervorragende Eigenschaf-
ten. Sie sind konsistent, d.h. konvergieren gegen den unbekannten Parameter und
sind so asymptotisch erwartungstreu. Zudem sind sie effizient, d.h. es gibt keinen
anderen Schétzer mit vergleichbaren Eigenschaften, der eine asymptotisch kleine-
re Varianz aufweist. Auch ist es moglich, Hypothesentests mit ML-Schétzern zu
konstruieren, da ihre Verteilung gegen eine Normalverteilung konvergiert.

2.1.2. Hypothesentests

Die Grundlage eines jeden Hypothesentests sind zwei konkurrierende Hypothe-
sen. Man unterscheidet bei Hypothesentests zwischen parametrischen und nicht-
parametrischen Testverfahren.

Parametrische Tests sind solche, bei denen Aussagen iiber einen unbekann-
ten Parameter einer gegebenen Verteilung getestet werden konnen. Wir fithrten
im vorherigen Abschnitt eine normalverteilten Zufallsvariable mit unbekanntem
Erwartungswert ein, X ~ N(¢,1). Nehmen wir an, wir treffen die Vermutung,
dass der Erwartungswert eigentlich Null entsprechen miisste - wir kénnen uns aber
nicht sicher sein, ob dies auch wirklich stimmt. Also wollen wir zwei konkurrierende
Hypothesen testen:

Hy:0=1(0,1) gegen Hy : 0 = (¥,1),9 #0

Wir testen also ganz konkrete numerische Werte fiir die Parameter. Auch wenn
in diesem Beispiel nur ein Parameter, der Erwartungswert, variabel ist wurden im
Beispiel die Hypothesen explizit in Abhéngigkeit des gesamten Parametervektors

Frankfurt School of Finance & Management
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inklusive der hier konstanten Varianz gewihlt. Dies soll unterstreichen, dass pa-
rametrische Tests keineswegs auf nur einen einzigen Parameter beschrinkt sind.
Man kann simultan beliebige Parameterkombinationen testen.

Die Hypothesen kénnen dabei weitestgehend beliebig aufgebaut sein. Wir kénnten
in der Nullhypothese auch iiber verschiedene Parameterintervalle testen. Zudem
muss die Alternative nicht auf Ungleichheit testen, sondern kann auch priifen,
ob die Parameter alternativ einen ganz konkreten Wert haben, kleiner als ein
bestimmter Wert oder grofler als ein bestimmter Wert sind. Wichtig ist jedoch,
dass darauf geachtet werden sollte, dass stets eine der beiden Hypothesen wahr
ist. Allgemeiner kénnen wir also eine Hypothese wie folgt formulieren:

Hy:0 € 0ygegen Hy : 0 € ©
@()U@l:@

Nicht-parametrische Tests sind solche, bei denen wir nicht direkt numerische
Parameter testen kénnen. Wir haben im vorherigen Beispiel das Wissen voraus-
gesetzt, dass die Zufallsvariable X normalverteilt ist und nur den Mittelwert der
Normalverteilung als unbekannt angenommen. Doch in der Realitdt konnen wir
uns in den seltensten Féllen wirklich sicher sein, dass die Daten auch wirklich ei-
ner bekannten Verteilung entstammen. Konnte es im obigen Beispiel nicht etwa
genauso gut sein, dass X t-Verteilt ist? In dem Fall wiirde der oben présentierte Hy-
pothesentest triigerisch sein, da unter Umsténden die Daten einer t-Verteilung den
gleichen Mittelwert und die gleiche Varianz wie normalverteilte Daten aufweisen
konnten.

Speziell die Verteilungsform ist aber kein einfach quantifizierbarer Zusammenhang.
Wir konnen strikt gesehen niemals wirklich testen, ob X tatsédchlich normalverteilt
ist oder nicht. Wir konnen uns allerdings sehr wohl quantifizierbare Zusammen-
h&nge zu Nutze machen. Wie wir spéter sehen werden, kdénnten wir beispielsweise
testen, ob unsere Schatzung fiir Schiefe und Wélbung mit einer Normalverteilung
vereinbar sind - dieser quantifizierte Zusammenhang wére nun wieder iiberpriifbar.
Doch genau betrachtet testen wir nun nicht mehr unsere wirkliche Hypothesen,
sondern vollig neue Hypothesen, von denen wir vermuten, dass sie uns zumindest
Indizien fiir die Beantwortung unserer urspriinglichen Problemstellung liefern.

Der eigentliche Ablauf eines Hypothesentests lasst sich wie folgt darstellen:

Frankfurt School of Finance & Management
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1. Testproblem

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir stets Hypothesentests der folgenden Form
verwenden:

Hy:0 € 0ygegen Hy : 0 € ©

dabei gilt fir unsere Zwecke stets ©g C R", ©; = R"\ Oy, wobei n hier die Dimen-
sion des Parametervektors 6 bezeichnet. © sei im Folgenden der gesamte Parame-
terraum, © = Oy U O, = R".

Wir testen in dieser Arbeit stets zweiseitig, wobei die Nullhypothese eine einfache
und die Alternativhypothese eine zusammengesetzte Hypothese ist.

2. Testfunktion

Zum Uberpriifen der im ersten Schritt aufgestellten Hypothesen bendtigen wir
nun eine Testfunktion, die uns anhand der fiir das Testproblem relevanten Daten
einen iiberpriifbaren Wert liefert. In der Praxis bedeutet dies meist, dass man
anhand aller Realisationen der relevanten Zufallsvariable(n) einen einzigen Wert
berechnet, welcher einen Bezug zu unserem Testproblem hat. Bei einer suffizienten
Testfunktion sollte die Komprimierung der komplexen Stichprobe auf eine Zahl
dabei moglichst keinen Informationsverlust haben.

Fiir unsere Zwecke geniigt folgende Definition der Testfunktion 7"

T:R"—=R

3. Ablehnungsbereich

Der Wert der Testfunktion alleine hilft uns bislang noch nicht weiter, denn wir
wissen noch nicht, fiir welche Werte die Nullhypothese abgelehnt werden muss und
fiir welche Werte sie nicht verworfen werden kann.

Dazu definieren wir nun mit X = (Xy,..., X N)T einen Ablehnungsbereich A,
ACR
sup P (T (X) € A|f) = «
[USSH

Frankfurt School of Finance & Management
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Die Wahrscheinlichkeit, dass die Testfunktion fiir eine richtige Hypothese in den
Ablehnungsbereich fillt darf also nur a betragen. In der Regel kann « frei gewahlt
werden.

4. Entscheidungsregel

Basierend auf den ersten drei Schritten kann man nun eine Regel aufstellen, wann
die Nullhypothese verworfen werden muss, und wann sie nicht abgelehnt werden
kann.

Wir werden stets ablehnen, wenn die Testfunktion in den Ablehnungsbereich fallt,
ansonsten werden wir die Nullhypothese nicht ablehnen:

Ablehnung fir 7' (x) € A
Nicht-Ablehnung fiir 7' (x) ¢ A

Anzumerken ist, dass eine Nicht-Ablehnung der Nullhypothese keiner expliziten
Annahme derselbigen darstellt. Der Grund hierfiir liegt in der Asymmetrie der
Signifikanztests, auf welche wir im Abschnitt genauer eingehen werden.

2.1.3. Likelihood-Quotienten-Tests

Ein Verfahren, welches oft zur Bestimmung der Testfunktion zum Einsatz kommt,
ist das sogenannte allgemeine Likelihood-Quotienten Testverfahren. Die Testfunk-
tion ist hierbei ein Quotient aus dem Maximum der Likelihood-Funktion unter
Einschrinkung der Parameter auf die Bereiche der Nullhypothese zu dem maxi-
malen Wert der uneingeschréankten Likelihood-Funktion,

A x) = SUPgeo, L (x;0)
SUpgpeo L (x;0)

A (x) kann hierbei offensichtlich einen Wert zwischen 0 und 1 inklusive annehmen.
Je ndher der Wert bei 1 liegt, desto eher kann man davon ausgehen, dass die Daten
in x von einer Verteilung erzeugt wurden, deren Parameter mit der Nullhypothese
in Einklang gebracht werden kénnen.

Aus diesem allgemeinen Quotienten lassen sich nahezu alle gidngigen Testverfahren
herleiten. So kann beispielsweise auch der sicherlich bekannteste und verbreitets-
te Test, der Gauss-Test, iiber einen allgemeinen Likelihood-Quotienten bestimmt
werden.

Frankfurt School of Finance & Management
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In vielen Féllen kann jedoch nicht ohne weiteres eine einfache Verteilung fiir den
Likelihood-Quotienten gefunden werden. Wir werden daher inshesondere an einer
Transformation der Testfunktion interessiert sein, deren Verteilung unter bestimm-
ten Annahmen zumindest asymptotisch bekannt ist:

A(x)=—-2In SWyce, L (x:6)
SUpgeo L (x;6)

Um die Verteilung fiir A (x) zu bestimmen werden wir uns eines Theorems bedie-
nen, welches von Suhov & Kelbert (2005) beschrieben wird:

Wilks Theorem Seien die Realisationen der Stichprobe x = (zy,...,zx)" iid
mit Dichtefunktion f (+;0),0 € ©. Sei © eine offene Menge im euklidischen Raum
der Dimension |©| und der Maximum-Likelihood-Schitzer § des Parametervektors
eine asymptotisch normalverteilte Zufallsvariable fiir N — oo. Sei Oy C ©, sodass
Oy ebenfalls eine offene Menge im euklidischen Raum der Dimension |©y| < ||
ist. Dann gilt unter H, dass

V@E@o,h>0:]\}im Pg(A(X)>h):/ [z () dz
—00 h d
mit d = |0 — |6y

Die Teststatistik A ist dann also y2-verteilt mit Freiheitsgrad d. Gemé&f Suhov &
Kelbert (2005) existiert eine weitere Variante des Theorems, welche fiir unabhén-
gige, aber nicht notwendigerweise identisch verteilte Zufallsvariablen gilt. Fiir den
recht technischen Beweis des Theorems verweisen wir auf van der Vaart (2000),
welcher auch die wesentlichen Restriktionen nochmals zusammenfasst:

1. Die Dichtefunktion muss differenzierbar in 6 sein, da der Maximum
Likelihood-Schéatzer ermittelt werden muss.

2. ©p und © miissen lineare Radume sein - dies entspricht einer anderen Form
der Bedingung der Offenheit.

Fiir unsere Zwecke stellen diese beiden Bedingungen keine Einschrankungen dar,
da © und O, in unseren Hypothesentests stets lineare Mengen sein werden und,
wie sich herausstellen wird, jede Dichtefunktion, welche wir betrachten werden,
differenzierbar in 6 sein wird.

Als groBerer Kritikpunkt ist jedoch vorab zu nennen, dass Wilks Theorem nur
asymptotisch gilt. Wir testen oft jedoch nur in vergleichsweise kleinen Stichproben.

Frankfurt School of Finance & Management
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Dies ist leider ein iibliches Problem in der Statistik, da die meisten Verfahren nur
asymptotisch Giiltigkeit aufweisen. Wir sollten uns jedoch durch diese Kritik umso
mehr bewusst sein, dass Stichproben in der Regel moglichst grof3 gewéhlt werden
sollten. Zudem miissen wir explizit auf Unabhéngigkeit in den Daten achten - dafiir
werden wir jedoch separate Testverfahren vorstellen.

2.1.4. a- und (-Fehler sowie statistische Macht

Ein Hypothesentest fithrt immer zu einer von zwei moglichen Entscheidungen:
Entweder, wir verwerfen die Nullhypothese, oder wir verwerfen sie nicht. Auch
wenn wir es meist nicht explizit wissen konnen, aber je nachdem, ob die Hypothese
in der Realitét zutrifft oder nicht, entscheiden wir uns dabei entweder richtig, oder
wir begehen einen Fehler.

Dieses Entscheidungsmuster lédsst sich gut anhand einer Tabelle zeigen:

H, korrekt H; korrekt

E?trrel\{z\t/ehrErllfSﬁﬁ?ﬁErﬁ Fehler 2. Art mit Wahr-
AMSCRCIACAREIL | cheinlichkeit 15}

l—«

Nicht-Ablehnung von
Hy

Korrekte Entscheidung
Fehler 1. Art mit Wahr- | mit Wahrscheinlichkeit
scheinlichkeit o 1 — [ (“statistische
Macht”)

Ablehnung von H,

Die Spalten sind dabei getrennt voneinander zu betrachten - es ist zwar immer
wahr, dass Hy oder H; korrekt ist, wir werden in der Praxis aber niemals wissen,
welche der beiden Moglichkeiten tatséchlich zutrifft. Die Felder geben entspre-
chende Resultate und Wahrscheinlichkeiten an unter der unbekannten Tatsache
des Zutreffens einer dieser beiden Moglichkeiten.

Fehler 1. Art

Wenn die Nullhypothese in Realitét korrekt ist und wir sie basierend auf unserem
Hypothesentest tatséchlich nicht ablehnen, dann haben wir die korrekte Entschei-
dung getroffen. Unter der Bedingung, dass H, korrekt ist, passiert dies mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1—a. Sollten wir die Hypothese basierend auf unserem Test
verwerfen, so treffen wir die falsche Entscheidung mit einer Wahrscheinlichkeit von
a unter der Bedingung dass H, korrekt ist.

Frankfurt School of Finance & Management
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Bei einem guten Hypothesentest konnen wir « prézise selbst festlegen. Dies geht
schon aus der Definition des Ablehnungsbereichs in Abschnitt hervor. In
der Praxis dieser Arbeit werden wir teils das Problem haben, dass bestimmte
Testverfahren nur asymptotisch gelten. Insbesondere gilt diese Einschrankung bei
Likelihood-Quotienten-Tests. In vergleichsweise kleinen Stichproben treten hier
Ungenauigkeiten auf.

Eine dieser moglichen Ungenauigkeiten ist, dass ein Hypothesentest ein vorge-
gebenes a-Niveau iiber- oder unterschreitet. Wenn also in der Theorie korrekte
Hypothesen nur in o Prozent aller Félle abgelehnt werden sollten, so kann es in
der Praxis durchaus passieren, dass korrekte Hypothesen wesentlich haufiger oder
wesentlich seltener abgelehnt werden.

Dies ist tatsédchlich ein erhebliches Problem. Eines der Grundprinzipien von Hy-
pothesentests ist, dass man Nullhypothesen gegebenenfalls signifikant ablehnen
kann. Dies ist genau deshalb der Fall, weil man sich in der Regel prézise seiner
Fehlerwahrscheinlichkeit bei dieser spezifischen Entscheidung bewusst ist. Ist die
Nullhypothese namlich wahr, obwohl man sie ablehnt, befindet man sich in der
Tabelle im Bereich “Hj korrekt, Ablehnung von H,”. Die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist aber genau a. Wenn nun aber das Testverfahren nur asymptotisch gilt und der
tatséchliche a-Wert von seinem theoretisch festgelegten Wert abweicht, so sind wir
uns letztlich nicht mehr unserer Fehlerwahrscheinlichkeit bewusst.

Leider lasst sich dieses Problem nicht ohne Weiteres beheben, denn auch in klei-
nen Stichproben ideale Testverfahren lassen sich meist nicht finden. Wir werden
bei diversen Simulationen genauer die Auswirkungen des Phédnomens betrachten.
In der Praxis sollte dieser Aspekt eine Rolle bei der Wahl eines geeigneten Vali-
dierungskonzeptes spielen.

Fehler 2. Art und statistische Macht

Angenommen wir befinden uns nun in der Situation, dass H; in der Realitét korrekt
ist. Da wir dies nicht wissen, kann unser Hypothesentest nach wie vor zu einer
Nicht-Ablehnung von Hy oder zu einer Ablehnung von Hj, also einer Annahme
von H;, fiihren.

Auch hierbei kénnen zwei Situationen entstehen: Lehnen wir Hy nicht ab, so ent-
scheiden wir uns falsch. Dies passiert mit der bedingten Wahrscheinlichkeit 5.
Lehnen wir Hy hingegen ab, so entscheiden wir uns mit einer bedingten Wahr-
scheinlichkeit in Hohe von 1 — f3 richtig.

Frankfurt School of Finance & Management
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Ein zentraler Begriff in der Statistik ist dabei die “statistische Macht”. Dies ist
nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit 1 — 5. Die Macht sagt also letztlich aus,
wie oft wir uns - gegeben die unbekannte reale Tatsache H; ist korrekt - auch
tatséchlich fiir eine Ablehnung von H, entscheiden. Bei Parametertests léasst sich
dies wie folgt ausdriicken:

P(TeAfeco)=1-p

Perfekt sind dementsprechend natiirlich Testverfahren, die eine hohe Macht auf-
weisen, denn sie minimieren den Fehler 2. Art.

Oft wird zur Analyse der Macht die sogenannte “Giitefunktion”, im Folgenden
mit G (-) bezeichnet, herangezogen. Sie gibt in Abhéngigkeit des wahren, aber
unbekannten Parametervektors # die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Stichprobe
X1,..., Xy in den Ablehnungsbereich des Hypothesentests féllt:

GO)=Py((X1,...,Xn) €A | OO

Wenn 6 € Oy, so gibt die Giitefunktion fiir G (6) die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Fehlentscheidung an, denn in diesem Fall ist die Nullhypothese korrekt und G (6)
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe dennoch in den Ablehnungsbereich
fallt.

Fiir 6 € O, gibt die Giitefunktion Wahrscheinlichkeiten fiir korrekte Entscheidun-
gen an. In diesem Fall ist ndmlich die Nullhypothese falsch und G (6) entspricht
der Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese korrekterweise abzulehnen.

Da 6 in Realitit unbekannt ist sind die Aussagen der Giitefunktion eher theo-
retischer Natur. Sie liefert Erkenntnisse dariiber, wie hoch die Ablehnungsraten
der Nullhypothese unter Eintreffen einer bestimmten Parameterkombination 6 wé-
ren.

Fiihren wir das Beispiel der vorherigen Kapitel weiter: Sei X ~ N (¢, 1) und die
zu uberpriifende Hypothese

Hy:0=(0,1) gegen H, : 0 = (¥,1),9#0

Wenn wir zur Uberpriifung der Hypothese einen Gauss-Test mit a = 5% basierend
auf einem Stichprobenumfang N = 9 durchfiihren, so stellt sich die Giitefunktion
wie folgt dar:

Frankfurt School of Finance & Management
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Abbildung 2.1.: Exemplarische Giitefunktion eines Gauss-Tests

Ersichtlich aus dem Schaubild ist beispielsweise, dass eine Stichprobe aus 9 Werten
in rund 85% aller Fille in den Ablehnungsbereich fallen wird, wenn der wahre
Parameter ¢ = 1 und somit # = (1,1) ist. Da die Nullhypothese in diesem Fall
falsch ist, entspricht die Ablehnung derselbigen einer korrekten Entscheidung. Wir
werden im Sprachgebrauch dieser Arbeit sagen, dass die statistische Macht dieser
Konstellation 85% betrigt.

Fiir ¥ = 0 trifft die Nullhypothese zu. Der Wert der Giitefunktion an dieser Stelle
ist genau 5% und entspricht der Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese falschli-
cherweise abzulehnen. Der Wert von 5% ist genau der fiir den Hypothesentest
spezifizierte a-Fehler.

Fiir diesen zweiseitigen Gauss-Test konnen wir die Giitefunktion analytisch mit
der Vorschrift

G () =o(-o (1- %) —0VN) +o (-0 (1- %) + V)

angeben, wobei @ (+) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und
&1 (-) die inverse Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Bei nahezu allen Testverfahren, welche im Verlauf dieser Arbeit vorgestellt werden,
wird es jedoch nicht moglich sein, eine konkrete Formel fiir die Giitefunktion zu
finden. Um einen konkreten Wert zu berechnen miissten wir ndmlich exakt wissen,
was passiert, wenn H( nicht eintritt. Im obigen Beispiel war dies relativ einfach:
H; besagt, dass die Werte normalverteilt mit bekannter Varianz und lediglich un-
bekanntem Erwartungswert sind.
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In den meisten Féllen dieser Arbeit umfasst H; aber stets eine ganze Bandbreite
sehr unterschiedlicher Alternativen. Wenn wir den obigen Hypothesentest etwa
umformulieren zu

Hy: X ~N(0,1) gegen X ¢ N(0,1)

dann umfasst die Alternativhypothese jegliche vorstellbare Verteilungsform an-
gefangen von Gleichverteilungen, t-Verteilungen, Binomialverteilungen bis hin zu
génzlich parameterlosen Verteilungsformen. Wenn wir uns gegen H, entscheiden
wissen wir also nicht, was stattdessen zutrifft, sondern wir wissen blof}, dass H,
vermutlich nicht zutrifft.

Dennoch werden wir an einigen Stellen dieser Arbeit die statistische Macht der
Testverfahren unter bestimmten Bedingungen simulieren. Dies werden stets hypo-
thetische “was wére wenn”-Szenarien sein. Wir kénnen beispielsweise simulieren,
wie hoch die statistische Macht wére, wenn die Daten alternativ einer U (0, 1)-
Verteilung oder einer B (250, 5%)-Verteilung entstammen wiirden. Wir fithren also
gewisse Annahmen und Restriktionen fiir die Alternativhypothese ein und kénnen
mit diesen Annahmen Werte einer Giitefunktion simulieren.

Wenn man sich in der Praxis letztlich fiir ein konkretes Validierungskonzept ent-
scheiden will, so kann man demzufolge nicht angeben, welches davon die hochste
statistische Macht hat, denn einen konkreten Wert dafiir gibt es nicht. Man kann
allerdings sehr wohl betrachten, welche Testverfahren unter diversen hypotheti-
schen Alternativbedingungen jeweils die grofite Macht besitzen wiirden, und kann
dies in die Entscheidung mit einfliefen lassen.

Frankfurt School of Finance & Management
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2.2. Prognose von Risiken

2.2.1. Risikomanagement & Marktrisikomodelle

Der Begriff “Risikomanagement” ist recht allgemein gehalten und umfasst beson-
ders im Finanzsektor eine Vielzahl verschiedener Bereiche.

Die eigentlichen Tétigkeiten, die im Rahmen eines modernen Risikomanagements
durchzufithren sind, untergliedern sich im Wesentlichen in Identifikation, Analyse
(Quantifizierung), Uberwachung und Steuerung von Risiken.

Die Risiken als solche lassen sich wiederum in zahlreiche Unterkategorien aufteilen.
Die von Basel II vorgeschriebenen Mindestkapitalanforderungen etwa legen einen
Fokus auf Marktpreis-, Kreditausfall- und operationelle Risiken. In der Praxis sind
fiir Unternehmen jedoch noch deutlich mehr Aspekte von Bedeutung; exemplarisch
zu nennen sind hier etwa Liquiditatsrisiken, wie nicht zuletzt die jiingste Banken-
krise zeigte, und die momentan stark an unternehmerischem Interesse gewinnenden
Reputationsrisiken.

Relevant fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Themen sind in erster Linie Modelle,
die der Uberwachung von Marktpreisrisiken dienen. Eine fiir unsere Zwecke ange-
messene Definition dafiir wird von Crnkovic & Drachman (1996) eingefiihrt. Hier
wird das Marktrisikomanagement als Prozess, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der relevanten Risikofaktoren korrekt abzubilden, betrachtet.

Die Grundannahme hierfiir ist letztlich, dass wir den Wert unserer Produkte per-
fekt durch eine Kombination diverser quantifizierbarer Faktoren berechnen kénnen
- etwa durch Zinssétze, lineare oder auch nicht lineare Zusammenhénge zu anderen
Produkten, Haltekosten usw. Sofern dies zutrifft konnen wir eine prazise Wertbe-
stimmung zu jedem zukiinftigen Zeitpunkt genau dann durchfithren, wenn wir die
Wahrscheinlichkeiten kennen, mit denen die relevanten Risikofaktoren ihre jewei-
ligen Wertzustinde annehmen kénnen.

Der Schliissel fiir ein gutes Management von Marktrisiken ist also eine realitdtsnahe
Modellierung zukiinftiger Risikofaktoren durch Schétzung von geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen.

2.2.2. Vorhersage von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Auswahl von Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Risikofaktoren kann auf viel-
faltige Weise erfolgen.
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In der Praxis werden meist relative oder absolute zukiinftige Wertédnderungen
modelliert. Eine detailliertere Aufteilung in elementarere Risikofaktoren]ist zwar
moglich, wird jedoch auf Portfolioebene in der Regel nicht vollzogen.

Grundsétzlich kann man die statistischen Probleme in zwei Kategorien eingliedern:
Parametrische und nicht-parametrische Verfahren.

Parametrische Verfahren sind solche, bei denen anfangs eine konkrete Klas-
se von Dichtefunktionen angenommen wird und anschlieend die dazugehorigen
Parameter geschétzt werden. Die weitverbreitetste Annahme im Finanzbereich ist
dabei sicherlich, dass logarithmierte Renditen r approximativ normalverteilt sind.
Die Parameter der Verteilung werden dabei oft nach einer der folgenden Methoden
bestimmt (Sanddorf-Koéhle 2011):

o Gleitende Varianz

1 p
==Y rpfict eN,T>p
pk:l

p
o1

e Exponentiell geglittete Varianz

1 T

ﬂ:fzrt

t=1

67 =A074 4+ (1= X) (re—1 — ﬂ)2

und ein sinnvoll gewihlter Startwert 62, z.B. 62 = (r; — f1)°.

Iheispielsweise Zinssétze, Nutzenfunktionen, Halteprimien usw.
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e Fin GARCH-Modell

1 T
f= Zﬁ
t=1
P

+ e} 1+Zﬁjo—tz

=1 =

| |
&

€ = Vi0¢, Vg A it E(vt) =0, Var (v) =1
und w > 0,
Vie{l,...,p}:a; >0,
Vie{l,...,q} : 5; >0

e Fin GJR-GARCH-Modell

5

152: (|ee—1] — vi€e—1) +Zﬁjat i
€ = V10, Vg M mit B (v)) =0, Var (v;) =1
und w > 0,

Vie{l,....,p}:a; >0,
Vi€l .qh: B >0,
’716(_171)7

Vie{2,....p} 17 =0

Nicht-parametrische Verfahren hingegen sind Methoden, die ohne a prio-
ri Festlegung auf eine bestimmte Verteilung auskommen. Dann wird meist die
Stichprobe als solche als empirische Verteilungsfunktion gedeutet. Der Vorteil ei-
nes solchen Verfahrens ist eine recht hohe Flexibilitdt - in der Tat kennen wir in
der Regel nie die unterliegenden Verteilungen, sodass parametrische Verfahren im-
mer auf teils nicht sonderlich realitdtsnahe Annahmen gestiitzt werden miissen.
Nicht-parametrische Verfahren kommen hingegen ohne konkrete Annahmen iiber
die Form der tatséichlichen Verteilung und auch ohne eine explizite Modellierung
von Abhéngigkeiten wie beispielsweise Korrelationswerten aus.

Wie bereits von Kupiec (1998) sowie Dowd (2004) angesprochen, gibt es jedoch
auch zahlreiche Nachteile nicht-parametrischer Verfahren, die ihren Einsatz in der
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Praxis oft fragwiirdig erscheinen lassen. Um die empirische Verteilung mdoglichst
realitdtsnah spezifizieren zu kénnen werden enorme Datenmengen gebraucht, ins-
besondere bei iiberdurchschnittlicher Leptokurtosis der tatsédchlichen Verteilungﬂ
denn hierbei ist es wichtig, auch in der Stichprobe schon viele Extremwerte vor-
liegen zu haben, die selbst unter Leptokurtosis nur mit vergleichsweise geringer
Wahrscheinlichkeit und dementsprechend selten auftreten. Genau dieses Phéno-
men ist jedoch gerade bei Finanzwerten oft anzutreffen. Zudem koénnen nicht-
parametrische Verfahren nur verldssliche Ergebnisse liefern, wenn die tatséchli-
che Verteilung stationér ist, sich also nicht im Zeitablauf verdndert, denn es wird
implizit davon ausgegangen, dass die Daten der Stichprobe allesamt der selben
Verteilung entstammen. Auch dies ist im Finanzbereich in aller Regel hochst un-
realistisch. Bei parametrischen Verfahren konnen sowohl Leptokurtosis als auch
Nicht-Stationaritdt bewusst mit einbezogen werden, wenngleich es teils die ent-
sprechende Modellschitzung erschwert.

Ein typisches Beispiel eines nicht-parametrischen Verfahrens zur Bestimmung mog-
licher Portfoliowertédnderungen ist die sogenannte “historische Simulation”, bei der
eine empirische Verteilungsfunktion auf Basis der Stichprobe Aw,t € {1,...,T}
berechnet wird:

wenn r < Ay

Fay (x) = max{t | Avy <z}  wenn Avp <z < Avyp

wenn x > Avp)

2.2.3. Value at Risk

Nachdem, wie im vorherigen Abschnitt erlautert, die moglichen Wertéinderungen
eines Portfolios modelliert wurden, stellt sich nun die Frage, wie sich daraus eine
Kennzahl fiir das Risiko quantifizieren lasst. Im Bankbereich wird hierfiir gerne
der sogenannte “Value at Risk” herangezogen (Kupiec 1998). Mit der formalen
Definition folgen wir Cremers (2011):

VaR, (p) = —sup{z € R|P (AV (t|Q%) < z) < p}

Er ist also der beziiglich der Verkniipfung + inverse Wert der gréfiten Portfolio-
wertinderung AV, die mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens p unterschritten
wird.

AV ist dabei abhingig von einem Betrachtungszeitpunkt ¢ sowie der Portfoliozu-
sammensetzung zu diesem Zeitpunkt, €2;.

2auch bekannt als “Fat Tails”
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Diese recht formale Definition l&sst sich jedoch fiir kontinuierliche Verteilungen an-
schaulicher interpretieren als negativer Wert der Inversen der Verteilungsfunktion
der Werténderungen:

VaR; (p) = _FA_\l/(t\Qt) (p)

Der Verlust im Portfolio sollte also nur mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens
p niedriger als —VaR sein. Typische Werte fiir p sind dabei 1% oder 5%.

Bei diskreten Verteilungen miissen Alternativdefinitionen des Value at Risk genutzt
werden. Dabei kann es vorkommen, dass die Uberschreitungswahrscheinlichkeit ei-
nes vollig korrekt berechneten Value at Risk tatséchlich hoher als p ist. Sollte mit
diskreten Verteilungen gearbeitet werden muss diese Tatsache speziell bei Testver-
fahren, welche Uberschreitungswahrscheinlichkeiten konkret beinhalten, beachtet
werden. Diese Konstellation ist jedoch weder im Verlauf dieser Arbeit noch bei
gangigen Praxisverfahren von Bedeutung. Wir werden deshalb nicht weiter darauf
eingehen.

2.2.4. Uberschreitungsfunktion

Im Weiteren wird fiir uns eine Indikatorvariable relevant sein, die fiir jeden Zeit-
punkt t € 7,7 = {1,...,T} zwei Zustédnde annehmen kann:

I — 1 wenn AV, < —VaR, (p*)
! 0 sonst.

AV, ist dabei die Wertdanderung eines Portfolios vom Zeitpunkt ¢t — 1 auf t. Mit
der mathematischen Definition orientieren wir uns an Campbell (2006/2007) | Die
Funktion [; nimmt also fiir den Zeitpunkt ¢ den Wert 1 an, wenn die Value at
Risk-Prognose fiir diesen Zeitpunkt tatséchlich iiberschritten wird, ansonsten 0.
Bei einem korrekt spezifizierten VaR-Modell sollte gelten:

Vft,tETP(It:U:E(It)Sp

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Indikatorfunktion zu einem beliebigen Zeitpunkt
t den Wert 1 angibt, sollte genau der Risikowahrscheinlichkeit des zugehorigen

3Wir weichen jedoch bewusst im Bezug auf die zeitabhiingige Indizierung von Campbell
(2006/2007) ab.
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Value at Risk-Modells entsprechen - genau dann gilt im Fall einer kontinuierlichen
Werteverteilung F (1) = p. I, ist dann bernoulliverteilt:

Vter: I ~BE(p)
f1, (x) = (1 —p)’ " p" fiir x € {0,1}

Wir definieren zur kiinftigen Vereinfachung I als die Summe aller Uberschreitun-
gen. In einem korrekten Modell sollte sie als Summe unabhéngig und identisch
bernoulliverteilter Zufallsvariablen binomialverteilt sein:

1:25

teTr

I ~B(T,p)

2.2.5. Expected Shortfall

Der Expected Shortfall ist eine weitere Risikokennzahl fiir das Portfolio. Er gibt
an, wie hoch der durchschnittliche Portfolioverlust ist unter der Bedingung, dass
der Value at Risk iiberschritten wird. Formal definiert wird er als

ES; (p) = — % (B (AV (t1%) - Liavian<—varim))
+VaR, (p) - (P (AV (t[%) < =VaR; (p)) — p)

oder fiir kontinuierlich verteilte AV auch vereinfacht durch

1 —VaR¢(p)

ES; (p) = —]—9/_ T fave,) () dx

(e 9]

2.2.6. Regulatorische Auswirkungen der Risikoprognose

Value at Risk und Expected Shortfall sind im heutigen Bankalltag wichtige Kenn-
groflen zur Risikosteuerung. Doch nicht nur intern, sondern auch extern sind sie
von grofler Bedeutung.

Campbell (2006/2007) legt dar, dass der Value at Risk auch von den Aufsichtsbe-
horden mittlerweile als hauptséchliches Mittel zur Beurteilung von Marktrisiken
anerkannt wird. Banken miissen der Aufsichtsbehérde sowohl den VaR mit einem
Konfidenzniveau von 99% auf Tagesbasis als auch auf 10-Tages-Basis mitteilen.
Das Risikokapital, das es dafiir zu hinterlegen gilt, ist schlussendlich entweder der
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1% VaR auf 10-Tages-Basis oder der durchschnittliche 1% VaR auf 10-Tages-Basis
der vergangenen 60 Tage.

Tatséchlich konnen die Banken so das zu hinterlegende Risikokapital durch ihre
internen Modelle bestimmen. Natiirlich erscheint es hier im ersten Moment 6ko-
nomisch, einen moglichst geringen VaR auszuweisen, um so wenig Kapital wie
moglich hinterlegen zu miissen. Allerdings werden Modelle, die den Value at Risk
systematisch unterschéitzen, streng von den Aufsichtsbehorden bestraft und die
Kapitalanforderungen erhéht. Dies wird im Verlauf dieser Arbeit im Rahmen des
Ampelkonzepts noch detaillierter erlautert.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass der Value at Risk sowohl fiir die interne
Risikosteuerung als auch fiir externe Mindestkapitalhinterlegungen relevant ist.

2.2.7. Uberpriifung der Modelle

Angesichts der enormen Bedeutung des Value at Risk ist es offensichtlich, dass
eine Qualitétspriifung der Modelle notwendig ist. Fiir die Aufsichtsbehorden ist es
unerlédsslich beurteilen zu kénnen, ob Modelle das Risiko systematisch unterschét-
zen.

Fiir Banken, auf der anderen Seite, kann es durchaus auch von Interesse sein in
Erfahrung zu bringen, wenn Modelle das Risiko iiberschétzen - dadurch wiirde an
die jeweilige Bank ndmlich eine hohere Mindestkapitalanforderung als eigentlich
notig gestellt.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns also dem Thema widmen, wie man
die Prognosegiite von Marktrisikomodellen quantitativ einschétzen kann.

Ein grundsatzliches Problem, das sich dabei stellt, ist jedoch, dass die Investments
eines Portfolios selten konstant bleiben. Selbst wenn ein Modell Risikokennzahlen
wie den Value at Risk absolut korrekt prognostiziert kann es durchaus sein, dass
der zukiinftige Value at Risk génzlich anders ist, da sich bis dahin moglicherwei-
se andere Werte im Portfolio befinden. Beispielsweise diirfte der wahre Value at
Risk eines Portfolios, das ausschliefllich Kassenhaltung betreibt, fiir den Zeitpunkt
heute in einem Jahr nahezu bei Null liegen. Sollten wir jedoch das Vermégen nach
einem Monat von der Kassenhaltung komplett in gehebelte Optionsscheine um-
schichten, so wird der wahre Value at Risk in 11 Monaten nun weitaus hoher sein;
die urspriingliche Prognose wird statistisch gesehen also wesentlich zu héufig tiber-
schritten werden. Dies liegt aber nicht an einem urspriinglich falsch spezifizierten
Modell, sondern lediglich an einem verédnderten Portfolio.

Um diese Problematik zu umgehen gibt es zwei Moglichkeiten:
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1. Wir berechnen die Risikokennzahlen stets nur auf sehr kurze Frist, z.B. fiir
1-Tages-Perioden. Dowd (2004) weist zwar darauf hin, dass es auch innerhalb
von nur einem Tag zu deutlichen Anderungen der Bestiinde kommen kann,
die Problematik wird dadurch aber zumindest stark vermindert.

2. Sollten die Bestandsdnderungen dennoch zu erheblich sein, so kann man zum
Vergleich der Prognosen auch das urspriingliche Portfolio in Zukunft schlicht
neu bewerten und vergleichen, ob diese theoretische Wertdnderung mit der
urspriinglichen Prognose vereinbar ist. Im Beispiel konnte man also in ei-
nem Jahr iiberpriifen, was der Wert eines ausschliefilich aus Kassenhaltung
bestehenden Portfolios wére, und ob dieser Wert mit der Prognose zu ¢y in
Einklang zu bringen ist.

Wir werden uns im Weiteren auf die erste Moglichkeit beschranken. Diese Vor-
gehensweise ist im akademischen und praktischen Bereich iiblich und verhindert
zudem Probleme, die durch iiberlappende Perioden bei der Berechnung der Risi-
kokennzahlen entstehen.
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2.3. Validierung basierend auf
Uberschreitungen

Im Folgenden werden wir uns mit Validierungsmodellen beschéftigen, die haupt-
séchlich auf ein korrektes Verhiltnis zwischen Uber- und Unterschreitung einer
bestimmten Risikogrofie testen. Konkreter wird hier meist iiberpriift, ob der be-
rechnete Value at Risk statistisch signifikant h&ufiger oder seltener iiberschritten
wird, als die von uns selbst definierte Risikowahrscheinlichkeit p* dies annehmen
lassen wiirde. Desweiteren werden wir mit dem Markow-Test ein Verfahren be-
schreiben, welches darauf priift, ob Uberschreitungen zeitlich unabhéngig vonein-
ander auftreten.

2.3.1. Time Until First Failure

Dieser Test wurde urspriinglich von Kupiec (1998) eingefiihrt. Von Interesse ist hier
die verstrichene Zeit, bis zum ersten Mal der Value at Risk iiberschritten wird. Das
Grundprinzip hinter dieser Methode ist intuitiv nachvollziehbar: Je geringer die
Wahrscheinlichkeit einer Uberschreitung, desto linger sollte es statistisch gesehen
dauern, bis die erste Uberschreitung eintritt.

Zufallsvariable

Wir sind an einer Zufallsvariable X interessiert, die den Zeitpunkt angibt, zu wel-
chem die Uberschreitungsfunktion I; zum ersten mal den Wert 1 annimmt. X € N
ist daher geometrisch verteilt ]

X =min(t| [, =1)

X ~G(p)
1
E(X):]—9

Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Uberschreitung an einem bestimmten Tag z
eintritt, ldsst sich wie folgt berechnen:

P(X=x2)=p(l—p""

4Mit X € N stellen wir heraus, dass wir von einer geometrischen Verteilung ausgehen, deren
Realisationen mindestens den Wert 1 annehmen. X kann nie den Wert 0 annehmen.

Frankfurt School of Finance & Management

Working Paper No. 192 | 26




Validierung von Konzepten zur Messung des Marktrisikos -
insbesondere des Value at Risk und des Expected Shortfall

Ein Value at Risk mit Konfidenzniveau 95%, d.h. Fehlerwahrscheinlichkeit p = 5%,
sollte im Durchschnitt das erste mal in der zwanzigsten Periode (%%) iiberschritten

werden. Sollte die tatsichliche Uberschreitung im Durchschnitt wesentlich spéter
auftreten, so iiberschétzt das Modell das Risiko und vice versa.

Hypothesentest

Wir haben ein statistisches parametrisches Problem der Form (X,P) mit P =
(G m)lpe (0,1} __

Wir konstruieren nun einen Test zur Uberpriifung, ob unsere angenommene Ri-
sikowahrscheinlichkeit p* der tatsédchlichen Risikowahrscheinlichkeit p entsprechen
konnte:

Hy:p=p" gegen Hy:p#p°

Testfunktion

Fiir die Uberpriifung der Hypothese bietet sich ein Likelihood-Quotienten-Test der
folgenden Form an:

Der Freiheitsgrad der y2-Verteilung ergibt sich aus dim©®y = 0 und dim© = 1.
Eine Herleitung fiir p wird im Verlauf dieses Abschnitts aufgezeigt.

Ablehnungsbereich

Der Ablehnungsbereich ergibt sich durch das entsprechende Quantil einer y3-
Verteilung:

A= ((X?)_1 (1-a), +OO)
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Herleitung des Schiitzers p

Als Schatzer fiir p verwenden wir den Maximum Likelihood-Schétzer p, welcher
aus Optimierung der Likelihood—FunktionH resultiert:

L(p)=p1—p""
In (L (p)) =In(p) + (x —1)In(1 - p)
51n(L(p))_1 r—1

= =0
j% p l-—p
1_x—1
p 1-—p
Laop =1
P
l—p=p(z—1)
1_
D L
P
1_
_p_|_1_
D
l—p+p
j%
1
— =2
P
1
p=-
X

Berechnung kritischer Werte fiir x

Anhand dieses vorgestellten Tests lassen sich fiir ein Konfidenzniveau der Hypo-
these a und gegebene Wahrscheinlichkeiten p* kritische Werte fiir X errechnen,
bei deren Uberschreitung die Nullhypothese abgelehnt werden muss.

Hierfiir wird die LR-Funktion mit dem entsprechenden Quantil der y3-Verteilung

gleichgesetzt:
N\ (1=p " 2y -1

®Die Likelihood-Funktion entspricht hier der Dichtefunktion einer geometrischen Verteilung.
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Fiir gegebene Werte fiir p* und « lasst sich diese Gleichung numerisch nach z
auflosen. Wir fithrten dies fiir verschiedene p* und a durch. Eine Tabelle mit den

Resultaten fiir kritische Werte befindet sich in Anhang und

Grafisch lasst sich die obige Gleichung visualisieren, indem man die Schnittpunkte
der LR-Funktion mit einer horizontalen Geraden auf Hohe des (1 — «)-Quantils der
X3-Verteilung darstellt. Wir stellen dies fiir p* = 0,5% und a = 5% im Folgenden
grafisch dar.

Der Term links des Gleichheitszeichens resultiert dabei in der konvexen Kurve des
Schaubilds. Der Teil rechts des Gleichheitszeichens resultiert in der horizontalen
Gerade auf Hohe des 95%-Quantils der y?-Verteilung von ungefihr 3,84. Die x-
Werte der Schnittpunkte der beiden Funktionen stellen die Losungen der Gleichung
dar:

yl
6l
|
54
(11,89[3,84) -
2
1

T 200 400 600 00
Abbildung 2.2.: TUFF LR-Test, kritische Werte von X als Schnittpunkt zwischen
LR-Funktion und 95%-Quantil der x?-Verteilung

Dies kann nun wie folgt interpretiert werden: Der Hypothesentest Hy : p = 0,5%
gegen Hi : p # 0,5% sollte dann abgelehnt werden, wenn der erste Fehler vor der
Periode 11,89 (in der Praxis also in der 11. Periode oder friither) oder nach der
Periode 878,9 (in der Praxis also in der 879. Periode oder spéter) auftritt, denn
genau fiir diese Werte nimmt die Testfunktion einen Wert an, der oberhalb des
95%-Quantils der y2-Verteilung liegt.

Die eben beschriebene Methode dient zum Berechnen kritischer Werte fiir feste
a und p*. Wir fithren diese Berechnung nun mehrmals fiir weiterhin feste «, aber
variierende p* durch. Im Folgenden eine Darstellung der kritischen Werte fiir X auf
der y-Achse fiir ein festes @ = 5% in Abhéngigkeit von verschiedenen p*-Werten
von 1% bis 10% auf der x-Achse:
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Abbildung 2.3.: Kritische z-Werte fiir a = 5% und variable p*

Die hellblau markierten Regionen stellen den Ablehnungsbereich, die weiff markier-
ten Bereiche den Annahmebereich der Nullhypothese dar fiir das jeweils zugehorige
p* mit einer Konfidenz von 95%. Erwartungsgeméf sinken die kritischen Werte mit
wachsendem p*, der Annahmebereich wird dabei stets schmaler.

Kritik - Mangelnde Ablehnungsmoglichkeiten fiir grofie p*

Kupiec (1998) weist darauf hin, dass fiir eine Konfidenz in Hohe von 1 — a = 95%
keine Modelle mit einem Fehler von 5% oder mehr erkannt werden koénnen. Tat-
séchlich weist das Modell ein Problem bei der Ablehnung von Hypothesen mit
grofem p* auf. Hierbei ist ndmlich der erste Fehler bereits zu einem sehr frithen
Zeitpunkt zu erwarten. Wenn nun die tatséchliche Fehlerwahrscheinlichkeit noch-
mals gréfler als die angenommene Wahrscheinlichkeit ist, p > p*, dann kann die
Nullhypothese zugunsten einer hoheren Risikowahrscheinlichkeit nur dann verwor-
fen werden, wenn der erste Fehler extrem friih eintritt. Konkret heifit dies, dass
der erste Fehler teils bei X < 1 eintreten miisste, um die Nullhypothese ablehnen
zu kénnen.

Da jedoch X € N ist kann dies in der Praxis nicht passieren: Der erste Fehler
kann schlicht nicht vor der ersten Periode auftreten. Dadurch wird es fiir groe p*
unmoglich, eine Risikounterschétzung zu identifizieren.

Unsere Ergebnisse zeigen aber, dass dieses Problem erst spéter als von Kupiec be-
rechnet auftritt; fiir eine Konfidenz in Hohe von 95% ist damit erst ab p* > 14%
zu rechnen. Dies kann mittels der Tabelle in Anhang nachvollzogen werden:
Fiir @ = 5% unterschreitet der untere kritische Wert fiir X die Zahl 1 zum ersten
mal bei einem p* zwischen 14% und 15%.
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Giitefunktion und statistische Macht

Wir simulieren nun Giitefunktionen des TUFF-Verfahrens, indem wir die Ableh-
nungsraten fiir diverse Kombinationen von p und p* berechnen. Wir gehen dazu
wie folgt vor:

1. Wéhle p*,p € {0,01,0,01005,0,01001,...,0,2}, sodass p* # p. Setze a =
5%.

2. Erzeuge eine Realisation = der Zufallsvariable X ~ G (p)
3. Berechne A (z) mit dem im ersten Schritt gewéhlten p* # p
4. Lehne die Nullhypothese des TUFF-Tests ab, wenn A (z) > (x2) ™' (1 — a)

Diese Prozedur wird fiir jede einzelne Kombination von p und p* 1.000.000 mal
durchgefiihrt, sodass insgesamt ca. 145 Milliarden Tests berechnet werden. Fiir
jede Kombination von p und p* wird nun die gesamte Anzahl an Ablehnungen
der Nullhypothese durch 1.000.000 geteilt, um die relative Ablehnungshéufigkeit
zu berechnen.

Fiir ein festes p* entsprechen die Simulationsergebnisse einer Giitefunktion des
Testverfahrens, hier am Beispiel fiir p* = 5%:

Gysei(P)
1

0.75

0.5
\ (0,05(0,062)

0,25 -
\ v

0 1 1 1 1 1 1 1 I I I I 1 1 1 1 1 1 1 1 p
1.00% 5.00% 9.00% 13.00% 17.00%

Abbildung 2.4.: Giitefunktion, o = 5%, p* = 5%

Erwartungsgemaf hat die Funktion ihr Minimum ungefahlﬁ im Bereich von p =
p* = 5% und umso hohere Werte, je weiter sich p von p* = 5% entfernt. Eigentlich

SEigentlich sollte die Funktion ihr Minimum exakt bei p = p* haben. Wie spiiter noch heraus-
gestellt wird ist der TUFF-Test hier in der Tat unprézise.
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sollte G 5% (p*) = a = 5% gelten, denn fiir p = p* ist die Nullhypothese wahr und
die Giitefunktion sollte demzufolge Wert des a-Fehlers annehmen. Tatséchlich ist
aber Gp—5% (p*) = 6,2% # «. Diesem Phénomen werden wir uns spéter genauer
widmen.

Wir Erweitern nun die Darstellung der Giitefunktion, indem wir auch p* variieren
lassen. Jeder Querschnitt des folgenden Schaubilds entspricht einer Giitefunktionﬂ
fiir das jeweilige p*:

G, (p)

0.20

Abbildung 2.5.: Giitefunktionen fiir verschiedene p* mit a = 5%

"Zur besseren Darstellung wurde die Hohenachse des Schaubilds auf 0,5 begrenzt
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p
0,20 -0,8
0,15 - 0,6
0,104 -0,4
0,05 0,2
0.01 e = 0.4 p 0.0
0,01 0,05 0,10 0,15 0,20

Abbildung 2.6.: Konturplot der Giitefunktionen fiir verschiedene p*, o = 5%

Gut zu sehen ist der sprunghafte Verlauf der Funktion im Bezug auf die ange-
nommene Wahrscheinlichkeit p*. Dies liegt daran, dass der LR-Test Ablehnungs-
und Annahmebereich zwar auf eine Teilmenge aus R abbildet, geometrische Zu-
fallsvariablen aber stets aus N stammen. An bestimmten Punkten unter- oder
iiberschreitet der Ablehnungsbereich eine Ganzzahl - und genau an diesen Stellen
verdndert sich die Funktion sprunghaft. Deutlich erkennbar ist auch eine auffallige
Verringerung der Funktionswerte ab einer angenommenen Wahrscheinlichkeit von
ca. 14,7% oder hoher - hier tritt genau das oben genannte Phinomen auf, dass es
effektiv keinen unteren Ablehnungsbereich mehr gibt und somit keine Risikounter-
schidtzung mehr erkannt werden kann. Der Eintritt dieses Phénomens kann durch
eine Erhohung des Fehlers 1. Art hinausgezogert werden. Eine genaue Tabellierung
kritischer Werte befindet sich in Anhang [A.1]

Insgesamt nehmen die Giitefunktionen nur in sehr wenigen Konstellationen Werte
groBer als 0,4 an. Dies bedeutet, dass selbst falsche Modelle recht selten selbst bei
groffen Unterschieden zwischen p und p* abgelehnt werden, die statistische Macht
ist also meist sehr niedrig. Selbst in der extremen Kombination p = 1%, p* = 20%
wird die Nullhypothese nur in knapp 82% aller Félle abgelehnt.
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Kritik an der Verteilung der Testfunktion

Durch die Simulation der Giitefunktionen zeigte sich ein weiteres kritisches Phéno-
men: Der spezifizierte a-Fehler des Hypothesentests wurde nicht eingehalten. Dies
wird deutlich, wenn wir die Simulationsdaten im Falle eines korrekt geschétzten
Modells betrachten - also in den Féllen, in denen die geschétzte Wahrscheinlich-
keit genau der tatsédchlichen Wahrscheinlichkeit des datengenerierenden Prozesses
entspricht, p = p*.

Die konkreten Schritte einer solchen Simulation sind dabei:
1. Wihle einen bestimmten Wert fiir p € {0,01,0,02,...,0,20}. Setzte a = 5%.
2. Erzeuge eine Realisation = der Zufallsvariable X ~ G (p)
3. Berechne A (z) fir p* =p
4. Lehne die Nullhypothese des TUFF-Tests ab, wenn A (z) > (x2) ' (1 — a)

Die Schritte 2-4 werden 1.000.000 mal wiederholt. Die relative Ablehnungshaufig-
keit ergibt sich dann aus der Anzahl aller Ablehnungen der Nullhypothese geteilt
durch 1.000.000. AnschlieBend wird ein anderer Wert fiir p gewéhlt die Prozedur
erneut durchgefiihrt.

Die Variable X simuliert also den Zeitpunkt der ersten Value at Risk-
Uberschreitung in einem Portfolio, das in jeder einzelnen Periode eine unabhingi-
ge Value at Risk-Uberschreitungswahrscheinlichkeit von p hat. Der entscheidende
Schritt in der Simulation ist der Dritte, denn dieser besagt, dass p* = p gesetzt
wird. Das heifit, dass das Modell von einer Uberschreitungswahrscheinlichkeit aus-
geht, die gleich der tatsichlichen Uberschreitungswahrscheinlichkeit ist. Das Mo-
dell ist also korrekt spezifiziert und sollte eigentlich nicht abgelehnt werden.

Dies zeigt sich auch, wenn wir die Hypothese des TUFF-Tests betrachten: Hy :
p = p*gegen Hy : p # p*. Mit p* = p gilt Hy : p = p gegen Hy : p # p. Die
Nullhypothese ist eine Tautologie und somit immer wahr. Wenn der TUFF-Test
die Nullhypothese dennoch ablehnt, so begeht er einen Fehler 1. Art. Dies sollte in
genau « Prozent aller Félle passieren.

Vollig unabhéngig von p sollte der TUFF-Test dann im Durchschnitt eigentlich
stets in 5% aller Félle der simulierten Konstellationen zur Ablehnung der Nullhy-
pothese fithren. Die Ergebnisse der Simulation sind im folgenden Schaubild darge-
stellt:
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Prozentuale Ablehnungen

der Nullhypothese
. o
0. 1 O | .._d,,—...v..--‘. p ,_./-‘- il
A 1 /"/,.. ‘ y
00520
0.05 0.10 0.15 - p

Abbildung 2.7.: Ablehnungsraten eines korrekten Modells, a = 5%

Es ist sehr deutlich zu erkennen, dass die Ablehnungsrate der Nullhypothese deut-
lich in Abhé#ngigkeit von p variiert und fast nie genau bei ihrem eigentlich zu
erwartenden Wert in Hohe von 5% liegt.

Die gleiche Simulation erweitern wir nun, indem wir nicht mehr von einem festen
a = 5% ausgehen, sondern auch « zwischen 1% und 20% variieren lassen. Zur
besseren Interpretierbarkeit des Schaubildes stellen wir nun auf der Héhenach-
se nicht mehr die relative Ablehnungshaufigkeit der Nullhypothese dar, sondern
die Differenz zwischen a und der relativen Ablehnungshéufigkeit. Diese sollte im
Durchschnitt eigentlich konstant 0 sein.

Differenz zwischen %’11%

und tatséchlicher 05
Ablehnungshaufigkeit %%05

:

Abbildung 2.8.: Ablehnungsraten eines korrekten Modells fiir verschiedene Signifi-
kanzniveaus
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Auch hier bestétigt sich, dass der TUFF-Test nicht in der Lage ist, einen vorgegebe-
nen a-Fehler einzuhalten. Es zeigt sich, dass die Abweichungen charakteristisch fiir
unterschiedlichste Parameterkombinationen sind. Das Problem ist am geringsten,
wenn das Signifikanzniveau der Hypothese ungefahr der Fehlerwahrscheinlichkeit
des Modells entspricht. Im Zweifelsfall sollte das Signifikanzniveau héher angesetzt
werden als die Fehlerwahrscheinlichkeit des Modells, denn speziell im umgekehrten
Fall weicht der Fehler erster Art stark von seinem zu erwartenden Wert ab.

Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem
Ho :p=p" gegen Hy :p #p

2. Testfunktion

Der Stichprobenwert x ist dabei die Realisation der Zufallsvariablen
X = mil’lter (tl-[t = ]_)

3. Ablehnungsbereich
A= ((8) " (1-a),+o0)
4. Entscheidungsregel

Hy ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten Hj
nicht ablehnen.

Insgesamt ist der Time Until First Failure-Test wenig praxistauglich, da er kaum
zwischen verschiedenen Alternativhypothesen zu unterscheiden vermag. Unter be-
stimmten Konstellationen ist der Likelihood-Ratio-Test sehr unzuverléssig. Seine
statistische Macht ist selbst unter Idealbedingungenf| niedrig. Dies ist nicht ver-
wunderlich - die einzige Information, die bei diesem Verfahren beachtet wird, ist

8Idealbedingungen bezieht sich vor allem darauf, dass Value at Risk-Uberschreitungen unab-
héingig sind und mit gleicher Wahrscheinlichkeit zu jedem Zeitpunkt auftreten
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die Zeit bis zur ersten Uberschreitung des Value at Risk. Zwar liegen in aller Regel
noch wesentlich mehr Informationen vor, beispielsweise die Hohe der Uberschrei-
tung sowie maoglicherweise noch weitere Uberschreitungen, diese werden jedoch
vollstandig im Test vernachléssigt. Wir werden im Folgenden daher Verfahren un-
tersuchen, die weitere Informationen einbeziehen.

2.3.2. Proportion of Failure

Der Proportion of Failure-Test ist, wie von Kupiec (1998) und Campbell (2006,/2007)
beschrieben, eine logische Weiterentwicklung des Time Until First Failure-Verfahrens.
Statt reiner Fokussierung auf den erste Fehler werden nun zusétzliche Informatio-
nen einbezogen, indem eine Teststatisik konstruiert wird, die alle in der Stichprobe
vorkommenden Value at Risk-Uberschreitungen einbezieht.

Zufallsvariable

Wir betrachten nun nicht mehr nur die erste Uberschreitung, sondern die Summe
aller Uberschreitungen, ﬂ

I ~B(T,p)

f1 (k) = (z;)pk(l—p)T_k fir k=0,1,...,T

mit den ersten beiden Momenten

Hypothesentest

Fiir unser statistisches parametrisches Problem (I,P) mit P = {B (T, p) |p € (0,1)}
koénnen wir einen Test konstruieren und basierend auf allen vorliegenden Uber-
schreitungen testen, ob unsere angenommene Fehlerwahrscheinlichkeit der empiri-
schen Schatzung der realen Fehlerwahrscheinlichkeit entsprechen kénnte:

Hy:p=p* gegen H, :p # p"*

9siehe dazu auch Abschnitt [2.2.4
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Testfunktion

Ahnlich dem Time Until First Failure-Verfahren bietet sich ein Likelihood-Quotienten-
Test zum Test der Hypothese an. Mit i als Realisation der Zufallsvariable I nutzen
wir folgende Testfunktion:

o =a((55)(5))
A(Ti) ~ i

Mit d =1 da dim©y =0 und dim© = 1.

Ablehnungsbereich

Erneut ergibt sich der Ablehnungsbereich aus dem jeweiligen Quantil der y3-
Verteilung:

A= ()" (1= a),+00)
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Herleitung des Schitzers p

Als Schétzer fiir p kommt erneut ein Maximum Likelihood Schétzer p zum Einsatz,
den wir durch Ableiten, Nullsetzen und Auflésen nach p der Likelihood-Funktion
erhalten. ¢ ist dabei die Realisation der Zufallsvariablen [.

(
In(L(T,i,p)) =In (T.))+iln(p)+(T—i)ln(1—p)
dln(L(Tyi,p) @ T—i

op p l-—p 0
Z_T—Z
p l—p
i(l—=p)=(T-14)p
l—p T—i
p
T
T
T,
1
it VS,
P 1
l—p+p T
p i
1 T
p i
i
P=
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Giitefunktion und statistische Macht

Wir simulieren nun die Ablehnungsraten verschieden spezifizierter Modelle gemé&f

folgender Vorschrift:lﬂ
1. Setze a = 5%, T = 250
2. Wihle p*,p € {0,01,0,01005,0,01001,...,0,2}, sodass p* # p
3. Erzeuge eine Realisation i der Zufallsvariable I ~ B (T, p)
4. Berechne A (i) mit dem im ersten Schritt gew#hlten p* # p
5. Lehne die Nullhypothese des POF-Tests ab, wenn A (i) > (x2) ™ (1 — a)

Erneut wird die Ablehnungsquote der Nullhypothese durch 1.000.000 Simulationen
fiir jede Kombination von p und p* berechnet.

Analog zum vorherigen Abschnitt ldsst sich auch hier eine Giitefunktion aus den
Daten fiir ein festes p*, im beispiel mit p* = 5%, konstruieren:

Glﬁ"=5%(p)
1

0,75 \ /
os |0\ /

0,05[0,058

025 - (0,05|0,058)
0 T T T T T 1 T 1 T T T 1 T T T T T T p
1.00% 5.00% 9.00% 13.00% 17.00%

Abbildung 2.9.: Giitefunktion fiir 7' = 250, o = 5%, p* = 5%

Wir sehen, dass G- (p*) = 5,8% # « gilt, auch hier wird also der a-Fehler des
Hypothesentests nicht eingehalten. Wir werden im kommenden Abschnitt genauer
darauf eingehen.

0Dje tatsichlich durchgefiihrte Simulation wurde wesentlich stérker hinsichtlich ihrer Berech-
nungseffizienz optimiert und weicht deshalb teilweise von den aufgefiihrten Schritten ab, funk-
tioniert aber nach dem gleichen Prinzip und liefert die selben Resultate.
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Wir werden nun wieder die Darstellung der Giitefunktion erweitern, indem wir p*
variieren und somit verschiedene Giitefunktionen in einem Schaubild darstellen:

Abbildung 2.10.:

%

p
0,20

1,0

0,15 0.3

0,10-

0,05 -

0,01 y T T T p
0,01 0,05 0,10 0,15 0,20

Abbildung 2.11.: Konturplot der Giitefunktionen fiir variable p* mit 7" = 250,
a = 5%.

Auffillig ist hier zum einen, dass der Verlauf der Funktion relativ konstant ist.
Es gibt keine erkennbaren Spriinge mehr, wie dies noch beim TUFF-Test der Fall
war. Zudem erreicht die Funktion recht schnell hohe Werte bis hin zu Niveaus von
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100%. Im Bezug auf die statistische Macht ist der POF-Test also erwartungsgeméaf
wesentlich besser als der TUFF-Test.

Abweichungen vom erwarteten Fehler 1. Art

Wir betrachten abschlieBend noch die Ablehnungsraten eines korrekt geschétzten
Modells. Diese sollte bei den Simulationsdaten eigentlich konstant auf dem a-
Niveau von 5% liegen. Wir gehen dabei nach diesem Prinzip vor:

1. Setze a = 5%, T = 250

2. Wihle p € {0,01,0,01005,0,01001, ...,0,2} und setzte p* = p
3. Erzeuge eine Realisation i der Zufallsvariable I ~ B (T, p)

4. Berechne A (i) mit dem im ersten Schritt gewéhlten p* = p

5. Lehne die Nullhypothese des POF-Tests ab, wenn A (i) > (x3)™' (1 — a)

Prozentuale Ablehnungen
des Mﬁ)deﬂs

0.0708 A | |
0.065
0060\ i
0.055i4 I [}
1
NI

0.050 | ‘ ‘
vl U1l J
MEER /] -
0.040: || [ UV 1]

0.045
0.05 0.10 0.15 0.20
Abbildung 2.12.: Ablehnungsraten eines korrekten Modells, T" = 250
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t T

: | _‘ | |
L) "4' “ Ll all .l
NI

p

Es zeigt sich, dass es auch hier Abweichungen vom theoretisch zu erwartenden
Niveau der Ablehnungsraten gibt. Erneut lieben selbige nicht auf dem eigentlich
zu erwartenden, konstanten 5%-Niveau. Die Abweichungen werden jedoch umso
kleiner, je grofer die reale und korrekt geschéatzte Wahrscheinlichkeit fiir eine Value
at Risk-Uberschreitung wird. Die Fehler erweisen sich zudem immerhin als kleiner
im Vergleich zum TUFF-Test.
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Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem

Hy:p=p* gegen Hy :p # p"*

2. Testfunktion

3. Ablehnungsbereich

A= ()" (1= a), +o0)

4. Entscheidungsregel
Hy ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten Hj
nicht ablehnen.

Das POF-Verfahren ist insgesamt unbedingt dem TUFF-Verfahren vorzuziehen,
denn seine statistischen Eigenschaften erweisen sich wie erwartet als erheblich bes-

ser. Dies ist kaum verwunderlich, da es auf eine groflere Anzahl an Informationen
als das TUFF-Verfahren zuriickgreift.

Nichtsdestotrotz wird jedoch auch beim POF-Test eine hohe Menge an Daten
benétigt, um verléssliche Ergebnisse berechnen zu kénnen.

2.3.3. Baseler Ampelansatz / Traffic Light Approach

Wir kommen mit dem sogenannten “Traffic Light Approach” nun zu einem von der
Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht verwendeten Verfahren, welches
auf Uberschreitungen basiert. Es ist als mafigebliches Verfahren zur Beurteilung
von Marktrisikomodellen aus Sicht der Aufsichtsbehorde von besonderer Bedeu-
tung.
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Schroder & Schulte-Mattler (1997) liefern eine sehr gute Einfiithrung in dieses Kon-
zept. Auf Vorschlag des Baseler Ausschusses fiir Bankenaufsicht dient dieses Ver-
fahren zur Beurteilung der Qualitéat eines Risikomodells aus Sicht der Aufsichtsbe-
horden. Konkret heifit dies, dass die Ergebnisse des Baseler Ampelansatzes Aus-
wirkungen auf die Kapitalanforderungen an das jeweilige Institut haben.

Ahnlich dem Proportion of Failure-Test wird auch hier versucht, ein Risikomodell
basierend auf den beobachteten Value at Risk-Uberschreitungen zu beurteilen. Von
Interesse ist also auch hier die Zufallsvariable der Summe aller Uberschreitungen
I, wie sie bereits im vorherigen Kapitel definiert wurde.

Vorgeschrieben wird nun eine Datenbasis von 250 Handelstagen. Von Interesse ist
der Value at Risk auf einem Konfidenzniveau in Hohe von 99%. Dieser sollte in
einem korrekten Modell, wie im vorherigen Kapitel beschrieben, im Durchschnitt
250 - 1% = 2,5 mal iiberschritten werden.

Jedoch ist es selbst bei einwandfreien Modellen sehr wahrscheinlich, eine hohere
Anzahl an Uberschreitungen zu erhalten. Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten, in
einem richtig spezifizierten Modell eine bestimmte Anzahl an Uberschreitungen zu
erhalten, lassen sich an der Dichtefunktion der entsprechenden Binomialverteilung
ablesen:

0.25] e
0.20} . [
0.15" L
010
0.05 [ |
0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.13.: Diskrete Dichtefunktion einer Binomialverteilung, 7" = 250,p =
0,01.

Selbst korrekte Modelle konnen also mit durchaus realistischer Wahrscheinlichkeit
eine grofiere Anzahl an Uberschreitungen generieren. Dies fiihrt zu der Frage, ab
wie vielen Uberschreitungen man ein Modell ablehnen sollte.

Wenn beispielsweise alle Modelle abgelehnt werden wiirden, die 4 oder mehr Uber-
schreitungen generieren, dann wiirde man damit auch zahlreiche korrekte Modelle
ablehnen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein richtiges Modell 4 oder mehr Fehler in
den 250 Tagen generiert liegt dabei bei 1 — F (3) = 24,19%.
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Diese Fehlerwahrscheinlichkeit ldsst sich in Abhéngigkeit der Ablehnungsgrenze
visualisieren:

Fehlerwahrscheinlichkeit

0.8*+ L

0.6}

0.4} |

0.2f | )
‘ ‘ N . . . . Uberschreitungen, ab denen
2 4 6 8 10 dasModell abgelehnt wird

Abbildung 2.14.: Hypothetische Fehlerwahrscheinlichkeiten beim TLA-Verfahren

Setzt man nun also den Ablehnungsbereich zu niedrig an, so wird man auch sehr
viele Modelle ablehnen, die eigentlich richtig wéren. Setzt man ihn auf der anderen
Seite zu hoch an, so akzeptiert man zu viele Modelle, die in Wirklichkeit eigentlich
falsch sind.

Bedingt durch diese Problematik entschied sich die Kommission dazu, nicht eine
einzelne statische Grenze im Bezug auf die maximale Anzahl an Uberschreitungen
zu setzen, sondern verschiedene Zonen in Abhéngigkeit von den realisierten Uber-
schreitungen zu definieren. Je nachdem, in welche Zone ein Modell fillt, entstehen
dabei unterschiedliche Konsequenzen. Diese kénnen von héheren Eigenkapitalan-
forderungen bis hin zu einem Verbot, das bestehende Modell weiterhin zu nutzen,
reichen.

Zone Uberschrei- | Erhéhung des | Kumulierte Wahrscheinlichkeit
tungen Multiplikators

0 0,00 8,11%

1 0,00 28.,58%
Griine Zone 2 0,00 54,32%

3 0,00 75,81%

4 0,00 89,22%

5 0,40 95,88%

6 0,50 98,63%
Gelbe Zone 7 0,65 99,60%

8 0,75 99,89%

9 0,85 99,97%
Rote Zone >10 1,00 99,99% - 100%

Tabelle 2.1.: Quelle: Supervisory framework for the use of “Backtesting” in con-
Jgunction with the internal models approach to market risk capital re-
quirements (1998)
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Die griine, gelbe und rote Zone wurden dabei in Abhéngigkeit von den kumulati-
ven Wahrscheinlichkeiten eingeteilt.

Ein korrektes Modell wird mit 89,2% in die griine Zone gelangen und mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99,97% in die griine oder in die gelbe Zone. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein korrektes Modell in die rote Zone gelangt, betréagt also nur
0,03%. In solchen Fillen besteht jedoch die Moglichkeit, den Aufsichtsbehorden
glaubhaft darzulegen, dass das betroffene Modell eigentlich dennoch korrekt ist,
um etwaige Konsequenzen zu vermeiden.

Die kumulativen Wahrscheinlichkeiten, in einem korrekten Modell hochstens eine

bestimmte Anzahl an Uberschreitungen zu erhalten, lassen sich auch an folgendem
Schaubild ablesen:

10t e e m e o e e e e
08! o |
06! N
0.4
02
0 5 10 15

Abbildung 2.15.: Verteilungsfunktion der Binomialverteilung mit T = 250,p =
0,01

Das Baseler Ampelkonzept ist letztlich eine Art Weiterentwicklung des Proporti-
on of Failure-Verfahrens. Mathematisch basiert es auf den selben Techniken und
Gegebenheiten und fiihrt lediglich eine Interpretation der Ergebnisse aus Risikoge-
sichtspunkten mitsamt Auswirkung auf Eigenkapitalanforderungen ein. Die Giite
der Ergebnisse sind somit aber eng Verbunden mit den Ergebnissen des POF-
Verfahrens. Es leidet deshalb unter den bereits im vorherigen Abschnitten prasen-
tierten Kritikpunkten. Wie wir im Verlauf dieser Arbeit herausstellen werden gibt
es zahlreiche Verfahren, deren Eigenschaften sich besser fiir die Validierung von
Risikomodellen eignen. Es ist durchaus vorstellbar, dass die Aufsichtsbehtrden in
kiinftigen Novellierungen vermehrt andere Modelle fokussieren werden.
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2.3.4. Magnitude of Loss Function

Das nun folgende Verfahren orientiert sich an Goethe Universitiat (2004). Wir er-
weitern es jedoch um eine Korrektur der Standardabweichung.

Das in der Literatur eher selten diskutierte MLF-Verfahren erweitert die Uber-
schreitungsfunktion 7, und lisst auch das AusmaB einer Uberschreitung mit ein-
flieBen. In welcher Art man das Ausmaf} in die Funktion einflielen ldsst ist vielfiltig
wéhlbar; wir entscheiden uns fiir folgende Funktion:

VaR, (p*) + AV, ]?
< *
1w (AV;) = 1+ { o wenn AV, < —VaR, (p*)
0 sonst.
L(AV) =D u (AT)
teT

Wie Lopez (1998) beschreibt ist die genaue Verteilung von ¢ unbekannt. Indem
wir im Gegensatz zur gingigen Praxis den Abweichungsterm durch die Standard-
abweichung des Portfolios zum jeweiligen Zeitpunkt dividieren erreichen wir aber
zumindest eine gewisse parametrische Unabhéngigkeit bei der Simulation kritischer
Werte. o, ist dabei die Standardabweichung der Verteilung von AV;.

Wir miissen uns nunmehr lediglich auf eine Verteilungsform festlegen und kénnen
so kritische Werte fiir + bestimmen.

Im Folgenden berechnen wir kritische Werte fiir « mit der Annahme, dass AV nor-
malverteilt ist. In diesem Fall ist 0, die Standardabweichung der Normalverteilung
von AV zum Zeitpunkt t. Wir gehen bei der Simulation wie folgt vor:

1. Setze p € {0,001,0,01,0,05,0,1},7 = 250

2. Setze 1t =0

3. Erzeuge T standardnormalverteilte Werte Awvy, ¢t € {1,...,T}.

4. Fiir jedes Av, < —VaR, (p), addiere 1 4 (VaR, (p) + Av;)” zu hinzu

Schritte 2-4 werden 1.000.000 mal wiederholt. Der kritische Wert ergibt sich dann
aus dem (1 — «)-Quantil der berechneten (-Werte. AnschlieBend kann die gesamte
Prozedur fiir ein anderes p wiederholt werden.

Man beachte, dass die Daten hier aus einer Standardnormalverteilung stammen und die Vertei-
lung somit eine Standardabweichung von 1 hat. In der Simulation muss der Abweichungsterm
somit nicht mehr durch die Standardabweichung dividiert werden.
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Es ergeben sich folgende kritische Werte fiir ¢+ in Abhéngigkeit von p und a:

a=0,1% | a=1% | a =5% | a = 10%
0 —0,1% | 3.7697 | 2.3815 | 1.3313 | 1.0747
p=1% 11,4310 8,7251 6,6593 5,6623
p=5% 34,5357 | 29,1690 | 24,9571 | 22,8517
p=10% 60,6839 | 53,5564 | 47,5656 | 44,5336

Eine grafische Darstellung der kritischen Werte in Abhéngigkeit von p und « liefert
interessante FErkenntnisse:

0.10 v
0.05

0.00
60

40 Kritischer Wert
o fiir 1

0.00 P

Abbildung 2.16.: Kritische Werte fiir 7" = 250

Der Zusammenhang scheint hier annéhernd linear zu sein. Es bietet sich daher an,
kritische Werte K, fiir + mit 7" = 250 in Abhéingigkeit von p und « per Regression
zu approximieren. Wir nutzen dazu folgendes Regressionsmodell:

K =a+b-p+c-a+te

K,, p und « sind dabei aus der Simulation bekannt, € stellt das Regressionsresi-
duum dar und die Parameter a, b, ¢ sollen durch die Regression gefunden werden
und Aufschluss iiber den Zusammenhang der Werte geben. Die Methode kleinster
Quadrate liefert fiir das Regressionsmodell:

K, = 6.098 + 463,213 - p — 75,415 - a + ¢

Selbstverstéindlich ist eine Approximation der kritischen Werte mittels dieser Re-
gression weniger prézise als die eigentlichen simulierten Werte. Die Berechnung
kritischer Werte mit der angegebenen Gleichung sollte daher nur genutzt werden,
wenn Kombinationen von p und a benotigt werden, die nicht an der von uns an-
gegebenen Tabelle ablesbar sind.
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Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem

Hy : Der Value at Risk unterschéitzt das Risiko nicht signifikant
gegen H; : Der VaR unterschétzt das Risiko signifikant

2. Testfunktion

L(Ay) = Z e (Avy)

ter

3. Ablehnungsbereich
A= (ﬁlﬁiF (1-a), —|—oo>
ﬁl\ZiF ist inverse Verteilungsfunktion von ¢ (Av;) unter H,

4. Entscheidungsregel
H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten H
nicht ablehnen.

2.3.5. Markow-Test auf Unabhéingigkeit

Eine Value at Risk-Uberschreitung wird oft als ein Worst Case-Szenario bei Finan-
zinstituten angesehen. Damit keine Gefahr fiir die Solvenz eines Instituts besteht
sollten eventuelle Uberschreitungen daher nicht nur in ihrer durchschnittlichen
Héufigkeit den Prognosen entsprechen, sondern sie sollten zudem nur zeitlich un-
abhéngig voneinander auftreten. Finanzielle Aufwendungen fiir zeitlich stark kon-
zentrierte Uberschreitungen kénnten ansonsten das Kapital eines Instituts schnell
iibersteigen.

Die Auswirkungen von serieller Abhéngigkeit lassen sich gut veranschaulichen.
Betrachten wir zuerst eine Folge von Realisierungen unabhéngig bernoulliverteilter
Zufallsvariablen mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit in Hohe von 50%:
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Abbildung 2.17.: Unabhéngiger Bernoulli-Prozess

Die Wahrscheinlichkeit, zu einem bestimmten Zeitpunkt eine 1 (respektive 0) zu
erhalten erscheint hier weitestgehend unabhéngig von dem jeweils vorherigen Wert.
Es ist keine wirkliche Struktur im Schaubild zu erkennen.

Schauen wir uns nun einen stochastischen Prozess mit abhéngig bernoulliverteilten
Zufallsvariablen an{

1.0+

0.8
0.6
04’
02"

10 20 30 40 50

Abbildung 2.18.: Abhéngiger Bernoulli-Prozess

Der Unterschied ist hier sehr klar ersichtlich. Ein einmal angenommener Wert 0
oder 1 bleibt fiir eine lange Zeit erhalten. Die Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt
t also einen bestimmten Wert zu realisieren, héngt hier stark von der vorherigen
Realisation in ¢ — 1 ab.

1271 jedem Zeitpunkt wird eine Realisation einer bernoulliverteilten Zufallsvariable mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p erzeugt. War der vorherige realisierte Wert 1, so wurde dafiir p = 0,9
gesetzt, andernfalls p = 0, 1.

Frankfurt School of Finance & Management

Working Paper No. 192 | 50




Validierung von Konzepten zur Messung des Marktrisikos -
insbesondere des Value at Risk und des Expected Shortfall

Die den beiden Schaubildern unterliegenden Bernoulliprozesse haben jedoch beide
die selbe durchschnittliche Erfolgswahrscheinlichkeit in Hohe von 0,5, obwohl die
konkreten Prozesse anschlieBend grundlegend unterschiedlich aussehen. Ubertra-
gen auf unsere Risikomodelle wiirde dies bedeuten, dass es so zu sehr langen Zeiten
kommen konnte, in denen der Value at Risk jeden Tag iiberschritten wird, obwohl
wir die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit einer Uberschreitung moglicherweise
durchaus korrekt abgebildet haben.

Wir sehen also sehr deutlich, dass es nicht ausreicht, nur auf die durchschnittliche
Uberschreitungswahrscheinlichkeit zu priifen - es ist unerlésslich, auch die Unab-
héngigkeitseigenschaft zu testen. Im Folgenden werden wir zu diesem Zweck den
Markow-Test auf Unabhéngigkeit, zu welchem bereits Campbell (2006/2007) eine
sehr gute Einfithrung liefert, préasentieren.

Wir werden uns im Folgenden darauf fokussieren, auf Autokorrelation erster Ord-
nung zu priifen - das heifit, nur auf mégliche Dependenzen von dem direkt vorher-
gegangenen Wert t — 1. Nicht priifen werden wir auf Abhéngigkeit von den Werten
zu den Zeitpunkten t — 2, ¢t — 3 etc.

Zufallsvariable

Von Interesse ist hier eine Folge an Realisationen i, ...,ir der Zufallsvariablen
I, ... Ir.

Hypothesentest

Wir testen auf Autokorrelation erster Ordnung;:

Hy : I; und I;;, sind unabhéngig
gegen Hy : I, und I, sind nicht unabhéngig

Die Nullhypothese ist also, dass die Folge serielle Unabhéngigkeit erster Ordnung
aufweist. Die Alternativhypothese besagt, dass diese Annahme nicht zutrifft.

Testfunktion
Wir testen dies mittels Likelihood-Quotienten-Test,

A (Tl i) = 210 %
A (ﬁMLa ﬁU) ~ X%
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Eine Herleitung der Transitionsmatrizen erfolgt im Verlauf dieses Abschnitts.
Dieser Test erlaubt uns, recht elegant auf Unabhéngigkeit zu testen. Bei Bedarf
kann er problemlos auch abgeédndert werden, um Tests auf serielle Autokorrelation
grofler der ersten Ordnung zu erlauben.

Ablehnungsbereich

Durch die Verteilung der Teststatistik konnen wir den Ablehnungsbereich wieder
als Quantil der x?-Verteilung ausdriicken:

A=((¢) " (1= a),+o0)

Transitionsmatrizen

Transitionsmatrizen geben systematisch Wahrscheinlichkeiten an, dass ein bestimm-
ter heutiger Zustand (Uberschreitung des Value at Risk / Keine Uberschreitung)
in einen bestimmten Zustand zum néchsten Zeitpunkt (Uberschreitung / keine
Uberschreitung) iibergeht. Transitionsmatrizen haben dabei die Form

M_ (Mo o) _ 1 —m1 o1
10 11 1—m 11

Die Bedeutungen der Symbole 7, sind dabei:

Symbol VaR heute VaR morgen
00 Keine Uberschreitung | Keine Uberschreitung
10 Uberschreitung Keine Uberschreitung
To1 Keine Uberschreitung Uberschreitung
T Uberschreitung Uberschreitung

Likelihood-Funktion eines Markow-Prozesses

Wir betrachten nun unsere gesamte Stichprobe vom Umfang T und definieren
Tabs @, b € {0,1} als Anzahl aller Beobachtungen, bei denen die Uberschreitungs-
funktion zu einem Zeitpunkt den Wert a annimmt und im néchsten Zeitpunkt den
Wert b.

Das heifit also, dass To; beispielsweise die Anzahl aller Beobachtungen ist, bei
denen auf eine Nicht-Uberschreitung des Value at Risk eine Uberschreitung folgt.
Formal definieren wir dies wie folgt:

zab = ’{([t7It+1)|[t = a,It+1 == b,t = 1,.. .7T_ 1}‘ fur CL,b E {071}
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Die zugehorige Likelihood-Funktion des Markow-Prozesses ist

_ . %oo o1 %10 T11
L(II) = Too " To1 "Ti0 " T11

= (1= mo)™ - mopt - (1 — )™ -yt

ML-Schitzung der Transitionsmatrix

Wir kénnen die Maximum Likelihood-Schétzer fiir 77y; und 71, ermitteln, indem wir
die Likelihood-Funktion ableiten, gleich 0 setzen und entsprechend auflésen. Dazu
bestimmen wir zur Vereinfachung zuerst die logarithmierte Likelihood-Funktion:

IDL(H) = ‘SOO - In (]_ - ’7T01) + ‘301 - In (7T01)
+ T - In(1 —mpy) +F4q - In(7m11)

Ableiten und Auflosen nach mg; liefert

5IDL(H):_ ‘Z()() +&;0
571'01 1 — To1 To1
To _ T
To1 I —moy
To =70 1 7o
Lo oo Too oo
Tor , To1 _ l—mp 1

— 4+ — —
(S()l EOO EOO (ZOO

01 ‘301 Too o1 ‘ZOO : IOl ‘IOO

S Zoo - Tot
01 =
Too  (Zoo + To1)
_
01 ==z =
Loo + Tot
Analog kénnen wir 7, bestimmen:
O
1= ==
T+ T

Frankfurt School of Finance & Management
53 | Working Paper No. 192



Validierung von Konzepten zur Messung des Marktrisikos -
insbesondere des Value at Risk und des Expected Shortfall

Die Schétzer 7o und ;¢ konnen wir nun sehr einfach bestimmen. Da zum morgigen
Zeitpunkt zwangslaufig irgendein Zustand - d.h. eine Uberschreitung oder keine
Uberschreitung - eintreten muss, miissen folgende Gleichungen gelten:

o1 + Moo = 1

o+ 711 =1
Entsprechendes Umstellen liefert die ML-Schétzer
Too =1 — Tt
Tio=1-"7n
Eine ML-Schétzung der Transitionsmatrix ergibt sich damit durch

TOO gO 1

ﬁML _ | %o T—togm 00 —;3:01

Tio+ 11 o+ %

Schitzung einer Transitionsmatrix unter Unabhingigkeit

Unter Unabhéngigkeit hingegen miisste das Eintreten des morgigen Zustands vom
heutigen unabhéngig sein, das heifit es miisste gelten my; = m; = my. Da, wie be-
reits ausgefiihrt, zum zukiinftigen Zeitpunkt einer der beiden méoglichen Zustédnde
eintreten muss ergeben sich zudem direkt die Werte fiir mgg = w9 = 1 — my. Unter
Unabhéngigkeit ist also die folgende Transitionsmatrix anzunehmen:

I S
HU_(I—%U %U)

Der ML-Schétzer fiir 7y kann dabei durch entsprechendes Ableiten, Nullsetzen
und Auflésen der Likelihood-Funktion

L (HU) _ (1 _ ﬂ_U)Too-i-Tlo . 71_%01#211
ermittelt werden:

In L (HU) = (‘ZOO + ‘310) -In (]_ - ’7TU) + (3301 + ‘3:11) -In (7TU)
oL (HU) - EOO + ‘310 501 + 111 1
= — + =0
(57TU 1-— U U
~ To1 + Ty

ﬂ' =
U T+ Tao + To1 + Tt
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Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem

Hy:P (L (p) =1Lia(p) =1) =
gegen Hy : P (I (p) = 1|I,_1 (p) = 1) #

2. Testfunktion

A (ﬁML,ﬁU> = —2In ﬂ

L (ﬁML>

L () = (1= mo1) ™ - met - (1 —yy)™0 - 7!

I
Zoo + o1
L .
T+ %

Too = 1 — oy

Tio=1—71

L(Ily) = (1 - )0 . o+
~ o1 + %11
v Too + %10+ %01 + %14

A (ﬁML; ﬁU) ~ X%
3. Ablehnungsbereich
A:(@aﬂa_ay+m)
4. Entscheidungsregel

H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten H
nicht ablehnen.
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2.4. Validierung basierend auf der gesamten
Verteilung

Wie bereits zu Anfang dieser Arbeit erldutert ist eine der wichtigsten Aufgaben des
Marktrisikomanagements die korrekte Prognose zukiinftiger Wahrscheinlichkeits-
verteilungen. Wir werden nun Tests fokussieren, welche die korrekte Spezifikation
der gesamten Risikoverteilung sicherstellen sollen. Im Folgenden ist also nicht nur
von Interesse, ob ein ganz bestimmtes Quantil der Verteilung richtig geschétzt
wird, sondern, ob die Verteilung in ihrer Gesamtheit richtig geschétzt wird. Sollte
dies der Fall sein, so impliziert dies immer auch eine korrekte Schiatzung von Value
at Risk sowie Expected Shortfall.

Als Kritikpunkt solcher Tests wird oft angefiihrt, dass es nicht nur wesentlich
schwerer ist, eine komplette Verteilung korrekt zu bestimmen, sondern auch, dass
dies zu einer Verwésserung des Risikobegriffs fiihrt, da ein Risikomanagement in
aller Regel eigentlich nur an den Randbereichen einer Verteilung interessiert ist.
Campbell (2006/2007) und Berkowitz (2001) diskutieren diese Kritikpunkte exem-
plarisch.

Dennoch erfreuen sich diese Tests in der Praxis groer Beliebtheit. Durch die Einbe-
ziehung aller verfiigharen Informationen kann die statistische Macht teils deutlich
erhoht werden. Da gerade dies bei iiberschreitungsbasierten Tests ein erhebliches
Problem darstellt, sind die Tests der gesamten Verteilung eine praktikable Alter-
native.

2.4.1. Rosenblatt-Transformation zur Gleichverteilung

Wir wollen im Folgenden iiberpriifen, ob unsere prognostizierten Verteilungen mit

den real eingetretenen Werten vereinbar sind. Problematisch dabei ist, dass die
prognostizierten Verteilungen abhéngig von den jeweiligen Anforderungen und An-
nahmen unterschiedlichste Formen und Parameter annehmen konnen.

Idealerweise sollten die Testverfahren dabei auf jede beliebige Verteilungsform an-
wendbar sein. Bei diesem Problem hilft uns die sogenannte “Rosenblatt-Transformation”,
welche in diesem Kontext auch von Campbell (2006/2007) angewandt wird.

Nehmen wir an, die Portfoliowerténderung AV (¢|€2;) hat eine bestimmte, uns be-

kannte Verteilung mit Verteilungsfunktion Fay o, (¢)-
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Wir definieren nun eine Zufallsvariable Z; als Verkniipfung der Zufallsvariablen
AV, und ihrer angenommenen Verteilungsfunktion. Die Rosenblatt-Transformation
besagt nun, dass die Zufallsvariable Z; gleichverteilt auf dem Intervall (0, 1) ist:

Zt = FAV(ﬂQt) (AVt) fir t = 1, . ,T

7, "= 00, 1)
Crnkovic & Drachman (1996) liefern eine noch intuitiver verstandliche Zusammen-
fassung dieser Transformation: Die Quantile dieser Dichtefunktionen sind gleich-
verteilt.

Dies ist natiirlich nur wahr, wenn die beobachteten Werte Awv, auch tatséchlich
den angenommenen Verteilungsfunktionen Fayq,) entstammen.

Mit anderen Worten: Wenn wir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen korrekt pro-
gnostizieren, dann werden die Rosenblatt-Transformationen der realisierten Werte
gleichverteilt sein. Wenn wir hingegen falsch prognostizieren, dann werden unsere
transformierten Werte nicht gleichverteilt sein. Je schlechter unsere Prognose die
Realitit abbildet, desto stérker entfernt sich die Verteilung der Z-Werte von einer
Gleichverteilung.

Wie Berkowitz (2001) herausstellt gilt dies auch, wenn sich die Verteilungen im
Laufe der Zeit verdndern. Wir kénnen die Transformation also auch problemlos
fiir Portfolios mit sich &ndernden Bestédnden und unterschiedlichen Verteilungspa-
rametern, d.h. beispielsweise selbst bei Heteroskedastizitit, verwenden.

Damit haben wir die Aufgabe, die Korrektheit unserer prognostizierten Verteilun-
gen zu bestimmen, wesentlich vereinfacht. Statt fiir jede erdenkliche Verteilungs-
form separate Testverfahren zu verwenden koénnen wir nun eine einfache Trans-
formation durchfiithren und {iiberpriifen, ob die resultierenden Werte gleichverteilt
sind. Kénnen wir dies bejahen, so sind unsere Prognosen korrekt, andernfalls ist
unser Modell fehlerhaft.

Es miissen zwei wesentliche Eigenschaften gepriift werden:

1. Gilt Z ~U(0,1), d.h. sind die Rosenblatt-Transformationen der realisierten
Werte tatsdchlich gleichverteilt auf dem Intervall (0,1)?

2. Sind die Elemente der Folge 7, ..., Z7 unabhéngig voneinander?

Wir werden versuchen, die erste Frage iiber das CD-Verfahren sowie {iber einen
Kolmogorov-Smirnov-Test zu {iberpriifen.

Auf die Unabhéngigkeitseigenschaft werden wir erst im néchsten Abschnitt im
Rahmen einer Normalverteilung weiter eingehen. Sollte explizit die Unabhéngig-
keitspriifung der Rosenblatt-transformierten Daten gewiinscht sein, so kénnte dies,
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wie von Crnkovic & Drachman (1996) vorgeschlagen, beispielsweise durch einen
hier nicht ndher erlauterten Brock-Dechert-Scheinkman-Test durchgefiihrt wer-
den.

2.4.2. CD-Verfahren: Kuiper-Statistik mit Worry
Function

Wir wollen die Hypothese
Hy: Z~TU(0,1) gegen Hy: Z £ U(0,1)

iiberpriifen. Wohlgemerkt fordern wir hier nicht explizit die ¢.7.d.-Eigenschaft, Z
muss also nicht unabhéngig verteilt sein.

Crnkovic & Drachman (1996) schlagen fiir die Ube'ljpriifung dieser Hypothese ein
Verfahren vor, welches auf der Kuiper-Statistik zur Uberpriifung auf eine bestimm-
te Verteilungsform basiert.

Grundsétzlich wird hier die empirische Verteilungsfunktion von Z ermittelt und
mit der Verteilungsfunktion einer perfekten U (0, 1)-Verteilung verglichen. Als Kenn-
zahl fiir den Unterschied zwischen diesen beiden Funktionen dient dann die Summe
aus groffter Abweichung nach unten und grofler Abweichung nach oben:

1.0+ —
—
0.8t g
/ ’_1
- |
GroRte Abweichung _— Grofite Abweichung
i — | nach unten
04 nach oben - /‘\
.
0.2¢ — -
—
1 L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 2.19.: Zusammensetzung der Kuiper-Statistik

Fiir dieses Verfahren miissen wir zuerst aus unseren Rosenblatt-transformierten
Werten Z eine empirische Verteilungsfunktion berechnen:

ﬁ(@:#,xe(m)

n(z)= rilgx{ﬂz[t] <z}
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n (z) berechnet also die Anzahl aller Werte z;, die kleiner als x sind. F (z) ist
demzufolge die Funktion, welche den Anteil an Werten z; < z relativ zur gesamten
Stichprobe angibt, also die Verteilungsfunktion von Z. Wir definieren nun die
Kuiper-Statistik fiir eine Gleichverteilung:

@ = max {F(z) -z} + max {z — F(2)}
Die Statistik () ist die Summe der grofiten Differenzen nach unten und nach oben
zwischen tatsdchlicher Verteilungsfunktion und empirischer Verteilungsfunktion.
Der Wert sollte moglichst klein sein.

In Abhéngigkeit der Stichprobengrofle T' lassen sich nun kritische Werte fiir @)
per Monte Carlo Simulation approximieren, fiir die die Nullhypothese abgelehnt
werden muss.

Dazu wird ein Vektor x mit T Realisationen gleichverteilter Zufallsvariablen er-
zeugt und eine Teststatistik @) (x) berechnet,

0 (x) = max (ﬁ (2) — F(20), F (2011) — F(m)

t=1,....T

+ max (F (20) — F (), F (z,) — F (xt+1)>
Dies wird moglichst oft wiederholt. Alle dadurch berechneten Werte der Teststatis-
tik werden schliefllich im Vektor s zusammengefasst. Der Ablehnungsbereich dieses
Testverfahrens zum Konfidenzniveau 1 — « ergibt sich nun aus den entsprechenden
Quantilen der Verteilung der Teststatistik,

A = (8gr(r(1-a))+1); +00)

Fiir géngige Stichprobengrofien sind kritische Werte bereits berechnet und verfiig-
bar.

Doch erscheint es sinnvoll, die Abweichungen von der Gleichverteilung zu gewich-
ten. Zwar haben wir in diesem Abschnitt durchaus Interesse daran, die korrekte
Spezifikation der gesamten Verteilung zu beurteilen, dennoch interessieren uns im
Bereich des Risikomanagements natiirlich meist besonders die Randbereiche. Ei-
ne Abweichung an den Randbereichen sollte also mit gréflerem Gewicht in die
Statistik eingehen als eine Abweichung in den Zentralbereichen.

Genau dies lésst sich durch eine Gewichtung der tatséchlichen Verteilungsfunktion

sowie der empirischen Verteilungsfunktion mit einer sogenannten “Worry Function”
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bewerkstelligen. In Anlehnung an Crnkovic & Drachman (1996) entscheiden wir
uns fiir die Funktion

Diese Gewichtungsfunktion verlduft wie folgt auf dem Intervall (0, 1):

4

0.0 0.2 0.4 0.6 08 10
Abbildung 2.20.: Worry Function
Wir wenden die Worry Function nun auf die theoretische sowie auf die empirische

Verteilungsfunktion an und erhalten dadurch eine gewichtete Statistik @),,, mittels
welcher den Randbereichen eine gréfiere Bedeutung zugemessen wird:

Qu = max {W () F (z) = W () 2} + Dax{W(z)z - Wi(z) F(2)}

0<z<1
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Auch hier miissen in Abhéngigkeit von Stichprobengréfie und Ausgestaltung der
Worry Function kritische Werte wieder per Monte Carlo Simulation gefunden wer-
den, indem bestimmte Quantile des Vektors s,,, welcher die Teststatistiken @), der
simulierten Stichproben beinhaltet, betrachtet werden. Die folgende Tabelle stellt
kritische Werte in Abhéngigkeit von Stichprobengrofle 7" und a-Wert basierend
auf 10.000.000 unabhingigen Simulationen pro Zeitraum 7' dar:

“N01% | 1% | 5% | 10% | 15%
1 3.808 | 2.652 | 1.857 | 1.523 | 1.334

10 0.849 | 0.681 | 0.549 | 0.488 | 0.451

21 0.541 | 0.443 | 0.367 | 0.332 | 0.311
125 0.2 0.17 | 0.147 | 0.136 | 0.129
250 0.139 | 0.119 | 0.104 | 0.096 | 0.092
500 0.097 | 0.084 | 0.073 | 0.068 | 0.065
Tabelle 2.4.: Kritische Werte der Teststatistik ),

T

Das Problem des CD-Verfahrens ist die relativ grofle Datenmenge, die es benétigt.
In der Regel wird von zwischen 500 bis 1000 Datenwerten ausgegangen, die fiir
signifikante Ergebnisse mit in die Berechnung einflielen sollten. Dies entspricht in
der Praxis einem Zeitraum von zwei bis vier Jahren, um geniigend Daten akkumu-
lieren zu kénnen. Kupiec (1998) geht zudem davon aus, dass weitere Modifikationen
des Tests bei einer asymmetrischen Verteilung notig wéren.

Das CD-Verfahren ist also eine interessante Mdoglichkeit, die Verteilung mit einem
Fokus auf bestimmte Teilbereiche zu iiberpriifen, scheitert in der Praxis oft aber
an der groffen Datenmenge, die es - wie die meisten nicht-parametrischen Testver-
fahren bedingen - benétigt. Zudem sind die Ergebnisse nur aussagekriftig, wenn
keine Autokorrelation in den Daten vorliegt - dies muss gegebenenfalls separat
iiberpriift werden.
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Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem
Hy:Z~U(0,1) gegen Hy : Hy: Z £ U (0,1)

2. Testfunktion

(20) F (20) = W (@) F (@) W (@) F (wes1) = W (@) F (@) +

-----

W
mac (W (a1) F (a2) = W (@) F (a2) , W (20) F (@) = W (20) F (a10))

77777

3. Ablehnungsbereich

A= (Sw[gT(T(l—a))+1]7 +OO)

4. Entscheidungsregel

H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten Hy
nicht ablehnen.

2.4.3. Kolmogorov-Smirnov-Test mit Worry Function

Wir kommen nun zu einer weiteren, in der Literatur bislang wenig diskutierten Me-
thode, welche dem CD-Verfahren dhnelt. Ziel wird es erneut sein, zu iiberpriifen, ob
unsere empirisch ermittelte Verteilungsfunktion mit der Verteilungsfunktion einer
U (0, 1)-Verteilungsfunktion iibereinstimmen konnte. Wir werden dazu allerdings
eine andere Teststatistik als beim CD-Verfahren verwenden.

Wir definieren also erneut die Hypothesen sowie die empirische Verteilungsfunktion
durch

Hy: Z~U(0,1) vs. H: Z£U(0,1)
ﬁ(x):”;@,xe(o,m

n(z) = r?gx{ﬂz[t] <z}
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Der Unterschied zum CD-Verfahren liegt nun in der Art und Weise, auf die wir die
Nullhypothese priifen. Dazu fithren wir hier die Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik
des Anpassungstests ein:

D = sup {|F () —z|}

0<z<1

Im Gegensatz zur Kuiper-Teststatistik, die eine Summe der gréfiten Abweichung
nach unten und nach oben hin war, ist die Kolmogorov-Smirnov-Statistik also
lediglich die insgesamt grofite absolut gesehene Abweichung:

1.0’ ’7
I
0.8 FA
/
0.6 T ﬁ‘

0.4 e
‘ _ | Grofdte absolute
0.2 - Abweichung
/
02 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 2.21.: Veranschaulichung einer Simulation einer exemplarischen Test-
statistik fiir "= 10

Nun gibt es wohlbekannte Testverfahren zum Uberpriifen der Nullhypothese an-
hand der Teststatistik D. Doch analog zum vorherigen Abschnitt wollen wir auch
hier explizit Abweichungen an den Réndern der Verteilung stérker gewichten. Wir
nutzen dafiir erneut die bereits erlduterte Worry Function:

In(z-(1—2x))
2

W(x)=—

Durch Anwendung auf empirische und theoretische Verteilungsfunktion erhalten
wir eine neue Teststatistik,

Dy, = sup {|W (2) F (z) = W (2) 2|}

Durch Anwendung der Worry Function kénnen wir nicht mehr etwa auf die Kol-
mogorovverteilung zur Ermittlung kritischer Werte der Teststatistik zuriickgrei-
fen, sondern miissen selbige per Monte Carlo Simulation finden. Wie im vorheri-
gen Abschnitt ausfithrlicher dargestellt ergeben sich diese aus den Quantilen der
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simulierten Verteilung der Teststatistik sqw. In einer Simulation mit 10.000.000
Wiederholungen pro Zeitraum ergeben sich folgende kritische Werte:

0.1% | 1% 5% | 10% | 15%

1 3.798 | 2.637 | 1.81 | 1.447 | 1.233

10 0.656 | 0.514 | 0.406 | 0.357 | 0.326

21 0.406 | 0.325 | 0.263 | 0.234 | 0.216
125 0.145 | 0.12 | 0.101 | 0.092 | 0.087
250 0.1 |0.084 | 0.071 | 0.065 | 0.061
500 0.07 | 0.059 | 0.05 | 0.046 | 0.043
Tabelle 2.5.: Kritische Werte der Teststatistik D,

T

Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem
Hy:Z ~U(0,1) gegen Hy : Hy : Z 2 U(0,1)
2. Testfunktion
Dy (x) =

1111

3. Ablehnungsbereich
A = (Sawlgr(T(1—a))+1], +00)

4. Entscheidungsregel
H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten H
nicht ablehnen.
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2.4.4. Wahrscheinlichkeitsintegral zur Transformation in
eine Normalverteilung

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Rosenblatt-Transformation auf un-
sere Daten angewandt und schliefllich versucht zu berechnen, ob die daraus re-
sultierende empirische Verteilungsfunktion der einer Gleichverteilung entsprechen
konnte. Wir haben dabei aber festgestellt, dass diese Tests Schwichen in kleinen
Stichproben haben.

Wir werden nun einen Schritt weiter gehen und nach der Rosenblatt-Transformation
noch eine weitere Transformation per Wahrscheinlichkeitsintegral anwenden, um
unsere Daten in eine idealerweise standardnormalverteilte Form zu bringen. Dies
bietet fiir uns den Vorteil, dass wir parametrische Tests zum Priifen der Vertei-
lungsannahme anwenden kénnen, welche mitunter bessere Eigenschaften in kleine-
ren Stichproben haben.

Wir wenden auf eine Serie von Zufallsvariablen, welche unabhingig gleichver-
teilt auf (0, 1) sind, die inverse Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung,
®~! (-), an. Das daraus resultierende Ergebnis ist eine Serie unabhiingig standard-
normalverteilter Zufallsvariablen (Christoffersen 2003):

Qu=9o"(Z)

Qi "IN(0, 1)
Wenden wir auf unsere Wertéanderungen AV; nun also erst die Rosenblatt-Transformation
und anschlieBend die hier erlduterte Transformation an, so sollten wir eine Serie
unabhéngig standardnormalverteilter Werte bekommen:

Qr = 7' (Favuo,) (AVY)

QX N(0,1)
Dies gilt natiirlich nur, wenn die Rosenblatt-transformierten Daten tatséchlich
unabhéngig gleichverteilt auf (0,1) sind. Es gilt also nur, wenn sich unsere pro-
gnostizierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen als korrekt herausstellen. Je weniger
korrekt unsere Prognosen waren, desto stiarker entfernt sich die Serie (); von un-
abhéngig standardnormalverteilten Werten.

Dies lésst sich visualisieren, indem man zuerst ein korrekt spezifiziertes Modell
betrachtet. In diesem Fall lassen wir tatsiachliche Daten nach einer Standardnor-
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malverteilung generieren und nutzen zur Prognose ebenfalls eine Standardnormal-
verteilung{™|

Rosenblatt—Transformation, Dichtefunktion Rosenblatt—Transformation, V erteilungsfunktion
10 10t
08[ 08t
06} 060
0.4r 04+
0.2} 02l
02 04 06 08 10 05 05 10 15

Wahrscheinlichkeitsintegral, Dichtefunktion Wahrscheinlichkeitsintegral, Verteilungsfunktion
0, 10¢

0.8

0.6

2 4

Abbildung 2.22.: Transformation von korrekt geschétzten Daten

In den Schaubildern stellen die schwarz gepunkteten Linien die Idealwerte dar,
also z.B. Dichte- und Verteilungsfunktion einer U (0, 1)-Verteilung im Fall der
Rosenblatt-Transformation und eine N (0, 1)-Verteilung fiir die Transformation per
Wahrscheinlichkeitsintegral. Die blau gezeichneten Werte stellen die empirischen
Dichte- und Verteilungsfunktionen dar. Man sieht, dass die empirischen Funktio-
nen praktisch identisch mit den theoretischen Idealfunktionen sind.

Doch wie sehen die transformierten Daten bei einem falsch spezifizierten Modell
aus? Wir illustrieren dies anhand eines aus Risikosicht sehr relevanten Beispiels:
Wir unterschétzen das Risiko nun bewusst, indem wir von standardnormalverteil-
ten Daten ausgehen, die tatséchlichen Daten aber von einer Verteilung mit hoherer
Varianz, N (0, 2), generieren lassen:

13Basiert auf jeweils 1,000,000 Simulationen
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Rosenbl att—Transformation, Dichtefunktion

Rosenblatt—Transformation, V erteilungsfunktion
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Abbildung 2.23.: Transformation von Daten, welche das Risiko unterschétzen

Bei einer Risikounterschitzung weist sowohl die Transformation zur Gleichver-
teilung als auch die nachfolgende Transformation zur Standardnormalverteilung
zu grofle Wahrscheinlichkeit in den Randbereichen auf. Dies ist intuitiv nachvoll-
ziehbar: Der datengenerierende Prozess hat eine hohere Varianz als im Modell
angenommen. In unserem Modell, N (0,1) wiirden wir beispielsweise erwarten, in
rund 2,28% aller Félle einen Wert < —2 zu erhalten. Der datengenerierende Pro-
zess, N (0,2), wird jedoch in ca. 7,86% aller Falle einen Wert < —2 erzeugen. Wir
erhalten also mit einer unerwartet hohen Wahrscheinlichkeit Werte, die in den
Randbereichen unserer Modellverteilung liegen.

Eine Risikoiiberschétzung wiirde sich ebenfalls in empirischer Dichte- und Vertei-
lungsfunktion widerspiegeln. Hierbei wiirden die empirischen Funktionen eine zu
grofle Flache im Zentralbereich aufweisen.

Es wird also deutlich, dass die empirische Verteilung der per Wahrscheinlichkeitsin-
tegral transformierten Daten eine Standardnormalverteilung approximiert, sofern
das Modell korrekt ist. Ungenauigkeiten im Modell spiegeln sich sowohl nach der
Rosenblatt-Transformation als auch in gleicher Weise nach der
Wahrscheinlichkeitsintegral-Transformation in Abweichungen von der jeweils er-
warteten Dichte- und Verteilungsfunktion wider.
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Diese Erkenntnisse helfen uns nun dabei, die Angemessenheit unseres Modells zu
iiberpriifen. Nach Transformation per Wahrscheinlichkeitsintegral sollten unsere
Daten unabhéngig und identisch standardnormalverteilt sein. Dies werden wir an-
hand von drei Kriterien iiberpriifen:

1. Ist @ normalverteilt?
2. Hat die Verteilung von (); einen Mittelwert von 0 und eine Varianz von 17
3. Sind die einzelnen Werte aus (); unabhéngig voneinander?

Wenn all diese Fragen mit Ja beantwortet werden konnen, dann ist das Progno-
semodell richtig spezifiziert. In den kommenden Abschnitten werden daher Tests
erlautert, um genau diese drei Punkte zu beantworten.

2.4.5. Jarque-Bera-Test auf Normalverteilung

Der Jarque-Bera-Test priift, wie von Jost, Spree, Hapke, Mehmke & Huck (2011)
beschrieben, ob vorliegende Daten einer Normalverteilung entstammen.

Dazu vergleicht er Schiefe und Kurtosis, d.h. Wolbung, der empirischen Verteilung
mit den entsprechenden Werten einer Normalverteilung.

Selbige hat eine Schiefe von 0, ist also symmetrisch, und weist eine Kurtosis von
3 auf. Wenn die empirische Verteilung zu stark von diesen Werten abweicht, so ist
davon auszugehen, dass der datengenerierende Prozess keiner Normalverteilung
folgt.

Schiefe S und Kurtosis K entsprechen einer Funktion u,, (X) /o™ (X), also das n-te

zentrale Moment normiert auf die n-te Potenz der Standardabweichung, fiir n = 3
(Schiefe) bzw. n = 4 (Kurtosis):

-] )

=
I

T
=1
T

(i)

t=1
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Wir testen nun die Hypothese

Hy:Q~N(,-) gegen Hy : Q #N(-,-)

mittels der Jarque-Bera-Teststatistik, welche unter der Nullhypothese y3-verteilt
ist:

6 4
JB ~ X3

=1 (52 + —(K_3)2)

Ein Problem ist freilich, dass wir die Nullhypothese durch diesen Test zwar gege-
benenfalls signifikant ablehnen kénnen, wir konnen sie aber nicht gesichert akzep-
tieren. Wir kénnen uns also niemals statistisch wirklich gesichert dafiir entschei-
den, dass die Daten tatsdchlich normalverteilt sind. Eine Analyse der statistischen
Macht zeigt sich zudem als kompliziert, da die Verteilung unter der Alternativhy-
pothese géanzlich unbekannt ist.

Es ist jedoch anzunehmen, dass der Jarque-Bera-Test fiir eine ausreichend grofe
Stichprobe in Verbindung mit den anderen beiden Tests zur Uberpriifung auf
Vorliegen einer Standardnormalverteilung gentigend Aussagekraft besitzt, um eine
Nicht-Zuriickweisung der Nullhypothese als Annahme interpretieren zu kénnen.
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Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem

HOZQNN(W') gegenleQ'%’N('f)

2. Testfunktion

3. Ablehnungsbereich

4. Entscheidungsregel
H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten H
nicht ablehnen.

2.4.6. Regression auf Mittelwert, Varianz und
Autokorrelation

Berkowitz (2001) schligt vor, Mittelwert, Varianz und eine mdogliche Autokorre-
lation erster Ordnung in den Daten durch eine Regression zu iiberpriifen. Wir
orientieren uns hier an seinem Konzept und fithren einen AR(1)-Prozess ein:

Qi =p+pQi1+ 6
€ N~ N (0,02)

Dieses Modell geht also davon aus, dass unsere Daten normalverteilt mit einer
bestimmten Varianz sind und einem Erwartungswert, der sich aus einem konstan-
ten Ausdruck und einem Anteil des vorherigen realisierten Wertes zusammensetzt.
Wir wollen am Ende auf Vorliegen einer Standardnormalverteilung testen. Dafiir
sollte die Varianz o? genau 1 sein, der konstante Erwartungswert u sollte 0 sein.
Zudem sollten die Daten unabhéngig voneinander sein, das heifit ein Wert sollte
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unbeeinflusst von der jeweils vorherigen Realisation sein. Dies wére fiir p = 0 der

Fall.

Die empirischen Werte dieser Parameter konnen wir durch einfache Regression er-
halten. Doch miissen wir schlie8lich testen, ob sie gegebenenfalls auch signifikant
von den unter Standardnormalverteilung zu erwartenden Werten sind - wir miis-
sen also einen Hypothesentest durchfithren. Dazu werden wir nun die der obigen
Modellgleichung zugehorigen Likelihood-Funktion herleiten, {iber die wir letztlich
einen Likelihood-Quotienten-Test der Hypothese durchfiihren kénnen.

Mit Parametervektor

0= (1,0% p)
gilt fiir Qq:

L
E -
@)=t

o2

Vv _

ar (Ql) 1— )02

Annahmegeméif ist ¢; normalverteilt. Da dies die einzige Zufallsgrofle ist, die in Y;
eingeht, ist auch Y; normalverteilt mit Dichtefunktion

(n-75)
for (g1:0) = ———— Sl

exp | — 5
2w o2 20

1—p? L=p?

Auch die bedingte Wahrscheinlichkeit aller nachfolgenden Werte (Q2, Qs, . ..,Qr)
sind, gegeben einer Realisation des jeweiligen vorherigen Wertes, normalverteilt
mit

E(QiQi-1) = p+ pgi—
Var (QQe-1) = o’
(Q¢|@Qi—1) ~ N (/~L + ﬂQtthZ)

fiir 2 <t <T. Die bedingte Dichtefunktion fiir @), ist also

1 G — 1= pgi—1)
fczt(qt!qtfl;e):\/ﬁexp (—(t 52 =)
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Die Dichtefunktion eines beliebigen (); ergibt sich nun also durch:
th (qtaqt—laqt—%"'a(]la ) fQ1 q1a HfQﬂQl Q1IQ1 15 )

Die Likelihood der gesamten Daten ergibt sich fiir ¢t = 7"

L(Qla"'?QT? ) fQ1 (117 ]‘_[.]CQJQ1 qZ|QZ 15 )

<Q1 S )2 T 9
1 1—p 1 (¢ — 1 — pgi-1)
——exp | — . exp | —
2102 20° g V2no? ( 20
1 — p? L—p?
Durch logarithmieren ergibt sich die Log-Likelihood-Funktion:
InL(q,...,qr;0)
2
!
| 1 (Q1_1—P) 3 1 (¢ — 1 — pgi—1)
=ln | —=exp n| ———exp
2102 20° =2 V2mo? 20°
1—p? L=p?
2
(0 5)
1 l—p 1 (¢ — 1 — pgi-1)
=In| —— | + + In|{ —=exp| —
2102 20° ; < V2ro? ( 20"
1—p? L=p?
2
1 o2 : (Ch 1— P>
=In(l)—In ((27r)2 (1—p2> >+ - 552
L—p
- 1 ((2002)3) (& = = Pai-1)
#3 () )
ZZQ ( o ) 20_2
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also

(n-1%)
1 1 2 1 _
lnL(ql,...,qT;H):_§ln(27r)__1n( g )—I— _ 1 p

T-1 T-1 (@ — pt— pgi1)’
- In (27) — 5 111(02)—2 !

Uns bietet sich nun die Moglichkeit, verschiedene Hypothesen mittels Likelihood-
Quotienten-Test zu iiberpriifen. Wir konnen dabei bestimmte Aussagen iiber den
Erwartungswert, die Varianz und die Autokorrelation erster Ordnung und jede
beliebige Kombination dieser drei Charakteristika treffen.

Da wir mit diesem Test Aussagen iiber eine mogliche unabhéngige Standardnor-
malverteilung unserer Daten treffen wollen bietet sich ein gemeinsamer Test an,
welcher auf einen Mittelwert von 0, eine Varianz von 1 und eine Autokorrelation
erster Ordnung von 0 priift:

Hy:0= ([L,O’Z,p) =(0,1,0) vs. Hy : 0 #(0,1,0)
Als Teststatistik nutzen wir einen Likelihood-Quotienten-Test,
A(q.71,6%,p) = =2 (In L (q;(0,1,0)) — In L (q; (7,5, 7))
A(a,7,5%p) ~ X3
Zum bestimmen der empirischen Parameter § = (1,52, p) kénnte nun die Log-
Likelihood-Funktion optimiert werden - in unserem Fall bietet es sich aber an, eine
einfache Regression nach der Methode kleinster Quadrate durchzufiithren, welche

hier auf die selben Ergebnisse wie die exakte Maximum Likelihood-Parameterschéatzung
kommt.
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Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem

Hy: (0%, p) = (0,1,0) gegen Hy : (0%, p) # (0,1,0)

2. Testfunktion

A(q,1,0%,p) = =2 (InL(q;(0,1,0)) — In L (q; (12,57, 9)))

(n-i5)
2 =5
lnL(q;Q):—%ln(Qﬂ)—lln( ? )+ - L=/

2 P\ 1T 2 207
1—p?
T-1 T-1 — (g — p— pgin1)’
- - i — b= PGi—1
- In (27) — 5 In (6%) — Z 57

A (q> //Z> 827 ,/O\) ~ Xg
11,02, p kénnen per linearer Regression gefunden werden.

3. Ablehnungsbereich

A= ((3)" (1= ), +o0)

4. Entscheidungsregel
H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten Hj
nicht ablehnen.

2.4.7. Fazit zu ganzheitlichen Validierungsmodellen

In diesem Abschnitt sind wir zuerst auf die Rosenblatt-Transformation eingegan-
gen, welche, bei korrekter Spezifikation des Risikomodells, die Realisationen un-
serer Risikoverteilung in eine Gleichverteilung transformieren kann. Wir testeten
anschliefend auf die Form der Gleichverteilung.
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Um die Gleichverteilungsannahme zu iiberpriifen mussten wir auf nicht-parametrische
Testverfahren zuriickgreifen. Ein Nachteil dieser Testverfahren ist jedoch ihr schlech-
tes Abschneiden in Stichproben kleinen Umfangs.

Um auf parametrische Tests zuriickgreifen zu konnen haben wir die Daten anschlie-
Bend nochmals transformiert, um - zumindest ebenfalls bei korrekt spezifiziertem
Modell - standardnormalverteilte Daten zu erhalten. Wir testeten erneut auf die
Form der eigentlichen Verteilung sowie auf Unabhéngigkeit.

Sowohl bei nicht-parametrischen als auch bei parametrischen Tests auf eine Ver-
teilung stellte sich uns jedoch das Problem, dass das Zutreffen der Verteilungs-
annahme in der Nullhypothese angegeben werden musste. Damit kann die Ver-
teilungsannahme, also die Annahme auf Gleich- oder Standardnormalverteilung,
zwar signifikant abgelehnt werden, jedoch nicht statistisch gesichert angenommen
werden. Eine genauere Analyse des [-Fehlers bzw. der statistischen Macht zeigt
der Verfahren sich problematisch, da dazu konkrete Verteilungen fiir die Alterna-
tivhypothese angenommen werden miissten - dies wére jedoch reine Spekulation
und damit nicht aussagekréftig.

Technisch gesehen kénnen wir also auch durch die vorgestellten Tests keine absolut
gesicherte Aussage iiber die Verteilungsform treffen. Vor allem in Zusammenhang
mit ergénzenden Tests erscheint es jedoch gleichermafien legitim wie unumgéang-
lich, ein nicht-Ablehnen der Nullhypothese hier mit einer Annahme derselbigen
gleichzusetzen. Mogliche praktische Auswirkungen werden sich gegebenenfalls in
der Simulation in Abschnitt [3] zeigen.
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2.5. Validierung basierend auf einem Teilbereich
der Verteilung

Im vorherigen Abschnitt versuchten wir abzuschétzen, ob die Prognose der kom-
pletten Risikoverteilung mit der Realitdt vereinbar ist. Dies hatten den Vorteil,
dass wir alle uns zur Verfiigung stehenden Informationen iiber unsere Risikova-
riable nutzen konnten. Problematisch ist jedoch, dass fiir das Risikomanagement
in aller Regel nicht die korrekte Spezifikation der gesamten Verteilung, sondern
lediglich die korrekte Spezifikation der Randbereiche von Interesse ist.

Wir werden uns daher nun der Frage widmen, wie man iiberpriifen kann, ob der
Randbereich beginnend ab —oo bis —VaR korrekt spezifiziert ist. Bei Zutreffen
impliziert dies direkt eine korrekte Spezifikation des Expected Shortfall. Die nun
vorgestellten Verfahren eignen sich also hervorragend zur Validierung desselben,
da Abweichungen im relevanten Randbereich erkannt werden kénnen, ohne dabei
von Abweichungen in den fiir das Risikomanagement weniger interessanten Vertei-
lungsbereichen beeinflusst zu werden.

2.5.1. Gestutzter Likelihood-Quotienten-Test

Berkowitz (2001) schlégt vor, eine neue Zufallsvariable Q* einzufiithren, welche den
Wert unserer Risikovariable AV unter der Bedingung annimmt, dass das p-Quantil
unterschritten wurde.

Man kann sich dies in etwa so vorstellen, dass nur noch der Randbereich einer
Verteilung von Bedeutung ist, exemplarisch durch den blau unterlegten Bereich
folgender Abbildung dargestellt:

o 1(5%) ‘ ‘
—4 -2 2 4

Abbildung 2.24.: Stutzung einer Standardnormalverteilung bei ®~1 (5%)
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Die Abbildung ist insofern nicht ganz korrekt, als dass die Dichtefunktion der
gestutzten Verteilung bezogen auf ihre Fldche noch auf 1 normiert werden muss.
Dies éndert jedoch nur die Groéfenverhéltnisse, nicht die eigentliche Form.

Mathematisch definieren wir eine neue Zufallsvariable Q* wie folgt:

PQ <q)=P(Q<q1Q<F, ()

Wir weichen von Berkowitz (2001) ab, indem wir die neue Zufallsvariable nur
fiir tatséichliche Quantilsiiberschreitungen definieren[”] Wir gehen also von einer
gestutzten statt von einer zensierten Verteilung aus. Die Dichtefunktion von Q*
entspricht unter der Nullhypothese von der Form her einer Standardnormalvertei-
lung, durch die Einschrdnkung jedoch nur noch von —oco bis Fy !. Die Wertemenge

von Q* ist also [—oo, ;' (p)].

Die Dichtefunktion von Q* ist

e () L)

fotn = o (Fél () —M> Y (Fél (p) —M>

Zur Parameterschitzung und fiir Hypothesentests konnen wir nun erneut eine
Likelihood-Funktion konstruieren. Sei 7™ die die Anzahl der Q, die kleiner oder
gleich dem p*-Quantil der Standardnormalverteilung sind. Dies entspricht im Ub-
rigen genau unserer Zufallsvariable der summierten Anzahl aller Value at Risk-
Uberschreitungen I, also 7% = I. Mit § = (u, o) gilt:

L(Qi..-,q}ﬁ)zﬁf@: (5 0)

lnL(qT,...,q};@):iTZ*l E(b (Qf;")] —éln <<I> (%))
—iln [(2m?)‘5exp <—%> <<I>
g [—%m(%a?) —% ~T*In (@ (—Fél(i)_“»

MBerkowitz definiert Q; fiir jedes Q; und berechnet dies als Q; = min (Qt, o1 (p))
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Wir testen nun die Hypothesen

Hy:Q~Nr (0,1, F;" (p)) gegen Hy: Q Ny (0,1, F," (p))

N (1, 02, T) ist dabei die Normalverteilung N (1, 0?) mit Stutzung ab der Stelle T,
d.h. Wertebereich ihrer Dichtefunktion von [—oo, T]. Wir testen hier also letztlich,
ob der linke Rand ) dem einer Standardnormalverteilung entspricht. Werte, die im
Zentrum oder am rechten Rand der Verteilung liegen werden bewusst ignoriert.

Den eigentlichen Test fithren wir erneut durch einen Likelihood-Quotienten-Test
durch:

A(
A(

%) = —2(nL(0,1) - In L (§,5))

.5
f,5%) ~ X3

Die Schiitzer i und 62 miissen numerisch durch Optimierung der logarithmierten
Likelihood-Funktion gefunden werden.

Zusammenfassend priifen wir hier also darauf, ob der linke Randbereich der Ver-
teilung korrekt abgebildet wird. Wir haben dabei jedoch nicht auf eine mogliche
Autokorrelation der Daten getestet. Dies muss bei Bedarf separat, beispielsweise
anhand des ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Markow-Tests, durch-
gefithrt werden.
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Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem

Hy: Q ~ Ny (0, 1, FQ_1 (p)) gegen Hy : Q + Np (0’ 1, Fél (p))
2. Testfunktion
A(7,6%) = —2(InL(0,1) — In L (75,52))

T*

L(g*;0)= Z [—% In (27?02) — —(q;" )

i=1 202
A (7,5°) ~ 3

3. Ablehnungsbereich

A= (3" (1= a),+0)

4. Entscheidungsregel

H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten Hj
nicht ablehnen.

2.5.2. Gauss-Test des Expected Shortfall bei gestutzter
Verteilung

Unter der Nullhypothese einer korrekten Modellspezifikation sind die per Wahr-
scheinlichkeitsintegral transformierten Daten approximativ standardnormalverteilt.

Im vorherigen Abschnitt definierten wir eine Zufallsvariable Q*, welche lediglich die
transformierten Werte kleiner gleich des p*-Quantils der Standardnormalverteilt
erfasst. Die Dichtefunktion dieser Variable wurde bereits angegeben.
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Unter Zutreffen der Nullhypothese konnen wir diese jedoch noch weiter vereinfa-
chen, da die sich in diesem Fall auf die Standardnormalverteilung bezieht:

Ho () — ¢ (z)
fo? () == )
E(Q'[Hy) = _aﬁ(@p*(p )
Var Q| Hy) =1 — 2 (p*)if‘?‘l (r") _ <—¢(<I>; (p*))>

Da @* unter der Nullhypothese i.i.d. ist konvergiert der Erwartungswert der Folge
Q7,...,Qp gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswert und Varianz wie
oben angegeben.

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes gilt nun:

e T BQH)
T (@) =V Ty

1 —
mit QF = >
i=1

lim P (YT <z2)=®(2)
T*—o00
Das standardisierte arithmetische Mittel der Folge @7, ..., Q7. konvergiert also
unter der Nullhypothese gegen eine Standardnormalverteilung.

—

Wir priifen nun, ob das arithmetische Mittel unserer realisierten Daten, Q*, in
Einklang zu bringen ist mit dem eigentlich anzunehmenden Erwartungswert der
gestutzten Standardnormalverteilung, F (Q*|Hy):

Hy: E(Q*|Hy) = Q" gegen H, : E(Q*|Hy) # Q

Der Ablehnungsbereich A mit Signifikanzniveau o wird berechnet durch:

A (e () (37 (1 2)- )

Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn die Teststatistik in den Ablehnungsbereich
fallt, also bei Tr« (Q*) € A.

Dieses eigentlich sehr elegante Verfahren wird in der Praxis leider oft von der ge-
ringen Mengen an verfiighbaren Daten negativ beeinflusst. Die hier aus dem zentra-
len Grenzwertsatz gezogenen Schlussfolgerungen gelten nur fiir eine grole Anzahl
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verschiedener Realisation von (*. Bei etwa 250 Handelstagen wiirden, in einem
korrekt spezifizierten Modell, jedoch im Durchschnitt weniger als 3 Realisationen
von (Q* vorliegen. Im néchsten Abschnitt werden wir versuchen, dieses Problem zu
verbessern.

Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem

Hy: E(Q"|Hy) = @ gegen Hy : E(Q|Hy) # @
2. Testfunktion

= O — B (Q|H)

@)=V (Q"[Ho)
-y
e _¢<<1>p1 ()

o (p) o (P (p) <—<z> (¢! <p>>)2

Var (Q*|Hy) =1 — )

T(Q") ~N(0,1)

3. Ablehnungsbereich

= (G (o (1) )

4. Entscheidungsregel
H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten H
nicht ablehnen.
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2.5.3. Sattelpunktapproximation mittels Lugannani
Rice-Formel zum Uberpriifen des Expected
Shortfall

Die bislang vorgestellten Verfahren zur Uberpriifung einer Expected Shortfall-
Prognose litten vor allem an schlechten Eigenschaften in kleinen Stichproben -
ein groBes Problem, da die Anzahl an Uberschreitungen in der Praxis tatséichlich
sehr klein ist.

Die von Wong (2008) présentierte, in diesem Abschnitt diskutierte Methode zielt
darauf ab, auch in kleinen Stichproben bessere Aussagen erzielen zu kénnen. Detail-
liertere Ausfithrungen zur Sattelpunktapproximation werden von DasGupta (2008)
vorgestellt. Prinzipiell gesehen wird {iber die Inversion einer Fouriertransformati-
on versucht, die Dichtefunktion zu rekonstruieren und diese zu integrieren, um die
Verteilungsfunktion zu erhalten. Die Lugannani Rice-Formel, die auf diesem Prin-
zip basiert, gilt dabei als besonders prézise allgemein, aber auch im Speziellen in
den Randbereichen.

Ausgangspunkt ist unsere bereits definierte Zufallsvariable QQ*, welche alle Werte,
die unterhalb des F ! (p*)-Quantils liegen, beinhaltet. Als Expected Shortfall der
Verteilung von () definieren wir daher

T*
— 1
Q' =-= ; Q;
Sei ¢ = ®~! (p*). Die momenterzeugende Funktion und ihre ersten drei Ableitungen
bezogen auf die Zufallsvariable Q* sind definiert durch

M<t>=1%exp(§)-q><q—t>
¢ (q)

*

M'(t)=t-M(t) —exp(t-q)

M'(t)y=t-M(t)+M(t)—exp(q-t)-

M"(t)=t-M"(t)+2M' (t) —exp(q-t)- 1
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und kumulantengenerierender Funktion

K (1) = In (M (1))
M (1)

0

LMY M)
K=~ ( <t>)+ A (1)
M (P8I (0) MU () M)
M (t)? M (t)? M (t)

K/// (t)

Wir bestimmen nun den Sattelpunkt w so, dass er dem arithmetischen Mittel
der realisierten Werte unserer Zufallsvariable ¢* entspricht, indem wir die folgende
Gleichung numerisch nach w losen:

K' (@) = ¢*
AnschlieSend berechnen wir zwei Werte n und ¢ wie folgt:
1= o/ FRT @)
= sgn (@ \/2T* (wq* — K (w))

sgn (z) ist dabei die Signumfunktion.

Mit diesen berechneten Werten kénnen wir nun die Lugannani-Rice-Formel an-
wenden, welche die Wahrscheinlichkeit angibt, dass @* unter der Nullhypothese
kleiner gleich unserem empirischen Wert ¢* ist:

(2(0)-6(0) (% () <
P @ =] L Dl g,
6\/27TT* (K" (0))?
1 fiir Q* > ¢

O ist hierbei ein Landau-Symbol, welches das Konvergenzverhalten des Ausdrucks
beschreibt.

Wir testen die Hypothese, ob der theoretisch zu erwartende Wert unserer Zufalls-
variable mit ihrem realisierten arithmetischen Mittel vereinbar ist:

Hy: E(Q") > q* gegen Hy : E(Q¥) < ¢*
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Bei Zutreffen der Nullhypothese liegt der Expected Shortfall der Stichprobe in der
Néhe des theoretisch zu erwartenden Expected Shortfall eines korrekt spezifizierten
Modells.

Zusammenfassung des Testverfahrens

Hypothesentest

1. Testproblem
Hy: E(Q) > ¢* gegen H, : E(Q") < ¢*

2. Testfunktion

(

Q)=o) (1= +0 (1)) Q<
p (@ < ?) _ _1 N K" (0) ) (T*_3/2> fiir QF = 1o+
2 6\/ 2nT* (K" (0))*
1 fir Q* > ¢

\

P(Q <¢) ~U(0,1)
3. Ablehnungsbereich
A=(0,q)

4. Entscheidungsregel
H, ablehnen, wenn die Testfunktion im Ablehnungsbereich liegt. Ansonsten Hy

nicht ablehnen.
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3. Simulation

Im Folgenden werden wir die vorgestellte Validierungsmodelle in einer Simulati-
on iiberpriifen. Von Interesse wird dabei zum einen die Ablehnungsrate korrekter
Risikomodelle (a-Fehler) als auch die Ablehnungsrate falscher Risikomodelle (sta-
tistische Macht) sein. Die Hypothese Hy wird dabei stets fiir die Angemessenheit
eines Risikomodells stehen. Die Hypothese H; steht fiir einen Fehler im Risikomo-
dell, der beispielsweise in einer Uber- oder Unterschétzung des Risikos resultieren
konnte.

Es werden fiir jede Iteration der Simulation von einem datengenerierenden Pro-
zess 350 normalverteilte Werte erzeugt. Erwartungswert und Varianz folgen dabei
bestimmten, spater im Abschnitt genauer aufgefithrten Vorschriften. Diese jeweils
350 Daten werden als “reale Renditen” betrachtet, die von einem Risikomodell
abgebildet und eingeschéitzt werden sollen.

Ein Risikomodell trifft schlieflich Prognosen fiir diese realen Werte. Die ersten 100
Realisationen werden nur zur Parameteradjustierung genutzt, die darauf folgenden
250 Werte werden vom Risikomodell schliefSlich auf tédglicher Basis prognostiziert.
Fiir jeden Zeitpunkt ¢t = 1,...,250 existiert also eine Schétzung beziiglich Erwar-
tungswert und Varianz der Portfoliorenditen, die vom Risikomodell am Vortag t—1
berechnet wurde, und ein realer Wert, der im ersten Schritt vom datengenerieren-
den Prozess erzeugt wurde.

Basierend auf diesen Daten kénnen nun alle Werte berechnet werden, die von den
Validierungsverfahren bendtigt werden - etwa realisierte Value at Risk-Uberschreitungen,
die Rosenblatt-Transformation der realen Werte etc. Das Konfidenzniveau des Va-

lue at Risk wird in der Simulation stets 95% sein.

Die Algorithmen sind dabei so konzipiert, dass zu jeder Teststatistik ein konkreter
Signifikanzwert, auch bekannt als p-Wert, berechnet wird. Die Hypothese Hy wird
verworfen, wenn der Signifikanzwert geringer als das gewiinschte a-Niveau des
Hypothesentests ist.

Wir werden im Folgenden sechs verschiedene Ausgangssituationen betrachten:

1. Das Risikomodell ist korrekt spezifiziert. Wie hoch ist der a-Fehler der Va-
lidierungsmodelle?
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2. Das Risikomodell ist falsch spezifiziert. Die Daten werden von einem GJR-
GARCH-Prozess erzeugt, das Risikomodell berechnet Parameter auf einfa-
cher, rollierender Basis.

3. Das Risikomodell ist falsch spezifiziert. Die Daten werden von einem GJR-
GARCH-Prozess erzeugt, das Risikomodell berechnet Parameter mit expo-
nentieller Glattung.

4. Das Risikomodell ist falsch spezifiziert. Die Daten werden von einem GJR-

GARCH-Prozess erzeugt, das Risikomodell berechnet Parameter mittels GARCH-

Prognose.

5. Das Risikomodell ist falsch spezifiziert und unterschéitzt das reale Risiko
konstant.

6. Das Risikomodell ist falsch spezifiziert. Zwar wird der Value at Risk korrekt
abgebildet, jedoch wird der Expected Shortfall unterschétzt.

Bei den letzten drei der genannten Punkte steht dabei die Analyse der statisti-
schen Macht im Vordergrund. Die genutzten Verfahren zur Erzeugung der Daten
und Prognose der Parameter entsprechen den in Abschnitt erlauterten Me-
thoden. Fiir jede Ausgangssituation werden wir 100.000 Simulationsdurchgénge
durchfiihren.

3.1. Korrekt spezifiziertes Risikomodell

Mit einem korrekt spezifizierten Risikomodell sollten die Signifikanzwerte einer
Gleichverteilung folgen. Dies ergibt sich daraus, dass die Ablehnungsrate eines
korrekten Modells genau dem a-Fehler des Hypothesentests entsprechen sollte -
der Signifikanzwert sollte also beispielsweise genau in 5% aller Félle kleiner gleich
5% sein.

Diese Eigenschaft werden wir nun fiir alle Testverfahren priifen. Der datengene-
rierende Prozess der “realen Renditen” folgt zu jedem Zeitpunkt einer Normal-
verteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Das Risikoprognosemodell geht
ebenfalls in jedem Zeitpunkt von einem Erwartungswert in Hohe von 0 und einer
Varianz in Hohe von 1 aus und ist somit korrekt spezifiziert. Wir betrachten nun
die Histogramme der Signifikanzwerte der verschiedenen Testverfahren. Auf der
x-Achse ist jeweils der Wert der Signifikanzwerte in Abstéanden von 5% pro Bal-
ken abgetragen, auf der y-Achse werden deren relative Haufigkeiten dargestellt.
Idealerweise sollten alle relativen Haufigkeiten genau 5% betragen, d.h. genau auf
Hohe der jeweils eingezeichneten schwarzen Linie sein.
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Die meisten Testverfahren erzeugen in der Tat weitestgehend gleichverteilte Si-
gnifikanzwerte. Lediglich POF- und Markow-Verfahren weichen deutlich von einer
Gleichverteilung ab. Dies wird nochmals verdeutlicht, wenn man die empirischen
Verteilungsfunktionen der Signifikanzwerte betrachtet:
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Sowohl beim Proportion of Failure-Verfahren als auch beim Markow-Test auf Un-
abhéngigkeit zeigen sich bereits hier deutliche Schwichen, da die tatséchlichen
a-Fehler deutlich von ihren spezifizierten Werten abweichen. Beim POF-Verfahren
ist dies ein kleineres Problem, da die Verteilung zumindest fiir kleine Signifikan-
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zwerte bis 5% noch recht prézise ist und somit die iiblichen a-Niveaus von Hy-
pothesentests weitestgehend realitdtsnah sind. Die Verteilung des Markow-Tests
weicht jedoch auch fiir kleine Werte bereits deutlich von einer Gleichverteilung ab.
Der tatséchliche a-Fehler ist hier deutlich geringer als der erwartete a-Fehler. Dies
bedeutet, dass der Markow-Test wesentlich seltener korrekte Modelle ablehnt als
eigentlich zu erwarten wére. Was zunéchst sogar nach einem Vorteil klingt ist je-
doch in der Praxis hochst problematisch, da in der Regel mit niedrigerem «a-Fehler
auch die statistische Macht eines Testverfahrens sinkt.
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3.2. Risikomodell mit rollierenden Varianzen

Wir gehen nun von einem Risikomodell aus, das die Parameter fiir die zukiinftige
Periode prognostiziert, indem es den jeweiligen Durchschnitt der vergangenen 90
Tage berechnet. Im Vergleich zum realen Prozess passen sich die Parameter hier
deutlich zu langsam an, was schnell zu Uber- und Unterschitzung von Risiken
fithren kann.

Das Risikomodell ist eindeutig falsch und sollte daher von den Validierungsverfah-
ren moglichst oft abgelehnt werden.
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3.3. Risikomodell mit exponentiell geglatteten
Varianzen

Im nun présentierten Risikomodell erfolgen Parameterschéitzungen iiber exponen-
tielle Glattung mit Glattungsparameter 0,94.

Das Modell sollte sich wesentlich schneller an Anderungen anpassen als das vor-
herige Risikomodell. Dennoch ist auch dieses Modell falsch und sollte von den
Validierungsmethoden abgelehnt werden. Die relative Héufigkeit der Ablehnungen
der Nullhypothese entspricht der statistischen Macht.
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3.4. GARCH-Risikomodell

Ein GARCH-Modell entspricht bereits relativ gut dem tatséchlichen datengene-
rierenden Prozess. Technisch gesehen ist auch dieses Risikomodell falsch, da es im
Gegensatz zum realen GJR-GARCH-Modell keine Asymmetrie von stochastischen
Einfliissen einbeziehen kann. In der Praxis wiirde sich allerdings die Frage stellen,
ob wir mit diesem Modell nicht bereits nahe genug an der Realitéit liegen, um es
als korrektes Modell anzuerkennen. Tatséchlich wird man es niemals schaffen, den
realen Prozess exakt abzubilden. Mit der GARCH-Prognose liegen wir allerdings
schon relativ nahe an der Realitdt und es konnte deshalb wiinschenswert sein, das
Modell im Einsatz zu belassen.

Die nachfolgende der statistischen Macht sollte also mit Vorsicht interpretiert wer-
den. Prinzipiell ist es zwar korrekt, das GARCH-Modell abzulehnen - in der Praxis
konnte es aber dennoch sinnvoll sein, dieses Modell bewusst nicht abzulehnen.
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3.5. Konstante Risikounterschitzung

Wir gehen nun dazu iber, das Risiko bewusst konstant zu unterschétzen. Wir
lassen Daten aus einer Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1,5
generieren, gehen im Risikomodell aber von einer Normalverteilung mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz 1 aus.
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Die niedrige Macht des Markow-Verfahrens ergibt sich aus der Testkonstellation -
es liegt schlicht keine Autokorrelation in den Daten vor. Das Markow-Modell hat
hier also keinen Anlass, das Modell zu verwerfen.

Im ersten Moment iiberraschender erscheint hier das schlechte Abschneiden des
Jarque Bera-Verfahrens. Im Rahmen dieser konkreten Simulationskonstellation
entspricht die Serie, die durch Transformation per Wahrscheinlichkeitsintegral der
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Rosenblatt-transformierten Daten hervorgeht, genau der urspriinglich generierten
Serie - hier also Realisationen einer Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und
Varianz 1,5. Der Jarque Bera-Test priift jedoch lediglich auf Schiefe und Kurtosis.
Diese beiden Werte sind natiirlich unabhéngig von Erwartungswert und Varianz
der unterliegenden Normalverteilung. Wir hétten hier also Daten mit beliebigem
Erwartungswert und beliebiger Varianz generieren kénnen - der Jarque Bera-Test
hétte das Modell trotzdem in ca. 1 — « Prozent aller Félle nicht verworfen. Wir
sehen hier sehr deutlich, dass der Jarque Bera-Test nicht ohne ergédnzende Tests
genutzt werden sollte, da er zwar gewisse Aspekte der Form einer Verteilung iiber-
priift, nicht jedoch die Varianz der Daten.

3.6. Korrekter Value at Risk, unterschitzter
Expected Shortfall

Wir lassen nun Daten generieren aus einer T-Verteilung mit zwei Freiheitsgra-
den (blau gezeichneter Graph im Bild), gehen im Risikomodell jedoch von einer
Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung 1,78 aus (ge-
punktete schwarze Linie im Bild):

-6 -4 -2
T- und Normalverteilung

Bei beiden Verteilungen liegt das 5%-Quantil bei -2,92, sodass der Value at Risk
auf 5%-Niveau identisch ist. Der Expected Shortfall der T-Verteilung betrigt 6,16,
der Expected Shortfall der Normalverteilung hingegen ist 3,66. Das Risikomodell
schétzt also einen korrekten Value at Risk, unterschétzt den Expected Shortfall
jedoch deutlich.
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TUFF und POF schneiden hier erwartungsgeméf schlecht ab, immerhin ist der
Value at Risk ja in der Tat korrekt geschitzt. Auch der Markow-Test verwirft H,
praktisch nie, da es keine Autokorrelation in den Daten gibt. Jarque Bera-Test
sowie Regressionsverfahren konnen ebenfalls nicht iiberzeugen, da hier die Form
der Daten vermutlich nicht ausreichend unterschiedlich zu einer Normalverteilung
ist. Am besten schneidet in der Tat der Kuiper-Test ab, der prazise erkennt, dass
die reale Verteilung unterschiedlich zur im Risikomodell angenommenen Verteilung
sein muss. Das Ergebnis wére vermutlich jedoch weniger eindeutig, wenn nur der
Randbereich unterschiedlich und der Rest der Verteilung identisch mit der im
Risikomodell angenommenen Verteilung wére.

Hier zeigen vor allem der gestutzte Gauss-Test sowie das Lugannani Rice-Verfahren

ihre Stirken, denn sie beinhalten nur die Value at Risk-Uberschreitungen. Die
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statistische Macht dieser beiden Verfahren ist im Test hervorragend, was ihre gute
Eigenschaft zur Expected Shortfall-Validierung bestétigt.

3.7. Zusammenfassung der
Simulationsergebnisse

Die Simulation gibt interessante Einblicke in Art und Haufigkeit von Ablehnungen
der verschiedenen Validierungskonzepte. Die folgenden Aussagen kénnen selbst-
verstandlich nur basierend auf den in der Simulation beinhalteten Konstellationen
getroffen werden.

Bei der Uberpriifung, ob ein gegebener a-Fehler in einem korrekten Prognosemo-
dell eingehalten wird zeigten manche Modelle bereits eklatante Schwéchen. Spe-
ziell TUFF-, POF- und Markow-Verfahren zeigten in der Verteilung der Signifi-
kanzniveaus deutliche Abweichungen von einer Gleichverteilung. Auch der Jarque
Bera-Test sowie der gestutzte Gauss-Test wiesen, wenngleich auch geringfiigigere,
Abweichungen von den erwarteten a-Fehlern auf. Diese Abweichungen resultieren
jedoch nicht aus Fehlern in den mathematischen Modellen, sondern schlichtweg
aus der geringen Stichprobengrofle. Im Versuch wurde jeweils mit einem realen
Zeitraum von 250 Perioden gearbeitet, was an die Erfordernisse der Praxis an-
gelehnt ist. Simuliert man jeweils einen weitaus ldngeren Zeitraum, beispielsweise
100.000 Perioden, so zeigt sich bei ausnahmslos allen Verfahren eine nahezu per-
fekte Gleichverteilung der Signifikanzniveaus. Derartig lange Zeitrdume kénnen in
der Praxis selbstversténdlich nicht umgesetzt werden. Diese erste Simulation lie-
fert also bereits interessante Ergebnisse im Bezug auf die Praxistauglichkeit der
Verfahren unter realitéitsnahen Anforderungen an die verfiighare Datenmenge.

In den drei folgenden Abschnitten (rollierende Varianz, exponentiell gegléttete Va-
rianz sowie GARCH-Modell) wurden die Ablehnungsraten falsch spezifizierter Risi-
komodelle iiberpriift. Erwartungsgeméf wies das TUFF-Verfahren durchschnittlich
die geringste statistische Macht auf. Auch Markow- sowie Jarque-Bera-Test konnen
durchschnittlich nicht iiberzeugen. Die besten Resultate liefert der Kuiper-Test.
Seine Ergebnisse sind zudem stets besser als die des Kolmogorov-Smirnov-Tests.
Da beide Verfahren auf eine bestimmte Verteilungsform testen sprechen die Ergeb-
nisse dafiir, dass der Kuiper-Test das geeignetere Verfahren hierfiir ist. Ebenfalls
sehr gute Ergebnisse zeigt das Regressionsverfahren.

Eine Simulation konstanter Risikounterschétzung bestéatigt im Wesentlichen die
Einschétzung der Testverfahren und zeigt speziell nochmals die Anfilligkeit des
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Jarque-Bera-Tests unter bestimmten Testkonstellationen. Als Schlussfolgerung dar-
aus ist zu beachten, dass der Jarque-Bera-Test ausschliefSlich erginzend mit ande-
ren Verfahren genutzt werden sollte - etwa in Verbindung mit dem Regressionsver-
fahren.

Eine abschliefende Simulation, in welcher das Risikomodell zwar eine korrekte Ein-
schitzung des Value at Risk, jedoch eine falsche Einschitzung des Expected Short-
fall trifft, liefert interessante Resultate iiber diejenigen Testverfahren, die speziell
einen Teilbereich der Verteilung testen. Alle drei Validierungskonzepte (Gestutzt,
Gauss gestutzt, Lugannani Rice) weisen hierbei eine hervorragende statistische
Macht auf. Interessanterweise zeigt sich dabei der von uns im Rahmen dieser Ar-
beit eingefiihrte gestutzte Gauss-Test als bestes Verfahren mit geringfiigig hoheren
Ablehnungsraten als der reine gestutzte Test oder das Lugannani Rice-Verfahren.
Auch der Kuiper- sowie der Kolmogorov-Smirnov-Test zeigen eine sehr hohe statis-
tische Macht in dieser Simulationskonstellation. Dies liegt jedoch vermutlich daran,
dass die zugrunde liegende T-Verteilung in ihrer Gesamtheit merklich von der ge-
nutzten Normalverteilung abweicht. Wiirde sie rechtsseitig des p-Quantils mit der
Normalverteilung stérker iibereinstimmen, so wiirde die Macht des Kuiper- so-
wie des Kolmogorov-Smirnov-Verfahrens deutlich geringer ausfallen, wohingegen
die statistische Macht der drei anderen Verfahren (gestutzt, Gauss gestutzt, Lu-
gannani Rice) nicht beeinflusst wiirde. Die letztgenannten Testverfahren sind also
tatséichlich sehr effektiv, um Abweichungen im linken Randbereich der Verteilung
festzustellen und dienen somit hervorragend zur Validierung des Expected Short-

fall.
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4. Fazit

Nach einer kurzen Einfithrung in relevante statistische Verfahren sowie eine ein-
leitende Erkldarung zum Marktrisikomanagement im Allgemeinen betrachteten alle
gangigen Verfahren zur Validierung von Marktrisikomodellen.

Wir erlauterten zuerst Verfahren, welche die Giite eines Risikomodells anhand
Uberschreitungen des Value at Risk beurteilen. TUFF, POF, das Ampelkonzept,
die MLF sowie der Markow-Test auf Unabhéngigkeit zéhlen zu diesen Verfahren.

Weiterfithrend zur bisherigen Literatur zeigten wir dabei einige zusétzliche Aspekte
einiger Testverfahren auf. Beim TUFF-Verfahren fanden wir erhebliche Inkonsis-
tenzen bei der statistischen Macht sowie bei der Einhaltung des a-Fehlers. Wir
zeigten ebenfalls, dass eine mangelnde Ablehnungsfihigkeit risikounterschiatzender
Modelle erst spéter auftritt als bisher von Kupiec (1998) angenommen.
Vergleichend zu diesem Verfahren simulierten wir auch beim TUFF-Test a- und
[-Fehler und fanden heraus, dass es auch bei ersterem kleinere Abweichungen gibt,
letzterer sich jedoch wesentlich konstanter als beim POF-Verfahren entwickelt.
Die MLF modifizierten wir im Unterschied zur bisherigen Praxis um eine Korrektur
der Standardabweichung und berechneten kritische Werte fiir eine Normalvertei-
lung.

AnschlieSlend betrachteten wir Verfahren, die die gesamte Verteilung validieren.
Dazu zéhlt die Rosenblatt-Transformation und darauf basierend die Kuiper-Statistik
mit Worry Function und der Kolmogorov-Smirnov-Test mit Worry Function sowie,
basierend auf dem Wahrscheinlichkeitsintegral zur Normalverteilung, der Jarque-
Bera-Test und eine Regression auf Mittelwert, Varianz und Autokorrelation.

Mit dem Kolmogorov-Smirnov-Test fiihrten wir ein neues Verfahren ein, welches
sich jedoch im Bezug auf seine statistische Macht im Rahmen der getesteten Kon-
stellationen spéater im Vergleich zur Kuiper-Statistik als geringfiigig unterlegen
herausstellte. Zu beiden Verfahren simulierten wir mit einer grofien Datenmenge
kritische Werte unter Einbeziehung der Worry Function.

Zuletzt erlauterten wir Verfahren, welche speziell fiir die Validierung des Expected
Shortfall von Interesse sind. Dazu zéhlt der gestutzte Likelihood-Quotienten-Test,
der Gauss-Test des Expected Shortfall bei gestutzter Verteilung sowie die Sattel-
punktapproximation mittels Lugannani Rice-Formel. Beim Erstgenannten wichen

Frankfurt School of Finance & Management

Working Paper No. 192 | 98




Validierung von Konzepten zur Messung des Marktrisikos -
insbesondere des Value at Risk und des Expected Shortfall

wir von der bisherigen Literatur zum Thema ab, indem wir statt einer zensierten
Verteilung eine gestutzte Verteilung betrachteten und die entsprechenden Formeln
herleiteten. Mit dem Gauss-Test bei gestutzter Verteilung fithrten wir ein génzlich
neues Verfahren ein.

Abschliefend simulierten wir fiir alle angefiihrten Testverfahren die Signifikanzni-
veaus sowie die statistische Macht unter verschiedenen Konstellationen. Wir zeig-
ten Probleme einiger Modelle bei der Einhaltung des a-Fehlers, die Aufschluss {iber
die Praxistauglichkeit der jeweiligen Verfahren bei realitdtsnahen Datenmengen ge-
ben. Des Weiteren belegten wir, dass Verfahren, die nur auf Uberschreitungen des
Value at Risk basieren, in der Tat eine recht geringe statistische Macht aufweisen.
Wir sahen, dass eine Validierung der gesamten Verteilung wesentlich erfolgreicher
war und fithrten ebenfalls aus, dass die Verfahren, die auf einem Teilbereich der
Verteilung basieren, extrem effizient bei der Ablehnung von Modellen mit falsch
spezifiziertem Expected Shortfall arbeiten.

Die Validierung von Marktrisikomodellen wird sicherlich weiterhin ein relevantes
Thema in der Forschung und in der Finanzindustrie bleiben. Welche der vorgestell-
ten Modelle tatséchlich in der Praxis genutzt werden sollten obliegt der Entschei-
dung des Risikomanagements. Es empfiehlt sich in den meisten Féllen, mehrere
Verfahren zu kombinieren. Die Eigenschaften der Validierungsmodelle sollten dabei
abgewogen und individuell auf die Prioritéten sowie die Charakteristika des Portfo-
lios abgestimmt werden. Die Resultate dieser Arbeit diirften eine Hilfe dabei sein,
konkrete Stdrken und Schwéchen der Modelle unter verschiedenen Konstellationen
einzuschétzen.

Frankfurt School of Finance & Management
99 | Working Paper No. 192



Validierung von Konzepten zur Messung des Marktrisikos -
insbesondere des Value at Risk und des Expected Shortfall

Literaturverzeichnis

Berkowitz, Jeremy. 2001. “Testing Density Forecasts, With Applications to Risk
Management.” Journal of Business and Economic Statistics p. 465.

Campbell, Sean D. 2006/2007. “A review of backtesting and backtesting procedu-
res.” The Journal of Risk p. 1.

Christoffersen, Peter. 2003. FElements of Financial Risk Management. Academic
Press.

Cremers, Heinz. 2011. “Risikomanagement.” Vorlesungsskript. SS 2011.
Crnkovic, Cedomir & Jordan Drachman. 1996. “Quality Control.” Risk 9:138-142.

DasGupta, Anirban. 2008. Asymptotic Theory of Statistics and Probability. Sprin-
ger.

Dowd, Kevin. 2004. “A modified Berkowitz back-test.” Risk Magazine .

Goethe Universitat. 2004. “Mathematisch-Statistische Verfahren des Risikomana-
gements.” Prasentation. SS 2004.

Jost, Julian, Thorsten Spree, Katarina Hapke, Fabian Mehmke & Niclas Huck.
2011. “Hypothesentests.”. Seminarbeit Quantitative Methoden der Okonome-
trie.

Kupiec, Paul H. 1998. “Techniques for Verifying the Accuracy of Risk Measurement
Models.” Journal of Derivatives pp. 73-84.

Lopez, Jose A. 1998. Methods for Evaluating Value-at-Risk Estimates. Technical
report Federal Reserve Bank of New York.

Ruppert, David. 2010. Statistics and Data Analysis for Financial Engineering
(Springer Texts in Statistics). Springer.

Sanddorf-Kohle, Walter. 2011. “Zeitreihenanalyse Sommersemester 2011.” Vorle-
sungsskript. Foliensatz Nr. 6.

Schroder, Frank & Hermann Schulte-Mattler. 1997. “CD-Verfahren als Alternative
zum Baseler Backtesting.” Die Bank 7.

Frankfurt School of Finance & Management
Working Paper No. 192

100



Validierung von Konzepten zur Messung des Marktrisikos -
insbesondere des Value at Risk und des Expected Shortfall

Suhov, Yuri & Mark Kelbert. 2005. Probability and Statistics by Example: Volume
1, Basic Probability and Statistics (v. 1). Cambridge University Press.

Supervisory framework for the use of “Backtesting” in conjunction with the internal
models approach to market risk capital requirements. 1998. Technical report
Bank for International Settlements.

van der Vaart, A. W. 2000. Asymptotic Statistics (Cambridge Series in Statistical
and Probabilistic Mathematics). Cambridge University Press.

Wong, Woon K. 2008. “Backtesting trading risk of commercial banks using expec-
ted shortfall.” Journal of Banking and Finance 32:1404-1415.

Frankfurt School of Finance & Management
101 | Working Paper No. 192



Validierung von Konzepten zur Messung des Marktrisikos -
insbesondere des Value at Risk und des Expected Shortfall

Nomenklatur

@ Risikowahrscheinlichkeit eines Hypothesentests. Je nach Zusammenhang auch
Parameter in einem APGARCH-Modell.

B Fehler zweiter Art eines Hypothesentests. Je nach Zusammenhang auch Pa-
rameter in einem APGARCH-Modell.

X3 Chi-Quadrat-Verteilung mit Freiheitsgrad d

) Parameter in einem APGARCH-Modell

€t Residuum einer Regression

A Glattungsparameter bei exponentiell gegliatteter Varianz

A (-) Teststatistik eines allgemeinen Likelihood-Quotienten-Tests
In Natiirlicher Logarithmus

B (p) Bernoulliverteilung mit Parameter p.

B (T,p) Binomialverteilung mit Parametern 7" und p.

G (p) Geometrische Verteilung mit Parameter p.

N Natiirliche Zahlen

N (4, 0) Eine Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o>

N (4, 0%, T) Normalverteilung mit Parametern yu, o2, die an der Stelle 7 gestutzt
ist.

R Die reellen Zahlen
S Menge aller Parameterkombinationen einer Simulation
U Gleichverteilung auf dem Intervall (0, 1).
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4 E o

A

¢ ()

Landau-Symbol
Spaltenvektor aller -Werte, (g1, .. . ,qT)T.
Stutzungsstelle einer Verteilung.

Absolute Héufigkeit, in der auf eine Value at Risk—Uberschreitqu (t=1)
bzw. einer Nicht-Uberschreitung (i = 0) in einer Stichprobe eine Uberschrei-
tung (7 = 1) oder eine Nicht-Uberschreitung (j = 0) folgt.

Erwartungswert

Parameter in einem APGARCH-Modell
Zustandsraum zum Zeitpunkt ¢

Mittelwert, z.B. wire § der Mittelwert aller ¢4, ..., qr
Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung

Dichtefunktion einer Standardnormalverteilung

¢! (-) Inverse Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung

103

Transitionsmatrix eines Markow-Tests

Kreiszahl

Elemente der Transitionsmatrix IT

Maximum Likelihood-Schétzung einer Transitionsmatrix
Transitionsmatrix unter Unabhéngigkeit
Wahrscheinlichkeitsoperator

Korrelationskoeffizient / Autokorrelationsparameter bei einer linearen Re-
gression

Standardabweichung
Varianz
Die Menge aller Moglichen Zeitindizes {1,...,T}.
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O Oy U 0O,

0 Parametervektor

Oy Parameterraum einer parametrischen Nullhypothese

6, Parameterraum einer parametrischen Alternativhypothese

T () Teststatistik des Gauss-Tests bei gestutzter Verteilung.

9 Ein unbekannter Verteilungsparameter

Empirische Schatzungen bestimmter Werte. Zum Beispiel 11, o etc.
A Ablehnungsbereich eines Hypothesentests

D Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik

D,,  Mit Worry Function gewichtete Kolmogorov-Smirnov-Statistik
E () Erwartungswert-Operator

ES; (p) Expected Shortfall zum Zeitpunkt ¢ fiir Value at Risk-Vertrauenswahrscheinlichkeit
1—p.

fx (z;©) Dichtefunktion der Variable X an der Stelle x mit Parametervektor 6.
Auch ohne X und 6 geschrieben, sofern deren Bedeutungen aus dem Zu-
sammenhang deutlich werden.

Fx (z;60) Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X an der Stelle . Auch ohne
X und @ geschrieben, sofern deren Bedeutungen aus dem Zusammenhang
deutlich werden.

Hy  Nullhypothese

H;  Alternativhypothese

1 Summe der Uberschreitungsfunktionen zu jedem Zeitpunkt in 7.
I Value at Risk-Uberschreitungsfunktion zum Zeitpunkt t.

JB  Jarque-Bera-Teststatistik

K Kurtosis einer Verteilung beim Jarque-Bera-Test
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Q*

Q:
Qu

Tt

T (x)

T*

Kumulantenerzeugende Funktion

Likelihood-Funktion

Momentenerzeugende Funktion

Umfang einer Stichprobe

Anzahl aller Werte in einer Stichprobe zy, ..., zy, die kleiner als z sind.

Tatséchliche, unbekannte Wahrscheinlichkeit, dass der Value at Risk iiber-
schritten wird.

Modellwahrscheinlichkeit, mit der der Value at Risk annahmegeméf3 iiber-
schritten werden sollte.

Kuiper-Statistik

Zufallsvariable wie (), jedoch nur definiert fiir Werte kleinergleich Ffy Y(p),
d.h. also Stutzung von Q).

Per Wahrscheinlichkeitsintegral transformierte Zufallsvariable Z;
Mit Worry Fuction gewichtete Kuiper-Statistik

Diskrete Rendite zum Zeitpunkt t

Schiefe einer Verteilung beim Jarque-Bera-Test

Die Anzahl der beobachteten Zeitpunkte. Je nach Kontext auch Teststatistik
eines Hypothesentests.

Testfunktion eines Hypothesentests, wobei x € R"

Anzahl aller Realisationen von @1, ..., Qr, die kleinergleich Fy ! (p) sind.

Var () Varianz-Operator

VaR, (p) Value at Risk fiir den Zeitpunkt ¢ mit Vertrauenswahrscheinlichkeit 1—p

W (z) Worry Function

X
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Eine Zufallsvariable
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Zy Eine Zufallsvariable, die der Rosenblatt-Transformation der Zufallsvariable
¢ entspricht.

S Vektor, der Werte einer Teststatistik zu verschiedenen Stichproben beinhal-
tet.
d Unterschied der Dimensionen zwischen © und ©,.

G (1) Giitefunktion

9T () Ganzzahliger Teil einer Zahl.

ML  Maximum Likelihood

MLF Magnitude of Loss-Function

POF Proportion of Failure

TLA Traffic Light Approach, entspricht dem Ampelkonzept.

TUFF Time Until First Failure
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A. Anhang

A.1. Tabellen

a=0,1% 1% 2% 3% 4%
p =1% | <1|852.31 | 1.88[610.51 | 3.02[536.86 | 4.11]493.52 | 5.16|462.64
2% | <1]424.26 | 1.23]303.96 | 1.78|267.33 | 2.32|245.77 | 2.83|230.4
3% | <1]281.57 | 1.05[201.78 | 1.38|177.48 | 1.73|163.18 | 2.06/152.99
A% | <1]210.22 | <1]150.68 | 1.19]132.55 | 1.44|121.88 | 1.68|114.28
5% | <1]167.41 | <1]120.03 | 1.08]105.6 | 1.27|97.1 | 1.46/91.05
6% | <1]138.86 | <1]99.59 | 1.02|87.62 | 1.16|80.58 | 1.31|75.57
% | <1]11847 | <1]84.98 | <1|74.78 | 1.09|68.78 | 1.21/64.51
8% | <1]103.18 | <1|74.03 | <1|65.15 | 1.04|59.93 | 1.14/56.21
0% | <1]91.28 | <1|65.51 | <1|57.66 | 1.01|53.04 | 1.09]49.75
10% | <1|81.76 | <1/58.69 | <1|51.67 | <1|47.53 | 1.05/44.59
11% | <1|73.97 | <1|53.12 | <1]|46.76 | <1]|43.03 | 1.02]40.36
12% | <1]67.48 | <1/4847 | <1]42.68 | <1|39.27 | 1/36.84
13% | <1]61.98 | <1/44.53 | <1]39.22 | <1|36.09 | <1/33.86
14% | <1|57.27 | <1J41.16 | <1]36.25 | <1|33.36 | <1/31.3
15% | <1[53.18 | <1|38.23 | <1/33.68 <1/31 <1/29.09
16% | <149.61 | <1|35.67 | <1]|31.43 | <1]|28.93 | <1[27.15
17% | <1j46.45 | <1|3341 | <1]29.44 | <1]27.1 | <1[25.44
18% | <1j43.65 | <1|31.4 | <1]27.67 | <1]25.48 | <1[23.91
19% | <1j41.14 | <1j29.6 | <1]26.09 | <1]|24.03 | <1]22.55
20% | <1]38.88 | <1]27.99 | <1[24.67 | <1[22.72 | <1|21.33
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a=5% 6% % 8% 9% 10%
P =1% | 6.2]438.6 | 7.2[418.9 | 8.2[402.2 | 9.1[387.7 | 10.1]374.8 | 11]363.3
2% | 3.3|218.4 | 3.8208.6 | 4.3/200.3 | 4.8]193.1 | 5.3|186.7 | 5.7]181
3% | 24[145.1 | 2.7]138.6 | 3|133 | 3.4|128.3 | 3.7]124 | 4]120.2
4% | 1.9/108.4 | 2.2]103.5 | 2.4]99.4 | 2.6/95.8 | 2.9(92.7 | 3.1|89.8
5% 1.7186.3 | 1.8/82.5 | 2(79.2 | 2.2/76.4 | 2.4|73.8 | 2.6/71.6
6% 1.5/71.7 | 1.6/68.5 | 1.8]65.7 | 1.9/63.4 | 2.1|61.3 | 2.2|59.4
% 1.3/61.2 | 1.558.4 | 1.6/56.1 | 1.7j54.1 | 1.9]52.3 | 2|50.8
8% 1.353.3 | 1.4)50.9 | 1.5]48.9 | 1.6/47.2 | 1.7]45.6 | 1.8/44.2
9% 1.2]47.2 | 1.345.1 | 1.4]43.3 | 1.5/41.8 | 1.6/404 | 1.7/39.2
10% | 1.142.3 | 1.2/404 | 1.3[38.8 | 1.4]37.4 | 15[36.2 | 1.535.1
11% | 1.1)38.3 | 1.2/36.6 | 1.2[35.1 | 1.3]33.9 | 1.4/32.8 | 1.531.8
12% | 1.1)34.9 | 1.1]33.4 | 1.2[32.1 | 1.230.9 | 1.3]29.9 | 1.429
13% 1)32.1 | 1.1/30.7 | 1.1]20.5 | 1.2]28.4 | 1.3)275 | 1.3]26.7
14% 11297 | 1.1]28.4 | 1.1)27.3 | 1.226.3 | 1.2[25.5 | 1.3]24.7
15% | <1]27.6 | 1|26.4 | 1.1]25.3 | 1.1[24.5 | 1.2/23.7 | 1.2]22.9
16% | <1]25.8 | 1|24.6 | 1]23.7 | 1.1]22.8 | 1.1]22.1 | 1.221.4
17% | <1]24.1 | 1231 | 1)22.2 | 11214 | 1.1)20.7 | 1.2]20.1
18% | <1)22.7 | <1)21.7 | 11209 | 1201 | 1.1J195 | 1.1]18.9
19% | <1j214 | <1205 | 1]19.7 1/19 1.1]18.4 | 1.1]17.8
20% | <1j20.2 | <1]19.4 | <1|18.6 | 1]17.9 11174 | 1.1]16.9

Tabelle A.2.: Fortsetzung TUFF-Test, kritische Werte fiir unterschiedliche p*
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