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Zusammenfassung

Die von Gale und Shapley in ihrem 1962 verdffentlichten Artikel ,College Ad-
missions and the Stability of Marriage" vorgestellte ,deferred acceptance procedure”
hat in der Literatur zu einer umfassenden Diskussion iber Zuordnungsverfahren auf
zweiseitigen Mdrkten gefiihrt, die sich mit der Fragestellung beschaftigen, wie die
Agenten zweier disjunkter Mengen anhand gegenseitiger Praferenzlisten einander
zugeordnet werden konnen. Dem von Gale und Shapley vorgestellten Algorithmus
kam dabei in den letzten Jahren nicht nur in der Theorie eine groe Bedeutung zu,
sondern auch in der Praxis wird dem Versagen zahlreicher Markte mit solchen Me-
chanismen entgegengetreten. Diese Arbeit geht ausfiihrlich auf die von Gale und
Shapley entwickelte ,deferred acceptance procedure” und die sich hieraus ergeben-
den Manipulationsanreize auf zweiseitigen Markten anhand des Hochzeits- und ,col-
lege admissions’-Problems ein. Die im jeweiligen Modell resultierenden Manipulati-
onsanreize werden in vier Arten von Manipulationen gegliedert -- die Manipulation
anhand von Praferenzen, anhand vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen, anhand
von ,endowments” und anhand der Quote -- und jeweils miteinander verglichen.
Dabei wird deutlich, dass weder die ,deferred acceptance procedure” noch irgendein
anderes Zuordnungsverfahren, das stabile Zuordnungen ergibt, vollstindig immun
gegen Manipulationen ist. Anhand zahlreicher Theoreme und Uberlegungen kann
jedoch gezeigt werden, dass die Anreize oft nur fiir eine Seite des Marktes existieren
und bei groBer werdenden Mairkten in der Praxis sogar abnehmen.

Keywords: Matching, university admission, manipulation, strategic behavior
JEL Classi cation: C78, D78, 129

Abstract

The “deferred acceptance procedure” introduced by Gale and Shapley in their ar-
ticle “College Admissions and the Stability of Marriage” (1962) led to a huge and still
growing discussion in the literature on two-sided matching markets. The algorithm
didn't only become important in theory but is also often used in practice by policy-
makers to confront market failure. This paper explains the “deferred acceptance
procedure” in detail and presents a survey on the resulting manipulability on two-
sided matching markets, e.g., within the marriage and college admissions problem.
The incentives to manipulate are categorized in four groups of manipulations — ma-
nipulation via preferences, via pre-arranged matches, via endowments and via ca-
pacities — and are then compared for both problems. It is shown that there exists no
stable matching procedure that is strategy-proof for all agents. But in practice many
incentives to manipulate only apply to one side of the market and decrease with the
size of the market.



1 Einleitung

Zuordnungsverfahren auf zweiseitigen Mirkten beschiiftigen sich mit der Fragestellung, wie Agenten der je-
weils anderen Seite anhand gegenseitiger Priferenzlisten einander zugeordnet werden konnen. Von zentraler
Bedeutung ist dabei nicht nur die Fragestellung, ob fiir derartige Probleme immer eine Losung existiert, son-
dern auch, ob es stabile und optimale Zuordnungen gibt und welche Anreize fiir die Agenten bestehen, diese
Spiele zu manipulieren, um sich selbst besserzustellen. Dabei ist die von Gale und Shapley (1962) eingefiihr-
te ,deferred acceptance procedure “, auch Gale-Shapley-Mechanismus oder , deferred acceptance algorithm”
genannt, von zentraler Bedeutung fiir die Literatur von Zuordnungsverfahren auf zweiseitigen Mirkten mit
disjunkten Mengen von Agenten.! Als Teilbereich der Mechanismus-Design-Theorie, fiir welche im Jahr 2007
der Preis fiir Wirtschaftswissenschaften in Gedenken an Alfred Nobel an die drei US-Forscher Leonid Hur-
wicz, Eric S. Maskin, Roger B. Myerson vergeben wurde?, kam den Zuordnungsproblemen auf zweiseitigen
Maérkten in den letzten Jahren nicht nur in der Literatur durch neue theoretische Fragestellungen und den
umfassenden Uberblick der Thematik durch Roth und Sotomayor (1990) eine grofle Bedeutung zu. Auch in
der Praxis gewann die ,deferred acceptance procedure“ an Bedeutung und wurde mit entsprechenden An-
passungen an die jeweiligen Umstéinde in den vergangenen Jahren beispielsweise in zentrale Clearinghéuser
fiir die Zulassung zu high schools in New York City und ¢ffentliche Schulen in Boston sowie im Markt fiir
medizinische Stipendien in den USA und dem Arbeitsmarkt fiir Mediziner in Kanada und Grofibritannien

implementiert.?

Dabei handelte es sich bei dem 1962 erstmals verdffentlichten Algorithmus keineswegs um eine génzlich
neue Herangehensweise an solche Probleme, da ein entsprechender Ansatz bereits seit 1950 in den USA im
National Resident Matching Program (NRMP), damals noch National Intern Matching Program (NIMP)

genannt, zum Einsatz kam, um angehende Arzte und Krankenhiiuser zuzuordnen.*

¢

Die von Gale und Shapley (1962) fiir das Hochzeitsproblem eingefiihrte ,deferred acceptance procedure
kann auch auf das allgemeinere Modell des ,college admissions problems“ angewandt werden, bei dem im
urspriinglichen Modell Studenten und Universitéiten einander zugeordnet werden, wobei die Universitidten
anders als im Hochzeitsmodell mit mehr als einem Studenten verbunden werden kénnen.? Hieraus ergeben
sich fiir das Modell jedoch auch weitere Probleme und Einschrinkungen etwa durch zusitzliche Manipu-
lationsmoglichkeiten anhand der Quote, d.h. der maximal zu vergebenen Anzahl an Studienpléitzen durch

eine Universitédt. Das ,college admissions problem® hat eine weite Verbreitung und Anwendung auf den

1Vgl. Roth (2008), S. 537.

2Vgl. Committee (2007), S. 6.

3Vgl. Roth (2008), S. 538, S. 548 ff fiir einen geschichtlichen Uberblick.

4Vgl. Roth (1984a), S. 1013.

5Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11; vgl. weiter Roth (1985), S. 277, S. 281.



(Arbeits-)Mérkten der Medizin®, Universititen” und Schulen® erlangt.

Ziel dieser Arbeit ist es einen zusammenfassenden Uberblick iiber die zahlreichen, teils jiingsten Ergebnisse
zum Hochzeitsproblem und , college admissions problem “ zu geben. Es wird versucht, die in der Literatur auf
Basis mannigfaltiger Notationen getroffenen, meist unterschiedlich formulierten Theoreme zu gliedern und zu
generalisieren. Dariiber hinaus werden ausgehend von diesen Ergebnissen die Manipulationsanreize fiir beide
Seiten des jeweiligen Marktes beleuchtet und gegentibergestellt. Aufgrund der zahlreichen Versffentlichungen
und Richtungen, die die Forschung in den letzten Jahren hervorgebracht hat, kann aber auch diese Arbeit

nur einen Ausschnitt des umfassenden Forschungsgebietes darbieten.

Im 2. Kapitel werden die theoretischen Grundlagen fiir die weitere Arbeit gelegt. Neben einer allgemei-
nen Einfithrung in die Mechanismus-Design-Theorie wird die Grundlage fiir die im Folgenden behandelten
Zuordnungs- und Allokationsprobleme auf zweiseitigen Mérkten geschaffen. Im 3. Kapitel wird als grundle-
gendes Modell zweiseitiger Markte das Hochzeitsproblem von Gale und Shapley (1962) sowie die zugehorige
»deferred acceptance procedure “ erldutert und anhand eines Beispiels ausfiihrlich dargelegt, ehe auf die sich
hieraus ergebenden Theoreme eingegangen wird. Das sich aus dem Hochzeitsproblem ableitende, allgemeine-
re ,college admissions problem “ ist Gegenstand des 4. Kapitels. Nach einer Darstellung des Modells und der
Unterschiede zum Hochzeitsproblem werden die zuvor getroffenen Theoreme beziiglich ihrer Ubertragbarkeit
auf das ,,college admissions problem “ hin untersucht. Kapitel 5 widmet sich wiederum vergleichend den sich
aus beiden Modellen ergebenden Manipulationsanreizen. Hierbei werden vier grundlegende Manipulations-
typen unterschieden: die Manipulation anhand von Priferenzen, anhand von Quoten, anhand vorzeitiger
bilateraler Vereinbarungen und anhand von endowments. Mit einer Diskussion der wesentlichen Befunde so-
wie Implikationen fiir zukiinftige Forschungen sowie den Einsatz der vorgestellten Modelle und Algorithmen

in der Praxis schliefit das 6. Kapitel die Arbeit ab.

2 Theoretische Grundlagen

Ehe auf das eigentliche Thema und die hieraus fiir diese Arbeit resultierenden Fragestellungen eingegangen
wird, sollen zunéchst einige Grundlagen angesprochen werden, die zum Versténdnis der Thematik erforderlich

sind.

2.1 Mechanismus-Design-Theorie

Was verbirgt sich hinter der Mechanismus-Design-Theorie, fiir deren Grundlagenschaffung von der Koéniglich
Schwedischen Akademie der Wissenschaften im Jahr 2007 gar der Preis fiir Wirtschaftswissenschaften in

Gedenken an Alfred Nobel an die drei US-Forscher Leonid Hurwicz, University of Minnesota, Eric S. Maskin,

6Vgl. Roth (1984a), S. 991 ff; vgl. weiter Sonmez (1997), S. 197; vgl. weiter Roth (2008), S. 548 ff und viele andere.
"Vgl. Abdulkadiroglu, Pathak et al. (2005), S. 5 ff.
8Vgl. Ergin und Sénmez (2006), S. 216 ff.



Institute for Advanced Study, Princeton, und Roger B. Myerson, University of Chicago, vergeben wurde?’
Sie reihen sich dabei in eine Liste namhafter Spieltheoretiker ein, da vor ihnen bereits acht Forscher fiir
ihre spieltheoretischen Arbeiten mit dem begehrten Nobelpreis ausgezeichnet wurden. Unter ihnen Herbert

Simon, John F. Nash, Reinhard Selten, John Harsanyi und William Vickrey.'?

Die Erliduterungen der Theorie fallen jedoch ebenso vielfiltig aus, wie ihre Anwendungsbereiche!'!, auch wenn
sie stets auf dieselbe Thematik zielen. Anlésslich der Verleihung dieses Nobelpreises fiir Wirtschaft versuchte
sich das Handelsblatt an einer Erlduterung der Mechanismus-Design-Theorie, die auch als Implementations-
Theorie bezeichnet wird!?, da diese einen wichtigen Teil der Mechanismus-Design-Theorie ausmacht!?, und
umschrieb sie mit der Fragestellung ,wie und mit welchen Verfahren (,,Mechanismen*) Menschen die Vertei-
lung knapper Ressourcen am besten organisieren sollten“!*. Ausgangspunkt hierfiir bieten die Beschreibun-
gen der ,unsichtbaren Hand des Marktes“ von Adam Smith aus dem Jahr 1776 und die Erkenntnisse, dass
die postulierten Preismechanismen und der Zusammenhang von Angebot und Nachfrage oft nur unter unrea-
listischen Bedingungen wie vollstédndiger Konkurrenz, vollstéindig substituierbaren Giitern und vollsténdiger
Information funktionieren.!® In der Realitit miissen jedoch externe Effekte und Informationsasymmetrien
beriicksichtigt werden, die dazu fiihren, dass das Handeln der Menschen nicht zu optimalen Ergebnissen
fiihrt.!% Die zentralen Fragestellungen der Theorie sind dabei, wie und wann Mirkte funktionieren, wann sie
versagen und welche unterschiedlichen Mechanismen es zur Allokation der betrachteten Ressourcen gibt.!”
Die Mechanismus-Design-Theorie versucht somit zu beantworten, wie die Regeln bzw. Anreize formuliert
werden miissen, damit es trotz beispielsweise asymmetrischer Informationen zu einem effizienten bzw. gesell-
schaftlich gewiinschten Resultat kommt. Im Zentrum der Betrachtung steht demnach, wie bereits erwihnt,

die Gestaltung optimaler Allokationsmechanismen.'®

Nach Nisan und Ronen ist die Mechanismus-Design-Theorie bemiiht zu untersuchen, wie privat bekannte
Priiferenzen von vielen Personen zu einer sozialen Auswahl, ,social choice®, aggregiert werden kénnen. Der
Schwerpunkt und das Interesse an der Theorie sind dabei hiufig auf Auktionen gelegt, wohl aufgrund der
Bedeutung fiir grofie Privatisierungen und die Vergabe von Frequenzen.!? Hier zeigt die Theorie auf, warum
eine Auktion meistens die effektivste Methode zur Allokation ¢ffentlicher Giiter unter bekannten, potentiellen
Kéufern ist und kann dariiber hinaus h#ufig auch die Frage beantworten, welche Art von Auktion fiir den

Verkiiufer den hochsten erwarteten Erlos erzielen wird.?? Dariiber hinaus kommt die Theorie beispielsweise

9Vgl. Committee (2007), S. 6.

10Vgl]. Berger und Multerer (2007).
11y gl. Berger und Multerer (2007).
12Vgl. Maskin und Baliga (2003), S. 4.
13Vgl. Committee (2007), S. 3.

14 Storbeck (2007).

15ygl. Storbeck (2007); vgl. weiter Committee (2007), S. 1.
16ygl. Berger und Multerer (2007).
17V gl. Storbeck (2007).

18y gl. Berger und Multerer (2007).
19V gl. Nisan und Ronen (2001), S. 169.
20vgl. Committee (2007), S. 1.



auch bei der Theorie der Monopolpreise, der optimalen Bestimmung von Steuern und Abstimmungsverfahren

zum Einsatz.2?

FEin Bereich der traditionellen Mechanismus-Design-Theorie behandelt somit die Thematik, wie sich optimale
Mechanismen finden lassen, die den erwarteten Erlss des Planers maximieren.?? Ein anderer Teil der Theorie
behandelt die Fragestellung, wie sich nicht unbedingt optimale aber effiziente Mechanismen schaffen lassen,

bei denen nicht die Maximierung des Erloses sondern die soziale Effizienz im Vordergrund steht.?3

In der Mechanismus-Design-Theorie wird somit der inverse Ansatz klassischer spieltheoretischer Problem-
stellungen verfolgt. Statt die gegebenen Ergebnisse eines Spiels und die Art und Weise, wie die Spieler ein
gegebenes Spiel spielen, zu betrachten, wird fiir ein festgelegtes Ergebnis von einem Planer ein Spiel gestaltet,
das die erwiinschten Ergebnispaare als Gleichgewicht ergibt und dessen Regeln von den Spieler angenommen
werden. Der Planer kann somit keinen Einfluss auf die Priiferenzen oder Aktionen der Spieler nehmen.?*
Anders formuliert bedeutet dies, dass die Regeln so gewiihlt werden miissen, dass das Ergebnis des Spiels
— das bei nicht-kooperativen Spielen und somit auch im Falle eines im Rahmen des Mechanismus-Designs
gestalteten Spiels immer ein Nash-Gleichgewicht darstellt — dem gewiinschten Verhalten entspricht. Hin-
ter einem der bekanntesten, wenn nicht dem bekanntesten Spiel der Spieltheorie, dem Gefangenendilemma,
steckt im Grunde nichts anderes als ein solches Mechanismus-Design. Ein Kommissar, der Planer des Spiels,
bestimmt die Verhtrmethoden so, dass sich die beiden Verdéchtigen verraten; das gegenseitige Verraten stellt
somit ein Nash-Gleichgewicht dar. Hinter dem von auflen wahrgenommenen Versagen der beiden Verdichti-
gen, die nicht kooperieren kénnen, verbirgt sich durch die vom Planer festgelegten Regeln ein eben solcher

Mechanismus, der die Verdiichtigen dazu bringen soll, sich gegenseitig zu verraten.?®

2.2 Matching

Unter dem Begriff Matching werden in der Spieltheorie Zuordnungs- und Allokationsprobleme behandelt, die
sich auf zweiseitige Mérkte beziehen und deshalb auch als ,,two-sided market games*, ,assignment games“
oder ,matching games“ bezeichnet werden. D.h. es wird die Fragestellung behandelt, wie sich eine eindeutige
Zuordnung von zwei Spielern finden lisst, die jeweils der anderen Seite des Marktes angehren.® Als zweiseitig
gelten diese Miirkte, da die Spieler, hiufig auch Agenten genannt?”, aus zwei endlichen, disjunkten Mengen

stammen, beispielsweise aus den Mengen Frauen und Ménner, Firmen und Arbeitnehmer oder Universitéiten

und Studenten.?® Warenmiirkte gehéren somit nicht zu diesen disjunkten Mérkten, da ein Spieler sowohl als

21Vgl. Krishna und Perry (1998), S. 1; vgl. weiter Committee (2007), S. 2.

22Vgl. Myerson (1981), S. 58; vgl. weiter Krishna und Perry (1998), S. 2.

23Vgl. Krishna und Perry (1998), S. 2.

24y gl. Osborne und Rubinstein (1994), S. 177.

25Vgl. Rieck (2009).

26ygl. Knorzer (2009), S. 6; vgl. weiter Jin (2005), S. 2.

27Vgl. Roth (1982), S. 617.

28V gl. Roth (1984b), S. 383; vgl. weiter Jin (2005), S. 2; vgl. weiter Gale und Shapley (1962), S. 9; vgl. weiter Sonmez (1997),

S. 197.



Kaufer als auch Verkiufer ein und desselben Gutes auftreten kann.?’

Bei den zweiseitigen Marktspielen werden diskrete und kontinuierliche Mirkte unterschieden, wobei sich
diskret und kontinuierlich auf die Ausprigung der Variablen bezieht.?? Als wahrscheinlich einfachstes Beispiel
fiir einen zweiseitigen diskreten Markt, , two-sided discrete market “, kann das Hochzeitsproblem, ,,marriage

problem , aufgefiihrt werden, auf welches in Abschnitt 3 genauer eingegangen wird.?!

Bei den hier betrachteten Modellen haben beide Seiten eine Priferenzordnung iiber die Menge der jeweils
anderen Seite.?? Je nach Modell wird hierbei unterschieden, ob beispielsweise ordinale oder kardinale Pri-
ferenzniveaus zuliissig sind und ob Indifferenzen in den Priferenzlisten auftreten diirfen.?® Grundsitzlich
kann die Problemstellung dabei entweder hinsichtlich einer der beiden Priiferenzlisten optimiert werden,
oder aber es werden die Interessen beider Seiten bei der Zuordnung gleichermaflen beriicksichtigt, so dass
es zur Ausnutzung privater Informationen in Form der wahren Priiferenzen durch die Angabe einer falschen
Priferenzordnung kommen kann, um so aus Sicht des Spielers eine Verbesserung bei der Zuordnung zu

erzielen.34

Allgemein lésst sich die umkehrbar eindeutige Zuordnung zweier Spieler disjunkter Mengen durch ein solches

Spiel darstellen als eine Funktion z von Rzu @ :
z:RUQ — RUQU {e} mitz(r) = ¢gdann und nur dann wenn z (q) = r

Wobei r = 1,2,..., R die einzelnen Agenten der einen Seite und ¢ = 1,2,...,Q die einzelnen Agenten der
anderen Seite darstellen, die jeweils eine vollstéindige Priferenzordnung iiber die Menge der Agenten der

anderen Seite haben, zuziiglich der Alternative nicht zugeordnet zu werden {e}.*

3 Das Hochzeitsproblem

3.1 Modelldarstellung

Das wie bereits erwiihnt wahrscheinlich einfachste Beispiel fiir einen zweiseitigen diskreten Markt ist das
von David Gale und Lloyd Shapley 1962 vorgestellte Hochzeitsproblem, welches zwei disjunkte Mengen von
Agenten umfasst, Manner (M = {my, ma,...,m,}) und Frauen (W = {wq,wa, ..., w,}).% Die Préferenzen

liegen auf beiden Seiten lediglich auf ordinalen Niveaus vor, so dass das Hochzeitsproblem vom klassischen

29Vgl. Jin (2005), S. 2.

30vgl. Jin (2005), S. 2 f, S. 13 und S. 19.

31Vgl. Roth (1984b), S. 383.

32vgl. Roth (1982), S. 617; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 6; vgl. weiter Gale und Shapley (1962), S. 9.

33Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 9.

34ygl. dhnlich bei Knorzer (2009), S. 1 f.

35Vgl. Knorzer (2009), S. 5 f.

36Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11; vgl. weiter Roth (1984b), S. 383; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 6; vgl. weiter Roth

(1985), S. 278.



Zuordnungsproblem abweicht.?” Zur Vereinfachung wird dabei im urspriinglichen Modell angenommen, dass
die beiden disjunkten Mengen die gleiche Grofle haben, dass keine Indifferenzen auftreten, d.h. die Agenten

38 und dass es fiir jeden Agenten vorzuziehen ist, einem Agenten der anderen Menge

haben strikte Priiferenzen
zugeordnet zu sein, statt gar nicht zugeordnet zu sein.?” Letztere Annahme wurde in spéteren Diskussionen

jedoch h#ufig nicht mehr gefordert, so dass Agenten als inakzeptabel angegeben werden kénnen.

Im Sinne des Hochzeitsproblems bedeutet dies im klassischen Modell, dass n Méinner und n Frauen je-
weils das andere Geschlecht entsprechend ihrer Priiferenzen in Bezug auf einen zukiinftigen Ehegatten klas-
sifizieren, um hieraus eine zufriedenstellende Lésung zu finden, bei der alle Teilnehmer verheiratet wer-
den.’® Dabei kennzeichne w;P(m)wy, dass Agent m die Agentin w; gegeniiber der Agentin wy, préferiert,
und w; R(m)wy, dass er entweder w; vor wy préferiert oder indifferent ist, was aufgrund strikter Prife-
renzen jedoch nur bei ;7 = k moglich ist. Entsprechende Notation gilt fiir die Préferenzen der Frauen.
P =(P(mi),...,P(my), P(wi),...,P(wp)) kennzeichne dariiber hinaus den Vektor der Priferenzord-
nung jedes Agenten. Die Priferenzen der Agenten iiber alternative Zuordnungen x und y entsprechen ih-
ren Priferenzen iiber ihre potentiellen Partner; d.h. jeder Mann priferiert = gegeniiber y dann und nur
dann, wenn er x(m) gegeniiber y(m) priferiert.*! Das Resultat eines solchen Marktes ist die Paarbil-
dung von Agenten, welche durch eine umkehrbare Funktion x von M zu W im oben skizzierten Sinne
der allgemeinen Funktion repriisentiert wird, so dass fiir einen beliebigen m aus M und w aus W gilt:

x (m) = wdann und nur dann, wenn z (w) = m.*?

3.2 Stabilitét

Grundlegend fiir das Modell ist die Forderung nach einer stabilen Zuordnung.** Eine Zuordnung z gilt
dann als instabil, wenn ein Agent m; aus M und eine Agentin w; aus W existieren, die nicht miteinander
verheiratet sind (d.h. w; # x(m;)), sich jedoch gegeniiber ihren in = zugeordneten Partnern préferieren, d.h.
w; P (m;) x (m;) und m; P (w;) z(w,). Eine Zuordnung x gilt als stabil, wenn sie gem#8 dieser Definition nicht

t.44

instabil is Die Menge der stabilen Zuordnungen in Bezug auf einen Vektor P von Priiferenzordnungen

wird mit C(P) bezeichnet. Die Menge der erreichbaren Paarungen eines beliebigen Mannes sei die Menge
der bei einer stabilen Zuordnung erreichten Paarungen A,, (P) = {z(m)|x € C (P)}; analoges gilt fiir die

Menge der Frauen.*®

37Vgl. Knorzer (2009), S. 6.

38Vgl. Roth (1985), S. 278.

39Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 9, S. 11; vgl. weiter Roth (1984b), S. 383.

40ygl. Gale und Shapley (1962), S. 11.

41Vgl. Roth (1985), S. 278.

42vgl. Roth (1984b), S. 383; vgl. weiter Roth (1985), S. 278.

43Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 6.

44vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11, vgl. weiter Roth (1984b), S. 383; vgl. weiter Roth (1985), S. 278.
45Vgl. Roth (1985), S. 279.



3.3 Optimalitit

Grofle Bedeutung kommt nach der Bestimmung moglicherweise vieler stabiler Zuordnungen der Findung
einer optimalen Zuordnung zu. Denn selbst wenn stabile Zuordnungen existieren, ist noch nicht sichergestellt,
dass es auch eine optimale Zuordnung gibt.* Eine stabile Zuordnung ist dann aus Sicht der Minner (M-
optimal) bzw. Frauen (W-optimal) optimal, wenn jeder Mann bzw. jede Frau unter ihr mindestens genauso
gut gestellt ist wie unter irgendeiner anderen stabilen Zuordnung.*” Wie es zu einer M-optimalen bzw. W-
optimalen Zuordnung — kein Mann bzw. keine Frau ist unter einer anderen stabilen Zuordnung besser gestellt

als unter der M- bzw. W-optimalen stabilen Zuordnung*® — kommt, wird im weiteren Verlauf erliutert.

3.4 Beispiel

Die Priiferenzen von je drei Frauen und Méannern seien gegeben durch folgende Vektoren der Préferenzord-

nungen:

P(my) =wi,we,ws P (w1)=ma,mg,mi
P (ms2) = wo,ws,wy P (wz) =ms3,my,ma

P (m3) = ws,wi,wpy P (w3) =my,ma,ms

Dies lisst sich auch in einer Matrix wiedergeben, welche die Rangordnungen entsprechend ausweist:

wy | wa w3
mi | 1,3]2,2]3,1
mo | 3,1] 1,322
ms | 2,2]3,1]1,3

Tabelle 1: Priferenzmatrix im Hochzeitsproblem

Die erste Zahl in der Matrix gibt dabei die Rangfolge der Frauen durch die Ménner und die zweite Nummer
die Rangfolge der Ménner durch die Frauen an. In diesem Fall préferiert mq somit w; vor wy vor wz, wihrend
wy jedoch my vor ms vor my vorzieht.*? Die Priiferenzen sind somit strikt und individuell rational, d.h. kein

Agent zieht es vor, unverheiratet zu bleiben.""
Insgesamt sind die folgenden neun geordneten Paare grundsitzlich moglich:®!

M x W = {(my;w1), (m1;w2) , (m1;ws) , (m2;w1) , (ma;wa) , (Ma;ws) , (m3;wi) , (ma;wa2) , (m3;ws) }

46vgl. Gale und Shapley (1962), S. 10.

47Vgl. Roth (1984b), S. 384; vgl. weiter Gale und Shapley (1962), S. 10, S. 13.

48Vgl. Roth (1984b), S. 384; vgl. weiter Roth (2008), S. 540.

49Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 7, vgl. weiter Jin (2005), S. 15.
50Vgl. Roth (1985), S. 278.

51Vgl. Knorzer (2009), S. 7.



Aus diesen lassen sich sechs mogliche Mengen von Hochzeiten ableiten:®?

X1 = {(my;w),

X2:{

(
(
Xs = {(myws
Xy = A{(
X5 = {(
(

Xe = {(mi;ws),

Von diesen sechs moglichen Mengen von Hochzeiten sind lediglich drei Zuordnungen stabil - X;, X4, Xs.
Bei X erhiilt jeder Mann seine erste Wahl und jede Frau nur ihre letzte Wahl, dennoch ist diese Zuordnung
stabil im Sinne der oben gegebenen Definition. Bei der stabilen Zuordnung X5 erhilt hingegen jede Frau ihre
erste Wahl und jeder Mann seine letzte Wahl. Die stabile Zuordnung X, hingegen stellt einen Mittelweg dar,
bei dem jeder Agent, egal ob Mann oder Frau, seine zweite Wahl erhilt.’3 Es ist leicht ersichtlich, dass die
anderen Zuordnungen nicht stabil sind. Im Falle von X5 beispielsweise, bei der mg3 mit we und w; mit my
lediglich seine bzw. ihre dritte und somit letzte Wahl erhalten, priferieren sich mj3 und w; gegeniiber ihren

in X5 zugeordneten Partnern wy und m;.

Ein moglicher Algorithmus, die ,deferred acceptance procedure  der zu einer stabilen Zuordnung fiihrt, wird

im folgenden Abschnitt erldutert.

3.5 Algorithmus

Bei der Fragestellung, ob immer eine stabile Zuordnung existiert, fithrten Gale und Shapley in ihrem 1962
veroffentlichten Artikel |, College Admissions and the Stability of Marriage“ einen als ,deferred acceptance

5 mit dessen Hilfe stabile Zuordnungen gefunden werden sollten.

procedure “ bekannten Algorithmus ein
Gleichzeitig stellten sie dabei fest, dass fiir ein solches Zuordnungsspiel wie das Hochzeitsproblem stets
mindestens eine stabile Zuordnung als Losung existiert, so dass es kein Paar gibt, das lieber miteinander

verheiratet wire als mit dem im Matching zugeordneten Partner.?®

Der Algorithmus nach Gale und Shapley (1962) basiert auf einer iterativen Prozedur.

Schritt 1:

1. Jeder Mann m; € M macht seiner favorisierten Frau w; € W einen Heiratsantrag.

52Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 7.
53Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11.
54Thnen war zu diesem Zeitpunkt nicht bekannt, dass das National Resident Matching Program (NRMP), damals noch

National Intern Matching Program (NIMP) genannt, einen entsprechenden Algorithmus bereits seit 1950 in den USA einsetzte,

um angehende Arzte und Krankenhiuser zuzuordnen, wie Roth (1984a), S. 1013, zeigt.
55Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 12 f.



2. Jede Frau wj, die mehr als einen Heiratsantrag erhilt, lehnt alle Heiratsantrdge aufler den von dem
unter diesen am meisten favorisierten Mann ab. Der unter den Antragsstellern favorisierte Mann wird
von der Frau jedoch noch nicht akzeptiert, sondern auf ihre ,Warteliste“ gesetzt, um abzuwarten, ob

im Folgenden ein bevorzugter Mann ebenfalls einen Antrag macht.
Schritt k:

1. Jeder Mann m;, der im vorherigen Schritt abgelehnt wurde, macht der am meisten favorisierten Frau

wj, der er noch keinen Antrag gemacht hat, einen Heiratsantrag.

2. Jede Frau w; setzt den unter allen Antragsstellern (inklusive einem eventuell auf der Warteliste befind-
lichen Mann aus Schritt k-1) favorisierten Mann m; auf ihre Warteliste und lehnt alle anderen Ménner

ab.

3. Zuriick zu Schritt k, bis kein Mann mehr abgelehnt wird.

Sobald kein Mann mehr abgelehnt wird, bricht der Algorithmus ab und jeder Mann m; wird mit der Frau
w; verheiratet, auf deren Warteliste er sich befindet.’® Solange eine Frau keinen Antrag erhalten hat, wird
der Algorithmus demnach aufgrund der anfinglich gemachten Bedingungen immer wieder Ablehnungen
und neue Antrige hervorbringen und sicherstellen, dass im Laufe der Zeit jeder Frau ein Antrag gemacht
wird.’” Dariiber hinaus ist sichergestellt, dass der Algorithmus terminiert, da ein Mann keiner Frau ein
zweites Mal einen Antrag machen wird.’® Die resultierende Zuordnung ist stabil, da jeder Mann m;, der
eine Frau wj gegeniiber seiner zugeordneten Partnerin préferiert, wy bereits einen Antrag gemacht haben
und von wj, im Laufe des Algorithmus abgelehnt worden sein muss, da diese einen anderen antragenden
Mann bevorzugt hat.?® Dariiber hinaus ist die so gefundene Zuordnung die M-optimale Zuordnung, die jeder
Mann mindestens so hoch schiitzt wie jede andere stabile Zuordnung®®, da jeder Mann seiner am meisten
priferierten, moglichen Partnerin zugeordnet wird. Eine entsprechend symmetrische Prozedur, bei der die
Frauen den Ménnern Antrédge machen, fiihrt erwartungsgemif zur W-optimalen Zuordnung. Die Zuordnung

wird in beiden Fillen nur dann identisch sein, wenn lediglich eine einzige stabile Zuordnung existiert.%!

Dariiber hinaus haben Gale und Shapley (1962) gezeigt, dass die Bedingung gleich groer Mengen fiir Frauen
und Ménner beim vorgestellten Algorithmus entbehrlich ist. Bei ¢ Ménnern und j Frauen mit ¢ < j terminiert
der Algorithmus, wenn ¢ Frauen ein Antrag gemacht wurde. Wenn i > j gilt, terminiert der Algorithmus,
wenn jeder Mann entweder auf der Warteliste einer Frau steht oder von allen Frauen abgelehnt wurde. In

beiden Fillen ist die gefundene Zuordnung ebenfalls stabil.®?

56Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 12; vgl. weiter Roth (1984b), S. 384 f.
57Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 12.

58Vgl. Roth (2008), S. 540.

59Vgl. Roth (1984b), S. 385; vgl. weiter Roth (2008), S. 540.

60vgl. Roth (2008), S. 540.

61Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 13.

62Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 13.
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Anhand eines Beispiels wird die Vorgehensweise des Algorithmus noch einmal ausfiihrlich erldutert, wobei
die Ménner den Frauen die Antriige machen, so dass eine M-optimale, stabile Zuordnung gefunden wird. Die

Priferenzen von vier Frauen und fiinf Ménnern seien gegeben durch folgende Vektoren der Priiferenzordnun-

gen:%3

= M2,M3, M1, M5, 14

(w1)

(wo) = m1, ma, m3, My, M5
(w3) = ms, mz, m1, M2, My
(wa)

= W4, W3, W2, W1

P (mq) P
P (ms) P
P (m3) = wi,wa, w3, wy P
P (my) p = mg, ms, My, Ma, My
P (ms)

= Wz, W4, W1, W3
Erster Schritt:

1.) Von den Ménnern werden folgende Heiratsantréige gestellt:

e m, macht ws einen Antrag;
e mo und ms machen wo einen Antrag;
e mg3 macht w; einen Antrag;
e m, macht w, einen Antrag.
2.) Von den Frauen werden folgende Ablehnungen und Wartelisten vorgenommen:
e w; setzt mg auf die Warteliste;
e w, lehnt ms ab und setzt mo auf die Warteliste;
e w; setzt my auf die Warteliste;

e wy setzt my auf die Warteliste.

my wy
m; W
ms W3
m4 * ............. ’ W4
ms

Abbildung 1: Zuordnungen nach dem ersten Schritt

63 Ahnlich bei Jin (2005), S. 16.
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Zweiter Schritt:
1.) Im vorherigen Schritt abgelehnte Ménner machen ihrer néichsten Wahl einen Antrag:
e ms5 macht wy einen Antrag
2.) Von den Frauen werden folgende Ablehnungen und Wartelisten vorgenommen:

e wy lehnt my4 ab und setzt ms auf die Warteliste.

my Wi
m; W
ms W3
my _-wy
m- " -

Abbildung 2: Zuordnungen nach dem zweiten Schritt

Dritter Schritt:
1.) Im vorherigen Schritt abgelehnte Ménner machen ihrer nichsten Wahl einen Antrag:
e my4 macht ws einen Antrag.
2.) Von den Frauen werden folgende Ablehnungen und Wartelisten vorgenommen:

e w3 lehnt my4 ab und behilt m; auf der Warteliste.

my Wq
m; W»
ms W3
My .- - Wy
mg 7 -

Abbildung 3: Zuordnungen nach dem dritten Schritt

Vierter Schritt:

1.) Im vorherigen Schritt abgelehnte Ménner machen ihrer nichsten Wahl einen Antrag:

12



e my4 macht wo einen Antrag.
2.) Von den Frauen werden folgende Ablehnungen und Wartelisten vorgenommen:

e wy lehnt my4 ab und behilt mq auf der Warteliste.

my Wi
my Ws
ms Wy
my - wy
ms; @7 ]

Abbildung 4: Zuordnungen nach dem vierten Schritt

Fiinfter Schritt:
1.) Im vorherigen Schritt abgelehnte Ménner machen ihrer nichsten Wahl einen Antrag:
e my macht w; einen Antrag.
2.) Von den Frauen werden folgende Ablehnungen und Wartelisten vorgenommen:

e w; lehnt my4 ab und behilt ms auf der Warteliste.

my Wy
m, Wy
my W3
my Wy
ms &~ -

Abbildung 5: Zuordnungen nach dem fiinften Schritt

An dieser Stelle terminiert der Algorithmus, wie zuvor definiert, da my4 von allen Frauen abgelehnt wurde
und alle anderen Ménner sich auf einer Warteliste befinden. Die gefundene, stabile, M-optimale Zuordnung
lautet somit:

X1 = {(m1;w3), (ma;wa), (ma;w1) , (Ma;e) , (ms; wa) }

13



wobei € gemiifl der in Abschnitt 2.2 gemachten, allgemeinen Definition und aufgrund der im Beispiel nicht
beriicksichtigten Bedingung gleich grofler Mengen der hier notwendigen Alternative ,nicht zugeordnet zu

sein“ entspricht.

Interessant ist in diesem Zusammenhang, ob die gefundene, M-optimale Zuordnung in diesem besonderen
Fall unterschiedlich grofier Mengen auch der W-optimalen Zuordnung entspricht und es sich somit bei der
stabilen Zuordnung um die einzig stabile Zuordnung handelt. Um dies zu iiberpriifen, wird obiges Beispiel
unter identischen Priiferenzlisten, die zur besseren Ubersicht erneut aufgefiihrt werden, noch einmal im

symmetrischen Sinne durchgefiihrt.

= M2, M3, M1y, Ms, M4

)

wa) = M1, M2, M3, My, M5
) = ms,m3, M1, Ma, My
)

4, W3, W2, W1

P(mi)=w P
P(my) =w P
P (m3) = wy,wa, w3, wy P
P (my) =w P = mg, ms, My, M2, My
P (ms) =w

2, W4, W1, W3
Erster Schritt:
1.) Von den Frauen werden folgende Heiratsantrige gestellt:
e w; macht mo einen Antrag;
e wy macht mp einen Antrag;
e w3 macht ms einen Antrag;
e w4 macht mg einen Antrag.
2.) Von den Ménnern werden folgende Ablehnungen und Wartelisten vorgenommen:
e m setzt wy auf die Warteliste;
e my setzt wy auf die Warteliste;
e mg setzt wy auf die Warteliste;

e my setzt ws auf die Warteliste.

In diesem Fall terminiert der Algorithmus, wie zuvor bereits definiert, bereits nach vier Heiratsantriigen und
somit nach dem ersten Schritt, da die Frauen in der Unterzahl sind und es aufgrund der Préferenzlisten zu
keinerlei Ablehnungen seitens der Ménner kommt. Die so gefundene, stabile, dieses Mal jedoch W-optimale
Zuordnung ist nicht identisch mit der zuvor ermittelten M-optimalen Zuordnung, so dass diese nicht die

einzige stabile Zuordnung darstellte. Die W-optimale Zuordnung fiir obiges Beispiel lautet:
Xo = {(m1;w2) , (m2;w1) , (m3;wa) , (Mase), (ms;ws)}

14



my *__ o e & wy
S
m, « e w,
m3 .- ~ W3
. -
my PO Wy

Abbildung 6: Zuordnungen nach dem ersten Schritt

Die Frauen erhalten bei der W-optimalen Zuordnung ihre ersten Priferenzen. Wie bei der M-optimalen

Zuordnung bleibt auch bei der W-optimalen Zuordnung m4 unverheiratet.

Aus diesem Algorithmus folgern einige Ergebnisse, die sich auch schon im obigen Beispiel andeuten und die

im folgenden Abschnitt in Form von Theoremen festgehalten werden.

3.6 Theoreme

Theorem 1:

Fiir jedes Zuordnungsspiel im Sinne des Hochzeitsproblems existiert mindestens eine stabile Zu-
ordnung. D.h. die Menge C(P) von stabilen Zuordnungen in Bezug auf einen beliebigen Vektor

P=(P(mi),...,P(my,), P(w1),...,P(wpy)) von Priferenzordnungen ist nichtleer.®!

Theorem 1la:

Die Menge der stabilen Zuordnungen konstituiert den Kern des Spiels.%®

Als Kern wird in einem kooperativen N-Personen-Spiel die ,Menge aller pareto-optimalen, durch keine Ko-

alition dominierten Ergebnisse definiert “%¢.

Theorem 2:

Die Menge C(P) von stabilen Zuordnungen im Hochzeitsproblem enthélt fiir strikte Priferenzen
eine M-optimale Zuordnung z* mit der Eigenschaft, dass fiir jeden Mann m aus M z*(m) die am
meisten priiferierte, erreichbare Zuordnung ist. Bezugnehmend auf die Definition in Abschnitt
3.1 bedeutet dies: z* (m) R (m)x(m) fiir jede andere stabile Zuordnung x. Sie enthilt zudem
eine W-optimale Zuordnung y* fiir die y* (w) R (w) y(w) fiir jede Frau w aus W und jede andere

stabile Zuordnung y gilt.%”

64vgl. Gale und Shapley (1962), S. 12 f; vgl. weiter Roth (2008), S. 540; Roth (1985), S. 279.
65Vgl. Roth (1985), S. 278; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 9; vgl. weiter Roth (1984b), S. 383.
66 Knorzer (2009), S. 9.

67Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 14; vgl. weiter Roth (1985), S. 279; vgl. weiter Roth (2008), S. 540 f.
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Theorem 2a:

Die M-optimale, stabile Zuordnung aus Sicht der Ménner ist bei strikten Priferenzen zugleich
die schlechteste stabile Zuordnung aus Sicht der Frauen. Die W-optimale, stabile Zuordnung aus
Sicht der Frauen ist zugleich die schlechteste stabile Zuordnung aus Sicht der Méanner (Lattice

theorem).%®

Theorem 3:

Die M- und W-optimalen Zuordnungen sind nur dann identisch, wenn lediglich eine einzige stabile

Zuordnung existiert.%’

Theorem 4:

Auch bei ungleich grolen Mengen M und W existiert im Hochzeitsproblem eine stabile Zuord-

nung.”

Theorem 5:

Die bei ungleich groflen Mengen nicht zugeordneten Agenten sind bei jeder stabilen Zuordnung

identisch.™

Theorem 6:

Im Hochzeitsproblem existiert weder eine stabile noch eine instabile Zuordnung z, die jeder
Mann der M-optimalen, stabilen Zuordnung z* vorzieht. D.h. fiir keine beliebige Zuordnung z
gilt z(m) P (m)z*(m) fir alle m € M. Die M-optimale Zuordnung ist fiir die Ménner somit
schwach pareto-optimal in der Menge aller Zuordnungen. Symmetrisches gilt fiir die W-optimale

Zuordnung.”

Es hat sich jedoch gezeigt, dass, selbst wenn keine stabile oder instabile Zuordnung existiert, die von allen
Ménnern bevorzugt wird, zumindest instabile Zuordnungen existieren kénnen, die von allen Ménnern min-
destens gleich gut bewertet werden wie die M-optimale Zuordnung x* und von einigen Ménnern priferiert

werden. Theorem 8 kann nicht auf strikte Pareto-Optimalitéit erweitert werden, wie folgendes Beispiel zeigt:

68Vgl. Roth (1985), S. 279; vgl. weiter Roth (2008), S. 542; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 10.
69Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 13.

70V gl. Gale und Shapley (1962), S. 13.

"1Vgl. Roth und Sotomayor (1990), S. 42; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 9 und Roth (2008), S. 542.
72V gl. Roth (1985), S. 279; vgl. weiter Roth (2008), S. 542.
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Mengen:

M = {myi,ma,m3} und W = {wq, we, ws}

Praferenzlisten:

P(my) = wg,w1,wg P (wy) =my,ma,ms
P (m2) = wi, w2, w3 P (wz) =m3,my, ma

P (m3) = wi,ws,wg P (w3) =mq,ma,ms

Die M-optimale Zuordnung x* ist gegeben durch:

¥ = {(my;wr), (ma;ws), (Mm3; wa) }

Bei dieser Zuordnung erhilt sowohl m; als auch mg seine zweite Wahl, my erhélt mit w3 jedoch nur
seine dritte und somit letzte Wahl. Bei der instabilen Zuordnung z = {(mq;ws), (ma; ws) , (ms;w1)}
erhalten m; und mg hingegen jeweils ihre erste Wahl, so dass beide strikt besser gestellt sind als

bei der M-optimalen Zuordnung z*, und my ist nicht schlechter gestellt.”

4 Das ,,college admissions problem*

Das Hochzeitsproblem stellt einen Spezialfall des ,college admissions problem“ dar.™ Im Folgenden wird

zum weiteren Verstdndnis kurz auf die Definition dieses allgemeineren Modells eingegangen.

4.1 Modelldarstellung

Wie beim Hochzeitsproblem bestehen die Agenten im ,college admissions problem “ aus zwei disjunkten
Mengen C = {c1,...,¢n}, die Menge der Universitdten, und S = {s1,...,s,}, die Menge der Studenten.
Anders als beim Hochzeitsproblem sucht beim ,college admissions problem “ nicht jeder Agent eine Zuord-
nung zu genau einem Agenten der anderen Menge, sondern mehrere Studenten konnen einer Universitét
zugeordnet werden.” Es handelt sich somit um eine so genannte ,,many-to-one “~Zuordnung.”® Jede Univer-
sitét ¢; hat jedoch nur eine beschriinkte Anzahl an Studienplitzen und kann so nur einen Teil der Studenten
aufnehmen, was durch ihre Quote ¢; gekennzeichnet ist.”” Aquivalent sind die beiden Modelle, wenn ¢; = 1
fiir jedes ¢; aus C gilt, so dass jeder Universitit genau ein Student und jeder Student genau einer Uni-

versitit zugeordnet wird.”® Wie beim Hochzeitsproblem hat auch beim ,college admissions problem “ jeder

73V gl. Roth (2008), S. 542 f.

74Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 11; vgl. weiter Roth (1985), S. 277, S. 281.
75Vgl. Roth (1985), S. 277.

76Vgl. Roth (2008), S. 545.

TTVgl. Roth (1985), S. 280; vgl. weiter Gale und Shapley (1962), S. 9.

"8Vgl. Roth (1985), S. 281.

17



Student s strikte Priferenzen P (s) iiber die Menge C' U {e} und jede Universitit ¢ strikte Préferenzen P(c)
iiber die Menge S U {e}. Eine Zuordnung im ,college admissions problem* ist definiert als die Beziehung
z:CUS — CUSU{e} mit |z (s)| =1 fiir alle s aus S und |z (¢;)| = ¢; fiir alle ¢; aus C und fiir jedes ¢ aus
C und s aus S ist z (s) = ¢ dann und nur dann, wenn s € z(c).” Durch diese Definition wird sichergestellt,
dass keiner Universitdt mehr Studenten zugeordnet werden als Studienplidtze verfiigbar sind und dass kein
Student mehr als einer Universitéit zugeordnet wird. Die im Abschnitt 3.1, 3.2 und 3.3 getroffenen Definitio-
nen beziiglich der Priiferenzen, Stabilitdt und Optimalitét einer Zuordnung gelten entsprechend auch fiir das
,college admission problem “8° Gale und Shapley (1962) gingen davon aus, dass sich die Ergebnisse und der

81

Algorithmus des Hochzeitsproblems problemlos auf das , college admissions problem “ iibertragen lassen®",

dies ist jedoch nicht immer problemlos der Fall, wie sich auch im folgenden Kapitel zeigen wird.®?

Vor allem in der Praxis von Bedeutung und beispielsweise auch in Deutschland von Relevanz ist der angepass-
te Fall, dass eine Universitdt nicht nur eine einzige Quote fiir alle Bewerber aufweist, sondern Kontingente
fiir unterschiedliche Gruppen von Bewerbern bereithalten muss; beispielsweise fiir Studenten mit Wartese-
mestern.®?

Eng verwandt mit dem ,college admissions problem“ ist das ,school choice problem“ bei welchem die
Universitidten keine Priferenzen iiber einzelne Studenten besitzen, sondern bei dem diejenigen Studenten,
die die Universitit hoher wertschiitzen, meist unabhiingig von ihrer Qualifikation®* vorgezogen werden. In
diesem Fall sind lediglich die Studenten als Spieler anzusehen und es handelt sich um einen einseitigen Markt

mit zentralem Clearinghaus.®®

4.2 TUbertragbarkeit der Theoreme des Hochzeitsproblems

Im Folgenden soll betrachtet werden, ob sich die im Abschnitt 3.6 fiir das Hochzeitsproblem aufgestellten

Theoreme ebenfalls auf das , college admissions problem “ {ibertragen lassen.

Theorem?T:

Die Theoreme 1, 2, 3, 4 und 5 kénnen entsprechend auf das ,college admissions problem “ {iber-

tragen werden.5

7 Vgl. Roth (1985), S. 280.

80Vgl. ausfiihrlicher bei Roth (1985), S. 281.

81Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 13 f.

82Vgl. Roth (1985); vgl. weiter Knorzer (2009), S. 15.

83Vgl. Braun, Dwenger et al. (2010), S. 30; vgl. weiter Abdulkadiroglu (2005), S. 12 ff.

84V gl. Braun, Dwenger et al. (2010), S. 7.

85Vgl. Braun, Dwenger et al. (2010), S. 5 und Abdulkadiroglu und Sénmez (2003), Abdulkadiroglu, Pathak et al. (2005) sowie

Ergin und Soénmez (2006) fiir eine Abgrenzung beider Probleme, worauf in dieser Arbeit nicht nidher eingegangen werden soll.
86Fiir Theorem 1, 2, 3 und 4 vgl. Gale und Shapley (1962), S. 13 f und Knorzer (2009), S. 12; fiir Theorem 1 und 2 vgl. weiter

Roth (1985), S. 281; fiir Theorem 5 vgl. Knorzer (2009), S. 12.
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Theorem 2 muss aufgrund der Quote der Universitédten jedoch wie folgt etwas abweichend formuliert werden:

Die Menge C(P) von stabilen Zuordnungen im ,college admissions problem“ enthilt eine C-
optimale, stabile Zuordnung x* mit der Eigenschaft, dass fiir jede Universitit ¢ aus C' mit Quote
q, z(c) die am meisten priferierten, erreichbaren Studenten enthiilt, falls die Anzahl & der fiir ¢
erreichbaren Studenten mindestens ¢ betrigt, oder anderenfalls alle von c¢ erreichbaren Studenten
enthiilt und ¢ — k Plétze unzugeordnet ldsst. Die Menge C/(P) enthélt zudem eine S-optimale Zu-
ordnung y* fiir die y* (s) R (s) y(s) fiir jeden Studenten s aus S und jede andere stabile Zuordnung
y gilt.8”

Fiir Theorem 5 gilt entsprechend folgende genauere Betrachtung:

Bei strikten Priferenzen iiber Individuen und responsive®® Priiferenzen der Universitiiten ist die
Menge®® der zugeordneten Studenten (Agenten) in jeder stabilen Zuordnung identisch, d.h. die
nicht zugeordneten Agenten sind ebenfalls identisch. Dariiber hinaus werden jeder Universitit, die
bei einer beliebigen stabilen Zuordnung freie Studienplitze aufweist, bei jeder stabilen Zuordnung

exakt die gleichen Studenten zugeordnet.’’

Theorems8:

Theorem 6 des Hochzeitsproblems kann nicht auf das ,college admissions problem “ iibertragen

werden.9!

Das ,college admissions problem“ ist fiir die Ubertragung des Theorems 6 nicht ausreichend definiert, da
die Universitéiten, die anders als beim Hochzeitsproblem eine Quote gréfler Eins aufweisen konnen, in die-
sem Fall nicht nur Priferenzen iiber die Studenten selbst haben miissen, sondern auch Priferenzordnungen
iiber die unterschiedlichen Mengen von Studenten, die ihnen zugeordnet werden kénnen. Doch selbst eine
entsprechende Anpassung der Definition des Modells fiihrt nicht dazu, dass Theorem 6 iibertragen wer-
den kann, solange die Priiferenzen iiber Mengen von Studenten responsive sind, d.h. dass die Priferenzen
iiber die Mengen von Studenten mit den Priiferenzen der Universititen iiber einzelne Studenten in einer
plausiblen Beziehung stehen. Eine Universitit, die responsive Priferenzen aufweist, zieht von zwei Zuord-
nungen, die sich nur in einem Studenten unterscheiden, diejenige Zuordnung vor, die den hoher geschétzten

Studenten enthilt. Im Sinne der bisher getroffenen Definitionen ldsst sich responsive wie folgt definieren:

87Vgl. Roth (1985), S. 281.

88Fiir eine Erliuterung siche die folgenden Ausfithrungen zu Theorem 8.

89Der Begriff ,Menge* ist hier grundsiitzlich im mathematischen Sinne und nicht etwa als Anzahl zu verstehen.
90Vgl. Roth (2008), S. 556.

91Vgl. Roth (1985), S. 282 und S. 283 f fiir einen Beweis.
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y(c) P# (e)x (c) ly(c) = z(c) U {sk}\{o},0 € z(c), s ¢ x(c) und 5P (c) o, wobei P#(c) die Priiferenzord-
nung der Universitéit ¢ iiber alle Zuordnungen z(c) kennzeichne, die sie bei irgendeiner Zuordnung z des
Modells erhalten kénnte.?? Studenten sind gemif dieser Definition Substitute und keine Komplemente, d.h.
es gibt keinen Studenten, der nur zusammen mit einem anderen Studenten begehrenswert ist.”® Theorem 6
ist unter der Annahme von responsive Priferenzen somit nicht auf das , college admissions problem “ {iber-
tragbar.”® Ein Beweis dieser Aussage anhand eines widerlegenden Beispiels findet sich bei Roth (1985), S.
283 f.

Allerdings muss Theorem 6 nicht in vollem Umfang zuriickgewiesen werden, so dass folgendes Theorem

Giiltigkeit besitzt:

Theorem 8%*:

Im ,college admissions problem “ existiert weder eine stabile noch eine instabile Zuordnung z, die
jeder Student der S-optimalen, stabilen Zuordnung z* vorzieht. D.h. fiir keine beliebige Zuordnung
z gilt z(s) P (s)xz*(s) fiir alle s € S. Die S-optimale Zuordnung ist fiir die Studenten somit
schwach pareto-optimal in der Menge aller Zuordnungen. Symmetrisches gilt jedoch wie gezeigt

nicht fiir die C-optimale Zuordnung, sofern die Universititen repsonsive Priferenzen aufweisen.”’

Folglich kénnen Zuordnungen existieren, die von allen Universititen strikt gegeniiber der C-optimalen Zu-

ordnung priiferiert werden.

5 Manipulation

Wie bereits in Abschnitt 2.2 erwihnt, kann es durch die Agenten zur Ausnutzung privater Informationen in
Form der wahren Priferenzen durch die Angabe falscher Priferenzordnung kommen, um sich selbst besser zu
stellen. Da die jeweiligen Priferenzen nur dem Agenten selbst bekannt sind, induziert jedes Zuordnungsver-
fahren, das eine Zuordnung als eine Funktion der angegebenen Priiferenzen bedingt, ein nichtkooperatives
Spiel mit asymmetrischer Information, in dem die Menge der Strategien eines Agenten aus allen mogli-
chen Priiferenzen besteht, die er angeben konnte.”® Gale und Shapley (1962) haben, wie bereits erwiihnt,
gezeigt, dass die ,deferred acceptance procedure “ bei wahrer Priferenzangabe immer zu einer stabilen Zu-
ordnung fiihrt, beim Feld der Manipulationen muss der Algorithmus jedoch mit den tatsiichlich gemachten,

aus privater Information resultierenden Priiferenzen umgehen.’” Hieraus haben sich in der Literatur einige

92Vgl. Roth

93Vgl. Roth (2008), S.

94Vgl. Roth (1985), S. 284
S.

(1985), S. 281 ff.
( ) .
(
95Vgl. Roth (1985), S. 287
(
(

96Vgl. Roth (1984b), S. 384.
97Vgl. Zhou (1991), S. 25.
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weitere Theoreme ergeben, die im néchsten Abschnittdiskutiert werden sollen — zunéchst erneut aus Sicht

des Hochzeitproblems.

5.1 Manipulation im Hochzeitsproblem
5.1.1 Manipulation anhand von Préiferenzen

Im Mittelpunkt der Betrachtung steht die Frage, ob es ein stabiles Zuordnungsverfahren gibt, welches es fiir

alle Agenten eine dominante Strategie macht, stets ihre wahren Priferenzen, definiert als P*, preiszugeben.”®

Theorem 9:

Im Hochzeitsproblem existiert kein stabiles Zuordnungsverfahren, in dem das Preisgeben der

wahren Priferenzen eine dominante Strategie fiir jeden Agenten ist (Impossibility theorem).%”

Ein Beweis des ,Impossibility theorem “ ist nach Roth (2008) bereits mit dem einfachsten Beispiel moglich,

in dem zwei Ménnern zwei Frauen zugeordnet werden:

P(ml) = W1, W2 P(wl) = ma, My

P(mg) = W2, W1 P(’U)z) =mi, M2

Die M-optimale Zuordnung 7, ist gegeben durch z¥, = {(my;w1), (m2;w2)}, die W-optimale Zuordnung
durch z¥ = {(mq;ws), (m2;wi)}. Da dies die einzigen beiden stabilen Zuordnungen sind, muss jedes sta-
bile Zuordnungsverfahren fiir die gemachten Priferenzen P eine dieser beiden Zuordnungen liefern. Wenn
beispielsweise wy ihre Priiferenzen in der Form falsch angibt, dass m; inakzeptabel ist, d.h. P’ (wq) = ma,

jeder andere Agent jedoch seine wahren Préferenzen angibt, so dass P’ = [P (m1), P (ms), P’ (wy), P (w2)],

*
w

bleibt unabhéngig vom konkreten Zuordnungsverfahren als einzig stabile Zuordnung z, so dass wi, die
nun in jedem Fall ihre erste statt eventuell zweite Wahl erhélt, von ihrer Falschangabe profitiert. Auf diese
Weise kann jeder, der nicht dem Partner unter seiner optimalen, stabilen Zuordnung zugeteilt wird, das
Zuordnungsverfahren in seinem Sinne manipulieren.'’® Aus diesen Feststellungen folgt direkt das nichste

Theorem.

Theorem 10:

Im Hochzeitsproblem mit strikten Priferenzen und mehr als einer stabilen Zuordnung, kann

mindestens ein Agent sich durch die Falschangabe seiner Préferenzen besserstellen, wenn alle

anderen Agenten ihre wahren Priferenzen angeben.'%!

98Vgl. Roth (2008),
99Vgl. Roth (1985),

14, Theorem 8B.
100yg]. Roth (2008), S. 543 f.
101y7g]. Roth (2008), S. 544.; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 14, Theorem 8D.

. 543.
. 280; vgl. weiter Roth (2008), S. 543; vgl. weiter Roth (1984b), S. 384.; vgl. weiter Knorzer (2009), S.

»n »n
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Theorem 11:

In jedem Zuordnungsverfahren, das im Hochzeitsproblem zur M-optimalen stabilen Zuordnung
fiihrt, ist die Angabe der wahren Priferenzen P* fiir jeden m € M die beste Antwort auf die Pri-
ferenzordnungen der anderen Ménner, gleich ob diese ihre wahren Priferenzen P* oder unwahren

Priiferenzen P’ angeben.!0?

Theorem 12:

Die ,deferred acceptance procedure”, die fiir beliebige Priiferenzen P immer die M-optimale,
stabile Zuordnung z* (P) liefert, macht es fiir jeden m € M eine schwach dominante Strategie

seine wahren Priiferenzen P* anzugeben. Symmetrisches gilt fiir die W-optimale Zuordnung.!%?

Weitere Theoreme lassen sich aufstellen, wenn man fiir die , deferred acceptance procedure “ bei der die Mén-
ner den Frauen die Antriige machen, so dass eine M-optimale Zuordnung getroffen wird, die sich ergebenden
Anreize auf Seiten der Frauen betrachtet (dquivalentes gilt aufgrund der Gleichheit beider Seiten des Marktes

im symmetrischen Fall).

Theorem 13:

Eine Frau w; € W kann sich durch Falschangabe ihrer wahren Priferenzen P*(w;) in Form von
P'(w;) bei der ,deferred acceptance procedure®, die die M-optimale stabile Zuordnung liefert,

moglicherweise verbessern.!%4

Dass eine solche Verbesserung fiir eine Frau, die nicht ihre wahren Priiferenzen angibt, sogar unabhiingig
vom gewiihlten Zuordnungsverfahren moglich ist, zeigte bereits der obige Beweis zu Theorem 9, der somit
auch Theorem 13 fiir die konkrete ,deferred acceptance procedure“ mit M-optimaler Zuordnung bestétigt.
Fine Frau kann selbst unter der M-optimalen Zuordnung ihren am héchsten eingestuften Mann erreichen,
indem sie wie im Beispiel gezeigt sdmtliche anderen Ménner als inakzeptable angibt, was zugleich ihre
optimale Manipulationsstrategie darstellt.'?® Auf diese Weise kann sie eine M-optimale Zuordnung in eine
W-optimale Zuordnung umwandeln.!?6 Schliet man im Modell die Moglichkeit aus, unzugeordnet zu bleiben
bzw. Partner als inakzeptable anzugeben, kann diese konkrete Art der Manipulation jedoch eingeschriinkt

werden.107

102y/gl. Roth (1984b), S. 386; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 13.
103ygl. Roth (1985), S. 280; vgl. weiter Roth (2008), S. 544; vgl. weiter Roth (1984b), S. 385; vgl. weiter Knorzer (2009), S.

13.

104y7g]. Knorzer (2009), S. 14; vgl. weiter Roth (2008), S. 543 f.

105yg]l. Teo, Sethuraman et al. (2001), S. 430; vgl. weiter Gale und Sotomayor (1985).
106yg]. Gale und Sotomayor (1985).

107ygl. Teo, Sethuraman et al. (2001), S. 435 f.
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Theorem 14:

In jedem Zuordnungsverfahren, das im Hochzeitsproblem zur M-optimalen stabilen Zuordnung
fiihrt, ist die Angabe der wahren Priiferenzen P* fiir jede w € W nicht immer die beste Antwort
auf die Priferenzordnungen der anderen Frauen, gleich ob diese ihre wahren Priferenzen P* oder

unwahren Priiferenzen P’ angeben.!?®

Aus Theorem 13 und 14 folgert somit, dass die Angabe der wahren Priferenzen in der , deferred acceptance
procedure “, die die M-optimale Zuordnung liefert, nicht fiir jede Frau eine dominante Strategie ist.'’? Diese

scheinbar generelle Feststellung wird von Theorem 15 nur fiir einen einzigen Fall umgekehrt.

Theorem 15:

In einem Zuordnungsverfahren, das im Hochzeitsproblem zur M-optimalen stabilen Zuordnung
fithrt, ist die Angabe der wahren Priferenzen P* fiir alle w € W nur dann eine dominante

Strategie, wenn nur eine einzige stabile Zuordnung existiert.!'"

Theorem 15 weist eine enge Beziehung zu Theorem 10 auf, welches gerade davon ausgeht, dass mehr als eine

stabile Zuordnung existiert.

Theorem 16:

In einem Zuordnungsverfahren, das im Hochzeitsproblem zur M-optimalen stabilen Zuordnung
fithrt, ist die Angabe der falschen Priferenzen P’, die den am meisten préferierten Mann nicht

an erster Stelle ausweisen, fiir alle w € W eine dominierte Strategie.'!!

5.1.2 Manipulation durch vorzeitige bilaterale Vereinbarungen

Das folgende Theorem 17 kann zu einer eigenen Unterkategorie der Manipulation anhand von Préferenzen ge-

zihlt werden, der Manipulation anhand vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen (,,pre-arranged matches “).!12

Theorem 17:

Seien P* die wahren, nicht zwingend strikten Priiferenzen der Agenten und unterscheide sich P’
von P* so, dass eine Koalition A von Ménnern ihre Priiferenzen falsch angibt, dann existiert keine
stabile M-optimale Zuordnung x fiir P’, die von allen Mitgliedern aus A gegeniiber der stabilen

M-optimalen Zuordnung y unter Angabe von P* bevorzugt wird.!!?

108y/g]. Roth (1984b), S. 386; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 14.
109yg]. Zhou (1991), S. 25.

110y gl. Knorzer (2009), S. 14.

1ygl, Knorzer (2009), S. 14.

112ygl. Sommez (1999), S. 152.

113ygl. Roth (2008), S. 544; vgl. weiter Knorzer (2009), S. 13.
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Beispiel:

Mengen:

M = {mi,ma,m3} und W = {wq, ws, w3}

Priferenzlisten:

P(m1) =wi,we, w3 P (w1)=ma,my,ms
P (ms2) = we, w1, wg P (wz) =my,m3, ma

P (m3) = wg,ws,wy P (w3) =ms3,my,ma

Die M-optimale Zuordnung y* ist in diesem Fall:

y* = {(m1;wa), (ma;wy), (m3;ws)}

Angenommen my gelingt es mit m3 eine Koalition zu bilden, so dass mg und er selbst die falschen
Priiferenzen P’ (ms3) = ws, wae, wiund P (mg) = wq,w; angeben. Dies fithrt zur stabilen Zuord-
nung x = {(my;w), (ma;ws), (Mm3; ws)}, bei der sich mg nicht verbessert, mo aus der Koalition

profitiert und sich m; nicht verschlechtert, sondern hier ebenfalls verbessert.!!*

Bei Roth (2008) wird dieses Theorem sogar noch dahingehend verstéirkt, dass auch keine Koalition von sowohl
Frauen als auch Ménnern durch Falschangabe ihrer Priiferenzen eine fiir jeden an der Koalition beteiligten
Agenten vorteilhafte Zuordnung erreichen kann.!'® Huang (2006) stellte diese Feststellungen auf die Probe
und versuchte Strategien zu ersinnen, die eine fiir jeden Beteiligten erfolgreiche Manipulation gewéihrleisten.
Allerdings fiihrten auch diese Anstrengungen nur zu einer Bestéitigung des Theorems und der Feststellung,
dass sich durch eine Koalitionsbildung zumindest einige Agenten der Koalition verbessern kénnen, ohne
dass sich andere verschlechtern — fiir mindestens einen Komplizen ist jedoch keine Verbesserung erzielbar.!'6
Es gelingt zwar, eine Strategie zu entwerfen, bei der jeder Komplize im Durchschnitt eine Verbesserung
erwarten kann, sich jedoch auch der Gefahr aussetzen muss, einem weniger priferierten Agenten zugeordnet

zu werden.!”

5.1.3 Manipulation anhand von endowments

FEine weitere interessante Option der Manipulation im Hochzeitsproblem beschreiben ausgehend von den
Arbeiten von Postlewaite (1979) und Balinski und Sénmez (1999) Sertel und Ozkal-Sanver (2002). Sie unter-

suchen, inwiefern das Hochzeitsproblem anhand von endowments manipulierbar ist. Dabei geben die Agenten

114 Khnlich bei Knorzer (2009), S. 13 f.
115ygl. Roth (2008), S. 544.

116ygl. Huang (2006), S. 6 fF.

17y gl. Huang (2006), S. 8 ff.
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nicht ihre eigenen Priiferenzen falsch an, sondern beeinflussen durch die Manipulation ihrer eigenen endow-
ments die Priiferenzen anderer Agenten. Endowments lassen sich im Hochzeitsproblem am treffendsten mit
»Aussteuer“ oder ,Mitgift“ iibersetzen. Im von Sertel und Ozkal-Sanver (2002) aufgestellten Modell wird
diese jedoch nicht wie im klassischen Sinne auf die von der Frau in die Ehe eingebrachten Giiter beschriankt,
sondern auch die Minner verfiigen iiber endowments.''® Sie stellen somit die Anfangsausstattung bzw. das
Vermogen eines Agenten dar. Klassische Zuordnungsprobleme untersuchen den Fall, in dem die Priferenzen
intrinsisch sind, obwohl die Priiferenzen eines Agenten iiber potentielle Partner von zahlreichen Attributen
abhiingig sein konnen. Normalerweise hiingen die Konsummoglichkeiten eines Agenten von den jeweiligen en-
dowments des Paares ab, in dem er sich nach der Zuordnung wiederfindet, was vorab beriicksichtigt werden
kann.!'? Sertel und Ozkal-Sanver (2002) gehen in ihrem um endowments-Profile erweiterten Modell davon
aus, dass alle Agenten nicht-negative endowments aufweisen und diese ehelich geméf einer Konsumfunktion
konsumiert werden. Das klassische Hochzeitsproblem entspricht somit dem Fall, dass alle endowments Null

sind und es keinen ehelichen Konsum durch die Zuordnung gibt.

Da sich die Manipulation anhand von endowments nicht auf das urspriingliche Modell des Hochzeitspro-
blems anwenden ldsst und sich somit von diesem entfernt, soll im Folgenden nur knapp auf die Ergebnisse

eingegangen werden, die in der Realitét eine wichtige Rolle spielen kénnen.

Es wird zwischen vier unterschiedlichen Typen der Manipulation anhand von endowments unterschieden.
Der Manipulation anhand a) der Zerstérung von endowments, b) des Verbergens von endowments, c) des

perfekten Verbergens von endowments und d) der vorherigen Spende von endowments.

Fall b) unterscheidet sich von Fall ¢) dadurch, dass die endowments bei b) vor allen Agenten mit Ausnah-
me des zugeordneten Partners, bei c¢) jedoch auch vor dem Partner verborgen werden. Bei b) werden die

verborgenen endowments somit von beiden Partnern konsumiert, bei ¢) jedoch nur von dem Verbergenden.!2°

Fiir a) gilt:

1. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung z* liefert, ist bei jeder

monotonen Konsumfunktion durch eine Frau anhand der Zerstorung von endowments manipulierbar.!2!

2. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung z* liefert, ist bei beliebiger

monotoner Konsumfunktion nicht-manipulierbar anhand der Zerstérung von endowments durch einen

Mann.!22
118yg]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 67.
119y g]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 66.
120yg]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 72.
121ygl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 70 ff.
122yg]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 75 f.
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Letzteres folgt direkt aus der Uberlegung, dass eine Verschlechterung des endowments eines Mannes, wenn
iiberhaupt, nur dazu fithren wird, dass er seine Wertschiitzung bei potentiellen Partnern verschlechtert, so
dass er von Frauen, die ihn bisher abgelehnt haben, auch weiterhin abgelehnt werden wird und sich nicht
verbessern kann.'?® Aquivalentes gilt in beiden Féllen fiir die ,deferred acceptance procedure”, die die W-

optimale, stabile Zuordnung liefert.?

Fiir b) gilt:

1. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung z* liefert, ist bei jeder

monotonen Konsumfunktion durch eine Frau anhand desVerbergens von endowments manipulierbar.'?®

2. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung z* liefert, ist bei beliebiger
monotoner Konsumfunktion nicht-manipulierbar anhand des Verbergens von endowments durch einen

Mann.!26

Letzteres folgt erneut aus obiger Uberlegung und Aquivalentes gilt erneut im symmetrischen Fall, bei dem

die Frauen die Antrige machen.
Fiir ¢) gilt:

1. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung z* liefert, ist bei jeder
monotonen Konsumfunktion durch eine Frau anhand desperfekten Verbergens von endowments mani-

pulierbar.

2. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung x* liefert, ist bei bestimm-
ten monotonen Konsumfunktionen manipulierbar anhand des perfekten Verbergens von endowments

durch einen Mann.!'27

Ersteres folgt aus der Uberlegung, dass b) direkt c) impliziert.!?® Aquivalentes gilt auch hier im symmetri-

schen Fall.

D.h. a), b) und ¢) implizieren, dass eine Frau die M-optimale Zuordnung anhand der Zerstérung oder des
Verbergens einiger ihrer endowments manipulieren kann, widhrend ein Mann die M-optimale Zuordnung

immer dann nicht manipulieren kann, wenn er den verborgenen Teil seiner endowments mit seinem Partner

123V gl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 75.

124y7g]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 81.

125y gl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 72 ff.

126yg]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 75.

127y gl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 76, fiir die Bedingungen an entsprechende Konsumregeln.
128yg]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 76.
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teilen muss. In Fall d) haben die Agenten nun die Moglichkeit, anderen Agenten vorab einen Teil ihrer

endowments zu spenden (,predonation ).
Fiir d) gilt:

1. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung z* liefert, ist bei jeder
monotonen Konsumfunktion durch einen Mann anhand der Spende von endowments an eine Frau oder

einen Mann manipulierbar.!??

2. Die ,deferred acceptance procedure”, die die M-optimale, stabile Zuordnung x* liefert, ist bei jeder
monotonen Konsumfunktion durch eine Frau anhand der Spende von endowments an eine Frau oder

einen Mann manipulierbar.!3?

Durch die Moglichkeit der vorherigen Spende wird der Raum fiir eine erfolgreiche Manipulation somit noch

einmal vergrofert.

Eine Antwort auf die von Sertel und Ozkal-Sanver (2002) postulierte Frage nach der maximalen Teilmenge
von Konsumfunktionen, auf die ihre Ergebnisse angewandt werden konnen, geben Fiestras-Janeiro, Klijn et
al. (2004), indem sie die Klassen von Konsumfunktionen, unter denen optimale Zuordnungsverfahren anhand

der Spende von endowments manipuliert werden kénnen, charakterisieren.

5.2 Manipulation im ,,college admissions problem

An dieser Stelle soll erneut iiberpriift werden, ob sich die im vorherigen Abschnitt getroffenen Theoreme auf
das allgemeinere ,college admission problem “ iibertragen lassen.

5.2.1 Manipulation anhand von Priferenzen

Theorem 18:

Theorem 9 kann auf das , college admissions problem “ iibertragen werden.'! D.h. im , college
admissions problem “ existiert kein stabiles Zuordnungsverfahren, in dem das Preisgeben der

wahren Priferenzen eine dominante Strategie fiir jeden Agenten ist.!3?

Dies folgt unmittelbar aus dem Umstand, dass das Hochzeitsproblem ein Spezialfall des ,college admissions

problem “ ist. Wenn fiir den Spezialfall kein solches Zuordnungsverfahren existiert, kann folglich auch fiir den

129yg]. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 78 ff.
130y gl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 80.
131ygl. Roth (1985), S. 282.

132Vg]. Roth (1985), S. 285.
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allgemeinen Fall kein solches existieren. Somit kann auch das hieraus gefolgerte Theorem 10 auf das , college

admissions problem “ iibertragen werden.

Theorem 19:

Theorem 11 kann nicht auf das ,college admissions problem “ iibertragen werden.'??

Theorem 20:

Theorem 12 kann nicht vollstéindig auf das ,college admissions problem“ iibertragen werden,

sondern gilt nur noch fiir die Studenten.

Im ,college admissions problem “ gilt somit:

Die ,deferred acceptance procedure”, die fiir beliebige Priiferenzen P immer die S-optimale, stabile
Zuordnung z* (P) liefert, macht es fiir jeden s € S zu einer schwach dominanten Strategie seine
wahren Priferenzen anzugeben. Wenn Universitéten responsive Priferenzen haben, gibt es jedoch
kein stabiles Zuordnungsverfahren, das es eine schwach dominante Strategie fiir jede ¢ € C macht,

ihre wahren Priiferenzen anzugeben.!3*

Fiir einen Beweis sei an dieser Stelle auf Roth (1985), S. 286 f, verwiesen. Das so gefolgerte Ergebnis, dass
das S-optimale, stabile Zuordnungsverfahren fiir Studenten den Anreiz eliminiere, ihre Préferenzen falsch
anzugeben, ist jedoch nicht ganz korrekt, wenn man die Betrachtung des Problems um die Manipulation
anhand vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen erweitert, auf die im Folgenden noch genauer eingegangen
wird. An dieser Stelle sei jedoch vorweggenommen, dass Theorem 20 aufgrund des noch folgenden Theorems
25 dahingehend angepasst werden muss, dass fiir Studenten lediglich der Anreiz eliminiert wird, einseitig
ihre Priferenzen falsch anzugeben; in Kooperation mit einer Universitéit kann der Student das Verfahren

. . . . =4
weiterhin manipulieren.'3?

Theorem 21:
Theorem 13 kann auf das ,college admissions problem “ iibertragen werden.'30
Dies ist schon insofern schliissig, als dass die Studenten im ,college admissions problem “ direkt mit den

Frauen des Hochzeitsproblems verglichen werden kénnen, da sich diese beiden Seiten in beiden Modellen

nicht unterscheiden und das Hochzeitsproblem einen Spezialfall des ,college admissions problem “ darstellt.

133V gl. Roth (1985), S. 285 fF.

134ygl. Roth (1985), S. 287; vgl. weiter Roth (2008), S. 548.
135V gl. Sommez (1999), S. 155.

136y7gl. Knorzer (2009), S. 17 (Theorem 10 verbunden mit 11).
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Abkiirzend fiir die restlichen Theoreme liisst sich fiir das ,college admissions problem “ folgendes zentrale

Theorem aufstellen:

Theorem 22:

Fiir das ,college admissions problem “ existiert kein Zuordnungsverfahren, das zu stabilen Zu-
ordnungen fiithrt und in dem es gleichzeitig fiir alle Agenten eine dominante Strategie ist, die

Priferenzen mit Ausnahme der Erstwahl wahrheitsgeméf anzugeben.'3”

Fiir den Fall, dass einzelne Universitéiten somit lediglich einen Studienplatz anbieten, gilt fiir diese folgendes

Theorem:

Theorem 23:

In der,deferred acceptance procedure”, die die C-optimale, stabile Zuordnung z* (P) liefert, ist
es im , college admissions problem “ fiir alle Universititen, die nur einen Studienplatz vergeben,

eine dominante Strategie ihre wahren Priferenzen P* anzugeben.!?®

5.2.2 Manipulation durch vorzeitige bilaterale Vereinbarungen

Theorem 24:

Theorem 17 kann auf das ,college admissions problem “ iibertragen werden.!'3’

Sonmez (1999) geht auf die Manipulation anhand vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen im , college admis-
stons problem “ genauer ein, betrachtet die Problematik jedoch am Beispiel des zweiseitigen Marktes der
Zuordnung von angehenden Arzten zu Krankenhéusern, welcher mit dem hier genutzten zweiseitigen Markt
von Universitédten und Studenten formal identisch ist. Dabei wird zum einen der Fall betrachtet, in dem sich
bei gegenseitigem Priiferieren eine Universitéit (ein Krankenhaus) vorab mit einem Studenten (angehender
Arzt) arrangiert und diesem einen Platz zusichert, so dass dieser am eigentlichen Zuordnungsverfahren nicht
mehr teilnimmt und die Universitét ihre Quote um einen Platz verringert. Sollte dies aufgrund rechtlicher
Restriktionen nicht moglich sein, kénnen beide Seiten dennoch eine Koalition im Spiel selbst bilden, indem
sie sich wechselseitig als Erstwahl angeben. Ein Zuordnungsverfahren ist demnach manipulierbar anhand
vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen, wenn es eine Universitit und einen Studenten gibt, die beide durch
eine vorab getroffene Vereinbarung profitieren (mindestens einer von beiden strikt).!4? Formal bedeutet dies

im Sinne der getroffenen Definitionen fiir eine stabile Zuordnung y: ¢ € C,s € S: cR(s)y (s) AsR(c) y(c),

137vgl. Knorzer (2009), S. 14.
138ygl. Knorzer (2009), S. 18.
139vgl. Knorzer (2009), S. 17 (Theorem 10 verbunden mit 11).
140yg]. Sonmez (1999), S. 152.
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wobei entweder cP (s)y(s) oder sP (c)y(c) gelten muss.!*! Sonmez (1999) postuliert und beweist fiir das

,college admissions problem “ als erstes Ergebnis folgendes Theorem:

Theorem 25:

Es existiert kein Zuordnungsverfahren, das sowohl stabil als auch nicht-manipulierbar anhand

vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen ist.'*?

Bei instabilen Zuordnungsverfahren ist das Problem der Manipulation anhand vorzeitiger bilateraler Ver-
einbarungen allgegenwirtig und auch empirisch gut belegbar. In Newcastle im Vereinigten Konigreich bei-
spielsweise schlossen aufgrund instabiler Zuordnungsverfahren bei der Zuordnung von angehenden Arzten
zu Krankenhiusern 80 Prozent aller angehenden Arzte eine vorherige Vereinbarung mit einem Krankenhaus
ab.143

Geht man der Fragestellung nach, welche Agentenpaare iiberhaupt eine stabile Zuordnung anhand von vorher

getroffenen Vereinbarungen manipulieren kénnen, so ergibt sich folgendes Theorem:

Theorem 26:

Angenommen ein stabiles Zuordnungsverfahren wird vom Paar (c,s) mit ¢ € C und s € S
anhand einer vorzeitigen bilateralen Vereinbarung manipuliert, dann muss Student s entweder a)
einer derjenigen Studenten sein, die Universitéit ¢ im nicht-manipulierten Spiel zugeordnet werden
wiirden, oder b) strikt weniger préferiert als irgendein anderer Student sein, der der Universitéit

¢ im nicht-manipulierten Spiel zugeordnet werden wiirde.'*4

Im Fall von a) profitiert verstiindlicherweise nur die Universitéit ¢ strikt von der Manipulation, im Fall von

b) profitieren jedoch sowohl die Universitiit ¢ als auch der Student s beide strikt von der Manipulation.

5.2.3 Manipulation anhand von endowments

Die Manipulation anhand von endowments ist grundséitzlich auch im ,college admissions problem “ im Sinne
einer Anfangsausstattung denkbar. Einen moglichen Weg, endowments auch beim ,college admissions pro-
blem “ zu untersuchen, schlagen Balinski und Sténmez (1999) ein, indem sie untersuchen, inwiefern Studenten
die C-optimale Zuordnung manipulieren kénnen, indem sie im Aufnahmetest ihre erreichbaren Punkte un-
terschreiten. Die erzielten Punkte kénnen hierbei als endowments der Studenten angesehen werden, die nach

der Zuordnung vollstéindig von den Universititen konsumiert werden. D.h. anders als im obigen Modell,

141 Khnlich bei Senmez (1999), S. 152 mit anderer Definition.
142yg]. Ssnmez (1999), S. 153.

143Vgl. Sommez (1999), S. 152 f.

144y, Sonmez (1999), S. 155 f, mit Beweis.
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welches beim erweiterten Hochzeitsproblem von Sertel und Ozkal-Sanver (2002) definiert wurde, sind die

endowments der Universititen mit Null festgelegt und die Studenten konsumieren nichts.

Demnach hat ein Student den Anreiz, das Spiel anhand der Zerstérung seiner endowments, d.h. seiner Punkte
im Aufnahmetest, zu manipulieren, wenn das C-optimale Zuordnungsverfahren und eine Konsumfunktion,

bei der jeder Partner die endowments des jeweils anderen Partners konsumiert, zur Anwendung kommt.'*®

Balinski und Stnmez (1999) zeigen aufierdem, dass das S-optimale Zuordnungsverfahren im , college admis-
sions problem “ das einzige stabile Zuordnungsverfahren ist, das nicht-manipulierbar anhand der Zerstérung
von endowments durch einen Studenten ist. D.h. Verbesserungen der Studenten werden entsprechend an-
erkannt und Studenten werden von den Universitidten in Form steigender Priferenzen hoher wertgeschétzt,
wenn sie eine hohere Punktzahl erreichen.!*® Dariiber hinaus kann unter dem S-optimalen Zuordnungsver-

fahren kein Student von der Manipulation anhand des Verbergens seiner endowments profitieren.™*7

5.2.4 Manipulation anhand der Quote

Die Universititen miissen nicht nur angeben, welche Priferenzen sie iiber einzelne Studenten und Mengen von
Studenten haben, sondern auch, wie viele Studienpliitze sie vergeben moéchten — ihre Quote q. Die Wahrheit
zu sagen ist hier jedoch nicht immer vorteilhaft, so dass zusiitzlich folgendes Theorem Giiltigkeit besitzt, das

im Hochzeitsproblem nicht gegenwértig sein kann:

Theorem 27:

Fiir das ,college admissions problem “ existiert kein stabiles Zuordnungsverfahren, das es fiir eine
Universitéit zu einer dominanten Strategie macht, immer die wahre Anzahl der zu vergebenden

Studienpliitze g preiszugeben.'4®

Nach Sonmez (1997), der die Moglichkeiten von Krankenh#iusern untersuchte, die Zuordnung anhand einer
Unterangabe der tatsichlichen Kapazitiiten, die ebenfalls eine private Information darstellen, zu manipulie-
ren, existiert demnach keine Zuordnung, die stabil und nicht-manipulierbar anhand der Quote ist.'*° Ein
Zuordnungsverfahren ist per Definition nicht-manipulierbar anhand der Quote, wenn keine Universitiit je-
mals von einer Falschangabe ihrer Quote profitieren kann.'®® Das allgemein gefasste Theorem 27 lisst sich

weiter konkretisieren:

145ygl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 71.

146yg]. Balinski und Sénmez (1999), S. 89 f.

147y gl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 75, vgl. weiter Balinski und Sénmez (1999), S. 90.
18ygl. Ssnmez (1997), S. 200 fF; vgl. weiter Roth (2008),S. 548.

149ygl. Sommez (1997), S. 197 f.

150ygl. Ssmmez (1997), S. 200.
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Theorem 28:

Bei mindestens zwei Universitidten und drei Studenten existiert fiir das ,college admissions pro-

blem “ kein Zuordnungsverfahren, das stabil und nicht-manipulierbar anhand der Quote ist.'®!

Theorem 28 gilt demnach nicht bei a) nur einer Universitéit, b) nur einem Studenten und c) zwei Universi-
téten und zwei Studenten. Im Fall von a) und b) existiert jeweils nur eine stabile Zuordnung, so dass das
Zuordnungsverfahren nicht-manipulierbar anhand der Quote ist. Im Fall ¢) ist zumindest die S-optimale

152

Zuordnung nicht-manipulierbar anhand der Quote'>*, auf die C-optimale Zuordnung trifft dies im Fall von

zwei Universititen und zwei Studenten jedoch nicht zu.!®3

Abschlieflend sei an dieser Stelle ein sowohl fiir die Manipulation anhand von Priiferenzen als auch fiir Mani-
pulationen anhand der Quote giiltiges Theorem erléutert, welches durch empirische Beobachtungen entstand.
Aufgrund empirischer Beobachtungen wurde vermutet, dass die Menge der stabilen Zuordnungen bei gro-
Beren Mirkten kleiner zu werden scheint, so dass auf beiden Seiten des Marktes weniger Moglichkeiten zur
Manipulation anhand von Priferenzen oder der Quote gegeben sind. Dies verwundert angesichts des Um-
standes, dass in der Theorie die Menge der stabilen Zuordnungen schon im einfachen Hochzeitsproblem mit
der Anzahl der Agenten steigt und so auch die Moglichkeiten einer erfolgreichen Manipulation zunehmen,
da immer mehr Agenten nicht ihre priiferierte Zuordnung erhalten. Im empirisch beobachteten und anschlie-
Bend rechnerisch nachgestellten Markt der Zuordnung angehender Arzte zu Krankenhiusern hat sich jedoch
gezeigt, dass die von den angehenden Arzten bei grofier werdendem Markt angegebene Rangliste nicht ent-
sprechend linger wird, was zur Folge hat, dass bei strikten Priferenzen die Menge der stabilen Zuordnungen
kleiner wird.!®® Immorlica und Mahdian (2005) haben auch fiir das Hochzeitsproblem bestiitigt, dass die
Menge der Agenten, die in unterschiedlichen stabilen Zuordnungen unterschiedlichen Partnern zugeordnet
werden, mit wachsender Grofle des Marktes entsprechend kleiner wird, so dass auch die Manipulationsanreize
sinken. Diese Aussage ldsst sich von der ,one-to-one“ Zuordnung des Hochzeitsproblems insofern auch auf
das ,,many-to-one college admissions problem“ iibertragen, als dass der Anteil der Universitéiten, die von
einer Manipulation anhand von Priferenzen oder der Quote profitieren konnten, gegen Null geht, wenn die
Grofle des Marktes gegen Unendlich geht, die Priferenzen der Bewerber strikt, unkorreliert und konstanter
Langer sowie die Quoten der Universitidten begrenzt sind, die Anzahl der Bewerber nicht schneller wichst
als die Gesamtquote aller Universititen und jeder Bewerber fiir jede Universitit akzeptabel ist.!®® Dies

relativiert die Bedeutung der zuvor getroffenen Theoreme fiir die Praxis erheblich.

151ygl. Sonmez (1997), S. 201.
152V gl. Sonmez (1997), S. 202.
153y gl. Sommez (1997), S. 201.

154ygl. Roth (2008), S. 557 f.

155V gl. ausfiihrlich Kojima und Pathak (2009)
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6 Zusammenfassung und Implikationen

6.1 Wesentliche Befunde

Bei der Fragestellung, ob immer eine stabile Zuordnung existiert, fiihrten Gale und Shapley in ihrem 1962
verdffentlichten Artikel , College Admissions and the Stability of Marriage“ einen als ,deferred acceptance

156 mit dessen Hilfe stabile Zuordnungen gefunden werden sollten.

procedure “ bekannten Algorithmus ein
Gleichzeitig stellten sie dabei fest, dass fiir ein solches Zuordnungsspiel wie das Hochzeitsproblem stets
mindestens eine stabile Zuordnung als Losung existiert, so dass es kein Paar gibt, das lieber miteinander
verheiratet wire als mit dem im Matching zugeordneten Partner.'®” Dies gilt selbst bei ungleich grofen
Mengen M und W.'*® Dariiber hinaus enthilt die Menge der stabilen Zuordnungen bei strikten Priferenzen
fiir die ,,deferred acceptance procedure “ sowohl eine M- als auch W-optimale Zuordnung, die fiir jeden Mann
bzw. jede Frau die am meisten priiferierte, erreichbare Zuordnung ist.'®® Identisch sind diese beiden Zuord-
nungen nur dann, wenn lediglich eine einzige stabile Zuordnung existiert.'%® Sollte dies nicht der Fall sein,
ist die M- bzw. W-optimale Zuordnung zugleich die von den Frauen bzw. Ménnern am wenigsten préferierte,
erreichbare, stabile Zuordnung.'®! Es existiert jedoch nicht nur keine stabile Zuordnung, die jeder Mann
bzw. jede Frau der M- bzw. W-optimalen Zuordnung vorzieht, sondern auch keine instabile Zuordnung, die
vorgezogen wird. Die M- bzw. W-optimale Zuordnung ist somit schwach pareto-optimal in der Menge aller
162

Zuordnungen.°“ Sie ist lediglich schwach pareto-optimal, da es instabile Zuordnungen geben kann, die von

einigen Agenten priferiert und von den iibrigen gleich gut eingeschiitzt werden.!'%?

Diese zunichst nur fiir das Hochzeitsproblem giiltigen Feststellungen lassen sich grofitenteils auch auf das
allgemeinere , college admissions problem “ iibertragen. Durch die bei den Universitdten in der ,many-to-
one “-Zuordnung eingefithrte Quote, welche die Anzahl der verfiigbaren Studienplitze kennzeichnet, kénnen
jedoch nicht séimtliche Theoreme direkt iibertragen werden. Zunéchst muss das Modell deshalb dahingehend
erweitert werden, dass Universititen nicht mehr nur Priferenzen iiber einzelne Studenten haben, sondern
auch iiber unterschiedliche Mengen von Studenten. Ublicherweise wird dabei von responsive Priferenzen
ausgegangen, d.h. eine Universitét priferiert von zwei Mengen von Studenten, die sich nur in einem Studenten
unterscheiden, diejenige Menge, die den hoher geschiitzten Studenten enthiilt. Auf diese Weise werden die

Priferenzen iiber Mengen von Studenten in eine plausible Beziehung zu den Priferenzen iiber einzelne

156Thnen war zu diesem Zeitpunkt nicht bekannt, dass das National Resident Matching Program (NRMP), damals noch
National Intern Matching Program (NIMP) genannt, einen entsprechenden Algorithmus bereits seit 1950 in den USA einsetzte,

um angehende Arzte und Krankenhiuser zuzuordnen, wie Roth (1984a), S. 1013, zeigt.
157ygl. Gale und Shapley (1962), S. 12 f; vgl. weiter Roth (1985), S. 279.

158Vgl. Gale und Shapley (1962), S. 13.

159ygl. Gale und Shapley (1962), S. 14; vgl. weiter Roth (1985), S. 279.

160yg]. Gale und Shapley (1962), S. 13.

161y7g]. Roth (1985), S. 279.

162yg]. Roth (1985), S. 279.

163y7gl. Roth (2008), S. 542 f.
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Studenten gesetzt.'%% Doch selbst diese Erweiterung des Modells fithrt nicht dazu, dass die Aussage, dass
weder eine stabile noch eine instabile Zuordnung existiert, die von jedem Agenten seiner optimalen Zuordnung
vorgezogen wird, vom Hochzeitsproblem auf das , college admissions problem “ iibertragen werden kann. Diese
Aussage ldsst sich im ,college admissions problem “ nur noch fiir die Seite der Studenten aufrecht halten,
fiir die die S-optimale Zuordnung weiterhin schwach pareto-optimal ist. Dies bedeutet wiederum, dass es

Zuordnungen geben kann, die von allen Universititen der C-optimalen Zuordnung vorgezogen werden.!5

Durch die in den Modellen auftretende private Information in Form der Priferenzen iiber andere Agenten
entstehen Manipulationsanreize, die je nach Modell und Algorithmus unterschiedlich ausgenutzt werden kon-
nen, um sich selbst besserzustellen. Zusammengefasst lassen sich Manipulationen fiir beide Modelle anhand
von Priferenzen, anhand von Quoten, anhand vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen!%® und anhand von
167

endowments " ausnutzen. Welche Anreize jeweils fiir die Agenten bestehen, sei im Folgenden noch einmal

zusammengefasst. Zuniichst muss dabei festgehalten werden, dass im Hochzeitsproblem kein stabiles Zuord-

t.168 Bei strikten Priferenzen

nungsverfahren existiert, das eine Manipulation vollstindig ausschlieflen ldss
und der Existenz von mehr als einer stabilen Zuordnung kann sich immer mindestens ein Agent durch Mani-
pulation besserstellen, wenn alle anderen Agenten die Wahrheit sagen.!®® Kommt die M-optimale Variante
der ,deferred acceptance procedure“ zum Einsatz, bei der die Ménner den Frauen die Heiratsantrige unter-
breiten, ist es jedoch fiir jeden Mann eine schwach dominante Strategie, seine wahren Préferenzen anzugeben,
da er sich nicht weiter verbessern kann.!”™ Es gibt in diesem Fall keinerlei Manipulationsanreize fiir einen
einzelnen Mann, wenn alle anderen Minner ihre wahren Priferenzen angeben, da er im besten Fall demselben
Partner zugeordnet wird, dem er auch bei wahrer Priiferenzangabe zugeordnet werden wiirde. Fiir Frauen
besteht unter diesen Voraussetzungen hingegen ein Anreiz zu manipulieren, da die einfache Strategie, simt-
liche Ménner mit Ausnahme ihres Favoriten als inakzeptabel anzugeben, bereits zum Erfolg fiihrt und die
M-optimale zu einer W-optimale Zuordnung werden lisst.!”! Daraus resultierend ist es fiir alle Frauen eine
schwach dominierte Strategie, ihren Favoriten nicht an erster Stelle der Priiferenzliste anzugeben.'”? Keiner-
lei Manipulationsanreize auf Seiten der Frauen bestehen bei M-optimaler Zuordnung nur dann, wenn dies
zugleich die einzige stabile Zuordnung ist.!™ Bei der Manipulation anhand vorzeitiger bilateraler Vereinba-
rungen ist es unter der , deferred acceptance procedure” nicht moglich, dass jeder Teilnehmer einer Koalition,
die die Zuordnung anhand falscher Priferenzangaben manipulieren mochte, durch die Falschangabe seiner

Priferenzen profitieren kann. Verstéirkend konnte sogar festgestellt werden, dass es auch keinen anderen Zu-

164yg]. Roth (1985), S. 281 fF.

165y7gl. Roth (1985), S. 283 ff.

166ygl. Sonmez (1999), S. 152.

167y gl. Postlewaite (1979).

168ygl. Roth (1985), S. 280; vgl. weiter Roth (1984b), S. 384.

169y7g]. Roth (2008), S. 544.

170ygl. Roth (1985), S. 280; vgl. weiter Roth (1984b), S. 385.

171y gl. Teo, Sethuraman et al. (2001), S. 430; vgl. weiter Roth (2008), S. 543 f.
172ygl. Knoérzer (2009), S. 14.

173V gl. Knorzer (2009), S. 14.
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ordnungsmechanismus gibt, in dem dies moglich ist und der gleichzeitig eine stabile Zuordnung liefert.!7*
Bei der Manipulation anhand von endowments zeigt sich, dass die M-optimale , deferred acceptance proce-
dure“ in erster Linie durch eine Frau manipulierbar ist, wobei auch hier Aquivalentes wie in obigen Féllen
stets fiir die W-optimale Prozedur gilt. In bestimmten Fillen kénnen hier jedoch auch Manipulationsanrei-
ze fiir einen Mann bestehen.!”™ Fiir Minner lisst sich zusammenfassend jedoch recht einfach postulieren,
dass es unter der M-optimalen , deferred acceptance procedure “ fast immer eine dominante Strategie ist, die
Wahrheit zu sagen. Aquivalentes gilt fiir die Frauen bei einer W-optimalen , deferred acceptance procedure “
Einziger Ausweg ist es, Risiko einzugehen und nur im Erwartungswert eine bessere Zuordnung zu realisieren,

moglicherweise aber auch einem weniger priferierten Partner zugeordnet zu werden.!”8

Auch fiir die Manipulationsanreize hat sich gezeigt, dass sich diese weitgehend vom Hochzeitsproblem auf
das ,college admissions problem “ iibertragen lassen. Dariiber hinaus bestehen durch das verinderte Mo-
dell jedoch weitere Anreize, die im Hochzeitsproblem nicht beriicksichtigt werden mussten. Allerdings ist es
im ,college admissions problem “ nur fiir jeden Studenten eine schwach dominante Strategie seine wahren

177. im Falle von responsive Priferenzen gilt dies nicht ebenso fir die Universits-

Priferenzen zu nennen
ten. Zieht man auch hier die Moglichkeit der Manipulation anhand vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen
in die Betrachtung ein, relativiert sich das Theorem sogar dahingehend, dass fiir Studenten lediglich kein

Anreiz besteht, einseitig zu manipulieren.!”®

Zusammenfassend konnte festgestellt werden, dass im ,college
admissions problem “ kein stabiles Zuordnungsverfahren existiert, das eine Manipulation anhand vorzeitiger
bilateraler Vereinbarungen unméglich macht.!™ Doch auch Manipulationen anhand der fiir die Universitéiten
eingefithrten Quote sind denkbar, so dass festgehalten werden muss, dass es fiir eine Universitit vorteilhaft
sein kann, ihre wahre Quote zu verschweigen und eine geringere Quote anzugeben. Es wurde gezeigt, dass
bei mehr als einer Universitit und zwei Studenten kein stabiles Zuordnungsverfahren mehr existiert, wel-

ches nicht-manipulierbar anhand der Quote ist.'8" In der Praxis sinken die Moglichkeiten einer erfolgreichen

Manipulation jedoch mit zunehmender Griofie des Marktes.!8!

Neben einem Uberblick fiir die bekannte ,,deferred acceptance procedure “ konnten auch fiir die Entwicklung
alternativer Zuordnungsverfahren einige wichtige Ergebnisse und Einschrinkungen charakterisiert werden.
Demnach lisst sich etwa das Problem, dass die ,deferred acceptance procedure“ bei lindlichen Kranken-
héusern in der Praxis nicht zu einer vollstindig ausgeschopften Quote fiihrt, auch durch keinen anderen,
neu entwickelten Mechanismus losen, da die Menge der zugeordneten Studenten und die Menge der nicht

besetzten Positionen bei strikten und responsive Priferenzen wie in Theorem 7 beschrieben bei jeder stabile

174y gl. Huang (2006), S. 2.

175Vgl. Sertel und Ozkal-Sanver (2002), S. 70 ff.

176ygl. Huang (2006), S. 8 ff.

17TV gl. Roth (1985), S. 287; vgl. weiter Roth (2008), S. 548.
178ygl. Sonmez (1999), S. 155.

179vgl. Sonmez (1999), S. 153.

180ygl. Sommez (1997), S. 201.

181ygl. Kojima und Pathak (2009); Immorlica und Mahdian (2005).
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Zuordnung identisch ist.!®? Ein stabiler Algorithmus ohne jegliche Manipulationsanreize ist zudem ausge-

schlossen.

Wie eingangs erwidhnt, kann jedoch auch diese Arbeit nur einen Ausschnitt der umfassenden Thematik
beleuchten und spart so beispielsweise die notwendigen Anpassungen und sich ergebenden Probleme von
Indifferenzen in den Priferenzen, die in der Praxis beispielsweise bei Universitéiten auftreten koénnen, die
Studenten anhand ihrer Abiturnote bewerten, grofitenteils aus. Als kleiner Einblick in dieses Feld sei hier
nur exemplarisch angemerkt, dass beispielsweise das grundlegende Theorem 2 fiir das Hochzeitsproblem und
somit auch Theorem 7 fiir das , college admissions problem “ bei Indifferenzen keine Giiltigkeit mehr besitzt,
d.h. es existiert nicht zwingend eine M- und W-optimale, stabile Zuordnung. Fiir weitere Ergebnisse dieses
Forschungsbereichs sei statt vieler auf Roth (1984a), Abdulkadiroglu, Pathak et al. (2009) und Ergin und
Sénmez (2006) verwiesen, aus denen sich auch neue Fragestellungen fiir die Wissenschaft ergeben — etwa
welche in der Praxis bei Indifferenzen auftretenden Wohlfahrtsverluste durch die Anwendung alternativer

Zuordnungsverfahren vermieden werden kénnten und welche Manipulationsanreize sich hierbei einstellen.

6.2 Implikationen fiir die Wissenschaft

Die ,deferred acceptance procedure “ liefert sowohl im Hochzeitsproblem als auch im ,college admissions
problem “ eine sehr einseitige Losung des Zuordnungsproblems, bei der entweder eine W- oder M- bzw. C-
oder S-optimale, stabile Zuordnung erzielt wird. Gerade bei der praktischen Anwendung fiir die Vergabe
von Studienplitzen gibt es durchaus kontroverse Meinungen, wessen Interessen Rechnung getragen werden
sollte und ob eine faire Vergabe anhand zentraler Vergleichstest einer fiir den Studenten optimalen Zuord-
nung anhand seiner personlichen Préferenzen vorzuziehen ist. Balinski und Stnmez (1999) gelangen bei der
Untersuchung der Defizite des tiirkischen Vergabeverfahrens zu der Uberzeugung, dass stets die S-optimale,
stabile Zuordnung einer auf komparativen Vorteilen basierenden Zuordnung vorzuziehen sei, da Motivation
fiir den Erfolg wichtiger sei als blofle Testergebnisse und dem Studenten die grofftmogliche Freiheit bei der
Wahl der Universitit gegeben werden sollte.'®? In der Praxis wird derzeit in vielen Fillen ein angepasstes
S-optimales Zuordnungsverfahren ein- und umgesetzt.'®* Zukunftsweisender als derartige Losungen konnte
die Entwicklung eines neuen Zuordnungsmechanismus‘ sein, der den Interessen beider Seiten gleichermafien
Rechnung trigt und gleichzeitig Problemen aus dem Weg geht, die sich durch verzogerte Annahmen und
Absagen in der Praxis ergeben konnen, so dass Studenten erst lange nach Semesterbeginn aufgenommen

werden.185

Des Weiteren sollte weiterhin untersucht werden, ob es unter den sich durch Manipulation — in welcher

Form auch immer — einstellenden Zuordnungen in generellen Hochzeits- und ,,college admissions “~-Problemen

182y7g1. Roth (2008), S. 556.

183V gl. Balinski und Sonmez (1999), S. 74.
184yg1. Roth (2008), S. 552 ff.

185V gl. Braun, Dwenger et al. (2010).
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wiederum eine schwach dominante Zuordnung gibt, die sich wahrscheinlich einstellen wird.!86

Empirische Erhebungen, welche die Funktionsweise mannigfaltiger Zuordnungsverfahren auf zweiseitigen
Mérkten unterschiedlicher Art untersuchen, sind angesichts der wachsenden Bedeutung des gesamten The-
mas sowohl in der Literatur als auch in der Praxis und Politik von zentraler Bedeutung und miissen auch
in Zukunft weiter verfolgt werden. Von besonderem Interesse sind dabei die Auswirkungen von jiingsten
Verinderungen in etablierten Zuordnungsverfahren in der Praxis auf die realisierten Zuordnungen und die
sich hieraus praktisch ergebenden Probleme. Durch weitere empirische Beobachtungen kann aus etablierten

Mechanismen gelernt und die Arten von Marktversagen, die sie losen konnen, charakterisiert werden.'8”

Einen bisher kaum eingeschlagenen Weg zeigen Immorlica und Mahdian (2005) auf, indem sie wahrschein-
lichkeitstheoretische Betrachtungen in das Problem einbringen und so zeigen, wie relevant die Anreize zur
Manipulation in der Praxis tatséchlich sind. Ein interessantes Modell, welches auf die Frage eingeht, wie viele
Frauen unter der M-optimalen Zuordnung durch Manipulation iiberhaupt profitieren kénnen, stellen Teo,
Sethuraman et al. (2001) vor und kommen dabei zu dem Ergebnis, dass in ihrem Modell durchschnittlich 9,52
Prozent der Frauen durch eine Manipulation profitierten. Diesen Fragestellungen muss sowohl anhand empi-
rischer Analysen, simulierter Modelle als auch wahrscheinlichkeitstheoretischer Betrachtungen noch verstirkt

nachgegangen werden.

6.3 Implikationen fiir die Praxis

Als zentrale Implikation fiir die Praxis ldsst sich festhalten, dass ein Ubergang von in der Gegenwart
teils instabilen und ineffizienten zentralen Zuordnungsverfahren mit starken Manipulationsanreizen zum
S-optimalen, stabilen Zuordnungsverfahren des ,college admissions problem “ enorme Effizienzvorteile fiir
alle Beteiligten bewirken und gleichzeitig die Manipulationsanreize stark einschrdnken kann. Dariiber hinaus

sinken die Moglichkeiten einer erfolgreichen Manipulation mit zunehmender Grofle des Marktes.!®8

Ergin und Sénmez (2006) vergleichen beispielsweise die Zuordnungen des sogenannten ,, Boston mechanism “

mit denen der S-optimalen, stabilen Zuordnung des ,college admissions problem“ Sie kommen zu dem
Schluss, dass bei kompletter Information iiber die Priferenzen der Beteiligten die S-optimale, stabile Zuord-

nung stets gleichwertig mit der Nash-gleichgewichtigen Zuordnung des , Boston mechanism “ ist oder diese

Pareto-dominiert, so dass sich eindeutige Effizienzgewinne erzielen lieBen.'?

Auch in Deutschland weist die Studienplatzvergabe durch die Zentralstelle fiir die Vergabe von Studienplit-

«190

zen (ZVS), die weitgehend einem ,school choice problem entspricht, weiterhin Verbesserungspotentiale

186ygl. Zhou (1991), S. 29.

187Vgl. Roth (2008), S. 562.

188yg]. Kojima und Pathak (2009); Immorlica und Mahdian (2005).

189V gl. Braun, Dwenger et al. (2010), S. 22; vgl. weiter Ergin und Sénmez (2006).

190G8jehe Abdulkadiroglu und Sénmez (2003), Abdulkadiroglu, Pathak et al. (2005) sowie Ergin und Sénmez (2006) fiir eine

Einfithrung in das ,school choice problem “.
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auf, wie Braun, Dwenger et al. (2010) zeigen. Da in Deutschland bei der Zuordnung der Studienplétze nicht
die ,deferred acceptance procedure “ zum Einsatz kommt, besteht fiir Studenten aufgrund der Interdependen-

91

zen des angewandten Verfahrens'®! sowie der rangfolgenbasierten Zuteilung die Moglichkeit das Verfahren

192 Die Manipulation der Studenten fiithrt wiederum zu In-

durch strategisches Verhalten zu manipulieren.
effizienzen bei der Vergabe der Studienplitze, so dass nicht zwingend den gem#f ihrer Abiturnote besten
Bewerbern ein Studienplatz zugeteilt wird, sondern denjenigen, die sich bei der Bewerbung am geschicktesten
verhalten.'?3 Bemerkenswert erscheint dabei, dass viele Bewerber geméfi empirischer Belege diese Manipula-
tionsmoglichkeit auszunutzen scheinen, indem sie lediglich eine einzige Wunschuniversitit angeben, so dass
sie im weiteren Verlauf des Zuordnungsverfahrens keiner anderen Universitit zugeteilt werden und iiber
das Auswahlverfahren der Hochschulen letztlich doch noch ihrem Erstwunsch zugeordnet werden koénnen.!?*
Das postulierte Ergebnis, dass die ,deferred acceptance procedure “ fiir Studenten den Anreiz eliminiere, ihre
Priferenzen falsch anzugeben!??, ist so pauschal in der Theorie jedoch nicht in jedem Fall haltbar, wie Theo-
rem 25 belegt. Eine Manipulation anhand vorzeitiger bilateraler Vereinbarungen ist demnach bei stabilen
Zuordnungsverfahren nie ausgeschlossen, auch wenn sie bei der Vergabe von Studienplitzen weitgehend ver-

mieden und einseitig ausgeschlossen wird, da sich die Universitdten an einer Manipulation beteiligen miissten.

Dariiber hinaus sinken die Anreize bei einem grofien Markt, was das Risiko weiter reduziert.

Ein weiteres in der Praxis zu beriicksichtigendes Problem ist eine unabhéingige Veréinderung eines Zuord-
nungsverfahrens bei nur einer Institution, die auf einem gemeinsamen Markt mit anderen Institutionen um
Bewerber konkurriert, beispielsweise Stipendienprogramme. Diese einseitige Verdnderung birgt das Risiko,
dass die sich der Verinderung unterziehende Institution bei der Auswahl der Bewerber benachteiligt wird
oder zumindest fiihlt. Sollte auf dem Markt beispielsweise das Problem des ,unravellings“ auftreten, d.h.
dass Angebote mitunter schon Jahre vor dem Ende der Ausbildung eines Bewerbers und dem Beginn der
Beschiftigung gemacht werden, kann eine Institution durch die Verbesserung des Verfahrens und die Beseiti-
gung des ,unravellings “ ihrerseits benachteiligt werden, da die anderen Institutionen potentiellen Bewerbern

weiterhin frithzeitig Angebote unterbreiten, so dass diese spiitere Angebote ablehnen.!'%

Dariiber hinaus diirfen bei der Betrachtung unterschiedlicher Mirkte und der Neuentwicklung und Neuor-
ganisation gegenwiirtiger Zuordnungsverfahren auch soziale und gesellschaftliche Aspekte nicht unbeachtet
gelassen werden, die Einfluss auf die Verhaltensweisen der Agenten ausiiben kénnen. Einmal installierte
Verfahren, welche zum Zeitpunkt der Einfithrung akzeptable und erwiinschte Zuordnungen liefern, kénnen
aufgrund verénderter Bediirfnisse und Verhaltensweisen im Laufe der Zeit unzureichend werden, so dass

eine fortwiihrende Kontrolle der erzielten Zuordnungen und Verhaltensweisen unausweichlich scheint. Die

1Fiir eine Erliuterung des angewandten Verfahrens durch die ZVS siehe Braun, Dwenger et al. (2010), S. 5.
192y gl. Braun, Dwenger et al. (2010), S. 5 f.

193y gl. Braun, Dwenger et al. (2008), S. 202.

194ygl. Braun, Dwenger et al. (2010), S. 20.
195Vgl. Braun, Dwenger et al. (2008), S. 202.

196y7g]. Roth (2008), S. 563.
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Problematik verdnderter gesellschaftlicher Bedingungen auf Zuordnungsverfahren hat sich beispielsweise in
den USA bei der Zuordnung angehender Arzte zu Krankenhiusern gezeigt. Da immer mehr angehende Arzte
nach ihrem Studium verheiratet waren und so als Paar eine Zuordnung zu Stellen in gemeinsamer Nihe
bevorzugten, musste das System dahingehend veréindert werden, dass auch Paaren bei der Vergabe Rech-
nung getragen wird, indem sie gemeinsam Priferenzen iiber Paarungen von Stellen angeben konnten. Bei
der Etablierung des urspriinglichen Verfahrens 1950 war diese Problematik gesellschaftlich noch nicht ge-
geben.!?” Dies fithrte zu dem neuen Problem, dass die Menge der stabilen Zuordnungen nunmehr leer sein

198 Empirisch hat sich jedoch gezeigt, dass die Menge stabiler Zuordnungen nur in den seltensten

konnte.
Fillen tatsiichlich leer ist. Roth (2008) wirft in seiner umfassenden Arbeit , Deferred accpetance algorithms:
history, theory, practice, and open questions” die in der Theorie noch abschlieend zu beantwortende Frage
auf, warum dies der Fall ist. Intuitiv wiirde man zun#chst vermuten, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die

Menge stabiler Zuordnungen leer ist, grofler wird, wenn die Menge stabiler Zuordnungen mit wachsendem

Markt kleiner wird.

Gleichzeitig ermoglichen die durch das zum Einsatz kommende, dem S-optimalen, stabilen Zuordnungsver-
fahren nachempfundene Zuordnungsverfahren erhobenen Daten jedoch auch Riickschliisse auf die Praxis,
indem die von den Bewerbern angegebenen Priferenzen empirisch analysiert werden. Auf diese Weise lassen
sich wenig préferierte Universititen und Schulen identifizieren, um den Fokus auf die moglichen Ursachen

zu legen und diese bestenfalls auszumerzen.

197y gl. Roth (2008), S. 551 f.
198 Piir nihere Erliuterungen zu der hier nur kurz angesprochenen Thematik, die sich auch in den Ergebnissen deutlich von

denen dieser Arbeit unterscheidet, da die meisten hier postulierten Theoreme keine Giiltigkeit mehr besitzen, sei exemplarisch auf
Klaus und Klijn (2005) und Aldershof und Carducci (1996) verwiesen. So muss beispielsweise das ,Lattice theorem“ (Theorem
2a) nicht mehr zwingend gelten, es miissen keine optimalen, stabilen Zuordnungen mehr existieren und auch die Menge der

nicht zugeordneten Agenten ist nicht bei jeder stabilen Zuordnung identisch.
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