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Das im Jahre 1951 von KENNETH J. ARROW entwickelte Theorem besagt, dal es
unmaoglich ist, aus offengelegten individuellen Praferenzen Uber soziale Zustéande
eine soziale Wohlfahrtsfunktion abzuleiten, wenn man bestimmte Bedingungen fur
kollektive Rationalitat zugrunde legt. Im folgenden soll diese Feststellung ARROWS

mit Hilfe eines Beispiels nachvollzogen werden.

ARROW geht von der Grundannahme aus, dal} die von den Individuen geaul3erten

Praferenzen nicht kardinal mef3bar sind und somit die individuellen Nutzen auch

nicht interpersonell verglichen und aggregiert werden kdénnen. Die individuellen Pra-

ferenzordnungen lassen lediglich eine Aussage Uber die jeweilige Rangfolge be-

stimmter Alternativen zu. Darauf basierend ist nun die Frage zu beantworten, ob es

trotzdem mdoglich ist, aus den individuellen Praferenzen der einzelnen Wirtschafts-

subjekte eine konsistente soziale Praferenzordnung abzuleiten.

Hierzu wird folgendes Beispiel konstruiert:

e 2 Individuen A und B stimmen Uber 3 soziale Alternativen x, y und z ab, wobei
die Alternativen von jedem Individuum in eine Reihenfolge zu bringen sind.

e Bei keinem Individuum besteht Indifferenz zwischen verschiedenen Alternativen.

Somit ergeben sich 36 mogliche Konstellationen individueller Praferenzen, sog. Pra-

ferenzprofile, die in einer Matrix abgetragen werden (siehe Tabelle 1).

1 2 3 4 5 6

A B[A B[A B[A B[A B[A B
1.|x X | x X | X y | X y | X z|X z
112y Y|y z\|y x|y z\y x|y y
3.1z z|z ylz z|z X|z ylz X
1. x X | X X | X y | X y | X Z|x z
212 |z y|z z|z X |z z|z X|z y
3.1y z|y yly zly x|y yly X
11y X1y X1y y1Y yly zZ\y z
312.|x y | X zZ|X X | X Z|X X | X y
3.1z z|z ylz z|z X|z ylz X
1.1y x|y Xy yly yly zZ\y z
412,z y|z z|z X |z z|z X|z y
3. | x Z | X y | X Z| X X | x y | X X
1.z X|z X |z y|z ylz z|z z
5]12.|x y | X Z|X X | X Z|X X | X y
3.1y Z\y yly Zly X1y yly X
1.|z X |z X |z y|z yi|z z|z z
62|y Y1y zZ\y X1y zZ\y X1y y
3. | x Z | X y | X Z| X X | x y | X X

Tabelle 1: Die 36 mdéglichen Préferenzprofile der Individuen A und B
Folgende Schreibweisen werden beziglich der aus den Praferenzprofilen abzulei-

tenden sozialen Praferenzordnung verwendet:



e Xx>y: Die Alternative x wird der Alternative y vorgezogen (soziale Praferenz)
e x=y: Die Alternativen x und y werden als gleichwertig angesehen (soziale Indiffe-

renz).

Das Wabhlverfahren, mit dessen Hilfe die soziale Praferenzordnung zu ermitteln ist,
soll sowohl den bekannten Rationalitdts- bzw. Konsistenzanforderungen als auch
bestimmten Anspriichen an die demokratische Qualitat von Abstimmungsverfahren

genugen. Somit ergibt sich folgender Kriterienkatalog:

1. Alle Alternativen sind zu erfassen (Kriterium der Vollstandigkeit).

2. Die Transitivitatsbedingung muf3 erfallt werden (d.h., fir jedes Tripel von Alter-
nativen x, y und z folgt aus x>y und y>z auch x>z).

3. Wenn alle Individuen Alternative x gegenuber y praferieren, muf3 auch fir die so-
ziale Praferenzordnung x>y gelten, d.h., das Pareto-Kriterium ist einzuhalten.

4. Die soziale Rangordnung mufd unabhangig von irrelevanten Alternativen sein;
d.h., die gesellschaftliche Entscheidung fir x oder y darf nicht abhangig von még-
licherweise weiteren zur Verfugung stehenden Alternativen (z.B. Alternative z)
und deren Bewertung sein.

5. Die individuellen Praferenzordnungen durfen keinen Restriktionen unterliegen,
d.h., die universelle Anwendbarkeit fur eine beliebige Zahl von Individuen mit
jeweils beliebigen (auch mehrgipfligen) Einzelpraferenzordnungen, mufd gewahr-
leistet sein.

6. Die gesellschaftliche Entscheidung darf nicht lediglich von den Praferenzen eines
einzelnen Individuums abh&angen, es wird also keine Diktatur eines Individuums

zugelassen.

Diese Bedingungen sollen nun in unserem Beispiel zur Anwendung kommen. Zu-
nachst werden unter Zuhilfenahme das Pareto-Kriteriums all jene Informationen aus
Tabelle 1 herangezogen, die fur die kollektive Praferenzordnung von Bedeutung
sind. So stellen im Feld (1;2) beide Individuen Alternative x besser als y und x bes-
ser als z, so dal? fur die soziale Praferenzordnung gilt: x>y und x>z. Nach diesem

Prinzip ergibt sich Tabelle 2-1.

| x>y x>y x>y




1 X>7Z X>7Z X>7Z
y>z y>z y>z
X>y X>y X>y
2 x>z X>z X>z
zZ>y zZ>y z>y
y>X y=>X y=>X
3 X>z x>z X>2Z
y>z y>2 y>z
y > X y > X y > X
4 Z>X zZ>X Z>X
y>z y>z y>z
X>y X>y X>y
5 Z>X Z>X Z>X
z>y z>y z>y
y > X y > X y > X
6 zZ>X Z>X Z>X
zZ>y zZ>y z>y

Tabelle 2-1: Anwendung des Pareto-Kriteriums auf Tabelle 1

Im nachsten Schritt soll das Unabhangigkeitskriterium auf Tabelle 1 angewendet
werden. Wenn also bspw. eine soziale Rangordnung bezuglich x und y aufgestellt
werden soll, spielt die Bewertung von z dabei keine Rolle. Die Felder, in denen A
und B in ihrer Reihung von x und y Ubereinstimmen, sind bereits in Tabelle 2-1 mit
x>y bzw. y>x gekennzeichnet. Wenn nun Individuum A x>y und Individuum B y>X
einstuft, so fuhrt das in all jenen Zellen, wo dies der Fall ist, zu einer gleichen Rela-
tion bzgl. der Alternativen x und y (also xa>ya und yg>xg) wegen der Irrelevanz von
z. Entsprechendes gilt fir alle anderen Alternativenpaare. Somit ergeben sich unter
Vernachlassigung all jener Bewertungspaare, auf die in Tabelle 2-1 bereits das Pa-
reto-Kriterium angewendet werden konnte, genau sechs unterschiedliche Katego-
rien fur jeweils 9 Felder. Diese Kategorien werden in Tabelle 3 dargestellt und mit

griechischen Buchstaben gekennzeichnet.



1 2 3 4 5 6
1 o a vy Yyia vy
€ € €
, o oy Yo v
5 o ¢
3B B VB Y Y
€ € &
4B o B 3 3 B
€ € €
) o | a 0| a o
5
g g g
B 5| p S S B
6
¢ o 5

Tabelle 3: Ubertragung des Unabhangigkeitskriteriums auf Tabelle 1

Folgende Konstellationen sind dabei zu unterscheiden: o = Xa>ya und yg>Xg; B =
Ya>Xa UNd Xg>Yp; ¥ = Xa>Za UNd 2g>Xp; & = Za>Xa UNd Xg>Zg; € = Ya>Za UNd Zg>Yp SO-

wie { = zpa>ya und yg>2zp.

Vergleichen wir nun die Tabellen 1 und 2-1 und betrachten das Feld (1;2). Dieses
Feld ist dadurch gekennzeichnet, daf3 durch Anwendung des Pareto-Kriteriums zwei
Informationen fir die spatere Ableitung einer sozialen Préaferenzordnung zur Verfi-
gung stehen. (Man konnte diese Betrachtung ebenso bei den anderen Feldern aus
Tabelle 2-1 beginnen, in denen ebenfalls zwei Informationen vorliegen; also bei den
Feldern (1;3), (2;1), (2;5), (3;1), (3;4), (4;3), (4;6), (5;2), (5;6), (6;4) oder (6;5).) Im
Feld (1;2) stellen beide Individuen x besser als y und x besser als z; es gilt also x>y
und x>z. Nur bezuglich der Reihung von y und z besteht keine Einigkeit. Moglich

waren fur dieses Feld demnach drei verschiedene soziale Praferenzordnungen:

Fall (1) x>y, x>z und z>y oder
Fall (2) x>y, x>z und y>z oder
Fall (3) x>y, x>z und y=z.

Wir wollen zunachst die soziale Praferenzordnung aus Fall (1) unterstellen. Damit



wird Individuum B zum Teildiktator bezuglich der y-z-Beziehung, denn nur er zieht
im entsprechenden Feld der Tabelle 1 die Alternative z der Alternative y vor. (Hatten
wir unsere Betrachtung bspw. im Feld (1;3) gestartet, mif3te nun entsprechend eine

Teildiktatur bzgl. der x-y-Relation eingefuihrt werden usw.)

Wenn z>y fur das Feld (1;2) gilt, so mul3 diese soziale Préaferenz aufgrund des
Unabhangigkeitskriteriums auch fur alle anderen Felder gelten, in denen Individuum
B die Alternative z gegenuber y und Individuum A die Alternative y gegeniber z be-
vorzugt. Dies sind all jene Felder, die in Tabelle 3 mit € bezeichnet wurden. Aus die-

ser Uberlegung ergibt sich Tabelle 2-2.

1 2 3 4 5 6
X>y X>y X>y
1 X>2z X>z X>z
y>z z>y y>z y>z z>y z>y
X>y X>y X>y
2 X>z x>z X>2Z
z>y z>y z>y
y > X y > X y > X
3 x>z X>z X>z
y>z z>y y>z y>z z>y z>y
y>X y=>X y=>X
4 Z>X Z>X Z>X
y>z Z>y y>z y>z Z>y Z>y
X>y X>y X>y
5 Z>X Z>X Z>X
zZ>y zZ>y z>y
y>X y=>X y=>X
6 Z>X Z>X Z>X
z>y z>y z>y

Tabelle 2-2: Anwendung der Teildiktatur von Individuum B auf Tabelle 2-1

Um weitere Erkenntnisse fir die soziale Praferenzordnung zu erhalten, werden nun
all jene Felder aus Tabelle 2-2 in Betracht gezogen, die anfangs lediglich eine In-
formation bzgl. einer kollektiven Praferenzordnung enthielten, und in denen durch
die Anwendung der Teildiktatur von B beziiglich der y-z-Relation eine weitere Infor-
mation hinzugekommen ist. Die notwendige dritte Information soll durch Anwendung

der Transitivitatsbedingung gewonnen werden.

Somit ist zu entscheiden Uber die Felder (1;5), (3;2), (3;6) und (4;5). Auf die Felder
(1;5) und (4;5) lalt sich die Transitivitatsbedingung nicht anwenden; es bleiben also
nur zwei Felder zur Auswahl: die Felder (3;2) und (3;6). Hierbei spielt es keine Rolle,

fur welches der beiden Felder wir uns entscheiden.



Beginnen wir bspw. mit Feld (3;2) und wenden die Transitivitdtsbedingung an, so
erhalten wir x>y. Diese uber die Transitivitatsbedingung hergeleitete Relation bzgl. x
und y ist damit auch fur all jene Felder gultig, in denen eine analoge x-y-Bewertung
durch die Individuen A und B vorliegt wie im erwéahnten Feld, also fir alle in Tabelle
3 mit B gekennzeichneten Zellen. Aus der Anwendung dieser Erkenntnis ergibt sich
Tabelle 2-3.

1 2 3 4 5 6
X>y X>y X>y
1 X>2z X>z X>z
y>z zZ>y y>z y>z zZ>y z>y
X>y X>y X>y
2 X>z x>z X>2Z
z>y z>y z>y
X>y X>y y>X y > X X>y y>X
3 X>z X>7z X>z
y>7z z>y y>z y>z z>y z>y
X >y X >y y > X y > X X >y y > X
4 Z>X zZ>X Z>X
y>Z Z>y y>Z y>Z Z>y Z>y
X>y X>y x>y
5 Z>X Z>X Z>X
z>y z>y z>y
X>y X>y y>X y>X X>y y>X
6 Z>X zZ>X Z>X
z>y z>y z>y

Tabelle 2-3: Anwendung der Transitivitdtsbedingung auf Tabelle 2-2

Analog zum vorherigen Vorgehen werden alle Felder, die jetzt zwei Informationen
enthalten, daraufhin untersucht, ob die Transitivitatsbedingung anwendbar ist. Dies
ist nur im Feld (4;1) der Fall. Wir erhalten x>z mit Gultigkeit fir alle mit & gekenn-

zeichneten Felder. Diese Erkenntnis wird in Tabelle 2-4 festgehalten.



1 2 3 4 5 6
X>y x>y x>y
1 X>z X>7z X>7z
y>z z>y y>2 y>z z>y >y
X>y X>y X>y
2 X>2z X>z X>z
z>y z>y z>y
X>y X>y y>X y=>X x>y y=>X
3 X>z X>7z X>7z
y>7 z>y y>2 y>z z>y >y
X>y X>y y>X y > X X>y y > X
4 X>z X>z X>2Z Z>X Z>X zZ>X
y>7z z>y y>z y>z z>y z>y
X>y X>y X>y
5 X>2z X>z X>2Z Z>X Z>X Z>X
z>y z>y z>y
X>y X>y y > X y>X x>y y>X
6 X>z X>2Z X>z Z>X zZ>X zZ>X
z>y z>y z>y

Tabelle 2-4: Anwendung der Transitivititsbedingung auf Tabelle 2-3

In Tabelle 2-4 existieren 3 Felder, in denen jeweils mit x>z eine zweite Information
hinzugekommen ist: Dies sind die Felder (5;1), (6;1) und (6;3). Die Transitivitatsbe-
dingung laf3t sich nur auf das letztgenannte Feld anwenden: Als Ergebnis erhalten wir

y>z mit Gultigkeit fur alle in Tabelle 3 mit £ markierten Zellen (siehe Tabelle 2-5).

1 2 3 4 5 6
X>y X>y X>y
1 X>2z X>z X>z
y>z zZ>y y>z y>z zZ>y z>y
X>y X>y X>y
2 X>7Z x>z X>Z
y>z z>y y>z y>z z>y z>y
X>y X>y y > X y > X X>y y > X
3 x>z X>z X>z
y>z zZ>y y>z y>z zZ>y z>y
X>y X>y y > X y>X x>y y>X
4 X>z x>z x>z Z>X Z>X Z>X
y>z z>y y>z y>z z>y z>y
X>y X>y X>y
5 X>z X>z X>2z Z>X zZ>X Z>X
y>z z>y y>7 y>z z>y z>y
X>y X>y y > X y > X X>y y > X
6 X>z X>z X>z Z>X zZ>X Z>X
y>z z>y y>7 y>z z>y z>y

Tabelle 2-5: Anwendung der Transitivititsbedingung auf Tabelle 2-4




Zur Tabelle 2-6 kommen wir durch analoges Vorgehen: Von den in Frage kommen-
den Feldern (2;3), (5;3) und (5;4) lal3t sich die Transitivitdtsbedingung nur auf das

letztere anwenden, und wir erhalten fur alle a-Felder y>x.

1 2 3 4 5 6

X>y x>y y>X y>X X>Yy y>X
1 X>2z x>z X>Z

y>Z Z>y y>Z y>Z Z>y Z>y

x>y X>y y=>X y>X X>y y>X
2 X>2z X>z X>z

y>z z>y y>z y>z z>y z>y

X>y x>y y>X y=>X x>y y=>X
3 X>z X>7z X>7z

y>z z>y y>z y>z zZ>y z>y

X>y X>y y > X y > X X>y y > X
4 X>z X>z X>z Z>X zZ>X Z>X

y>z zZ>y y>z y>2z zZ>y z>y

x>y X>y y=>X y>X X>y y>X
5 X>z X>z X>z Z>X Z>X Z>X

y>z z>y y>z y>2z z>y z>y

X>y X>y y > X y > X X>y y > X
6 X>2z x>z x>z Z>X Z>X Z>X

y>z z>y y>z y>z zZ>y z>y

Tabelle 2-6: Anwendung der Transitivititsbedingung auf Tabelle 2-5

Zur Entscheidung liegen in Tabelle 2-6 vier Felder vor: Auf die Felder (1;4) und (2;4)
lait sich keine Transitivitatsbedingung anwenden. Dagegen qilt fir die Felder (1;6)
und (2;6) sowie fur alle weiteren mit y gekennzeichneten Felder z>x. Dies fuhrt uns
zu Tabelle 2-7.

1 2 3 4 5 6

X>y X>y y>X y > X X>y y > X

1 X>z X>zZ X>2z Z>X Z>X Z>X
y>2 z>y y>2 y>z z>Yy 2>y
X>y X>y y > X y > X X>y y > X

2 X>z X>z X>z Z>X Z>X Z>X
y>z z>y y>z y>z z>y z>y
X>y X>y y>X y > X X>y y > X

3 X>z X>zZ X>2z Z>X Z>X Z>X
y>z z>y y>z y>z z>y z>y
X>y X>y y>X y>X X>y y>Xx

4 X>z X>zZ X>zZ Z>X Z>X Z>X
y>z z>y y>z y>z z>y z>y
x>y x>y y>x y>x x>y y>x

5 X>7z X>z X>z Z>X Z>X Z>X
y>z z>y y>2 y>z z>y z>y
X>y X>y y > X y > X X>y y > X

6 X>z X>zZ X>zZ Z>X Z>X Z>X
y>z z>y y>z y>z z>y z>y

Tabelle 2-7: Anwendung der Transitivitdtsbedingung auf Tabelle 2-6




Aus den in Tabelle 2-7 enthaltenen Informationen I&af3t sich nun fur jedes der 36 Fel-

der eine soziale Praferenzordnung bilden, was in Tabelle 4 geschieht.

1 2 3 4 5 6
X X y y z z
1 y z X z X y
z y z X y X
X X y y z z
2 y z X z X y
z y z X y X
X X y y z z
3 y z X z X y
z y z X y X
X X y y z z
4 y z X z X y
z y z X y X
X X y y z z
5 y z X z X y
z y z X y X
X X y y z z
6 y z X z X y
z y z X y X

Tabelle 4: Ableitung der kompletten sozialen Praferenzordnung aus Tab. 2-7

Vergleichen wir nun Tabelle 4 mit unseren Ausgangspréaferenzordnungen der bei-
den Individuen (Tabelle 1), so zeigt sich, da’ sich Individuum B in jedem der 36
Felder mit seinem personlichen Praferenzprofil durchgesetzt hat; d.h., B ist zum

Diktator geworden. Damit liegt ein Verstol3 gegen Kriterium 6 vor.

Bei analogem Vorgehen wie im Fall (1) laft sich nachweisen, dal3 sich im Fall (2) -
Ernennung von A zum Teildiktator bezuglich der y-z-Beziehung - Individuum A mit
seinem Praferenzprofil fur alle 36 Felder durchsetzt und damit seinerseits zum Dik-

tator wird. Es lage also wiederum ein Verstol3 gegen die sechste Bedingung vor.

Nun ist noch Fall (3) zu untersuchen, in dem fur die soziale Praferenzordnung des
Feldes (1;2) Indifferenz zwischen den Alternativen y und z unterstellt wird. Wir fligen
also fur dieses Feld in Tabelle 2-1 die Beziehung y=z ein, die natirlich aufgrund

analoger y-z-Relationen fiur alle e-Felder Gliltigkeit hat.
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1 2 3 4 5 6
X>y X>y X>y
1 X>z x>z x>z
y>z y==2 y=>2 y>z y=2 y=2
X>y X>y X>y
2 x>z X>z X>z
zZ>y zZ>y z>y
y > X y > X y > X
3 x>z X>z X>z
y>z y=z y>z y>z y=2z y=12
y>X y=>X y=>X
4 Z>X Z>X Z>X
y>z y=z y>z y>z y=z y=2z
X>y X>y X>y
5 zZ>X Z>X Z>X
zZ>y zZ>y z>y
y>X y=>X y=>X
6 Z>X Z>X Z>X
z>y z>y z>y

Tabelle 5: Anwendung von Fall (3) auf Tabelle 2-1

Im folgenden sollen die beiden dick eingerahmten Felder aus Tabelle 5 betrachtet
werden. Bei Anwendung der Transitivitatsbedingung gilt fir das Feld (4;5) wegen
z>x und y=z auch y>x. Aufgrund der Unabhangigkeitsbedingung gilt dies auch fur
alle anderen B-Felder, also auch fur das Feld (3;2). Bei Anwendung der Transitivi-
tatsbedingung fur ebendieses Feld ergibt sich aus y=z und y>x die Beziehung z>x.
Genau dies versto3t aber gegen das Pareto-Kriterium, da in diesem Feld beide In-
dividuen die Alternative x gegeniuber z bevorzugen und fir die soziale Praferenz-
ordnung folglich x>z gelten muf3. Die Annahme von Fall (3) fuhrt also zu einem Ver-

stol? gegen die Pareto-Bedingung.

Ein analoger Widerspruch besteht zwischen den Feldern (1;5) und (3;6) bezuglich
der x-z-Relation: Fiur das Feld (1;5) ergibt die Transitivitatsbedingung x>z, was auf-
grund des Unabhangigkeitskriteriums dann auch fur das Feld (3;6) gelten muf3te. In
letzterem aber wirde sich aufgrund der Transitivitatsbedingung dann auch x>y er-

geben, was den Praferenzprofilen der Individuen A und B widerspricht.

Nun ist ja die Existenz anderer individueller Préaferenzprofile denkbar, aus denen
eine soziale Praferenzordnung ohne Verstol3 gegen das Pareto-, Unabhangigkeits-
oder Nichtdiktaturkriterium ableitbar ware. Allerdings wurde eingangs die universel-

le Anwendbarkeit als weitere Anforderung an die Mehrheitswahlregel gestelit. D.h.,
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die kollektive Praferenzordnung muf3 sich aus jeder denkbaren (also auch der von

uns unterstellten) Einzelpraferenzordnung ableiten lassen.

Dal dies nicht moglich ist, ohne dabei nicht gegen mindestens eine der Ubrigen An-
forderungen zu verstol3en, somit also das Unmadglichkeitstheorem von ARROW Glil-

tigkeit besitzt, wurde in diesem Aufsatz mit relativ einfachen Mitteln dargestellt.
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