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Zusammenfassung

Im Bereich der Messung der �Anderung von Ungleichheit sind schon einige

Ma�e vorgeschlagen worden. Doch bis jetzt hat noch niemand versucht, auf

Grundlage von bestimmten Axiomen eine Klasse von dynamischen Ungleich-

heitsma�en herzuleiten. Dies geschieht in dieser Arbeit. Nach der De�nition

der Axiome wie Pigou{Dalton{Bedingung f�ur dynamische Ungleichheitsma�e,

Normierung, Symmetrie und Additiver Konsistenz, wird gezeigt, da� nur die

normierte Di�erenz von Werten eines Ungleichheitsma�es f�ur die zwei Ver-

gleichsperioden oder {gebiete alle Axiome erf�ullt. Es werden f�ur diese Indices

Sch�atzer und Formeln zur Berechnung der Sensitivit�at angegeben.
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1 Einleitung

Neben der Messung von Ungleichheit in einem Zeitpunkt oder f�ur ein Gebiet interes-
siert vor allem die Ver�anderung von Ungleichheit im Zeitverlauf oder der Unterschied

zwischen zwei Gebieten. Zu diesem Zweck wurden Ma�e entwickelt, die, basierend
auf zwei Beobachtungsvektoren, die �Anderung der Ungleichheit messen. Vorschl�age
f�ur solche

"
dynamische\ Ungleichheitsma�e stammen zum Beispiel von Grossack

(1965), der den Steigungsparameter der linearen Regression der Marktanteile in der
Ausgangsperiode auf die Anteile in der Vergleichsperiode betrachtet. Einen �ahnli-

chen Ansatz w�ahlen Hart und Prais (1956), die als Ma� das arithmetische Mittel der
Steigungsparameter von linearer und inverser linearer Regression nehmen. Bruck-

mann (1969) betrachtet die Quotienten der Her�ndahl{ bzw. Gini{Indices f�ur die
beiden Perioden und transformiert diese, um Funktionen zu erhalten, die zwischen

minus Eins und Eins liegen.

Die bis jetzt erw�ahnten Ma�e basieren alle auf dem Quotienten der Ungleichheits-

ma�e f�ur die beiden Perioden. Eine weitere, intuitive, M�oglichkeit �Anderung zu
messen besteht in der Di�erenzenbildung. Vorschl�age daf�ur �nden sich bei Franke
(1989), der die Di�erenz der Exponentialindices betrachtet, Weiss (1965), welcher

die Di�erenz der Marktanteile der k gr�o�ten Unternehmen w�ahlt, und Piesch (1975).
Diese drei versuchen auch durch die Zerlegung der einzelnen Ma�e weitere Informa-

tionen �uber die Ungleichheits�anderung zu erhalten. Dies erweist sich allerdings als
problematisch, da man dazu sehr restriktive Anforderungen an die einzelnen Grup-

pen stellen mu� (siehe Stich (1993)).

Auch Lorenzen (1979) w�ahlt die Di�erenz als �Anderungsma�. Er nimmt den Gini-

Index und normiert die Di�erenz, indem er durch den Gini-Index der Ausgangs-
periode teilt. Im Gegensatz zu allen anderen Vorschl�agen besch�aftigt er sich auch

eingehend mit dem Problem ungleicher Vektorl�angen. [Jedoch ist die Formel zur
Berechnung des dynamischen Ma�es bei Au��ullen eines Vektors leider nicht allge-

meing�ultig, wie man leicht durch ein Gegenbeispiel zeigen kann (Stich (1993))]. In
den anderen Arbeiten wird dies entweder ignoriert oder die fehlenden Werte durch
Nullen ersetzt. Die letzte Vorgehensweise ist jedoch nur bei Untersuchungen �uber

absolute Konzentration zul�assig.

Kahnwald (1974) betrachtet die Ver�anderung des Anteils an der Merkmalssumme f�ur

die jeweils i kleinsten Auspr�agungen, indem er die Di�erenz bildet. Danach summiert
er diese Werte auf und normiert sie, indem er durch die aufsummierten Anteile

der Ausgangsperiode dividiert. Er zeigt, da� dieses Ma� die Fl�ache zwischen der

Diagonalen und der Kurve, die durch die Punkte

 
iP

j=1

pj ;
iP

j=1

qj

!
verl�auft, ist. Dabei

sind pj und qj die geordneten Merkmalsanteile der ersten bzw. zweiten Periode.

Ein anderer Weg, die �Anderung der Ungleichheit zu messen, ist der Vergleich der

Verteilungsfunktionen der beiden Perioden oder Gebiete. Dazu sei hier nur die Ar-
beit von Schmid (1994) genannt, welcher �uber die interdistributionelle Lorenzkurve

und darauf basierenden, skalaren Ma�en die �Anderung mi�t. Weitere Arbeiten zu
diesem Thema sind in diesem Artikel aufgef�uhrt.
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Obwohl es bis jetzt einige Vorschl�age zur Messung der �Anderung von Ungleich-

heit gegeben hat, hat noch niemand versucht, sich diesem Problem axiomatisch zu
n�ahern. So erf�ullen einige der oben genannten Ma�e einige Eigenschaften nicht,

die f�ur ein �Anderungsma� wichtig sind. So zeigen die Ma�e von Grossak (1965) und
Hart und Prais (1956) eine unterschiedliche �Anderung der Ungleichheit an, wenn die
beiden Argumente vertauscht werden. Das gleiche gilt f�ur die Indices von Lorenzen

(1979). Die Ma�e von Kahnwald (1974) und Schmid (1994) zeigen nur die Gr�o�e
der �Anderung, jedoch nicht deren Richtung an. Diese Arbeit besch�aftigt sich mit

der axiomatischen Herleitung einer Klasse von dynamischen Ungleichheitsma�en.
Unter Vorgabe von sinnvollen Axiomen zeigt sie, da� es nur eine Klasse von Ma�en

gibt, die diese Eigenschaften erf�ullen. Dabei wird diese Klasse auf Grundlage von
Verteilungsfunktionen hergeleitet. F�ur die Ungleichheitsma�e, welche auf Beobach-

tungsvektoren basieren, ist die Klasse der dynamischen Indices ein Spezialfall der
ersteren. Sie enth�alt dann auch Ma�e, welche Konzentrations�anderung messen. Die

De�nition der Indices wird absichtlich so allgemein wie m�oglich gehalten, um ein
m�oglichst breites Anwendungsspektrum zu gew�ahrleisten. So kann man diese Ma�e
sowohl f�ur Konzentrations�anderung als auch f�ur Disparit�ats�anderung einsetzen.

Der n�achste Abschnitt enth�alt die De�nition der Axiome, und der dritte Teil leitet die

Klasse von �Anderungsma�en her. Im darau�olgenden Abschnitt werden Aussagen
zur asymptotischen Verteilung von Sch�atzern f�ur diese Ma�e gemacht. Au�erdem

wird die Sensitivit�at der dynamischen Ungleichheitsma�e behandelt.

2 Grundlagen

Bevor die Axiome f�ur dynamische Ungleichheitsma�e de�niert werden, sollen noch
einige Notationen erw�ahnt werden. Folgende Bezeichnungen f�ur Mengen werden

benutzt:

IRn
+ = fx 2 IRn : xi � 0g

D+ =

1[
n=2

IRn
+

F = Menge aller Verteilungsfunktionen auf IR+

Die De�nition f�ur ein Ungleichheitsma� ist im weitesten Sinne:

De�nition:

Eine Funktion g : F ! IR hei�t Ungleichheitsma�, wenn sie die Pigou{Dalton{

Bedingung erf�ullt.

Da die Ma�e auf Verteilungsfunktionen de�niert sind, ist dies �aquivalent damit, da�

g lorenz{konsistent ist (siehe P
ug (1979), Satz 1). Dies bedeutet:

G �L F ) g(G) � g(F )

mit G �L F , LF (p) � LG(p) 8p 2 [0; 1] und LF die Lorenzkurve von F .
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D(F;G) : F �F ! IR bezeichnet das dynamische Ungleichheitsma�.

Im folgenden werden die Axiome f�ur D(F;G) beschrieben.

Allgemein sollte gelten, da� eine Reduktion der Ungleichheit zu einem negativen
Wert und die Zunahme zu einem positiven Wert f�uhrt. Wenn die Verteilungsfunk-

tion G durch eine Robin{Hood{Transformation aus der Verteilungsfunktion F ent-
standen ist, soll da� Ma� also kleiner oder gleich Null sein. Wenn G aus F durch

eine Robin{Hood{Transformation entstanden ist, so ist G Pigou{Dalton dominant

�uber F . Dies ist �aquivalent damit, da� G Lorenz{dominant bez�uglich F ist (siehe
P
ug (1979), Satz 1). Also l�a�t sich die Pigou{Dalton{Bedingung f�ur dynamische

Ungleichheitsma�e wie folgt de�nieren:

(PD) G �L F ) D(F;G) � 0.

Um die Werte des Index interpretieren zu k�onnen, mu� der Wertebereich bekannt

sein. Au�erdem ist es f�ur einen Vergleich von verschiedenen dynamischen Ungleich-
heitsma�en sinnvoll, da� sie alle auf den gleichen Bereich normiert sind. Deshalb soll

bei maximaler Ungleichheitszunahme der Wert Eins und bei maximaler Abnahme
der Wert minus Eins angenommen werden. Weiterhin soll der Index den Wert Null

annehmen, wenn sich die Verteilungsfunkion nicht ge�andert hat (Normierung):

(N) (i) �1 � D(F;G) � 1

(ii) D(F; F ) = 0.

Die zweite Forderung bedeutet nicht, da� aus D(F;G) = 0 die Gleichheit von F und

G folgt.

Vertauscht man Ausgangs{ und Vergleichsperiode, so bleibt das Ausma� der �Ande-
rung bestehen. Es wechselt nur die Richtung der �Anderung. Deshalb soll gelten:

Vertauscht man Ausgangs{ und Vergleichsperiode, so �andert sich nur das Vorzeichen
des dynamischen Ma�es (Symmetrie):

(S) D(F;G) = �D(G;F ).

L�a�t sich der Beobachtungszeitraum in mehrere Perioden zerlegen, so soll die Ge-
samt�anderung in die Summe der Einzel�anderungen zerlegbar sein. Dies liefert eine

einfache Handhabung bei der Berechnung von �Anderungen �uber gr�o�ere Zeitr�aume
hinweg. Au�erdem erm�oglicht es, zu erkennen, wie sich die Gesamt�anderung zu-

sammensetzt. So kann die Gesamt�anderung Null sein, obwohl die Ungleichheit in
der ersten Periode stark zugenommen und in der zweiten Periode (genauso) stark
wieder abgenommen hat. Dieses Axiom sichert also weitere Informationen �uber das

Verhalten der �Anderung im gesamten Zeitraum (Additive Konsistenz):

(AK) D(F;G) = D(F;H) +D(H;G).

Dies sind die Axiome die von den dynamischen Ma�en erf�ullt werden sollen.

Das nachfolgende Lemma zeigt eine Beziehung zwischen den Axiomen, welche f�ur
den Beweis von Satz 1 ben�otigt wird.
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Lemma:

(AK) ) (S), (N)(ii)

Beweis:

(AK) ) (N)(ii)

Betrachte D(F; F ). Aus der Additiven Konsistenz folgt:

D(F; F ) = D(F; F ) +D(F; F )

, D(F; F ) = 0

(AK) ) (S)

0
(N)(ii)
= D(F; F )

(AK)
= D(F;G) +D(G;F )

, D(F;G) = �D(G;F )

2

3 Eine Klasse von dynamischen Ungleichheitsma�en

Resultat des folgenden Satzes ist, da� die Ma�e, welche die Axiome Pigou{Dalton f�ur
dynamische Ungleichheitsma�e, Symmetrie, Normierung und Additive Konsistenz
erf�ullen, nur die normierte Di�erenz einer lorenz{konsistenten Funktion (und damit

eines Ungleichheitsma�es) sein k�onnen. Wegen des obigen Lemmas m�ussen nur die
Axiome (N)(i), (PD) und (AK) betrachtet werden.

Satz 1:

Sei D(F;G) : F � F ) IR. Dann gilt:

D(F;G) erf�ullt (N)(i), (PD) und (AK) , D(F;G) =
g(G)� g(F )
max g �min g

mit einer lorenz{konsistenten Funktion g : F ! IR und endlichen

max g := max
8F2F

g(F ) und min g := min
8F2F

g(F ):

Beweis:

"
)\

Aus der Additiven Konsistenz folgt:

D(F;G) = D(F;H) +D(H;G)

(S)
= D(H;G)�D(H;F ) f�ur ein H 2 F : (1)
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Da die linke Seite von H unabh�angig ist, gilt dies auch f�ur die rechte Seite. Somit

kann man H durch eine Konstante ersetzen. Dies sei hier die Dirac{Funktion Ea
mit:

Ea(x) =
8<
:

0 f�ur x < a

1 f�ur x � a

:

Damit ist D(H;G) eine Funktion von einer Variablen und aus (1) folgt:

D(F;G) = D(Ea; G)�D(Ea; F )
= f(G)� f(F ) (2)

mit f(F ) := D(Ea; F ) : F ! IR.

Mit der Pigou{Dalton{Bedingung f�ur dynamische Ma�e gilt:

G �L F ) D(F;G) � 0

, f(G)� f(F ) � 0

, f(G) � f(F ):

Dies bedeutet, da� f lorenz{konsistent sein mu�.

Um das Axiom der Normierung ausnutzen zu k�onnen, wird f etwas anders geschrie-
ben. Die Funktion f(F ) := a � g(F ) mit a > 0 ist nur dann lorenz{konsistent, wenn
auch g lorenz{konsistent ist. Einsetzen dieser Funktion in (2) ergibt:

D(F;G) = a � (g(G)� g(F )) : (3)

Das Axiom der Normierung fordert, da� das Maximum des dynamischen Ma�es
gleich Eins sein soll. Dies bedeutet:

max
8F;G2F

D(F;G) = 1

, max
8F;G2F

(a � (g(G)� g(F ))) = 1

, a �
�
max
8G2F

g(G)� min
8F2F

g(F )

�
= 1

, a � (max g �min g) = 1

, a = 1
max g �min g ;

falls max g und min g endlich sind. Dies bedeutet, da� g beschr�ankt ist.

Aus (3) wird:

D(F;G) =
g(G)� g(F )

max g �min g

mit einer lorenz{konsistenten Funktion g : F ! IR.
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"
(\

Wegen

D(F;G) =
g(G)� g(F )

max g �min g
=

g(G)� g(H) + g(H)� g(F )

max g �min g

=
g(G)� g(H)

max g �min g
+

g(H)� g(F )

max g �min g

= D(H;G) +D(F;H)

gilt die Additive Konsistenz.

Da g lorenz{konsistent ist, gilt:

G �L F ) g(F ) � g(G):

Daraus folgt f�ur D(F;G):

D(F;G) =

�0z }| {
g(G)� g(F )

max g �min g| {z }
>0

� 0:

Damit ist auch die Pigou{Dalton{Bedingung f�ur dynamische Ma�e erf�ullt.

Zuletzt folgt (N)(i) mit:

g(G)� g(F ) � jmax g �min gj
, �(max g �min g) � g(G)� g(F ) � max g �min g

, �max g �min g

max g �min g
� g(G)� g(F )

max g �min g
� max g �min g

max g �min g

, �1 � D(F;G) � 1:

Damit ist die Behauptung gezeigt. 2

Wie Satz 1 zeigt, h�angen die dynamischen Ungleichheitsma�e nur von einer lorenz{

konsistenten Funktion ab, also von einem Ungleichheitsma�. Als Ergebnis folgt: Ein
dynamisches Ungleichheitsma�, welches die Axiome erf�ullt, ist die (normierte) Dif-

ferenz der Ungleichheitsma�e der beiden Perioden. Dynamische Ungleichheitsma�e,
welche auf Beobachtungswerten basieren, sind ein Spezialfall von Satz 1. Man erh�alt
sie, indem man f�ur F und G die empirischen Verteilungsfunktionen von x und y ein-

setzt. Diese Ma�e sind dann nur noch von den Beobachtungswerten (x1; . . . ; xn)
bzw. (y1; . . . ; ym) und der Anzahl der Beobachtungswerte n bzw. m abh�angig. Da-

mit lassen sich die dynamischen Indices in diesem Fall als Funktionen von x und
y schreiben. Daraus folgt, da� hier auch Ma�e f�ur absolute Konzentration (z.B.

Her�ndahl{Index) in dieser Klasse von dynamischen Indices enthalten sind.
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Satz 2:

Sei D(x; y) : D+ � D+ ) IR. Dann gilt:

D(x; y) erf�ullt (N)(i), (PD) und (AK) , D(x; y) =
g(y)� g(x)

max g �min g

mit einer schur{konvexen Funktion g : D+ ! IR und endlichen

max g := max
8x2D+

g(x) und min g := min
8x2D+

g(x):

Im Unterschied zu Satz 1 ist g hier eine schur{konvexe Funktion. Warum sollte

also Satz 2 ein Spezialfall von Satz 1 sein? Dies ist leicht zu sehen, wenn man sich

�uberlegt, das Schur{Konvexit�at �aquivalent mit der Erf�ullung der Pigou{Dalton{
Bedingung ist. Sie ist also das diskrete Analogon zur Lorenz{Konsistenz.

Wie man sieht, ist die in diesem Abschnitt hergeleitete Klasse von dynamischen

Ungleichheitsma�en leicht zu berechnen. Dies gilt insbesondere dann, wenn die
Werte des zugrundeliegenden Ungleichheitsma�es vorliegen und seine Grenzen be-

kannt sind.

Ein Nachteil besteht darin, da� man Ungleichheitsma�e nur f�ur die Konstruktion
eines dynamischen Ma�es benutzen kann, wenn die Grenzen des Ungleichheitsma�es

endlich sind. So l�a�t sich das Ma� von Theil nur in seiner normierten Form (siehe
z.B. Dagum (1993), S.14) verwenden, da seine Obergrenze log(n) ist. Somit w�urde

man bei der Berechnung des dynamischen Ma�es immer durch unendlich teilen und
damit als Wert f�ur das Ma� immer Null bekommen.

4 Asymptotische Verteilung eines Sch�atzers f�ur dyna-

mische Ungleichheitsma�e

Da man in der Regel die Verteilungsfunktionen F und G nicht kennt, kann man auch

D(F;G) nicht ausrechnen. Also mu� man es sch�atzen. Um das Ma� zu sch�atzen,
bietet es sich an, die Funktionale g(F ) bzw. g(G) zu sch�atzen. Somit ist

D(F̂ ; Ĝ) =
g(Ĝ)� g(F̂)

max g �min g
:

F�ur Erwartungswert und Varianz gelten:

E(D(F̂ ; Ĝ)) =
1

max g �min g

h
E(g(Ĝ))� E(g(F̂))

i
;

V ar(D(F̂ ; Ĝ)) := �2D =

�
1

max g �min g

�2 h
�2
g(Ĝ)

+ �2
g(F̂ )

� 2�
g(Ĝ);g(F̂ )

i
:

Ist g(̂�) erwartungstreu, so folgt daraus sofort die Erwartungstreue von D(F̂ ; Ĝ).

Gilt au�erdem � p
n(g(Ĝ)� g(G))p
n(g(F̂)� g(F ))

�
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ist asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert Null und Kovarianzmatrix 
�2
g(Ĝ)

�
g(Ĝ);g(F̂)

�
g(Ĝ);g(F̂)

�2
g(F̂ )

!
;

so ist (Rao 1973 (Kapitel 6)):

p
n
h
((g(Ĝ)� g(F̂))� (g(G)� g(F ))

i
as:� N(0; �2)

mit
�2 = �2

g(Ĝ)
+ �2

g(F̂)
� 2�

g(Ĝ);g(F̂)
:

Damit ist p
n
h
D(F̂ ; Ĝ)�D(F;G)

i
as:� N(0; �2D)

mit

�2D =

�
1

max g �min g

�2

�2:

Benutzt man also ein Ungleichheitsma� (z.B. Gini) mit einem erwartungstreuen

und asymptotisch normalverteilten Sch�atzer, so ist der Sch�atzer f�ur das dynami-
sche Ungleichheitsma� auch erwartungstreu und asymptotisch normalverteilt, weil
die Linerakombination von zwei normalverteilten Zufallsvariablen wieder normal-

verteilt ist. Da es sich hier bei den Funktionalen um Ungleichheitsma�e handelt
(Satz 1), kann man Ergebnisse von Arbeiten �uber die Verteilung von Sch�atzern von

Ungleichheitsma�en anwenden (siehe z.B. Kakwani (1991)).

Es stellt sich nat�urlich die Frage, wie ein dynamisches Ma� auf �Anderungen in seinen
beiden Argumenten reagiert. Diese �Anderung wird Sensitivit�at genannt und soll nun

untersucht werden. Dabei folgt diese Arbeit der De�nition von Sensitivit�at, welche
Schmid (1991) eingef�uhrt hat. Diese lautet im Fall von Beobachtungsvektoren:

Sn(i; jjx(1); . . . ; x(n)) :=
@

@xi
g(x1; . . . ; xn)� @

@xj
g(x1; . . . ; xn)

und im Fall von stetigen Verteilungsfunktionen:

S(i; j) := lim
n!1

�
n � Sn([n�]; [n�]jX(1); . . . ; X(n))

�
mit 0 < � < � < 1 und [m] := minfk 2 INjk � mg, wobei dieser Grenzwert mit

Wahrscheinlichkeit 1 existiert (siehe Schmid (1991), S. 163).

Mit Sn(i; j) wird die Auswirkung eines Transfers von xi zu xj angegeben. Bei

dynamischen Ungleichheitsma�en soll die Sensitivit�at gerade die Auswirkung von je
einem Transfer in den beiden Argumenten sein. So l�a�t sich untersuchen, wie dieser

Index bei Ungleichheitszunahme oder {abnahme in beiden Argumenten reagiert,
aber auch wie er sich bei Zunahme in einem Argument und Abnahme im anderen

ver�andert.
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Sei a > 0 eine reelle Zahl. Ausgehend von der absoluten �Anderung:

�(aji; j; k; l)
= D(x1; . . . ; xn; y1; . . . ; yn)

�D(x1; . . . ; xj + a; . . . ; xi � a; . . . ; xn; y1; . . . ; yl + a; . . . ; yk � a; . . . ; yn)

=
1

max g �min g
[g(y)� g(x)� g(y1; . . . ; yl + a; . . . ; yk � a; . . . ; yn)

+g(x1; . . . ; xj + a; . . . ; xi � a; . . . ; xn)]

wird der erste Faktor der Taylorreihenentwicklung um a = 0 als Sensitivit�atsma�

gew�ahlt (siehe Schmid (1991)). Damit ergibt sich:

Sn(i; j; k; ljx(1); . . . ; x(n); y(1); . . . ; y(n))
= �0(0ji; j; k; l)

=
1

max g �min g

�
@

@yk
g(y)� @

@yl
g(y) +

@

@xj
g(x)� @

@xi
g(x)

�

=
1

max g �min g

�
Sn(k; ljy(1); . . . ; y(n))� Sn(i; jjx(1); . . . ; x(n))

�
:

Damit ist die Sensitivit�at der dynamischen Ungleichheitsma�e nur die mit dem Nor-

mierungsfaktor multiplizierte Di�erenz der Sensitivit�at der zugrundeliegenden Un-
gleichheitsma�e.

F�ur den Fall stetiger Verteilungsfunktionen gilt dies analog, denn:

S(�; �; 
; �) = lim
n!1

�
n � Sn([n�]; [n�]; [n
]; [n�]jX(1); . . . ; X(n); Y(1); . . . ; Y(n))

�
=

1

max g �min g

h
lim
n!1

�
n � Sn([n�]; [n�]jY(1); . . . ; Y(n))

�
� lim

n!1

�
n � Sn([n
]; [n�]jX(1); . . . ; X(n))

�i

=
1

max g �min g
[S(�; �)� S(
; �)] :

Die Sensitivit�at der dynamischen Ungleichheitsma�e l�a�t sich also ganz leicht aus
der Sensitivit�at der zugrundeliegenden Ma�e herleiten. Andererseits kann man auch

die Indices, welche in das dynamische Ma� eingehen sollen, so w�ahlen, da� der Index
eine gew�unschte Sensitivit�at hat.

Interessiert man sich f�ur das Verhalten des dynamischen Index, wenn nur in einem

Argument eine Ungleichheits�anderung vorgenommen wird, so wird diese durch die
Sensitivit�at des benutzten Ungleichheitsma�es multipliziert mit dem Normierungs-

faktor angegeben. Das ist leicht zu sehen, wenn man die absolute �Anderung
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�(aji; j)
= D(x1; . . . ; xn; y1; . . . ; yn)

�D(x1; . . . ; xj + a; . . . ; xi � a; . . . ; xn; y1; . . . ; yn)

=
1

max g �min g
[g(y)� g(x)� g(y) + g(x1; . . . ; xj + a; . . . ; xi � a; . . . ; xn)]

betrachtet. Die Sensitivit�at ergibt sich dann zu

Sn(i; jjx(1); . . . ; x(n); y(1); . . . ; y(n)) = �0(0ji; j)

=
1

max g �min g

�
@

@xj
g(x)� @

@xi
g(x)

�

=
1

max g �min g
Sn(i; jjx(1); . . . ; x(n)):

Genauso l�a�t sich dies f�ur Ma�e zeigen, die auf Verteilungen basieren.

5 Abschlie�ende Bemerkungen

Wie diese Arbeit zeigt, ist ein dynamisches Ungleichheitsma�, das die Axiome Pigou{
Dalton{Bedingung f�ur dynamische Ungleichheitsma�e, Symmetrie, Normierung und

Additive Konsistenz erf�ullt, die normierte Di�erenz der Werte eines Ungleichheits-
ma�es f�ur die zwei Vergleichsgebiete bzw. {perioden. Von den in der Einleitung
vorgestellten Ma�en sind nur die Indices von Franke (1989), Piesch (1975) und Weiss

(1965) (bis auf die Normierung) von dieser Form.

Bemerkenswert ist die einfache Handhabung dieser Klasse von dynamischen Indices.
Man kann bei ihrer Berechnung auf schon vorhandene Werte von Ungleichheitsma�en

zur�uckgreifen. Damit l�a�t sich ihr Wert ohne gro�en Rechenaufwand bestimmen.
Weiterhin kann man auch das Verhalten bei der �Anderung von Ungleichheit leicht

festlegen, da die Sensitivit�at der Ma�e mit der (meistens bekannten) Sensitivit�at
des vorliegenden Ungleichheitsma�es in einem einfachen funktionalen Zusammen-
hang steht.

Ein weiterer Vorteil besteht in dem weiten Anwendungsbereich. Die dynamischen
Ma�e k�onnen sowohl f�ur Konzentrations{ als auch f�ur die Disparit�atsmessung einge-

setzt werden. Dabei ber�ucksichtigen sie die Eigenschaften der gew�ahlten �Anderungs-
art. W�ahlt man ein Konzentrationsma�, so wird die Hinzunahme eines Elementes

mit Wert Null nicht als �Anderung der Ungleichheit interpretiert. W�ahlt man hinge-
gen ein Disparit�atsma�, so wird im eben erw�ahnten Fall eine Ungleichheits�anderung

angezeigt. Daf�ur reagiert der Index nicht auf eine Verdoppelung des Beobachtungs-
vektors, was ja auch nicht zu einer Ver�anderung der Disparit�at f�uhrt.
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Gef�ahrlich ist hier nat�urlich die Manipulationsm�oglichkeit des Ergebnisses. Man

kann das Ungleichheitsma� so w�ahlen, da� die �Anderung in den Daten so inter-
pretiert wird, wie man es in einem bestimmten Fall gerne haben m�ochte. Hat sich

zum Beispiel die Konzentration im oberen Wertebereich ge�andert, und man will eine
kleine �Anderung angezeigt haben, so k�onnte man einen Konzentrationsindex w�ahlen,
der in diesem Bereich nicht sensitiv ist. Umgekehrt kann man eine gro�e �Anderung

erhalten, wenn man ein Ma� mit hoher Sensitivit�at im oberen Bereich w�ahlt. Diese
Gefahr kann man umgehen, indem man zuerst das dynamische Ungleichheitsma�

festlegt und dann erst die Daten betrachtet.
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