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Julia Belau1

Outside Options in Probabilistic Coalition 
Situations

Abstract
In this paper, I introduce an extension of (TU) games with a coalition structure. Taking 
a situation where all coalitions are already established is not reasonable in order to 
forecast the reality; there is not only one possible coalition, there are several. I consider 
situations where coalitions are not established yet and take into account the likelihood 
of each possible coalition. This leads to a generalized, probabilistic setting for coalition 
structures. Probabilistic versions of known axioms are introduced as well as new 
probabilistic axioms. Generalizations of both the outside-option-sensitive chi-value 
(Casajus, Soc Choice Welf 32, 1-13, 2009) and its outside-option-insensitive pendant, 
the component restricted Shapley value (Aumann and Drèze, Int. J. Game Theory 3, 217-
237, 1974), are defi ned and axiomatic characterizations are given.

JEL Classifi cation: C71

Keywords: TU game; coalition structure; outside option
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T ⊆ K 
�# uT (K) = 0 ��"��!�	� �	 

���# 
 ��
������  
���

� 	������� 
��
��� �	 
 ���
���� ϕ �"
� 
		� �	 �
��% &�
���	 ��� 
��  
��	 (N, v)� ����

ϕ(N, v) ∈ R
N � � &��� �	�# 	������� 
��
��� ��� ����  
��	 �	 �"� �"
���� &
��� Sh ��"
�����

'()*�� ��� 
�� ��
��� i ∈ N  �&�� ��

Shi(N, v) :=
∑

K⊆N\{i}

k!(n− 1− k)!

n!
[v(K ∪ {i})− v(K)], ���'�

!"��� k = |K|, n = |N |

�"� �"
���� &
��� 
		� �	 �� �&��� ��
��� �"� 
&��
 � �
� ��
� 
����������� �&�� 
�� ��#��	�

!"��� �"� �
� ��
� 
����������� �	  �&�� �� v(K ∪ {i})− v(K)�

� �
������� P ⊆ 2N �	 

���# 
 ��������� ��	
��
	� �
�� ��� (N, v)� !"��� P(i) #�����	 �"�


�������� 
���
���� ��
��� i ��"� 	�� �� 
�� ��
���	 �"
� 
�� �� �"� 	
�� 
��� 
	 ��
���

i�� � ��� 
�� �� ��������� ���
����� (N, v,P) �	 
 ����  
�� �� ��"�� !��" 
 
�
������

	���
����� � ���&
��� ϕ 
		� �	 �
��% &�
���	 ��� 
�� ��� 
��	� $�� 
�� K ⊆ N + #����

ϕK(N, v,P) :=
∑

i∈K ϕi(N, v,P)�

,�! +  �&� #��������	 
�# ����&
����	 �� ��
����	 ��� ���&
���	 ��
	�# �� �
	
-�	� �..(
��

�"�	� ��
����	 
�� 

���# ���
/���	�

���������� ��� � ���&
��� ϕ 	
��	��	�� �� ��� 
�� 
�
������ ���
����	 v, w0 ϕ(N, v+w,P) =

ϕ(N, v,P) + ϕ(N,w,P).

� �	 
 	�
�#
�# 
/����� +� �	 	
��	��# �� ��	� �� �"� 	������� 
��
���	 �������# �� �� �"�

�����#�
�����

	
��

�
� �����
� �	�� � ���&
��� ϕ 	
��	��	 	�� �� ϕP(i)(N, v,P) = v(P(i)) ��� 
��

i ∈ N �

�"� ����&
���� �� �"�	 
/��� �	 �"
� ��
���	 !��"�� 
 
��������� 	��� 
	 
 ���#�
��&� �����


�����
�� �� 
��
�� �"� 
��������1	 !���"� +� 
����
	� �"��� �	 �"� �������� ����� �0

ϕN (N, v,P) = v(N)�

	
��

�
� ���������� �������� �	�� 2�
���	 i, j ∈ N 
�� 

���# 	�������
 �� (N, v)

�� v(K ∪ {i}) = v(K ∪ {j}) ∀K ⊆ N \ {i, j}� � ���&
��� ϕ 	
��	��	 	�� �� ϕi(N, v,P) =

ϕj(N, v,P) ��� 
�� 	�������
 2�
���	 i, j ∈ N 
�# j ∈ P(i)�

��������
 ��
���	 "
&� �"� 	
�� ���#�
��&���� ���&
���	 	"���# ���&�#� �"� 	
�� �
��% ���

��
���	 !��" �3�
� ���#�
��&��� �"
� 
�� �� �"� 	
�� 
��������� 	��
� �"��� �	 ���"�� ��4�


� ����� 	���
���� !"�
" 
���# �� ��
	��
��� ��� 
 #�%����� ���
����� �� �"�	� ��
���	� 	�

� ��� � ���������	 �
 � ��� 
���� ����������� ��� ������� ����� �� � ��	 �����		 !��"�	����	 ��������
�#�	������#� $%� �� &%� &&$



� ��� ����	�
�
�

� ��


�� 	�� 
�� ����	�
�
�

� χ��	��� �


� 	 ���	�	

�� �� 
�� �������� ��	
� �� ϕi(N, v,P) = ϕj(N, v,P) ��� 	�� �����
�
� ��	����


� (N, v)�

����� ���	
�
�� �
		 �	���� ���� � ��	��� i ∈ N 
� �	���� 	 ���� ��	��� 
� (N, v) 
�

v(K ∪ {i}) = v(K) ∀K ⊆ N \ {i}� � ����	��� ϕ �	

� �� ��! 
� ϕi(N, v, {N}) = 0 ��� 	��

���� ��	���� i ∈ N �

��
� 	�
�� 
� 	 ���	�	

�� �� 
�� ��

 �
���� ��	
� �� ϕi(N, v,P) = 0 ��� 	�� ���� ��	����

i ∈ N � ��
� 	�
�� �������� ���
�	�

� "

� ��������

�� ��	�����

��
� 
�	
 ��� P = {N}! 
�� 	�
��� ��! �� 	�� �� ������ �! � 	�� � ��� �#��	���

$"

���
 ���
��� �
���
���%� ����� 	�
��� 
���
��� "

� � ��	�	�
��
&� 
�� ��	���� �	���

$��	����! '()�%�

��	
��
�� ���� � �	�



�� P ′ ⊆ 2N 
� �	����  ��� 
�	� P ⊆ 2N 
� P ′(i) ⊆ P(i) ��� 	�� ��	����

i ∈ N � � ����	��� ϕ �	

� �� ��! 
� ��� P ′ ��
��  ��� 
�	� P "� �	�� ��� 	�� i ∈ N ! j ∈ P ′(i)�
ϕi(N, v,P)− ϕi(N, v,P ′) = ϕj(N, v,P)− ϕj(N, v,P ′)�
*�� ����� 	���� 
�	
 �	
�� �� ������ �� ���
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�
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��� ������ 	,��
 	�� ��	���� 
�	
 ���	
� 
���
��� 
� 
�� ��" ��	�


�� �
���
��� �� 
��

�	�� "	��

#�
�� 
�� ����
��� 	�
���! �	�	-�� $.//(	% ����
���
� 	 ����	��� 
�	
 
� ����


�� 
� ��
�
��

��

����

����
�
�� ��� $χ��	���%� ��� χ���
�� 	� �
� ��� �
���� i ∈ N �	��� ��

χi(N, v,P) := Shi(N, v) +
v(P(i))− ShP(i)(N, v)

|P(i)| $.�.%

��� χ��	��� �	� �� ���� 	� 0
�� ��	���� �	��� �	�� ��������
 �1�
��
0�

������� ��� $�	�	-�� $.//(%%� ��� χ���
�� 	� ��� ��	��� �����
�� ���� ���	���� ��� ���

�� �� ��� ���

� ��� ����	�
�
�

� ��


�� 	�� 
�� ����	�
�
�

� χ��	���

�� ����� 	 ����	�
�
�

� ��	�


�� �

�	

��! ����
��� 	 ����	�
�

� �
�
�
��

�� �� 	�� ��	�


��

�
���
���� P �� N � 2�
 P(N) ����
� 
�� ��
 �� 	�� ����
��� �	�



��� �� N 	��

Δ(P(N)) :=

⎧⎨
⎩p : P(N) −→ [0, 1] ,

∑
P∈P(N)

p(P) = 1

⎫⎬
⎭


�� ��
 �� 	�� ����	�
�

� �
�
�
��

��� �� P(N)� �� ������
 p ∈ Δ(P(N)) �	� �� 
�
�����
��

	� p(P) �
�
�� 
�� ����	�
�

� 
�	
 
�� ��	�


�� �
���
��� P �������

3� �� 	 ����	�
�
�

� ����	�� $�������� 
� �
�
 ��
���	
	��	� �
�
	�	
� �	����	
�% 	� 	 
�
���

(N, v, p)! "���� (N, v) 
� 	 $�#% �	�� 	�� p ∈ Δ(P(N))� � ����	�
�
�

� ����	��� $����

�	���% ϕ 	��
��� �	��, ���
��� ��� 	�� �����	����

4��
���! ����
� ��� 	�� p ∈ Δ(P(N)) �� P(p) := {P ∈ P(N)|p(P) > 0} 
�� ��
 �� 	�� ��	�


��
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�
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� ��


�� 	�� 
�� ����	�
�
�

� χ��	��� �

�
���
���� ����� ����	�
�

� 
� ����� ����� ����	�
�

� �
�
�
��

�� p 
� ��
 ���� �
��� 
��

�	��
�� �� p��

� ����	�
�

� �
�
�
��

�� p ∈ Δ(P(N)) 
� �	���� ����������� 
� 
���� ��
�
� 	 P∗ ∈ P(N)

���� 
�	
 p(P∗) = 1 �
��� p(P) = 0 ∀P �= P∗�� �� 	 ��
	

�� ��

� pP∗ ��� 
�� �������	
��

����	�
�

� �
�
�
��

�� ����������
�� 
� 
�� �	�



�� P∗�
 ���

��
�� pP �

� 
�� ����������
�� �	�



�� P! ��"�� ��� ����� �#���	��� ϕ 
�� ������

�����
�� #���	��� �
	 ϕdet(N, v,P) := ϕ(N, v, pP)� $�� ����� 
�
�����
 
�
� 	� �������% �

�������	
�� ����	�
�

� �
�
�
��

�� �
��� 
�	
 	 ���
	
� ��	�


�� �
���
��� P ������ �

�

����	�
�

� & �
��� P 
� 
�� ���� ����
�! 
�������� ��� 
� ��
 	�� ������ ����	

�� 
� 	 ����	�

�
�
�

� ��	�


�� �

�	

��! �
��� 
���� 
� 	 ������ �����
�� ��	�


�� �
���
���� ��� �
��� �	�

	�����! 	 �#���	��� �	� �� ��"��� �
	 	 #���	��� 	� 	 ����	�
�

����
��
�� ��'�  � 
�
�

�

�	

�� 

 
� ���	� 
�	
 
�� �#���	��� ��
��
��� �

� 
�� #���	��� ��� �������	
�� ����	�
�

�

�
�
�
��

����

(�����
�� 
�
� 
��	  ��"�� 
�� ����	�
�
�

� χ��	��� 	� �������%

��������� �	
	 �	� �
��� ��	
�
������� �	�����	� �������	� (N, v, p) ��� ��	
�
������� χ�
����

	� (N, v, p) �� ������ 
��

χp(N, v, p) :=
∑

P∈P(N)

p(P)χ(N, v,P) �����

)�
� 
�	
 
� �	�
 χp(N, v, pP) = χ(N, v,P)�

�� ��
���
�� �� #��	�
�'� 
�
� �#��	�
�'� �� �������	
�� ����	�
�

� �
�
�
��

��� 
� *�

�

�
�	
��
 ����	�� �� +��
 ����	�
�� ϕ(N, v,P) �� ϕ(N, v, pP)� (�����
�� 
�
�  ��"�� 
��

	�
�'� ��
! ���! ���! ��� ������ 
�� d ������ 
� 	� 	�
�' �� �������	
�� ����	�
�

�

�
�
�
��

����� )�
� 
�	
 �	�
�� 	 �#���	��� �	

���
�� ��
! ���! ���! ��� 
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�� 
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�� ����������
�� #���	��� �	

�"�� 
�� ��
��'
�
�

� 	�
�'��

)��  
�
������ 	 �#��	�
�' ��
�� "��� 
�� �	� ��
���� �������	
�� ����	�
�

� �
�
�
��

���

	�� �����	� �����

����� �	� �,
��	�

� �� -���	�
�

� .
�
�
��

��� ��,��	 � ����
���� ϕ �������� �� �� ��

��
� �	� ��� ��	
�
����� ������
���	�� p, q ∈ Δ(P(N)) ��� ��� α ∈ [0, 1]�

ϕ(N, v, αp+ (1− α)q) = αϕ(N, v, p) + (1− α)ϕ(N, v, q)

��
� 	�
�' �
	
�� 
�	
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�
�� ����	�
�


�� ������ ��	� 
� 
�� �	'� '
� ��� 
�� ����������
��

�	��/�� )�
� 
�	
 ������ ��'�
�	

��� �� ����	�
�

� �
�
�
��

��� 	�� 	�	
� ����	�
�

�

�
�
�
��

���� 0
�
�� ����	�
�

� �
�
�
��

��� 
� 	 ���������� �	� ����� ��
 '	1� ����� 
�


�
� ��


���

������ �	�	  � 	 �#���	��� ϕ �	

�"�� ��! �� �	�� ��� 	�� ����	�
�

� �
�
�
��

��� p1, ..., pm ∈



� ��� ����	�
�
�

� ��


�� 	�� 
�� ����	�
�
�

� χ��	��� ��

Δ(P(N)) 	�� 	�� α1, ...αm ∈ [0, 1] �

�
∑m

i=1 αi = 1�

ϕ

(
N, v,

m∑
i=1

αipi

)
=

m∑
i=1

αiϕ(N, v, pi)

��� ����� 
� �
�	
��
 ����	�� �� 
����

�� ���� m�

������ ��	� ��� ����	�
�

� �
�
�
��

�� p ∈ Δ(P(N)) �	� �� ��


�� 	� 	 ������ ����
�

�	

�� �� �������	
�� ����	�
�

� �
�
�
��

���� �
��� 
�� ��	��� ��
 N 
�  �

�! P(N) 
� 	���

 �

�� "�� �	� ��

� ����� p ∈ Δ(P(N)) 	�

p(P) = p(P)pP(P) =
∑

P ′∈P(N)

p(P ′)pP ′(P), P ∈ P(N)

�

�
∑

P ′∈P(N)

p(P ′) = 1


������ ��
 #$�	�	�
��
%	

�� �
	 ���� ����� �
�
��&� ��� ������	
	��	
 χ���
�� 	� ��� ��	���

������
�� ���� ���	���� ���� ���� �� ���� ��� ��� 	
�

������ ��� ����	�
��

� χ��	��� �	

� �� ���

χp(N, v, αp+ (1− α)q) =
∑

P∈P(N)

(αp+ (1− α)q)(P)χ(N, v,P)

= αχp(N, v, p) + (1− α)χp(N, v, q)

�
��� χp(N, v, pP) = χ(N, v,P)! 
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 ��� ϕ �	

��� ���! ���! �! ���! ��� 	�� ��� (� �� 
�� ����������
�� #��
���
��


�

�& $���	��� �
	 ϕdet(N, v,P) := ϕ(N, v, pP)�
)� 
�
� ����
���

��! ϕdet �	

� �� ��! ��! �! �� 	�� ��� ���������! �� ������� *�*! ��

�	�� ϕdet = χ� +�� �� ��
�

ϕ(N, v, p)
������ ��	

= ϕ

⎛
⎝N, v,

∑
P∈P(N)

p(P)pP

⎞
⎠ pL

=
∑

P∈P(N)

p(P)ϕ(N, v, pP)

=
∑

P∈P(N)

p(P)ϕdet(N, v,P) =
∑

P∈P(N)

p(P)χ(N, v,P) = χp(N, v, p)
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��� ������� ���������������� �� ��� �������	�
��� χ���	��� ��� � ���������������� ������� ���

��������������� �������	�
��� �����
 ������ ��� !�����	 �������	��� ��
���������
 ��� �������

� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	��

��� ������	
	��	
 ��	���

��� ����� ���	����� �������� v ����� ��� �����
������! �������	�
��� ���	����� �������� vp �


��		��
"

vp(K) :=
∑

P∈P(N)

p(P)
∑

S∈P|K
v(S)

�����

P|K := {C ∩K|C ∈ P} \ {∅}

#����� �� Pp ��� ���
� ������ ����
����! �� �		 P ∈ P(p)� � ��������� �� Pp 	�� �
 
��

Pp(i) ��� �� ����������� �
 ��� 
�� �� �		 �	����
 j ∈ N ���� ��� $��������� ��� �������	���$

���� �	���� �� %��� ���� Pp = {N} ��� ���� p ∈ Δ(P(N))� �	
� ���� ���� j ∈ Pp(i) ���
 ���

����

���	� ���	� ��� ���
����� �� � ��������� P ∈ P(p) ���� j ∈ P(i)�

%�� & ��� ����� � �������	�
��� ���
��� �� ��"

����� �	
 '(������	�
��� 
�������� )*����� '�
)++	 � �������	
 ϕ ���
��
� ��� 
�

ϕC(N, v, p) = vp(C) ��� ��� C ∈ Pp�

,�������! �� ��� ���������� ���� �������������� �� �� ��� ��� 
�� Pp �
 � �������	�
��� ����

���� 
���	� ������� ��� �������	�
��� �������

������� ������ �� Pp ��� ����
�
� ������ ��������� �� �		 P ∈ P(p)� -�� ��� ��������� �

��������� Pp(i) ∈ Pp �
 ��� 
�� �� �		 �	����
 ���� ��� �� ��� 
��� ��������� �
 �	���� i ���


��� ���� ��� ��� �	���� j ∈ Pp(i) �� ���� ���� j ∈ P(i) ∀ P ∈ P(p)�

.��� ���
 & ����� � �������	�
��� ���
��� �� ��"

����� �	� '(������	�
��� /������� ������ 
��������
 '�
/++	 � �������	
 ϕ ���
��
�

��� 
� �
 ���
 ϕi(N, v, p) = ϕj(N, v, p) ��� ��� ����
�� i, j �

�� ����
��
� 
� (N, v)� j ∈
Pp(i)�

(	����
 ���� ��� 
��� ������������ ���� ��� �� ��� 
��� ��������� ��� 
��� 
���	� ��� ��

������� ��0�����	� �� ��� ��
��������� �� ��� ����0�

.��� ��� ��		����! ����� & !��� � �������	�
��� ���
��� �� �
"

����� �	� '(������	�
��� /�	�����! '�/(++	 � �������	
 ϕ ���
��
� ��� 
� ��� P ′,P ∈ P(N)�

P ′ ��
� ���� P� ��� ��� p, q ∈ Δ(P(N)) �
�� q(P ′′) = p(P ′′) ∀ P ′′ ∈ P(N) \ {P ′,P} �
 ���


ϕi(N, v, p)− ϕi(N, v, q) = ϕj(N, v, p)− ϕj(N, v, q) ��� ��� i ∈ N � j ∈ P ′(i)�

�� ��
� ���� ���
 ����� ��!�� 	��1 ���� ���
�������� 2�� 	��1��! ���� ������		� �� ���

��3��������
 �� ��� �������	��� ��
���������
 p ��� q �� ��� ����� ��� 
��
 ���� ��� 4�
� 
����




� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

�������	��� ������� � ��������� P ��� 
��� ���� ��������� P ′� ��� ��� ����� ��  ��!���

���� !���
 �� 	�

�
 �� 
�	�����! � ���	����� 
�������� 
���	� �"��� �		 �	����
 ���� ������

��!����� �� ��� 
��� ���� #�� ��� ���	� ��!�� ���� �� ��� 
����
 �������	��� ������� �

������� ���	����� 
�������� ��� � 
�	�� ���	����� 
��������$ �	����
 ���� ���	� 
��� ��!����� ��

��� 
�	�� ���	����� 
�������� 
���	� �� �"����� �� ��� 
��� ����

#��� ���� ��� ���	��
 ��� �� ��%��! p ��� q �
 ��� ��!�������� �������	��� ��
���������


�����
������! �� P ��� P ′ ��
�������	�� &�� ��
 pP(P ′′) = 0 = pP ′(P ′′) ∀ P ′′ ∈ F(N) \
{P,P ′}$ ���������  ��� ���	� ����

 � �����
 ���� ��'��������
 �� �������	��� ��
���������
 	�%� �� ���$ ���
���� ��� ��		����!

�	!������ �� ����� �� ���% �� ��� ���	� 
�� Δ(P(N))�

����	
��
 ��� ()������	!������*� +���� p ∈ Δ(P(N)) ��� �� ���
������� ���� p{N} ��


�����
� 
������! �������	��� ������� � ��������� P ��� � ���� ��������� P ′,
-�%� p ∈ Δ(P(N)) ���������� )���� N �
 �����$ P(N) �
 �	
� �����$ ���������  ��� ����� ���

���������
, P(p) = {P1, ...,Pn}�  � {N} ∈ P(p)$ 
�� {N} = Pn�


��
���� ��� ��		����! �	!������,  
���� ���� q0 = p{N}� ��� �		 i ∈ {1, ..., n− 1}  
��,

qi(Pi) = p(Pi), qi({N}) = 1−
i∑

j=1

p(Pj) ���

qi(P ′′) = qi−1(P ′′) ∀ P ′′ ∈ P(N) \ {Pi, {N}}

#��� ���� ��� 	�
� ���� ���	��
 qi(Pj) = 0 ∀ j > i$ Pj �= {N} ��� �	
� qi(Pj) = p(Pj) ∀ j < i�


�
� �, {N} /∈ P(p)�  ��		�� ��� �����
��� ���
�������� ���� �����,

qn(Pn) = p(Pn), qn({N}) = 1−
n∑

j=1

p(Pj) = 0 ���

∀ P ′′ ∈ P(N) \ {Pn, {N}} : qn(P ′′) = qn−1(P ′′) = p(P ′′)

⇒qn = p


�
� �, {N} ∈ P(p)(⇔ {N} = Pn)� 
��
���� qn−1,

qn−1(Pn−1) = p(Pn−1), qn−1({N}) = 1−
n−1∑
j=1

p(Pj) = 1− (1− p({N})) = p({N}),

∀ P ′′ ∈ P(N) \ {Pn−1,Pn} : qn−1(P ′′) = qn−2(P ′′) = p(P ′′),

⇒qn−1 = p

+���� 
��� ���� 
��� qi �� qi+1 �
 � 
���� �� �������	��� ���� {N} �� Pi+1� )���� ����� P ∈ P(p)

�
 ���� ���� {N}$ ��� �	!������ ��
�����
 � ���
�������� �� �� ��������� p ∈ Δ(P(N)) ��


�����
� 
������! �������	��� ������� � ��������� ��� � ���� ����

��

� ���� ��� ������	
	��
 χ���
�� ���	���� ���� ��� ��� ����



� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

������ ���� ���� C ∈ Pp� ���� ���� ��� ����� P ∈ P(p) ��� ��


P|C = {C ′ ∈ P :
⋃

C′∈P
= C} �∗�

 
��! ���� ��� "����#���
��� χ���	�� 
���
$�
 �� % !���

χC(N, v, p) =
∑
i∈C

∑
P∈P(N)

p(P)χi(N, v,P) =
∑

P∈P(p)
p(P)

∑
i∈C

χi(N, v,P)

(∗)
=

∑
P∈P(p)

p(P)
∑

S∈P|C

∑
i∈S

χi(N, v,P)

��
=

∑
P∈P(N)

p(P)
∑

S∈P|C
v(S) = vp(C)

���� &�� i, j �� 
�##����� �� (N, v)' j ∈ Pp(i)' ���� j ∈ P(i) ∀ P ∈ P(p)�  
��! ���� ���

"����#���
��� χ���	�� 
���
$�
 �� % !���

χi(N, v, p) =
∑

P∈P(N)

p(P)χi(N, v,P)
��
=

∑
P∈P(p)

p(P)χj(N, v,P) = χj(N, v, p)

���� &�� P ′ �� $��� ���� P ��" p, q ∈ Δ(P(N)) 
��� ���� p(P ′′) = q(P ′′) ∀ P ′′ ∈ P\{P ′,P}�
(��
� ���� ����

p(P ′)− q(P ′) =

⎛
⎝1−

∑
P̄∈P(N)\{P ′}

p(P̄)

⎞
⎠−

⎛
⎝1−

∑
P̄∈P(N)\{P ′}

q(P̄)

⎞
⎠

= −
∑

P̄∈P(N)\{P ′}
[p(P̄)− q(P̄)] = −[p(P)− q(P)] �∗∗�

&�� i ∈ N �  
��! ���� "����#���
��� χ���	�� 
���
$�
 �� ��� ��
 ��� �		 j ∈ P ′(i)�

χi(N, v, p)− χi(N, v, q) =
∑

P̄∈P(N)

p(P̄)χi(N, v, P̄)−
∑

P̄∈P(N)

q(P̄)χi(N, v, P̄)

=
∑

P̄∈P(N)

[p(P̄)− q(P̄)]χi(N, v, P̄)

= [p(P)− q(P)]χi(N, v,P) + [p(P ′)− q(P ′)]χi(N, v,P ′)
(∗∗)
= [p(P)− q(P)][χi(N, v,P)− χi(N, v,P ′)]
��
= [p(P)− q(P)][χj(N, v,P)− χj(N, v,P ′)]
����	�
��

= χj(N, v, p)− χj(N, v, q)

% ��) ��� �� ������������ ��� �������	�
��� χ���	�� �� #� ��) �*��#
�

����	
��
	 ���� ��� 	��
�
�
����� χ���
�� �� ��� ������ 	�����
�� ���� ������� ���� ����

�� ��� ��� ��	�



� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

������� ���
 ���������� �
 ������ ������� �	��
��	� ��� �� ����� � �������	�
��� ��	�� �


�
��� ��� �������	�
��� ���	����� �������� ��
���� �� ��� �������	������������ 
���  
��� ���

�������	�
��� ��������� ��� ���
!

ϕi(N, v, p) := Shi(N, v) +
vp(Pp(i))− ShPp(i)(N, v)

|Pp(i)|

"� �
 ��
� �� 
�� ���� ϕ 
���
��
 �# ���# ��� ��� ���� $� 
�� ��	# 	�� P,P ′ ∈ P(N) ���

p, q ∈ Δ(P(N))# p �= q# ���� ��� ��%��������
 �� ��	� $�&� i ∈ N # j ∈ P ′(i)� '���� P ′ �

���� ���� P# �� ���� j ∈ P(i)� 
��
���� ( ��
�
!

�� p(P ′) > 0 ⇒ j ∈ Pp(i)

)� p(P ′) = 0 ∧ p(P) > 0 ⇒ j ∈ Pp(i)

(� p(P ′) = 0 = p(P) ⇒ p = q �������������*

���	����
	� ��� ���
 j ∈ Pq(i)� �����# Pp(i) = Pp(j),Pq(i) = Pq(j)# ����� ����
 ��	�


��
���� ��� ��		����� �������	�
��� ���	����� 
��������!

N = {1, 2, 3}, v = u{2,3},P = {{1, 2}, {3}}, p({N}) = p(P) = 1
2 �


��
���� ��� +�		 �	���� � ,����� �	���� i ∈ N \ T �
 � +�		 �	���� �� ��� ��������� ����

uT -�  
��� ���� ��� '���	�� ��	�� 
���
��
 � ��� ��� ��	��	���!

χ1(N, u{2,3}, p) = −1

8
��� ϕ1(N, u{2,3}, p) = −1

6
�= −1

8

�����# ϕ �= χ ��� ���� 
���
�� ��� �.���
# ���� χ �
 ��� ��� ���%�� ��	�� 
���
����� ���
�

�.���
�

/�� ���	� ���
����� ϕ �	
� �� ��		����� ��� ���� �� ��� ����� �� ��� ���������
��� ��
� ,$���

���� )�)-� �� 
��� ����� ��� ��
 �� �

��� Pp(i) = Pp(i) ,����� �
 ������		� ��� ��� ��
�-

�� ����� �� �� ��	� �� �
� ���� "� � 	�� �� ��
�
 Pp(i) �������
 �		 �	����
 �� N � �����# �� �


��
�# ��� �
 ��� ���&*

��� ������	� 
��
�

" �� ���& �� ��� �
� �� ��� ��
���� �� ���� $� �		 ��� ������� ������� ��� " ��������� ��

�.��� ����� ������	�
 ��� ��0����� �� � �������	��� 
�����

�
��
 ��� ,1������	�
��� "�0����� �� 
��������
 ,�"
--� � �������	
 ϕ ���
��
� ��� 
�

��� P ′,P ∈ P(N)� P ′ ��
� ���� P� ��� ��� p, q ∈ Δ(P(N)) �
�� q(P ′′) = p(P ′′) ∀ P ′′ ∈
P(N) \ {P ′,P} �
 ���


ϕP (N, v, p)− ϕP (N, v, q) = [p(P ′)− q(P ′)][ϕP (N, v, pP ′)− ϕP (N, v, pP)]

��� ��� P ∈ P ′�

$��
 �.��� ������	
 ��� � 
���� �� �������	��� ������� � ����� ���	����� 
�������� ��� � ����

��� ��0�����
 ��� ����2 �� � ��������� �� ��� ���� ���	����� 
���������



� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

������� ��	 �
��������������� �� ��� �������	�
��� χ���	���� ��� ������	
	��	
 χ���
�� 	� ���

��	��� ������
�� ���� ���	���� ���� ���� ���� �� ��	 ��� ��
�

������ ��� �������	�
��� χ���	�� 
���
��
 
��� ��� P ′,P ∈ P(N) ��� p, q ∈ Δ(P(N)) 
���
��

��� �� ����!���
 �� 
��" #
��$ � ��	��� (∗∗) ���! ��� ����� �� ��!!� �"�% ���� & ��� ��


��� �		 P ∈ P ′�

χp
P (N, v, p)− χp

P (N, v, q) =
∑
i∈P

∑
P̄∈P(N)

[p(P̄)− q(P̄)]χi(N, v, P̄)

(∗∗)
=

∑
i∈P

[p(P ′)− q(P ′)][χi(N, v,P ′)− χi(N, v,P)]

= [p(P ′)− q(P ′)][χP (N, v,P ′)− χP (N, v,P)]

= [p(P ′)− q(P ′)][χp
P (N, v, pP ′)− χp

P (N, v, pP)]

'� ��
 �	����� ���� 
��(� ���� ��� �������	�
��� χ���	�� 
���
��
 ��� ����� �)��!
"

��� ��( ϕ 
���
�� 
��% 
��% 
��% �% 
�� ��� 
��" *��
� ���� ���� ϕ(N, v, p{N}) =

Sh(N, v)�" ' ������� ������$ ��� ����

 �� ��������� ���� k = |P(p) \ {N}|.�
*�� ��� ��
� k = 0 (� ���� |P(p) \ {N}| = 0 (���� �!�	��
 p = p{N} ��� ��������� �!�	��


ϕ(N, v, p) = Sh(N, v)"

+�(% 
����
� ϕ(N, v, p) = χ(N, v, p) ��� �		 p ∈ Δ(P(N)) 
��� ���� |P(p) \ {N}| = k (H)"

*�� ��� ��������� 
��� k �→ k + 1 ��,� p (��� |P(p) \ {N}| = k + 1 ���������" 
��
����� p ���

��� �	$�����! �"�" ����� ��� �(� ��
�
�

�" P(p) = {P1, ...,Pk+1}, {N} /∈ P(p) ⇒ qk+1 = p

-" P(p) = {P1, ...,Pk+1, {N}} ⇒ q(k+2)−1 = qk+1 = p

.����% ���� ��
�
 $��� ��� 
�!� (qi)i=0,...,k+1" +��� ���� |P(qk) \ {N}| = k"

/���� P ∈ P(N) �
 ���� ���� {N}" 0� ���
�������� ' ���� qk(P) = qk+1(P) ∀ P ∈ P(N) \
{Pk+1, {N}}" ���������% �� 
��% ' ���� ��� i ∈ N % j ∈ Pk+1(i)�

ϕi(N, v, qk+1)− ϕi(N, v, qk) = ϕj(N, v, qk+1)− ϕj(N, v, qk)

1�!!��$ �� ���� j ∈ Pk+1(i)�

|Pk+1(i)|[ϕi(N, v, qk+1)− ϕi(N, v, qk)] = ϕPk+1(i)(N, v, qk+1)− ϕPk+1(i)(N, v, qk) ��"��

0� ��� ���
�������� �� (qi)i ��� (H) ' $�� ��� ��� 	��� ���� 
��� �� ��"���

|Pk+1(i)|[ϕi(N, v, p)− χp
i (N, v, qk)]

� ��� p{N} ��� ��	�
� ���� ��� �
� ��� ����
� ��� �� �
� ��� 	��
�	�� ϕ(N, v, p{N}) �	�� ��� ������


	
	��	� ����� ϕ(N, v, {N})�
� |P(p) \ {N}| ≥ 0 ������� P(p) ≥ 1 �	
�� p 	� � ������	�	�� �	���	���	�
�



� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

�� ��� ��� ��� �
� �� ��� � ��� ��� ��� ����� ���� 
��� �� ����� 

[qk+1(Pk+1)− qk(Pk+1)][ϕPk+1(i)(N, v, pPk+1
)− ϕPk+1(i)(N, v, p{N})]

dCE
= [qk+1(Pk+1)− qk(Pk+1)][v(Pk+1(i))− ϕPk+1(i)(N, v, p{N})]

=[p(Pk+1)− 0][v(Pk+1(i))− ShPk+1(i)(N, v)]

!������� ��� ���
 

|Pk+1(i)|[ϕi(N, v, p)− χp
i (N, v, qk)] = p(Pk+1)[v(Pk+1(i))− ShPk+1(i)(N, v)]

"����# ��� �		 i ∈ N # $� ���

ϕi(N, v, p) =χp
i (N, v, qk) + p(Pk+1)

[v(Pk+1(i))− ShPk+1(i)(N, v)]

|Pk+1(i)|

$���� ���%��	� �����&���
 ϕ�

��� �����	�
� �
�������


'� ��& $�
 ��� ��	� �� (�� ������� ���������������� �� ��� �������	�
��� χ���	��# � �	
�

$����� �� ��	�) ��� *�������� �)��& ��� !�� �)��&
 �� !�����& ��+ ��� �	����� 
�&�	�� ��

��� *���������
��������������� �)��&
 �� !�����& ,�-# � .�
� �
� ��� ��
���� �� ��� ���

��� ��
���� �� ��� �
 ����� � ���������� ���$��� ��� ��� ��/

0�� ���� � (�
� ��������� �� �)��& $���� ������
	� 
���������
 ��� 1������	�
��� ��2����� ��


�&������
 �)��& ����

	
��
 ��� �1������	�
��� ��2����� �� 1	����
 ���1��� � �������	
 ϕ ���
��
� ��� 
� ���

p, q ∈ Δ(P(N)) �
�� q(P ′′) = p(P ′′) ∀ P ′′ ∈ P(N) \ {P ′,P} ��� ���
 P,P ′ ∈ P(N) �
 ���


ϕi(N, v, p)− ϕi(N, v, q) = [p(P ′)− q(P ′)][ϕi(N, v, pP ′)− ϕi(N, v, pP)]

��� ��� i ∈ N �

!��
 �)��& ������	
 ��� ��2����� �� � �������	��� 
���� ���$��� ��� �$� ���������
 P ��� P ′

�� � �	����3
 ����4� 5��� ���� ��� ������
	� �&�	��
 ���� �	
� ���� ���� ���
 �)��& �
 ���

��	� ���	����	� ��� P ′ ����� (��� ���� P# ��� ��� ��� P ′,P ∈ P(N)�

6�$������ ��� ����� ���� 
��� �� ��� ����


ϕi(N, v, p)− ϕi(N, v, q) =
∑

P̄∈P(N)

[p(P̄)− q(P̄)]ϕi(N, v, pP̄)

���� ��� 
����
 ���� ��� ����4 ��4������ ��� �� � �������	����
���� ���$��� �$� ���	�����


��������
 �%��	
 ��� ����4 ��4������ �� ��� �������	����$������� 
�&
 �� ��� �����&���
���

��	���



� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

������� ��	
 ���������� ������	����� ��� ����� ��� �	 �
����
��� �� ��� ����� ���

������ �⇐� ��� ϕ 
���
�� ��� ��� P,P ′ �� p, q 
���
�� ��� �������!���
 �� �
�� "
��#

[p(P ′)− q(P ′)] = −[p(P)− q(P)]� $ ����%

ϕi(N, v, p)− ϕi(N, v, q)
pL
=

∑
P̄∈P(N)

p(P̄ )ϕi(N, v, pP̄)−
∑

P̄∈P(N)

q(P̄ )ϕi(N, v, pP̄)

= [p(P ′)− q(P ′)][ϕi(N, v, pP ′)− ϕi(N, v, pP)]

�⇒� ��� ϕ 
���
�� �
�� ��� α < 1 ���� ��
� α = 1 �
 ������	��

&�� ����� '�		 ������� ����� 
���


�� �� ��� p, q  �#������� �������	���  �
���������
%

ϕ(N, v, αpP + (1− α)pP ′) = αϕ(N, v, pP) + (1− α)ϕ(N, v, pP ′)

(� �� ��� #�����	 p ∈ Δ(P(N))) q  �#������� �������	���  �
���������%

ϕ(N, v, αp+ (1− α)pP∗) = αϕ(N, v, p) + (1− α)ϕ(N, v, pP∗)

*� �� ��� #�����	 p, q ∈ Δ(P(N))

+�� �� ������ ����%

(αpP + (1− α)pP ′)(P ′′) = 0 = pP(P ′′) ∀P ′′ ∈ P(N) \ {P,P ′}
(αpP + (1− α)pP ′)(P) = α < 1 = pP(P)

(αpP + (1− α)pP ′)(P ′) = 1− α > 0 = pP(P ′)

,����) pP �� q := αpP + (1− α)pP ′ 
���
�� ��� �������!���
 �� �
��

ϕ(N, v, q)− ϕ(N, v, pP)
���
= [q(P ′)− pP(P ′)][ϕ(N, v, pP ′)− ϕ(N, v, pP)]

= (1− α)[ϕ(N, v, pP ′)− ϕ(N, v, pP)]

⇔ ϕ(N, v, αpP + (1− α)pP ′) = αϕ(N, v, pP) + (1− α)ϕ(N, v, pP ′)

"
��# ���
 ��
�	� $ ���� ��� �		 p ∈ Δ(P(N))%�

ϕ(N, v, p) = ϕ

⎛
⎝N, v,

∑
P∈P(N)

p(P)pP

⎞
⎠ =

∑
P∈P(N)

p(P)ϕ(N, v, pP) �∗�

+�� (� 
�� P(p) := {P1, ...,Pn} '��� |P(p)| > 1) ���� p ���  �#������� � -����# ��� ����� $ '�		

���� ��  �
���#��
� ���'��� �'� ��
�
% P∗ /∈ P(p) �� P∗ := Pn ∈ P(p)�

� ��� ����� �� ��		
 ���
 �
�� � ���
���� (∗∗)
� ��� ��	
�� ��� 
�� ��	
�� ����



� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

���� ��� P∗ = Pn ∈ P(p)

(αp+ (1− α)pP∗)(Pi) = αp(Pi) < p(Pi) ∀ i = 1, ..., n− 1

(αp+ (1− α)pP∗)(P∗) = αp(P∗) + 1− α > αp(P∗) + (1− α)p(P∗) = p(P∗)

��� ��� P∗ /∈ P(p)

(αp+ (1− α)pP∗)(Pi) = αp(Pi) < p(Pi) ∀ i = 1, ..., n

(αp+ (1− α)pP∗)(P∗) = 1− α > 0 = p(P∗)

��� ���� ��
�
 ���
���� ��� ��		����� �	��������

� 
���� ���� q0 := p

��� �		 i = 1, ..., n− 1�

qi(P ′) = qi−1(P ′) ∀ P ′ ∈ P(N) \ {Pi,P∗},
qi(Pi) = αp(Pi),

qi(P∗) = qi−1(P∗) + (1− α)p(Pi) = p(P∗) + (1− α)

i∑
j=1

p(Pj) > 0

���� ���� qi(Pj) = p(Pj) ∀ j > i Pj �= P∗!

��� ��
� P∗ = Pn ∈ P(p) � ���
���� qn−1�

qn−1(P ′) = qn−2(P ′) = αp(P ′) ∀ P ′ ∈ P(N) \ {Pn−1,P∗},
qn−1(Pn−1) = αp(Pn−1),

qn−1(P∗) = p(P∗) + (1− α)

n−1∑
j=1

p(Pj)

︸ ︷︷ ︸
=1−p(P∗)

= αp(P∗) + 1− α

⇒ qn−1 = αp+ (1− α)pP∗

��� qn ��� P∗ /∈ P(p)�

qn(P ′) = qn−1(P ′) = αp(P ′) ∀ P ′ ∈ P(N) \ {Pn,P∗},
qn(Pn) = αp(Pn),

qn(P∗) = p(P∗)︸ ︷︷ ︸
=0

+(1− α)

n∑
j=1

p(Pj)

︸ ︷︷ ︸
=1

= 1− α

⇒ qn = αp+ (1− α)pP∗



� � �������	�
��� 
��������������� �� ��� χ���	�� ��

��� ����� i = 1, ..., n− 1 � ��� �� ����

ϕ(N, v, qi)− ϕ(N, v, qi+1) = [qi(Pi+1)− qi+1(Pi+1)][ϕ(N, v, pPi+1)− ϕ(N, v, pP∗)]

= [p(Pi+1)− αp(Pi+1)][ϕ(N, v, pPi+1)− ϕ(N, v, pP∗)]

⇔ ϕ(N, v, qi+1) = ϕ(N, v, qi)− (1− α)p(Pi+1)[ϕ(N, v, pPi+1)− ϕ(N, v, pP∗)]

�
��� ��� (n− 1) ����
 � ��� ��� P∗ = Pn ∈ P(p)�

ϕ(N, v, qn−1) = (1− α)p(Pn−2)[ϕ(N, v, pPn−2)− ϕ(N, v, pP∗)] + ϕ(N, v, qn−2)

...

= ϕ(N, v, q0)−
n−1∑
i=1

(1− α)p(Pi)[ϕ(N, v, pPi)− ϕ(N, v, pP∗)]

= ϕ(N, v, p)− (1− α)

[
n−1∑
i=1

p(Pi)ϕ(N, v, pPi)− ϕ(N, v, pP∗)

n−1∑
i=1

p(Pi)

]

= ϕ(N, v, p)− (1− α)

[
n−1∑
i=1

p(Pi)ϕ(N, v, pPi)− ϕ(N, v, pP∗)(1− p(P∗))

]

P∗=Pn= ϕ(N, v, p)− (1− α)

[
n∑

i=1

p(Pi)ϕ(N, v, pPi)− ϕ(N, v, pP∗)

]
(∗)
= ϕ(N, v, p)− (1− α)[ϕ(N, v, p)− ϕ(N, v, pP∗)]

= αϕ(N, v, p) + (1− α)ϕ(N, v, pP∗)

���	����
	�� �
��� ��� n ����
� � ��� ��� P∗ /∈ P(p)�

ϕ(N, v, qn) = ϕ(N, v, q0)−
n∑

i=1

(1− α)p(Pi)[ϕ(N, v, pPi)− ϕ(N, v, pP∗)]

= ϕ(N, v, p)− (1− α)

[
n∑

i=1

p(Pi)ϕ(N, v, pPi)− ϕ(N, v, pP∗)
n∑

i=1

p(Pi)

]

= ϕ(N, v, p)− (1− α)

[
n∑

i=1

p(Pi)ϕ(N, v, pPi)− ϕ(N, v, pP∗)

]
(∗)
= ϕ(N, v, p)− (1− α)[ϕ(N, v, p)− ϕ(N, v, pP∗)]

= αϕ(N, v, p) + (1− α)ϕ(N, v, pP∗)

 ����� ��� ���� ��
�
� ��� ���
 ��!

��� "! ������# 
��$��� �� ��� ������	 p, q ∈ Δ(P(N)) �� ��#������ �� n = |P(q)|! ���
���������	 ���
��
 $���� ϕ(p) := ϕ(N, v, p) ��� (N, v) %&�#!

��� ��� ��
� n = 1 ��� ��
 q = pP∗ ��� 
��� P∗ ∈ P(N)! � �� '!

(�$� 
����
� ϕ(αp+ (1− α)q) = αϕ(p) + (1− α)ϕ(q) ��� �		 q 
!��! |P(q)| = n ) *!



� ��������� 	
�����
 ��� ��� �������� ��

��� ��� ��������� ���� n �→ n + 1 ��� P(q) = {P1, ...,Pn+1}� ��� ��� ����� �� ������ !���

"���� #�#$% &�� ��'� P∗ := Pn+1 ������� �� {N}� (�������� q0 = pP∗ ��� qn = q �����

P∗ ∈ P(p)�

����� ���� ���� qn−1(Pn) = 0 ��� qn−1(P) �= 0 ∀ P �= Pn% ����� |P(qn−1)| = n� (��� ����

���� (αp + (1 − α)qn)(P) = (αp + (1 − α)qn−1)(P) ∀ P ∈ P(N) \ {Pn,P∗}% ����� ) ��� ���

����

ϕ(αp+ (1− α)qn)
���
= [αp(Pn) + (1− α)qn(Pn)− αp(Pn)− (1− α)qn−1(Pn)]

· [ϕ(pPn)− ϕ(pP∗)] + ϕ(αp+ (1− α)qn−1)

=(1− α)qn(Pn)[ϕ(pPn)− ϕ(pP∗)] + ϕ(αp+ (1− α)qn−1)

���
= (1− α)qn(Pn)[ϕ(pPn)− ϕ(pP∗)] + αϕ(p) + (1− α)ϕ(qn−1)

=αϕ(p) + (1− α)[ϕ(qn−1) + [qn(Pn)− 0][ϕ(pPn)− ϕ(pP∗)]]

=αϕ(p) + (1− α)[ϕ(qn−1) + [qn(Pn)− qn−1(Pn)][ϕ(pPn)− ϕ(pP∗)]︸ ︷︷ ︸
=ϕ(qn) �� ���

]

=αϕ(p) + (1− α)ϕ(qn)

⇒ ��� ⇔ ���

���� ��� �*��������� �� ��� ��� �� �� ��� �� �������� ����������+����� �� ��� ���&�&�������

χ������ !(������ #�,$% ��� ��������
  ��� ��� �����-�� ��������
.

������	�
 ��

� (�� ���&�&������� χ������ �� ��� ���*�� ��������� ���� �����/�� ���% ���%

�% ���% ��� ��� ����

����� ��� ����0�� ���% �� �� ���� � ����0����� �� ��� (��������% (������ #�, �� ��� ����������

�+����� �� ��� ���&�&������� χ������ ���� ����0�� ��� "�������
�����������+����� !(������ 1��$

) -�� ���'�� ����

2��� ���� ���� ���  �� ���� �� ��� �� ��� ����0����� �� ��� "�������
 �0��� �� /���� &


��'�� ��� ���&�&������� ������� �� ��� �������� �0����

� ��������� 	
�����
 ��� ��� ��������

)� ��� &��� ���-� ���� ��� �� ��� ��
����� ��� � ����������+����� �� ��� ���&�&������� χ�

������ 34��+ �� ��� !���,$ ��/�� � ���&�&������� ������� �� ��� 5
����������� !5
�����%

6788$ ��� ���- ���� �� ��� &� ����������+�� &
 ���&�&������� �������� �� ��� ����������+�� 

������������� �0����� (��� ����������+����� �������� � ������� �� ��� ��� ���-��' �����������

(��  �����χ������ !����9�� ���7&$% �� ������������������������ ����� ��� ���-��' ����������%

��� &� ���� �� ��� 5
����� ����� :���� �������������� ���������:�

)� ����� ��� ���� ��� �������� �� ����������+�� � ���&�&������� ������� �� ���  �����χ������ ���



� ��������� 	
�����
 ��� ��� �������� ��

��� ����� �� ���� �� ���� �� ��� ��� χ�������� ����������  ������ ������� ��� �� ��
����� ���

� ����������!����� �� ��� "�������������������������� �������" �� ��� χ������� ��� ���������

���������� #�����
 �����$ ������ ��� ��%!� &�'()* ��+�� ��� ��������� ���������� #�����


����� & ������ �� ,
 ���������%!� ����� AD* ��� ����
 �#�-��� (N, v,P) �� �������

ADi(N, v,P) := Shi(P(i), v|P(i))

.
����� &�'((* ��+��� ��� ��������- �������
$

����� 	
� &/������� ������,������ &/�**
 � �������	 ϕ 
���

	
 ��� ��

ϕi(N, v,P)− ϕi(N \ {j}, v|N\{j},P|N\{j}) = ϕj(N, v,P)− ϕj(N \ {i}, v|N\{i},P|N\{i})

��� ��� i, j ∈ N �

��� �0�� �� � ���
�� j ������ ����1,���+� ������� ���
�� i ,
 ��� ���� ������ �� ��� �0�� ��

i �����1,���+�� j�

.
����� &�'((* ���� ����� ���� ��� #�����
 ����� �� ����������!�� ,
 � ��� ��� #��22�� ���

��� ��� 3�������� &�44�* ����� ���� ��� ���������%!� ����� �� ��� ���5�� �#������ ����

�����+�� �� ��� ���� ����� ��� �� ��� ����������� �� �� �� ���������� &���� j ∈ P(i)*�

 � � ����� �����+�� ��� �� �����������
 �����+�� ���� #���� ��� ���������%!������� ��� ���


�����+�� ��� ,�� ���� ��� �� ��� ����������!� AD ,
 �� ��� ��$


������ 	
�
 ��	 AD�����	 �
 ��	 �����	 �������	 ���� 
���

	
 �� ��� ���

������ AD �����+�� �� ,
 Sh ������
��- �� 6�� �� ��� i, j ∈ N ��� ��� ���

ADi(N \ {j}, v|N\{j},P|N\{j})−ADj(N \ {i}, v|N\{i},P|N\{i})

= Shi(P|N\{j}(i), v|N\{j}|P|N\{j}(i))− Shj(P|N\{i}(j), v|N\{i}|P|N\{i}(j))

= Shi(P(i) \ {j}, v|P(i)\{j})− Shj(P(j) \ {i}, v|P(j)\{i})
(∗)
= Shi(P(i), v|P(i))− Shj(P(j), v|P(j))

= ADi(N, v,P)−ADj(N, v,P)

(∗)$  � j ∈ P(i) ��� ���� Sh �����+�� ���  � j /∈ P(i) ��� ���� ��� i /∈ P(j) ��� ���������

P(i) \ {j} = P(i) ��� P(j) \ {i} = P(j)�

7�� ��� ϕ ������
 �� ��� ��� 8���- ���� �� ������� ��� ����� �� ��� ���� ���� ϕ ����

�����+�� ���� 9����� ϕ �� ���5���
 ���������� &����- ��� ����������!����� �� #��22�� ��� ���

��� 3�������� &�44�**�

 ��� ��+�� ��� ���,�,������� ���������%!� ����� ��� � ���,�,������� ������� �� ��� �-���

 ��� ��� ���,�,����
����-���� ���$

� ������� ��	
�����
� 
�� �� ��������� 	�
� ��� ����
�



� ��������� 	
�����
 ��� ��� �������� ��

��������� �	
	 ��� ����� ����	�
�
�

� ��	�


�� �

�	

�� (N, v, p) 
�� ����	�
�
�

� ���	���

����� �	��� �� (N, v, p) 
� ������ ���

ADp(N, v, p) :=
∑

P∈P(N)

p(P)AD(N, v,P)

��� ��� ������������� ������� �� �� ��� ����������
 ������������ ������������� �� ��� ����������

���
����� �� ������� ��� ����
 p ∈ Δ(P(N)) ��� ����
 P ′ ∈ P(N \ {i})� i ∈ N �  ��!��

p−i(P ′) :=
∑

P∈P(N)

P′=P|N\{i}

p(P)

"��� ���� ����������
 ��������������  ��!��#


���� �	� $������������� %������� ������������� $�%�&&	 � ����	��� ϕ �	

���� ���� 
�

ϕi(N, v,P)− ϕi(N \ {j}, v|N\{j}, p−j) = ϕj(N, v,P)− ϕj(N \ {i}, v|N\{i}, p−i)

��� 	�� i, j ∈ N �

������� �	� $����������'����� �� ��� ������������� AD������&	  �� ����	�
�
�

� AD��	���


� 
�� ��
!�� �����	��� 
�	
 �	

���� ��� 	�� ����

"�����  ���( ��� ����������
 �� ��� ����� ��� ��� ������������� χ������ $)���� *��&# +�,�

C ∈ Pp� -��� ���� ��� ����
 P ∈ P(p) ��� ���

P|C = {C ′ ∈ P :
⋃

C′∈P
= C} $∗&

.���� ���� ��� ������������� AD������ �����!�� ��  ���#

ADp
C(N, v, p) =

∑
i∈C

∑
P∈P(N)

p(P)ADi(N, v,P) =
∑

P∈P(p)
p(P)

∑
i∈C

ADi(N, v,P)

(∗)
=

∑
P∈P(p)

p(P)
∑

S∈P|C

∑
i∈S

ADi(N, v,P)
��
=

∑
P∈P(N)

p(P)
∑

S∈P|C
v(S)

= vp(C)

+� ��� ��� ��,� i, j ∈ N � .���� ���� ��� ������������� AD������ �����!�� ��  ���#

ADp
i (N, v, p)−ADp

i (N \ {j}, v|N\{j}, p−j)

=
∑

P∈P(N)

p(P)ADi(N, v,P)−
∑

P ′∈P(N\{j})
p−j(P ′)ADi(N \ {j}, v|N\{j},P ′)

=
∑

P∈P(N)

p(P)ADi(N, v,P)−
∑

P ′∈P(N\{j})

∑
P∈P(N)

P′=P|N\{j}

p(P)ADi(N \ {j}, v|N\{j},P ′)



� ��������� 	
�����
 ��� ��� �������� ��

=
∑

P∈P(N)

p(P)ADi(N, v,P)−
∑

P∈P(N)

P|N\{j}=P′

∑
P ′∈P(N\{j})

p(P)ADi(N \ {j}, v|N\{j},P ′)

=
∑

P∈P(N)

p(P)ADi(N, v,P)−
∑

P∈P(N)

p(P)ADi(N \ {j}, v|N\{j},P|N\{j})

=
∑

P∈P(N)

[
ADi(N, v,P)−ADi(N \ {j}, v|N\{j},P|N\{j})

]
BC
=

∑
P∈P(N)

[
ADj(N, v,P)−ADj(N \ {i}, v|N\{i},P|N\{i})

]
���������

= ADp
j (N, v, p)−ADp

j (N \ {i}, v|N\{i}, p−i)

��� ��� ϕ ������
 ��� ������� � � ��� ���!������ "
 ��������� ��� n = |N |�
#� ��� ���� n = 1 ��� ��� N = {i}$ ���� Δ(P({N})) = {p{N}}� #� p = p{N} ��� ���

���� "����� �� ��� ���	  ����������
� %���� Sh �� ��� ���� �&�� "
 � ��� �� ��� ���

ϕi(N, v, p{N}) = Shi(N, v) = Shi(P(i), v|P(i)) = ADp
i (N, v, p{N})�

'��$ ������� ϕ(N, v, p) = ADp(N, v, p) �� ��� (N, v, p) ���� |N | = n (H)�

#� ��� ��������� ���� n �→ n+ 1 ��(� i ∈ N � �� |Pp(i)| = 1 ��� ��� {i} ∈ Pp$ ���� {i} ∈ P �� 

��� P ∈ P(p) ��� ��� ��� �

ϕi(N, v, p)
CE
= vp({i}) = v({i}) E

= Shi({i}, v|{i})
=

∑
P∈P

p(P)Shi(P(i), v|P(i)) = ADp
i (N, v, p)

��� ��� |Pp(i)| ≤ 2� )
 ��� � ���� �� ��� j ∈ N $ �� ������ �
 �� ��� j ∈ Pp(i)*

ϕi(N \ {j}, v|N\{j}, p−j)− ϕj(N \ {i}, v|N\{i}, p−i) = ϕi(N, v, p)− ϕj(N, v, p) +���,

%�����- �� ��� j ∈ Pp(i) \ {i} � ���� �� ���  �-�� ���� ���� �� +���,*

∑
j∈Pp(i)\{i}

[ϕi(N, v, p)− ϕj(N, v, p)]

= (|Pp(i)| − 1)ϕi(N, v, p)−
∑

j∈Pp(i)\{i}
ϕj(N, v, p)

= |Pp(i)|ϕi(N, v, p)− ϕPp(i)(N, v, p)

pCE
= |Pp(i)|ϕi(N, v, p)− vp(Pp(i))

� ��� ����������� 	��
��� �
 ��



� ��������� 	
�����
 ��� ��� �������� ��

��� ��� ��� ���� ���� ���� �� ������

∑
j∈Pp(i)\{i}

[
ϕi(N \ {j}, v|N\{j}, p−j)− ϕj(N \ {i}, v|N\{i}, p−i)

]
(H)
=

∑
j∈Pp(i)\{i}

[
ADp

i (N \ {j}, v|N\{j}, p−j)−ADp
j (N \ {i}, v|N\{i}, p−i)

]
pBC
=

∑
j∈Pp(i)\{i}

[
ADp

i (N, v, p)−ADp
j (N, v, p)

]
= (|Pp(i)| − 1)ADp

i (N, v, p)−
∑

j∈Pp(i)\{i}
ADp

j (N, v, p)

= |Pp(i)|ADp
i (N, v, p)−ADp

Pp(i)
(N, v, p)

pCE
= |Pp(i)|ADp

i (N, v, p)− vp(Pp(i))

��� ����! ����� ������� " !�� ϕi(N, v, p) = ADp
i (N, v, p) ��� ��� i ∈ N �

#����$ ��� ��� � ������� AD������ ���  � ����������%�� �������
 ��� ��� � ������� �������� ��

��� ����������%��! ������������ �&����� '���(� ��� ��� ��� � ������� χ������$ ��� �� ��
������

)�
 �� ����� �� �� ��������� ��� ������������� ����������%����� �� ��� AD������ �������
 ����

� ��� � ������� ��� *���� �� �� ����� �� ��� ��� ������������������������ �������+ � ����� ��

�&��������� ��!��  � ��� ��������� ��������� ����
 �� ��� ���������,%� ������

����� 	
� ���������� ��������� ����
 �����
 � �������	 ϕ 
���

	
 ��� �� ��� ��� i ∈ N

ϕi(N, v,P) = ϕi(P(i), v|P(i), {P(i)})

"� � ����� �� ��������� ��������� ��$ �� ����� ��  � ������� �� ���� ��� ��-������ �� ���

��� � ������� ���������� ���� ������� ��.$ ��!� .�� ������ ��� ������ ��� ��� ������ ��� ���

���� ��� ���� *��� ��� � ������� ��������� 	
�����
� " �&���� ��� ���� *��� ��� � �������

��������� 	
�����
 ��� � ������ ��� � ������� ����������%����� �� ������ ���� ��� ��� ������

���� ��������� �� *���� " ����( ���� ��������� ��������� �� ������ ������ ���� � ������

��� � ������� ����������%������ /��� ���� ����  ��� ��� ���������,%� ����� ��� ��� 0
�����

����� ��� ��������� ��������� �� *���� ����� ������������������������ �������� ��� ����

1����� *� ����( � ��� �� ������������������������ ����� ���� �� ��������� ��������� �� ��

����� �� !�� � 2����2 �&������%�����+ ��������� ��������� ����
 ������ ���� ��� ���
��3�

������� *���� ���� ��� �-��� ��
�-� *����� � ���������� /������ ��� ��������� ����������

 ��*��� ���
��� �� ��� ��������� ��� ������� ��� ���������$ ��� ��� ��������� ����������

#����$ �� ������ �� ������������� �� �������������������������
4 "� ����� *����$ ���� �� *� ��(�

������� ������������������������ �����$ �� ��� ���  � ��������� ��������� �� ��� ����� ��

*��� ���� ��� � �
 ��� ���� � ������ ��� � ������� ����������%������
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