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1. Gegenstand der Statistik

Statistik ist die Lehre von Methoden zur Gewinnung, Charakterisierung
und Beurteilung von zahlenmaldigen Informationen tber die Wirklichkeit
(Empirie).

Zu den Bestandteilen dieser Definition sel folgendes bemerkt:

e Information ist hier im sehr weiten Sinne gemeint. Alle Sachverhalte,
die z&hl- oder mefdbar und systematisch zu beobachten sind, kénnen
Gegenstand der Statistik sein. Dabel ist zu berticksichtigen, dass
"messbar” im Alltagssprachgebrauch meist enger definiert wird, alsin
der Statistik (vgl. Abschn. 3).

e Unter Gewinnung von Information wird neben der eigentlichen Da
tenerhebung auch die Operationalisierung und Systematisierung von
Konzepten verstanden, was v.a. ein Problem der Wirtschaftsstatistik?
ist, sowie die Planung der Datenerhebung (design of experiments, de-
sign of surveys). Gegenstand der Statistik ist somit nicht nur die
Auswertung bereits vorliegender Daten.

e Unter Charakterisierung soll hier zunéchst die graphische und tabel-
larische Darstellung von Daten sowie die Berechnung von zusammen-
fassenden, den empirischen Sachverhalt beschreibenden Kennzahlen,
verstanden werden. Dies ist primér Gegenstand der Deskriptiven Sta-
tistik. Die Moglichkeiten der statistischen Auswertung gehen aber
Uber das weit hinaus, was Ublicherweise im Rahmen der Deskriptiven
Statistik an Methoden bereitgestellt wird (z.B. Multivariate Analyse).

e Beurteilung kann z.B. erfolgen durch Schliisse auf der Basis unvoll-
sténdiger Informationen (z.B. Schllisse von der Stichprobe auf die ihr
zugrundeliegende Grundgesamtheit), bzw. allgemeiner auf der Basis

1 Vgl hierzu: v.d. Lippe, Peter, Wirtschaftsstatistik, in dieser Reihe (UTB Bd. 209).
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unsicherer Informationen unter Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Dasist Gegenstand der Induktiven Statistik.

Mithin ergibt sich die traditionelle Aufteilung der "Statistik”, wie sie in
Ubersicht 1.1 dargestellt ist.

Ubersicht 1.1 Aufbau des Faches Statistik

Statistik
Statistische Methoden Wirtschaftsstatistik oder
allgemeiner: angewandte
Statistik
deskriptive induktive
Statistik Statistik

Leider wird in vielen Lehrbiichern und ganzen Studiengéngen der Inhalt des Faches Sta-
tistik fast ausschliefdlich auf die Induktive Statistik eingeengt.

Statistik kann fur empirische Untersuchungen nitzlich sein bei:

a) der Berechnung zusammenfassender Kennzahlen im Rahmen der De-
skriptiven Statistik,

b) Fragen der Veralgemeinerungsfahigkeit statistischer Aussagen (In-
duktive Statistik) und bei

c) der Beurteilung der Aussagefdhigkeit statistischer Daten und Ergeb-
nisse aufgrund der ihnen zugrundeliegenden Erhebungen und Kon-
zepte (Wirtschaftsstatistik).

Die Statistik dient damit dre Zwecken, namlich deskriptiven
(Beschreibung, Bestandsaufnahme), analytischen (Verallgemeinerung,
Erklérung) und operativen (Entscheidung) Zwecken. Sie kann auf alen
drei Stufen der empirischen Arbeit eingesetzt werden, namlich bei der:

e Formulierung von Hypothesen, Modellbildung, concept formation

¢ Planung und Durchfiihrung von Erhebungen und Versuchen und

e bei der Uberpriifung von Hypothesen.
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Die Methoden der Statistik sind allgemein anwendbar, d.h. sie sind nicht
beschrankt auf bestimmte inhaltliche Fragestellungen. Dies heildt aber
nicht notwendig, dass sie auch in jedem Fall sinnvoll angewendet werden.

Es ist deshalb wohl das wichtigste Ziel der Beschaftigung mit der Diszi-
plin "Statistik", beurteilen zu lernen, bel welcher Fragestellung und auf
welche Daten eine bestimmte statistische Methode sinnvoll angewendet
werden kann.

Die Frage, welche Folgerungen aus empirischen Daten gezogen werden sollten ist kein
Gegenstand der Statistik, weshalb die Statistik auch offen ist fir jede Art von Mif3rauch.
Fur diese Frage ist aber die Aussagefahigkeit der Daten wesentlich (bzw. sollte es sein)
und es gibt erhebliche Unterschiede bei Anwendern der Statistik hinsichtlich der Bereit-
schaft und Fahigkeit, sich hiermit auseinanderzusetzen.

2. Einheiten, Masse, M erkmal

Def. 1.1: Einheit, M asse

a)

Statistische Einheiten (Elemente, Merkmalstréger) sind Tréger von
Informationen, bzw. Eigenschaften, die im Rahmen einer empiri-
schen Untersuchung von Interesse sind.

b)

Eine statistische Masse (Kollektiv, Population) ist eine hinsichtlich
sachlicher, raumlicher und zeitlicher Kriterien sinnvoll gebildete Ge-
samtheit von statistischen Einheiten.

c)

Unter dem Umfang einer Masse versteht man die Anzahl ihrer Ein-
heiten (Elemente).

Bemerkungen zur Def. 1.1:

1

Beispiel fur Einheiten sind Personen, Personengruppen, Falle bzw.
Ereignisse (z.B. Verurtellung, Eheschlief3ung, Erkrankung), Gegen-
sténde (Kranfahrzeuge oder Gebadude bel einer Gebaudezdhlung),
Wirtschaftszweige, Regionen usw. Zu unterscheiden sind evtl. Erhe-
bungs-, Z&hl-, Darstellungs- oder Auswertungseinheiten.

Das Begriffspaar "Masse - Einheit" entspricht dem Begriffspaar
"Menge - Element" aus der Mathematik.

Eine Masse muss sachlich, zeitlich und réumlich eindeutig definiert
(abgegrenzt) sein. Dies kann erfolgen durch Aufzahlung der Einheiten
oder durch Angabe eines Prinzips, nach dem Uber die Zugehorigkeit
eines Elements zur Masse entschieden wird, d.h. durch Identifika-
tionsmerkmale (die zu unterschieden sind von den Untersuchungs-
merkmalen [Def. 1.2]).
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4.

Die sachliche Abgrenzung von Massen und Einheiten kann schwierig

sein (Einzelheiten hierzu gehoéren in die Wirtschaftsstatistik). Hierfr

zwei Beispiele:

e fur Einheiten: Sollen Unternehmen, Betriebe, Arbeitsstétten oder
fachliche Einheiten der Erhebung zugrundegel egt werden?

e flr Massen: Soll "Bevolkerung" im Sinne der Wohnbevolkerung,

der ortsanwesenden Bevolkerung oder der Staatsangehdrigkeit
(rechtlicher Bevolkerungsbegriff) definiert werden?

Arten von Massen (zu unterscheidende Begriffspaare):

a)

b)

Nach dem Umfang bzw. der Vollstandigkeit der untersuchten Masse
(Objektmenge) unterscheidet man zwischen (Grund-)gesamtheit
(oder Kollektiv, Population) und Teilgesamtheit.

Eine Teilgesamtheit kann durch Auswahl von Einheiten aus der
Grundgesamtheit oder durch eine begriffliche Ausgliederung entstehen. Im
zweiten Sinne, d.h. durch Begriffshierarchien (Systematiken, Klassifikationen)
mit Oberbegriffen und Unterbegriffen ist z.B. die Erwerbsbevilkerung eine
Teillmasse der Wohnbevdlkerung. Wird die Teilgesamtheit durch
Zufalsauswahl gewonnen, so spricht man von einer Stichprobe. Von vielen
Autoren wird jede Art der Teilerhebung (auch eine nicht-zufallige Auswahl) as
Stichprobe bezeichnet (ein Sprachgebrauch, dem wir uns nicht anschlief3en
wollen).

Nach der Verweildauer der beobachteten Einheiten einer Masse unter-
scheidet man Bestandsmassen (stocks) und Bewegungsmassen (vgl.
Kapitel 12):

Man kann auch zwischen realen und hypothetischen Gesamtheiten
unterscheiden.

Reale (beobachtete) Gesamtheiten, die allein Gegenstand der Deskriptiven Stati-
stik sind, sind stets endlich. Hypothetische, d.h. durch Abstraktion gebildete
Massen sind dagegen meist unendlich (z.B. die Menge aller méglichen Wirfe
mit einer Miinze). Sie stehen in der Induktiven Statistik im Vordergrund des
Interesses.
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Def. 1.2: Merkmal

Ein Merkmal ist eine Eigenschaft einer statistischen Einheit, die bel einer
statistischen Untersuchung interessiert. Es hat endlich und unendlich viele
Merkmalsauspragungen (mogliche Realisationen, Modalitdten). Ein
Merkmal ist somit eine Menge von Merkmalsausprégungen. Ein Merk-
malswert ist eine an einer dtatistischen Einheit ermittelte Merk-
mal sauspragung. Werden Merkmalswerten Zahlen zugeordnet, so spricht
man auch von Variablen

Bemerkungen zu Def. 1.2:

1. Es sind Identifikationsmerkmale zur Abgrenzung einer Masse (vgl.
Bem. 3 zu Def. 1.1) und Untersuchungsmerkmale, die Gegenstand ei-
ner Erhebung sind, zu unterscheiden. Nur letztere sind in Def. 1.2
gemeint.

2. Ein Merkmal stellt eine Abbildung der Masse, d.h. der Menge empi-
rischer Einheiten in der Menge der Merkmal sauspragungen dar. Jeder
statistischen Einheit wird eine und nur eine Auspragung zugeordnet
(Ausnahme: héufbare Merkmale). Im folgenden wird i.d.R. en
Merkmal mit grofRen Buchstaben (etwa X) wund ene
Merkmal sauspragung mit kleinen Buchstaben (etwa x;) symbolisiert.

3. Gegenstand der Statistik sind stets Aussagen Uber Massen in bezug
auf bestimmte Merkmale (z.B. Aussagen Uber die Einkommens-
verteilung der Haushalte in der Bundesrepublik Deutschland 1990),
nicht Aussagen Uber einzelne Einheiten und auch nicht Aussagen ohne
Bezugnahme auf genau definierte Merkmale der Einheiten.

Einheiten (z.B. Haushalte) interessieren nur in ihrer Eigenschaft als Merkmal stréger,
d.h. nicht in ihrer Totalitét (mit "allen" ihren Kennzeichen) und Individualitat
(Statistik ist nie eine Einzelfalluntersuchung; im Zuge der Auswertung interessieren
nur anonyme Daten).

4. Ein Merkmal muss operational definiert sein, d.h. es muss bei der
Beobachtung ener  Einheit  entscheidbar  sein,  welche
Merkmalsauspragung vorliegt. Wird das Merkma "Bildung”
gemessen durch die Anzahl der Jahre des Schulbesuchs, so ist die
Bildung damit zwar sehr eng und nicht notwendig auch sachgerecht,
dafur aber operational definiert. Unterscheidet man dagegegen die
Ausprdgungen  "hochgebil-det”, "gebildet", "ungebildet* (nach
welchen Kriterien?), so liegt keine operationale Definition vor.
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5.

Bel quantitativen Merkmalsauspragungen ist der Begriff Variable
ublich. Man kann dann mehrere Merkmalsausprégungen zu einer
Klasse (Gr 6l3enklasse) zusammenfassen.

Beispiele fur Merkmale und M erkmal sauspragungen:

Merkmal: M erkmal sauspragungen:

Alter (operational definiert als: |15 Jahre (einzelne Auspragung)
Anzahl der vollendeten Jahre) 10 bis unter 20 Jahre (Altersklasse)

Staatsangehorigkeit deutsch, franzésisch, englisch usw.

Geschlecht ) mannlich, weiblich

)

ein dichotomes Merkmal, d.h. mit zwei Ausprégungen

Arten von Merkmalen:

a)

b)

d)

Nach dem Informationsgehalt der Merkmal sausprégung wird von ei-
nigen Autoren unterschieden: qualitative, komparative (intensi-
tatsmaRige) und quantitative Merkmale (vgl. Bem. 3 zu Ubersicht
1.3).

Wenn bei mehreren Einheiten nicht die Summe der Merkmalswerte,
sondern nur ein durchschnittlicher Merkmalswert sinnvoll interpre-
tierbar ist, spricht man von einem intensiven Merkmal (z.B. Intelli-
genz), andernfalls von einem extensiven Merkmal (z.B. Einkommen).

Nach der Art der Messung kann man manifeste (direkt beobachtbare)
und latente Merkmale unterscheiden. Letztere werden indirekt ge-
messen, bzw. konstruiert. In diesem Sinne schlieft man von (mani-
festen) MeinungsaulRerungen (opinions) auf latente Einstellungen
(attitudes) oder von der (manifesten) Fahigkeit bestimmte Aufgaben
Zu lésen und Fragen zu beantworten auf die "dahinterstehende"
"Intelligenz" (als ein latentes Konstrukt) usw.

Hinsichtlich der Anzahl moglicher Merkmal sauspragungen kann man
bei quantitativen Merkmalen (Variablen) zwischen diskreten und ste-
tigen Merkmalen unterscheiden (vgl. Def. 1.3).
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Def. 1.3: diskret und stetig

Eine Variable X mit den Ausprdgungen X,,X,,...,X,, heifl3t diskret, wenn X
nur endlich viele oder abzahlbar unendlich viele reelle Werte x; annehmen

kann, und in jedem endlichen Intervall a< x < b der reellen Zahlengeraden
nur endlich viele Werte liegen kénnen. Gilt entsprechend " Uberabzahl bar
unendlich viele Werte", so liegt eine stetige (kontinuierliche) Variable vor.

Bemerkungen zur Def. 1.3:

1. Diskret sind alle Merkmale, denen ein Zahlvorgang zugrundeliegt; bei
stetigen Merkmalen (Variablen) ist es ein Mel3vorgang, der beliebig
genau ist bzw. (theoretisch) beliebig genau sein kénnte.

2. Inder Deskriptiven Statistik treten i.d.R. nicht stetige Merkmale a's solche auf, son-
dern nur in Form klassierter Daten (Kap. 3), d.h. aufeinanderfolgende Auspra
gungen des Merkmals werden im Zuge der Erhebung oder Aufbereitung der Daten
in  GroRenklassen (Intervallen) zusammengefaldt. Diese Klassenbildung
(Klassierung) ist natrlich auch bei diskreten Daten durchfiihrbar und tblich. Nach

Klassierung kann ein stetiges Merkmal wie ein diskretes Merkmal behandelt wer-
den.

3. Der methodisch entscheidende Unterschied ist: die Realisationsmdglichkeiten einer
diskreten Variable sind isolierte Zahlen (nicht notwendig ganze Zahlen), bei einer
stetigen Variable dagegen Intervalle (evtl. infinitesimal kleine Intervalle).

Beispiel 1.1:

Die Pizzeria P (des Eigentiimers P) hat zwei Lokale (L, und L,), bei denen
man Mittag- und Abendessen (M,A) einnehmen kann, wobei es jedoch
jewells nur die folgenden Gerichte gibt: Pizza, Spaghetti, Ravioli und
Canneloni. Es ergab sich, dass von den 4764 Gasten der Pizzeria
insgesamt 5000 Gerichte im letzten Monat (April) wie folgt bestellt
wurden:

L 1 L 2
M A M A Insgesamt
Pizza 400 600 600 800 2400
Sonstige 700 1100 400 400 2600
Summe 1100 1700 1000 1200 5000

1. Wieviele Merkmale werden in dieser Statistik dargestellt, wie heil3en
sie und welche Merkmal sauspragungen werden in der Tabelle darge-
stellt?
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2. Was (Massg, Einheit, Merkmal usw.) ist im Falle dieser Statistik

a) die in der Statistik mitgezdhlte Pizza, die Herr Schulze am
16.April zum Abendessen im Lokal L, gegessen hat?

b) die Angabe "Pizza'?

c) die Angabe des Eigentimers P der Pizzeria?

d) die Zahl 5000?

e) das Lokal L,?

f) die insgesamt 1700 + 1200 = 2900 Gerichte, die abends
ausgegeben wurden?
g) die insgesamt 2800 Gerichte im Lokal L,?

h) der Monat April?

LOsung 1.1:
zul:

Es werden drei qualitative (artmaliige, kategoriale) Merkmale mit jewells
zwei Merkmal sauspragungen (dichotome Merkmale) dargestellt, namlich

Merkmal M er kmalsauspr agungen
Art des Gerichts Pizza, Sonstige’)
Art des Lokals™ Lokal L,, Lokal L,
Zeit der Mahl zeit Mittagessen (M), Abendessen (A)

) nur zwei Ausprégungen in der Tabelle aber bei der Erhebung Unterscheidung
nach den oben genannten vier Gerichten,
**) gemeint ist quasi die Zweigstelle (ein Betrieb) des Unternehmens P.
u2:

a) das ist eine Einheit (eine der 5000 in der Masse gezéhlten Einheiten,
d.h. einzelnen Gerichte). Ferner sind jeweils

c und h) Identifikationsmerkmale (zur Abgrenzung der Masse),
b und €) Merkmal sauspragungen,

f und g) Teilgesamtheiten (Teilmassen), 2900 bzw. 2800 sind die jeweili-
gen Umfange dieser Teilgesamtheiten und d) ist der Umfang der Masse
(Gesamtmasse).
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3. Messen, Skalen
a) M essung

Es gilt im folgenden den Begriff der Messung zu definieren. Hierfir und
fUr die damit zusammenhangende Unterscheidung verschiedener Skalen-
arten ist aus der Schulmathematik der Begriff der Relation vorauszuset-
zen. Von den Relationen, die auf die Elemente m,, m, ..., m, einer Menge

M definiert sein kdnnen interessieren vor allem zwei zweistellige (binare)
Relationen fir jeweils zwei der Elemente von M, etwa fur m; und m,,

namlich:

1. die Aquivalenzrelation (=): Sieist symmetrisch, d.h. aus m;=m, folgt
m,=m,, reflexiv (m;=m,) und transitiv (d.h. aus m;=m, und m,=m,
folgt m;=m;) und

2. die Ordnungsrélation (>,<): Sie ist dagegen asymmetrisch, irreflexiv
und transitiv.

Def. 1.4: Messung

Mit den folgenden zwei vorangestellten Definitionen kann man den Be-
griff der Messung definieren.

1. Es se A eine Menge von empirischen Objekten und es selen
RiR,....R;auf A definierte Relationen. Dann heif3t die Menge

A = (AR,R,,...R) ein empirisches relationales System oder ein em-
pirisches Relativ.

2. Ist X eine Menge von Zahlen oder Vektoren und sind S;,S,,...S,, auf
X definierte Relationen, dann heiflit X = (X,S,S,....,S,) €in numeri-

sches Relativ (oder numerisches relationales System). X ist eine
Zahlenmenge (z.B. die Menge der nattirlichen Zahlen oder die Menge
der reellen Zahlen).

Damit erhélt man die folgende Definition:

Unter einer Messung versteht man die Abbildung eines empirischen Re-
lativs in ein numerisches Relativ, d.h. die Zuordnung von Zahlen zu
Merkmal sauspragungen, so dass die fur die Merkmalsausprégungen der
empirischen Objekte geltenden Relationen auch fir die hierfir verwende-
ten Zahlen gelten.
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Bemerkungen zur Def. 1.4:

1. Empirische Objekte kdnnen Personen, Unternehmungen, Maschinen usw., kurz alle
Arten von statistischen Einheiten sein. Diese stehen hinsichtlich einer oder mehrerer
Eigenschaften in Beziehung zueinander, z.B. in Abb. 1.1 die Personen P; (links)

und P, (rechts) hinsichtlich des Merkmals Kdrpergrofe oder Haarfarbe. Das

Vorhandensein eines empirischen Relativs, d.h. einer Menge empirischer Objekte,
die in bezug auf bestimmte Eigenschaften in beobachtbaren Relationen zueinander
stehen, ist Voraussetzung fur eine Messung. Man beachte: Gegenstand der Messung
sind nicht Objekte (also z.B. Personen) sondern immer nur Eigenschaften (Personen
interessieren nicht in ihrer Einzigartigkeit, Gesamtheit, Individualitét, sondern
immer nur als Trager von bestimmten, genau definierten Eigenschaften).

Abb. 1.1: Empirisches Relativ

R O wr—
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_-I_l r .,‘ : - I
W T O
[ S oL

|

”.i g, e iy g T

2. Abb. 1.1 stellt ein Beispiel fir ein empirisches Relativ dar, denn:

die Menge A enthélt die Personen P; und P, (linke und rechte Person)
die Personen P; und P, stehen hinsichtlich der Eigenschaft "Korpergrofe”,

"Alter", "Haarfarbe" usw. in Beziehung zueinander und diese Beziehungen sind
zweifelsfrei beobachtbar.

3. Mankann an diesem Beispiel leicht demonstrieren, was "Messung" bedeutet:

Es soll zundchst die KorpergroRe K betrachtet werden: Fur K soll die
Ordnungsrelation "ist grol3er als' definiert werden. Empirisch (in Abb. 1.1) 183t
sich die Relation "P; ist grof3er as P," beobachten. Eine sinnvolle Messung

ware dann k; = 250 (k4 ist der Mewert des Objekts P; auf der SkalaK fir das
Merkmal K) und k, = 35 da 250 > 35 (es soll noch nicht an eine Messung mit
der Mal3einheit cm gedacht werden). Ebenso sinnvoll wére aber auch k; = 17,2
und k, = -3,25, weil ja 17,2 ebenfalls groler ist als -3,25. Jedes Zahlenpaar, bei
welchen k; grofer ist als k, ist gleichermal3en "sinnvoll”, weil hier bei der

K 6rpergrofie nur eine Ordnungsrelation (Or dinalskala) betrachtet werden soll.
Betrachten wir sodann die Haarfarbe H der beiden Personen von Abb. 1.1:
Normalerweise kann man nicht mehr als die "qualitative" Unterscheidung zwi-
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schen blond und dunkelhaarig treffen. Das bedeutet, dass fur das Merkmal
Haarfarbe nur die Aquivalenzrelation festgestellt werden kann: die Haarfarbe
von P; ist anders (nicht z.B. besser oder mehr) als die von P, (esliegt "nur" eine

Nominalskala vor). Folglich wéren z.B. die Zahlen (Codierungen) h; = 3 und
h, = 8 oder auch h; = 7,3 und h, = -1,8 gleich sinnvolle Messungen des
Merkmals Haarfarbe.

4, Man beachte, dass in Def. 1.4 Uber die Anzahl n von empirischen Objekten keine
Aussage gemacht wird. Fir die Anzahl z; der Stellen der Relation R; muss natirlich
gelten z; < n. Im Beispiel wurde unterschieden:

Ry :"ist grofer as' ist eine zweistellige Relation beziiglich der Eigenschaft Korper-
groie

R,:Haarfarbe: beispielsweise "ist blond" ist eine einstellige Relation beziiglich der
Eigenschaft Haarfarbe.

5. Der anschauliche Begriff "Messen" oder "messhar" (im Alltagssprachgebrauch) ist
enger as der hier verwendete. Man versteht darunter das wiederholte Anlegen eines
Mal3stabes (z.B. ein Meter). In diesem Sinneist z.B. die Lange einer Wand 5m, well

der Metermal3stab finfmal angelegt (addiert) werden kann. Diese Art Messung setzt
eine metrische Skala voraus.

6. Eine Dimension ist eine durch eine Zahl zu beschreibende Eigenschaft (z.B.
Lange), wobei dieser Zahl meist eine Mal3einheit (z.B. Meter) beigegeben ist. Ein-
dimensionalitét ist durch Transitivitdt gekennzeichnet. Gilt fir die Eigenschaft X bei
drei Objekten x; < X, und X, < X5 aber x5 < X, s0 ist dies ein Hinweis darauf, dass

die Eigenschaft X mehrdimensional ist, also mehrere Zahlen und nicht nur eine Zahl
zur Charakterisierung eines Objekts hinsichtlich X erforderlich sind.

b) Skalenarten

Mit einer Skala wird die Zahlenmenge (das numerische Relativ) definiert,
die (das) zur Bezeichnung von Merkmal sausprégungen verwendet werden
kann. FUr die Zwecke der Statistik ist die Unterscheidung von funf
Skalentypen gem. Ubers. 1.2 ausreichend.

Anmerkungen zu Ubers, 1.2:

1. Kennzeichnend fiir den Skalentyp ist:

a) welche Rechenoperationen mit der Skala"sinnvoll” und "sinnlos" sind
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Ubersicht 1.2: Skalentypologie

Skala definiert ist zuldssige Trans- | Beispiel Mittelwerte®
(Name) zusétzlich formation
Nominal-|| Aquivalenzrela- | ein-eindeutige Postleitzahlen, |
skala tion Steuerklasse | Xm
Ordinal- || Ordnungsrelation | streng monoton Windstérke -
skala steigend (Beaufort) XMy Xo5
Intervall- [ Maleinheit u. Lineary,= a+ | Temperaturin | _ _ _
skala Nullpunkt b) bx, Grad Celsius | *m: Xo5 X
Ratio- natdrl. Nullpunkt | proportional Temperatur in | alle Mittel-
bzw. (Mal3einheit noch | y,, = bx, Kelvin, Kor- werte
Verhalt- || willkdrlich) (a=0)© pergréfie
nisskala
Absolut- | auch natlirliche | identischy, =x, | Haufigkeiten | ale Mittel-
skala Malieinheit (b=1) werte

@  Zur. Notation vgl. Bem. 5.

b)
<)

b)

beides (Nullpunkt und MalReinheit) noch willkdrlich.

d.h. der Nullpunkt ist nicht mehr willkirlich (er kann nicht durch a = 0 verschoben
werden), wohl aber die MalReinheit (weshalb b = 1 sein kann). Man kann sinnvoll
Verhétnisse x, / X, (Proportionen, engl. "ratios") bilden (denny, / y, = X1 / X,).

welche Transformationen "zul&ssig” (im noch definierten Sinne) sind.

Zwel Beispiele zeigen, wie man mit Hinweis auf a) und b) darlegen kann
welcher Skalentyp vorliegt:

Postleitzahlen sind Zahlenwerte einer Nominaskala (bel der Zahlen
nur stellvertretend fir Namen sind):

a)es macht keinen Sinn zu sagen, der Mittelwert aus den Stadten
Oberhausen (Postleitzahl 42) und Minster (44) sei Essen (43) und

b)die Zahlen -7 , 2432 und 489 konnten den gleichen Zweck erfillen
wie die Postleitzahlen 42,43 und 44;

Zensuren sind Messungen auf einer Ordinalskala:

a) die Abstande zwischen den Zensuren (Noten) 1,2,3,4 und 5 sind
nicht (oder nicht notwendig) gleich und

b)die durch eine monotone (ordnungserhaltende) Transformation ge-
wonnenen Zahlen -2, 10, 13, 28 und 64 konnten den gleichen
Zweck erfullen.
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2. Metrik:

Die ersten beiden Skalen der Ubers. 1.2 (Nominal- und Ordinalskala) hei-
[3en auch "topologische Skalen”, die letzten drei "metrische Skalen”. Eine
"Metrik" auf die Menge der Zahlen x;, X,, X5 definieren (was bei der

Nominal- und Ordinalskala noch nicht erfolgt) heifdt ein Mald d(x;,x;) [d:
anschaulich interpretiert eine Distanz] festzulegen, fir das gilt:
(1) dx;x)=0 (i,j,k=12,..)

(2)  d(x;,x) =d(x;,x;) und

()  d(x;,x)) +d(x;,x,) > d(x;x,) (Dreiecksungleichung).

Grolenmalig ordnen lassen sich nicht nur metrisch-, sondern auch ordinal skalierte
Merkmale. Bei letzterer sind aber die Absténde nicht definiert. Nominalskalierte Merk-
male lassen sich nicht nach der Grof3e, sondern nur nach dem Sachzusammenhang ord-
nen, was in Klassifikationen oder Systematiken erfolgt (z.B. Berufssystematik, Klassi-
fikation der Wirtschaftszweige usw.).

3. Skalentyp und Merkmalsarten. Man kann unterscheiden:

o klassifikatorische (qualitative) Merkmale oder "Attribute” mit einer
abzahlbaren Menge nur artmal3ig unterschiedener Auspragungen bei
einer Nominalskala,

e komparative (intensitdtsmallig abgestufte) Merkmale bei einer
Ordinalskala und

e metrische (quantitative) Merkmale im Falle einer metrischen Skala.

Der Begriff qualitativ wird auch fir die ersten beiden Merkmalstypen verwendet. Klassi-
fikatorische Merkmale verlangen z.T. Methoden unterschiedlicher Art (z.B. Verhélt-
niszahlen statt Mittelwerte oder in der Induktiven Statistik spielt das Begriffspaar
"homograd"/"heterograd" eine wichtige Rolle). Ferner sind zwel spezielle Typen klassifi-
katorischer Merkmale von besonderem Interesse:

e Dichotome Merkmale (Alternativ-, bindre Merkmale): sie haben zwei
Auspragungen, die mit O und 1 codiert werden kénnen. Im Zu-
sammenhang mit der Assoziationsmessung (Kap. 7) oder mit Ver-
haltniszahlen (Kap. 9) wird hierauf besonders eingegangen.

e Haufbare Merkmale: ein Merkmal ist haufbar, wenn eine Einheit
gleichzeitig mehrere Auspragungen realisieren kann (z.B. Beruf, Be-
schéftigung, Studienfach); normalerweise sind Merkmale nicht-
haufbar (z.B. Alter, Geschlecht).
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4. Bemerkungen zu den "zulssigen Transformationen" in Ubers. 1.2:

Unter einer Transformation der Skala X in die Skala Y versteht man eine
Funktion f, die jedem Wert von x, einen (und nur einen) Wert y, zuordnet.
"Zuldssig" heildt, dass die Skala Y den gleichen Informationsgehalt hat,
wie die Skala X. Man kann verschiedene Arten von (zunehmend spezieller
werdenden) Transformationen unterscheiden:

e Im einfachsten Fall einer ein-eindeutigen (bijektive) Transforma-
tion bedeutet X in'Y zu transformieren nur, dass zwei verschiedenen
Werten x, und X, zwei verschiedene Werte y, und y, zugeordnet wer-

den. Eine speziellere Transformation ist die

e streng monoton steigende Transformation: ist X; < X,, SO muss auch
y; <Y, sein (bei "monoton” wére auch zugelassen y, U y,; der Zusatz

"steigend” ist notwendig, wenn die Relhenfolge erhalten bleiben soll,
denn "fallend" wirde bei X, < x, zuy, >y, fihren).

e Die noch speziellere lineare Transformation (Lineartransformation)
liegt vor, wenn gilt:
(11) y, =arbx, |
mit a und b als reellen Konstanten (das wird anhand der "Um-
rechnung" einer Temperaturmessung von "Grad Celsius' [x,] in
"Grad Fahrenheit” [y, ] in Beispiel 1.2 demonstriert).

e Eine proportionale Transformation liegt dann vor, wenn man in Gl.
1.1 a = 0 setzt (was bedeuetet, dass der Nullpunkt festliegt und nicht
verdndert werden darf); ein Beispiel hierfur ist die Umrechnung von
Wahrungseinheiten, etwavon DM in US-$.

e Wird noch spezieller b = 1 gefordert, so dass y, = x,, so liegt eine
identische Transformation vor, d.h. die Skala x kann Gberhaupt nicht
mehr verandert werden, insbesondere ist wegen b = 1 auch die
Mal3einheit fest (man wirde im Alltagssprachgebrauch wohl gar nicht
mehr von einer "Transformation™ sprechen).

Wie man hieran sieht, stellen die Skalen der Ubers. 1.2 eine Hierarchie
dar hinsichtlich der zuléssigen Transformationen und Rechenoperationen:
speziellere Transformationen heil3t mehr Informationsgehalt der Skala und
damit mehr Mdglichkeiten der sinnvollen rechnerischen Verarbeitung der
Daten.



Kapitel 1. Gegenstand und Grundbegriffe 15

5. Bemerkungen zu den Mittelwerten in Ubers. 1.2 und zur praktischen
Bedeutung der Skalentypologie:

Auf die in Spalte 5 der Ubers. 1.2 angegebenen zuléssigen Mittelwerte
wird in Kap. 4 eingegangen. Zu den Abkurzungen:

Xy = Modus

Xo5 = Median

X = arithmetisches Mittel (Durchschnitt)
Es ist gerade am Beispiel der Mittelwerte die praktische Bedeutung der
Unterscheidung der Skalenarten leicht einzusehen:

e Be ener Nominaskala ist bereits der Modus sinnvoll anzuwenden,
bel einer Ordinalskala Modus und Median, bei ener Intervallskala
Modus, Median und arithmetisches Mittel usw.

e Ferner gilt:

Was bel gegebenen Daten jeweils sinnvoll zu berechnen ist, ist

abhangig von

a) der Qualitét der Daten, insbesondere der Skalenart (je hoher die
Skalenart, desto mehr Mittelwerte sind sinnvoll zu berechnen) und

b) der Fragestellung (Beispiel: Geschwindigkeiten [dort ist nicht das
arithmetische, sondern das harmonische Mittel anzuwenden]).

6. Nicht eingegangen werden kann hier auf die Skalierungsverfahren. Hierbel geht es
um Methoden, mit denen man in der Praxis komplexe und subjektive Eigenschaften
messen kann, wie z.B. die Intensitét von Sinneswahrnehmungen oder Gefuhlen, die
Messung der Intelligenz, des Sozialstatus, der Lebensqualitédt usw., die v.a for
Anwendungen der Statistik in der Psychologie und Soziologie von Interesse sind.

Beispiel 1.2:

Man zeige, dass eine Temperaturmessung in "Grad Celsius' auf einer In-
tervallskala, eine Messung in "Kelvin" dagegen auf einer Ratioskala er-
folgt.

Losung 1.2:

Man kann den Nachweis auf zwei Arten flhren, indem man zeigt:

a) welche Rechenoperationen bei Messungen in "Grad Celsius' [°C]
bzw. in"Kelvin" [K] sinnvoll sind und

b) welche Transformationen zuldssig sind.
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2ua)

Man kann bei °C (anders als bei K) nicht sagen: 20°C ist "doppelt so
warm" wie 10°C, wohl aber, dass der "Abstand" zwischen 10°C und 20°C
genauso grof ist wie derjenige zwischen 20°C und 30°C.

zub)

Die Temperaturmessung von "Grad Celsius' [x,] ist von der gleichen
Qualitét, wie die Messung in "Grad Fahrenheit” [y,]. Die Umrechnung er-
folgt nach der Formel y, = 32 + 1,8x,, die eine Lineartransformation gem.
Gl. 1.1 darstellt mit a= 32 und b = 9/5; so entsprechen sich beispielsweise
0°C und 32°F. Es gelten die folgenden Umrechnungen:

°C 0 10 20 30 40
°F | 32 50 68 86 104

Das erklart auch das Problem unter a) denn

e 20°C/10°C = 2 aber 68°F/50°F = 1,36, andererseits gilt aber

e die Abstande zwischen 10°C, 20°C, 30°C usw. sind jeweils 10°C und
die entsprechenden Absténde zwischen 50°F, 68°F, 86°F usw. sind

ebenfalls gleich, namlich 18°F, wobei 18 = %10

Die Grofe a bewirkt eine Verschiebung des Nullpunkts (Translation), der
bei °C und °F willkirlich ist, bei der absoluten Temperaturmessung in
Kelvin dagegen unveranderlich -273°C ist und die GroRRe b bewirkt eine
Streckung (wenn b > 1) oder Stauchung (b < 1) des Mal3stabs.

Das Beispiel zeigt Ubrigens auch

e dass es nicht "in der Natur der Sache" liegt, mit welcher Skala ein
Merkmal gemessen wird, sondern dass dies alein vom Stand der
Messtechnik abhangt und

e dassdurch Transformationen das Skalenniveau nicht gesteigert werden
kann (die Intervallskala °C wird durch die Transformation in °F nicht
zu einer Skala anderen Typs).
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1. Daten

Def. 2.1: Daten, Datensatz

Statistische Daten sind der Ausgangspunkt weitergehender statistischer
Auswertungen. Es sind Zahlenangaben Uber Merkmal sauspragungen, die
an Einheiten beobachtet bzw. "gemessen" worden sind. Alle sachlich zu-
sammengehorigen und einer statistischen Auswertung zugrundezulegen-
den Daten bilden einen Datensatz.

Ubersicht 2.1 zeigt, welche Arten von Datensitzen sich unterscheiden las-
sen. Danach bestimmt sich auch die Art der sinnvoll zu berechnenden be-
schreibenden Mal3zahlen, bzw. allgemeiner, der anzuwendenden statisti-
schen Methoden. Die hier benutzte Terminologie ist leider nicht einheit-
lich und auch (insbesondere, was die Unterscheidung zwischen Quer- und
L &ngsschnitt betrifft) nicht unproblematisch’.

! Soist z.B. besonders der Begiff "Langsschnittsanalyse" im Rahmen der Bevolke-
rungsstatistik fir eine spezielle Art, zeitlich geordnete Sachverhalte zu beschreiben,
reserviert und deshalb auch nicht gleichbedeutend mit Zeitreihenanalyse. Es ist
andererseits z.B. in der Okonometrie Gblich, von L&ngsschnitt in dem oben
gemeinten Sinne zu sprechen. Hinzukommt, dass fur das, was hier "Querschnitt”
genannt wurde Uberhaupt keine allgemein anerkannte Bezeichnung existiert.
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Ubersicht 2.1. Arten von Datensétzen

Datensétze
univariat multivariat
(verbunden)
Querschnitt L angsschnitt Querschnitt L angsschnitt
(1) (Zeitreihe) (3) (Zeitreihe)
(2) (4)

Diein Ubers. 2.1 getroffenen Unterscheidungen betreffen die Fragen, ob

e an ener Einheit ein Merkmal (univariat) oder mehrere Merkmale
(multivariat) beobachtet worden sind; je nachdem wird eine Einheit v
im Datensatz reprasentiert durch einen Skalar x; (Ausprégung des
Merkmals X, die bel der Einheit v beobachtet wurde) oder durch ein
m-Tupel, den Zeilenvektor [X;, X, ---X,], Womit die Auspragungen
gemeint sind, die bei der Einheit (z.B. Person) v hinsichtlich der
Merkmale X4, X,,..., X, beobachtet worden sind;

e die Zahlenangaben, die im Datensatz zusammengefaldt sind, in einer
zeitlichen Reihenfolge geordnet (datiert) sind, oder ob die Reihenfolge
der Daten keine Rolle spielt.

Kennzeichnend fur Daten, die als Zeitreihe vorliegen, ist es, dass die zeitliche Reihen-
folge der Daten wesentlich ist, wahrend es fir "Querschnitts'-Daten (besser: undatierte
Daten) i.d.R. unerheblich ist, ob sie ungeordnet vorliegen oder in irgendeiner Weise
geordnet sind. Solche Daten (insbesondere Daten des Typs 1 in Ubers. 2.1) kénnen evtl.
in einem anderen Sinne geordnet sein: Neben der zeitlichen Reihenfolge der Daten kann
die Anordnung der Gréfe nach von Belang sein. Man spricht dann von einer (der GroRRe
nach) geordneten Reihe.

Daten vom Typ 1, die in den folgenden Kapiteln (Kap. 3 - 6) behandelt
werden, kénnen in vier Formen vorliegen, namlich als:

1. Einzelwerte (Einzelbeobachtungen)

a. ungeordnete Reihe (Urliste) Xy, X,,...,X,,

b. (der Grof3e nach) geordnete Reihe Xy, X)X
2. Haufigkeitsverteilung
3. klassierte Daten (klassierte Verteilung).
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Im Fall 1aliegen die Daten in der Rethenfolge ihrer Erhebung vor und bei
1b gilt X3y < X < ... £ X Die Zahl (j) in dieser Zahlenfolge ist die
Rangzahl (der Rang) der Beobachtung X, [vgl. Def. 7.17]. Sie bedeutet,
dass (mindestens) j Beobachtungen kleiner oder gleich x;, sind.

Fir statistische Berechnungen ist es vor allem entscheidend, ob die Daten
als Einzelwerte vorliegen oder nicht. Man unterscheidet danach zwischen
einer gewogenen und einer ungewogenen Berechnung einer Mal3zahl (vgl.
Def. 2.2):

ungewogen Daten liegen als Einzelwerte vor,

gewogen (gewichtet) | Daten liegen als Haufigkeitsverteilung (Gewicht-
ung mit Haufigkeiten) oder klassiert vor.

Bevor diese Unterscheidungen im Kap. 3 ndher erldutert werden, mag das
folgende Beispiel, in dem ein und der gleiche Datensatz in allen vier For-
men dargestellt wird, ausreichen, um die hier eingeftihrten Begriffe zu er-
lautern.

Beispiel 2.1:

Die folgenden Daten sind gegeben als

1. ungeordnete Reihe: 1,1,2,3,8,2,4,3,1,2,4,1,4,2,39,1,1,3,9

2. geordneteRelhe: 1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,8,9,9

3. Haufigkeitsverteilung (nach Merkmal sausprégungen sortiert):

x
=

©O©oorwWNPER
NP, W™~

> 20

Die Grofen x; sind die Merkmal sauspragungen, die n; sind die absolu-
ten Haufigkeiten, deren Summen =20 ist.

4. Kklassierte Daten (d.h. mit Groflenklassen, die als halboffene, nicht
notwendig gleich breite Intervalle abgegrenzt sind)
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von...bis unter... absolute Haufigkeit
0 -3 10
3 -6 7
6 -9 1
9 - 12 2
> 20

2. Methoden der Datengewinnung

In Ubersicht 2.2 sind einige Begriffe zusammengestellt, die zum Ver-
standnis statistischer Methoden bekannt sein sollten und hier nur kurz er-
|&utert werden.

Man unterscheidet meist drei Stufen statistischer Arbeit: die Erhebung,
Aufbereitung (in Gestalt von Tabellen und Graphiken) und Analyse
(Auswertung) statistischer Daten. Aufbereitung ist die geeignete Darstel-
lung des kompletten Datensatzes, wahrend es bei der Auswertung um eine
Interpretation der Daten, meist durch Berechnung zusammenfassender
Kennzahlen (Mal3zahlen) geht (vgl.Abschn.3).

Unter einer Erhebung versteht man jede systematische Gewinnung von
statistischen Daten. Dies kann eine speziell fir statistische Zwecke veran-
staltete Datenbeschaffung sein (Priméarerhebung oder Primérstatistik) oder
auch durch Ruckgriff auf urspriinglich fir andere Zwecke angelegte Un-
terlagen erfolgen (Sekundéarstatistik).
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Ubersicht 2.2: Methoden der Datengewinnung
|

Arten von Teilerhebunaen

Zufallsauswahl (Stichprobe) Nichtzufalliae Auswahl
uneingeschrankte in  Kombination - willkarlicheAuswahl (Auswahl
Zufallsauswahl mit bewusster aufs Geratewohl)

(einstufig) Auswahl *) - Qutoenauswahl **)
(mehrstufig) - Konzentrationsprinzip
- bewusste (typische) Auswahl

Techniken der Erhebuna

Befragung Beobachtung  und
Experiment

Fragebogen Interview
(schriftlich) (mundlich)

) Geschichtete Stichprobe, Klumpenauswahl (z.B. area sample) usw.

) "Reprasentativer Bevdlkerungsquerschnitt”  (iibliches Verfahren der Markt-,
Meinungs- und Umfrageforschung)

Zu unterscheiden sind ferner (vgl. Ubers. 2.2):
e Total- und Teilerhebungen
e verschiedene Techniken der Erhebung.

Eine Tellerhebung liegt vor, wenn nur n von N Einheiten der Grundge-
samtheit (Masse) erhoben werden (n < N).

Héufig sind schon auf der Basis einer solchen Teilmenge des Umfangs n der Grundge-
samtheit ausreichend genaue und sichere statistische Aussagen mdglich. Eine Stichprobe
ist oft nicht nur kostenguinstiger als eine Totalerhebung, sondern auch die einzig vertret-
bare Erhebung (z.B. bei der Qualitétskontrolle).
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Fir die Deskriptive Statistik ist es ohne Belang, ob es sich um Stichproben- oder um
Grundgesamtheits-Daten handelt. Die Theorie von Teilerhebungen, insbesondere von
Stichproben, ist Gegenstand der Induktiven Statistik.

An dieser Stelle sollte jedoch bereits festgehalten werden:

e nicht jede Teilerhebung ist auch eine Zufallsauswahl (Stichprobe) und

e einezufédllige Auswahl ist streng von einer willkirlichen Auswahl zu unterscheiden.

In Ubersicht 2.2 sind einige Arten von Teilerhebungen genannt, auf die hier nicht néher
eingegangen wird. Einzelheiten hierzu sind - wie gesagt - im Rahmen der Induktiven
Statistik zu behandeln.

Jede Teilerhebung ist mit einem Auswahlifehler verbunden, weil nicht alle Einheiten der
Grundgesamtheit erfasst werden. Nur bei einer Stichprobe ist dieser Fehler ein
Zufalsfehler, der mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeschétzt werden kann. Das
gilt, weil das Auswahlverfahren die Zufalsauswahl ist, d.h. weil jede Einheit der
Grundgesamtheit eine vor Ziehung der Stichprobe bekannte Wahrscheinlichkeit hat (bei
Ziehung von n Elementen aus einer Urne von N Elementen "mit Zurticklegen" ist z.B.
die Auswahlwahrscheinlichkeit bei uneingeschrankter Zufallsauswahl n/N). Willkirliche
Auswahl bedeutet im Unterschied zur zufélligen Auswahl, dass keine Kenntnisse Uber
Auswahlwahrscheinlichkeiten vorliegen. Eine Stichprobe zu ziehen kann auf erhebliche
praktische Schwierigkeiten stof3en, so dass Ersatzverfahren oft angewendet werden, wie
z.B. dasin Ubers. 2.2 genannte Quotenverfahren.

Durch Ausnutzung von Kenntnissen Uber die Grundgesamtheit kann eine Stichprobe oft
auf effizientere und rationellere Art gezogen werden, als im beschriebenen Fall einer
Ziehung aus einer Urne (uneingeschrénkte Zufallsauswahl). Das kann z.B. durch mehr-
stufige Auswahl (z.B. zuerst Auswahl von Gemeinden, dann von Haushalten in den
Gemeinden) geschehen. Geschichtete Stichproben und Klumpenstichproben kann man
as Spezidfdle einer zweistufigen Auswahl betrachten.

In entwickelten Léandern werden die meisten Erhebungen al's Befragungen
der Erhebungseinheiten durchgefuhrt. Schriftliche und mindliche
(Interview) Erhebungen haben jeweils ihre spezifischen Vor- und Nach-
telle. Beobachtungen und Experimente sind nicht auf naturwissenschaftli-
che Anwendungen der Statistik beschrankt. Eine Verkehrszahlung durch
Notieren der vorbeifahrenden Fahrzeuge ohne die Fahrer anzuhalten und
zu befragen oder auch eine Statistik durch systematische Aufzeichnungen
Uber Zeitungsannoncen (z.B. Stellenangebote) stellt z.B. eine Beobach-
tung dar.

3. Mal3zahlen, Eigenschaften und Axiome

a) Mal3zahlen

Deskriptive Statistik ist im wesentlichen die Lehre von der Konstruktion
von Maldzahlen (Kennzahlen), die einer zusammenfassenden Beschrei-
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bung von Daten durch eine Zahl dienen. Das wohl bekannteste Beispiel
einer statistischen Mal3zahl ist ein Mittelwert.

Ziel dieser Beschreibung durch Malzahlen ist die summarische Charakte-
risierung und der Vergleich von Datensétzen. Von dieser summarischen,
d.h. die Information verdichtenden Beschreilbung von Daten (z.B. einer
Haufigkeitsverteilung) durch eine Zahl ist die vollstandige Beschreibung
durch Tabellen und Graphiken zu unterscheiden.

In Ubersicht 2.3 werden die in der Deskriptiven Statistik gebrauchlichen
Klassen von Mal3zahlen unterschieden.

Ubersicht 2.3: Arten von MaRzahlen

Mal3zahlen
Querschnit Zeitreihen
Verteilungsmal3zahlen Verhaltniszahlen, andere Mal3zahlen
zur Beschreibung von Wachstumsraten [Bestandsanalye,
und Indizes Zeitreihenanalyse]
Kapitel 9, 10 Kapitel 11, 12
eindimensionale zwei- und
Héaufigkeitsverteil. mehrdim.
Kapitel 3-6 **) Haufigkeitsverteil.

) Viele, aber nicht alle Methoden sind auf Zeitreihen bezogen. Bestimmte Verhaltnis-
zahlen, wie Gliederungs- und Beziehungszahlen beziehen sich aber auf Quer-
schnittsdaten.

Die Berechnung vieler in den Kap. 3 his 6 dargestellten Mal3zahlen ist nicht auf
eindimensionale Haufigkeitsverteilungen beschrankt. Sie werden auch auf andere
Arten von Daten angewandt, z.B. zeitliche Mittelwerte.

**)

Mal3zahlen konnen (missen aber nicht) anschaulich interpretierbar sein.
Haufig nehmen sie Zahlenwerte an, die den Merkmal sauspragungen nicht
entsprechen (z.B. eine gebrochene Zahl wahrend das Merkmal nur ganz-
zahlige Werte vorsieht). Eine statistische Masse kann in der Regel nur
durch mehrere Mal3zahlen hinreichend charakterisiert werden. Angewandt
auf empirische Daten (z.B. eine empirische Haufigkeitsverteilung) neh-
men Malizahlen stets endliche Zahlenwerte an (was fir analog konstru-
ierte Mal3zahlen in der induktiven Statistik nicht gelten muss).
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Def. 2.2: Mal3zahl
a) Eine Funktion f, die den reellen Beobachtungswerten x,,X,,...,X,, des

b)

Merkmals (der Variablen) X einereelle Zahl M zuordnet,
(21) R > IR, M =f(X,Xp....Xp)

heisst (ungewogene) Malizahl (Kennzahl), sofern sie bestimmten
Axiomen genugt.

Entsprechend ist eine gewogene Malzahl eine Funktion g, die den
reellen Beobachtungswerten x,,X,,...,X,, des Merkmals X und den dazu

korrespondierenden Gewichten g,,0,,...,9,, €ne reelle Zahl G zuordnet:
(22) g:R"— IR, G=g[(X1,90):(X2:82):-++s (X Gm)]-

Bemerkungen zu Def. 2.2:

1

Welche Mal3zahl im Einzelfall sinnvoll zu berechnen ist, hangt ab von

dem Aussagezweck: soll z.B. die Streuung oder die Schiefe einer
Haufigkeitsverteilung bestimmt werden?

der "Sachlogik": welcher Mittelwert ist z.B. zur Bestimmung einer
durchschnittlichen Wachstumsrate oder einer durchschnittlichen Ge-
schwindigkeit adagquat?

der Art der Daten (Skalenniveau): bestimmte Malizahlen verlangen
z.B. ein guantitatives Merkmal oder zusétzlich positive Merkmals-
werte usw.

Durch "Aussagezwecke" im obigen Sinne wird eine Klasse von Mal3-
zahlen (z.B. Mittelwerte) bestimmt. Die "Sachlogik” soll Mal3stédbe
zur Auswahl aus einer gegebenen Klasse liefern (z.B. Wahl des geo-
metrischen- oder des harmonischen Mittels).

Als Gewichte g,,9,,...,0,, Im Rahmen einer Gewichtung der Beobach-
tungswerte X;,X,,...,X,, Konnen die (relativen) Haufigkeiten hy,h,,...,h,
benutzt werden. Es ist aber auch denkbar, den einzelnen m Werten x;
mit anders definierten m Werten g,,0,,...,0,, jeweils ein unterschiedli-
ches "Gewicht" zu verleihen. Dass die Werte g,,0,,...,0,, den Beobach-
tungswerten X;,X,,...,.X,, jeweils ein unterschiedliches "Gewicht" ver-
leihen, ist unmittelbar einsichtig, wenn sie als Faktoren auftreten, also
die Maf3zahl so konstruiert ist, dass in ihr die Produkte x,0;,....Xp, O,
auftreten.
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3. Von den Gewichten wird Ublicherweise gefordert, dass sie auf 1 nor-

miert sind, d.h. dass gilt g;+g,+...+g,, = 1. Die Normierung der Ge-
wichte ist zu unterscheiden von der im nachsten Abschnitt behandelten
Normierung (des Wertebereichs) einer Mal3zahl.

Man bezeichnet eine Mal3zahl auch als Stichprobenfunktion oder Statistik (statistic),
wenn der Datenvektor aus Stichprobenbeobachtungen besteht und sie zu inferenzsta-
tistischen Zwecken (also in der Induktiven Statistik) konstruiert wird. In diesem Fall
muissen zur Beurteilung einer Mal3zahl auch inferenzstatistische Eigenschaften
("Gutekriterien”, wie z.B. Erwartungstreue, Konsistenz usw.) herangezogen werden,
die im Rahmen der Deskriptiven Statistik nicht betrachtet werden. Es wird in der
Deskriptiven Statistik auch nicht ndher spezifiziert, ob die Daten einer endlichen
Grundgesamtheit oder einer Teilgesamtheit entnommen sind. Im Vordergrund stehen
hier bei der Konstruktion von Malizahlen deskriptive Aspekte der Datenreduktion.
Sie haben aber durchaus eine eigensténdige Bedeutung, weil viele wirtschaftliche
und soziale Daten aus Grundgesamtheiten oder nicht zufélligen Teilgesamtheiten
stammen.

b) Axiome, axiomatische Betrachtung

1. Was sind Axiome?

Axiome sind grundlegende, ohne Beweis anerkannte, bzw. geforderte
Aussagen eines Wissenschaftsbereichs, aus denen andere Aussagen abge-
leitet werden. In der Deskriptiven Statistik sind mit Axiomen bestimmte
formal oder inhaltlich motivierte Eigenschaften von Mal3zahlen gemeint,
die es erlauben, eine Mal3zahl als "sinnvoll" (meaningful) zu akzeptieren,
bzw. als"sinnlos" (meaningless) zu verwerfen.

Es soll im folgenden unterschieden werden zwischen Forderungen, die

1
2.

3.

von allen Mal3zahlen der Deskriptiven Statistik erfullt werden sollen,
solchen, die von einer ganzen Klasse von Mal3zahlen gefordert wer-
den, um jeweils eine Mal3zahl als sinnvoll zu bezeichnen,
Eigenschaften, die eine konkrete Mal3zahl einer solchen Klasse von
Mal3zahlen dariber hinaus hat und die fUr ihre Interpretation von
grof3er Bedeutung sein kdnnen, aber nicht notwendig sind, um die
Mal3zahl a's sinnvoll zu bezeichnen.

Mit Axiomen ist im folgenden der Fall 2 gemeint.
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Axiome sind formale Kriterien, die eine Klasse von Mal3zahlen insgesamt
erfullt, wodurch sich diese Klasse auch unterscheidet von einer anderen
Klasse von Mafzahlen.

Zu3:

Esist z.B. die Eigenschaft, zwischen dem kleinsten und den grofdten Wert
zu liegen, fundamental fur alle "Mittelwerte". Ein "Mittelwert”, der dieses
Axiom nicht erflllt, also groR3er als der groféte oder kleiner as der kleinste
Zahlenwert der Daten sein kann, durfte kaum als "sinnvoll” empfunden
werden. Dagegen ist z.B. nicht von alen Mittelwerten zu fordern, dass
sich positive und negative Abweichungen von diesem Mittelwert
ausgleichen, was z.B. fur das arithmetische Mittel gilt. Eine solche
Eigenschaft von allen Mittelwerten, also von einer ganzen Klasse von
Malizahlen as Axiom zu fordern, wirde auch bedeuten, dass dann das
arithmetische Mittel der einzige sinnvolle Mittelwert wére.

Zul:

Formale Eigenschaften, die fur statistische Mal3zahlen aller Art haufig

gefordert werden sind beispielsweise:

a) Stetigkeit:
Geringfugige (infinitessmale) Verdnderungen in den Komponenten des
Beobachtungsvektors [X;,X,,...,X,] €ines stetigen Merkmals X sollen
sich nicht sprunghaft auf die entsprechende Mal3zahl auswirken.

b) Sensitivitét, Robustheit:
Hierbei geht es um die Frage ob eine Mal3zahl resistent ist gegentber
Ausreif3ern und aul3ergewohnlichen Daten.

c) Maleinheit, Normierung des Wertebereichs:
Haufig wird gefordert, dass eine Mal3zahl die gleiche Maleinheit be-
sitzt, wie die mit ihr beschriebene Variable X oder aber dass sie
"dimensionsos’ (ohne Maleinheit) ist. Im zweiten Fall wird der
Wertebereich der MalRzahl meist auf ein bestimmtes Intervall
"normiert". Ubliche Normierungen einer Mal3zahl M sind

0<M<1 oder -1<M < +1.

Durch eine geeignete Lineartransformation lésst sich jede Mal3zahl
auf einen bestimmten Wertebereich normieren (Abschn. c).
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d) Aggregation, Zerlegung:

Eine Mal3zahl kann sich beziehen auf eine Gesamtheit G oder auf de-
ren Teilgesamtheiten G, (i=1,2,...,r). Dabei wird angenommen, dass die
Gesamtheit (Menge) G in Teilmengen G, "zerlegt", bzw. umgekehrt,
die Gesamtheit aus diesen Teilmengen "zusammengeflgt" (aggregiert)
werden kann.

Eine vollsténdige Zerlegung (Partition) bedeutet, dass die Vereinigung der Teilmen-
gen G; die Menge G ist, und dass die Teilmengen G; paarweise disjunkt sind (ihre
Schnittmenge jewells leer ist).

Wenn M die Mal3zahl fir die Gesamtheit ist und M, die entsprechende
Mal3zahl fir die i-te Teilgesamtheit ist, dann sollte M = f(M,...,M,)
eine einfach zu interpretierende Funktion sein (z.B. ein gewogenes
arithmetisches Mittel).

2. Vorteile der axiomatischen Betr achtungsweise

Die axiomatische Betrachtungsweise hat in der Deskriptiven Statistik
grol3e Vortelle:

Sie erlaubt es, eine Klasse von Mal3zahlen generell zu charakterisieren
und gegen eine andere Klasse abzugrenzen (z.B. das "Wesen" der
Streuung [Kap.5] zu definieren und z.B. Streuungsmal3e gegen Dis-
paritétsmale [Kap.6] abzugrenzen).

Mit ihr ist es mdglich, Eigenschaften (auch weniger offensichtliche)
von Mal3zahlen systematisch herauszuarbeiten und Kriterien zur Aus-
wahl und Beurteilung von Mal3zahlen anzugeben; zu solchen interes-
sierenden Eigenschaften gehdrt z.B. auch das "Verhaten" einer Mal3-
zahl bei Anderungen an den Daten (etwa Hinzufiigen oder Streichen
bestimmter Mefd3werte) in Form von sog. "Proben" (z.B.
"Erganzungsprobe” bel der Konzentrationsmessung, oder "Rundprobe”
in der Indextheorie).

Sie kann auch die Konstruktion neuer MaRzahlen® anregen.

Die axiomatische Betrachtungsweise ist bisher am weitesten und erfolg-
reichsten bei Indexzahlen und Konzentrationsmal3en angewandt worden.
Im Falle von Indexzahlen ist auch neben der Betrachtung formaler

2)

In diesem Sinne nutzte z.B. Irving Fisher seine "Proben” (oder "tests") als "finders
of formulae". Entsprechend sind in der Indextheorie der "best linear index" (Thell)
oder der Integralindex (Divisia) as solche Mal3zahlen konstruiert worden die
bestimmten Axiomen gentigen.
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Axiome (in der sog. "formalen Theorie der Indexzahlen") die Untersu-
chung inhaltlicher (sachlicher) Forderungen an Indexzahlen ublich
("6konomische Theorie der Indexzahlen™).

c) Normierung von Mal3zahlen

Wenn eine Maf3zahl M den minimalen Wert M, und den maximalen Wert

Mo annimmt, so kann man leicht aus M durch eine Lineartransformation
eine auf einen bestimmten Wertebereich normierte Mal3zahl M* erhalten.
So erhdlt man z.B. - wie leicht zu beweisen ist - eine Mal&zahl M*, die
zwischen M ;" as kleinstem und M°* als grof3tem Wert schwankt, mit der

folgenden Lineartransformation:

O* - *
(23) M =M, +(M-M) oy

Praktisch besonders bedeutsam sind die beiden folgenden Normierungen:

a) Normierung der Mal3zahl M zur Mal3zahl M* auf den Wertebereich
0<M*<1mit Gl. 2.3a und

b) Normierung auf -1 < M* <+1 mit Gl. 2.3b:

 M-M, _2M-M)
(233 M =yo - (230) M= o -
Beispiel 2.2:

Angenommen, eine Malizahl M schwankt zwischen % as Untergrenze
und ¥z a's Obergrenze. Wie kann man aus M eine Mal3zahl M* so bilden,
dass M* nur Werte zwischen

a Oundl

b) -1lund+1 annimmt?

L6sung 2.2:

Wegen M, = 1/4 und M°= 1/2 erhédlt man im Fall

a nachGl.23a M*"=4M - 1und im Fall
b) nach Gl. 2.3b: M*=8M - 3.
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In Kapitel 2 wurden bereits Unterscheidungen hinsichtlich der Datenarten
vorgenommen, auf die hier aufgebaut werden soll (vgl. Ubersicht 3.1).
Entscheidend auch fiir die in den folgenden Kapiteln behandelte Berech-
nung von Mallzahlen (gewogene und ungewogene Ansitze) ist danach die
Unterscheidung in klassierte und unklassierte Daten und bei letzteren zwi-
schen gruppierten Daten und Einzelbeobachtungen.

1. Unklassierte Daten
a) Haufigkeitsverteillung

Def. 3.1: Haufigkeiten

Seien x,,X,,...X,, (gruppierte Daten) die m realisierbaren Auspragungen ei-

nes diskreten Merkmals X, dann heillt die Anzahl der Beobachtungsein-
heiten mit der i-ten Auspriagung

(3.1) n;=n(x;) absolute Haufigkeit (i = 1,2,...,m),

und mit n = Xn, (Gesamthéufigkeit, Umfang der Beobachtungsgesamtheit)
der Quotient

1;
(3.2) h;=h(x)= 0 relative Haufigkeit

der i-ten Auspragung des Merkmals X.

Bemerkungen und Folgerungen:

1. Offensichtlich ist n; eine natiirliche Zahl mit n; > 1 und fiir die relati-
ven Héufigkeiten gilt (bei nichthdufbaren Merkmalen):
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0<h;<1 und (wegenn=ZXn;) Zh=1.

Die mit 100 multiplizierten relativen Haufigkeiten heillen prozentuale
Haufigkeiten.

Bei einem mindestens ordinalskalierten Merkmal sollten die Merk-
malsauspriagungen der GroBe nach geordnet und numerisch codiert
sein, so dass gilt x; <x, <...<X,.

Eine solche Anordnung der Werte X, ist erforderlich um kumulierte
Haufigkeiten und die empirische Verteilungsfunktion (vgl. Def. 3.3)
zu bestimmen. Eine Codierung (Zuordnung von Zahlen zu Merk-
malsauspriagungen) ist fiir die statistische Analyse nicht immer not-
wendig, erleichtert diese aber erheblich.

Bei den Merkmalswerten x,,X,,...x,, der n Einheiten, die alle verschie-
den sind (Einzelbeobachtungen), ist n, = 1 und h, = 1/n fiir alle Werte
von v. Die Summe X x, = X x;n; = S heiit Merkmalssumme. Sie ist

nur bei extensiven Merkmalen sinnvoll interpretierbar. Dichotome
Merkmale werden zweckméBig wie folgt codiert: x, =0 und x, =1,

so dass die Merkmalssumme n, ist.

Ubersicht 3.1: Daten

Daten tiber ein Merkmal X konnen vorliegen in Form

unklassierter Daten klassierter Daten

Einzelbeobachtungen gruppierte Daten x; Klassen *E) als
X, (v=1,..n) %) mit den absoluten halboffene Intervalle

Hiufigkeiten ni, (x> Xp) absolute

relative Haufigkeiten Haufigkeiten nk,
hj I=1,...m) relative H&ufogkeiten
hk (k=1,....p)

)

)

In spateren Abschnitten (insbes. im Kap. 8) wird gelegentlich auch x; anstelle von x,,

verwendet.

Es sei verabredet, dass x; die Obergrenze der k-ten Klasse (d.h. der k-ten der p
aneinander grenzenden Grofenklassen) ist, so dass x;'; die Obergrenze der (k-1)-ten
Klasse und damit die Untergrenze der k-ten Klasse ist.
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Def. 3.2: Haufigkeitsverteilung

Das m-Tupel [(x,,n),(Xy,0,),...,(X,,,n,,)] heiBt absolute Hiufigkeitsvertei-
lung und entsprechend ist [(x,h,),(X,,h,),...,(X,,,h,,)] die (relative) Haufig-
keitsverteilung eines Merkmals X.

Sie ist eine Zuordnung von Haufigkeiten (n; oder h,) zu den Auspragungen
x; (1= 1,2,...,m) des Merkmals X und zeigt, wie sich die n Einheiten iiber
die moglichen Werte von X "verteilen". Haufigkeitsverteilungen kdénnen
tabellarisch (H&aufigkeitstabelle) oder graphisch dargestellt werden. Die
Art der graphischen Darstellung hingt von der Skala des Merkmals X ab.

b) Tabellen und Graphiken

Fiir die praktische Anwendung der Statistik (weniger dagegen fiir die wis-
senschaftliche Beschéftigung mit Statistik) spielt die Gestaltung von Ta-
bellen und "aussagefdhigen" und eindrucksvollen Graphiken (meist mit
einer speziell hierfiir entwickelten Software) eine grofle Rolle. Es kann
hier auf diese Gegenstéinde nur sehr kurz eingegangen werden.

Tabellen:

Fiir die Gestaltung von Tabellen gibt es Normen (DIN-Normblatt 55301).
Eine Tabelle ist eine geordnete Zusammenstellung der Ergebnisse statisti-
scher Erhebungen oder Berechnungen mit Zeilen (waagrecht) und Spal-
ten (senkrecht), wobei in den so gebildeten Tabellenfachern i.d.R. Hau-
figkeiten eingetragen werden. Eine Tabelle hat stets eine Uberschrift und
eine Quellenangabe. Sie kann auch FuBnoten haben. Zeilen und Spalten
kénnen numeriert werden. Die Uberschrift soll enthalten: Dargestellte
Tatbestand, rdumliche und zeitliche Abgrenzung der Erhebungsmasse.
FulBnoten konnen Erklarungen zu Zahlen in einzelnen Tabellenfichern
oder ergdnzende Hinweise zu Textangaben enthalten.

Graphiken:

Es gibt eine Fiille von Gestaltungsmoglichkeiten fiir graphische Darstel-
lungen. Abgesehen von Piktogrammen (Bildgraphiken mit Verwendung
anschaulicher Symbole) und Kartogrammen handelt es sich jedoch meist
um Varianten der in Ubers. 3.2 genannten Diagramme.

1. Be qualitativen Merkmalen ist eine Reihenfolge der Merkmalsaus-
pragungen nicht definiert, so dass die Haufigkeitsverteilung (bzw. in
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diesem Fall, die Struktur) des Merkmals X am besten durch ein
Kreisdiagramm (engl. pie chart) dargestellt wird (vgl. Beispiel 3.1
und Abb. 3.1 links). Eine Alternative ist das Rechteckdiagramm
(z.T. auch Flachendiagramm genannt, Abb. 3.1 rechts).

Die Winkel a; der Kreissegmente (und damit die Flichen der Kreis-
sektoren) bzw. die Hohen der Rechtecke des Rechteckdiagramms sind
proportional zu den Haufigkeiten. Damit verhalten sich auch die Fla-
chen zueinander wie die relativen, bzw. absoluten Haufigkeiten und es
gilt a; = 360°h;. Die Reihenfolge der Sektoren (Kreissegmente) kann
beliebig gewdhlt werden (fiir X wird ja nur eine Nominalskala vor-
ausgesetzt).

Ubersicht 3.2: Graphische Darstellung von Haufigkeiten

A. nichtkumulierte Haufiakeiten (n, h)

unklassierter Daten klassierter Daten

qualitativ @)
Kreis- und
Rechteckdiagramm

quantitativ
Stabdiagramm und
Histogramm b)

Histogramm ©) (Prinzip
der Flachentreue) oder
Hiufigkeitspolygon 9

Verteilungsfunktion
(Treppenfunktion)

Verteilungsfunktion
und Ogive (Polygon)

B. kumulierte Haufiakeiten (N.H)

a)
b)

©)

d)
e)

kategorial, nominalskaliert;

in diesem Fall Stdbe, Sdulen oder (nicht notwendig aneinander angrenzende) Blocke
gleicher Breite;

bei gleichen Breiten (dquidistante Klassen) ist die Hohe und die Flache sowie bei
ungleichen Breiten die Flache der aneinander angrenzenden Blocke proportional zur
absoluten oder relativen Haufigkeit;

lineare Verbindung der Blockmitten (auch Kurvendiagramm genannt);

kumulierte Haufigkeiten (Summenhéufigkeiten) gem. Def. 3.3 (bei Resthdufigkeiten
[Def. 3.4] erhilt man jeweils fallende Treppenkurven).
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Vergleicht man die Verteilungen mehrerer Massen A und B unter-
schiedlichen Umfangs (n,,ng) beziiglich des Merkmals X miteinander,
so wird der Unterschied des Umfangs durch entsprechend unter-
schiedlich groBe Flachen der Kreise, bzw. Rechtecke zum Ausdruck
gebracht. Da die Kreisfliche F=r,,’p ist (und Fy entsprechend), muss

fiir die Quadrate der Radien gelten r3 / 13 =n, / ng.

Bei quantitativen diskreten Merkmalen empfiehlt sich die Darstel-
lung eines Stabdiagramms (andere Ausdriicke hierfiir sind: Balken-,
Block- oder Saulendiagramm, allgemein: Histogramm). Die Hohen
der Stdbe bzw. Sdulen sind proportional zu den relativen oder absolu-
ten Haufigkeiten (Abb. 3.2). Bei ordinalskalierten Merkmalen sind
ihre Abstinde nicht eindeutig und bei qualitativen Merkmalen wire
auch ihre Reihenfolge nicht eindeutig.

Beispiel 3.1:

a)

b)

Im Jahr 1989 ergaben sich fiir die Bundesrepublik Deutschland fol-
gende Anteile der einzelnen Wirtschaftsbereiche an der Gesamtzahl
der Erwerbstétigen (Quelle: Gutachten SVR 1990):

Staat und Private Haushalte 19,8%
Dienstleistungsunternehmen 18,0%
Handel und Verkehr 18,7%
Warenproduzierendes Gewerbe 39,8%
Land- und Forstwirtschaft, Fischerei 3,7%
Veranschaulichen Sie die Struktur der Erwerbstitigen durch ein Kreis-
und Rechteckdiagramm!

An einer StraBenkreuzung wurden an 128 Tagen die Unfallzahlen
(Anzahl der Unfille an einem Tag) gemessen.

Anzahl der Verkehrsunfille (x)) | O 1| 2| 3| 4
Anzahl der Tage (n;) 13| 26| 38| 32| 19

Stellen Sie die Haufigkeitsverteilung durch ein Stabdiagramms dar!

Losung 3.1:

a)

Zum Kreis- und Rechtecksdiagramm vgl. Abb. 3.1. Die Winkel
des Kreisdiagramms sind:



34 Kapitel 3: Eindimensionale Haufigkeitsverteilung

Staat und Private Haushalte (Staat) 71017
Dienstleistungsunternehmen (Dienst) 64° 48'
Handel und Verkehr (H+V) 670 20"
Warenproduzierendes Gewerbe (Gew) 1430 17"
Land- und Forstwirtschaft, Fischerei (L+F) 13019

b) Zum Stabdiagramm (oder Blockdiagramm) vgl. Abb. 3.2.

c) Summenhaufigkeiten

Def. 3.3: Summenhaufigkeit, Verteilungsfunktion

a) Die Summe N; der absoluten Héufigkeiten n; (j=1,2,...,1) aller Merk-

malsausprdgungen X; eines mindestens ordinalskalierten Merkmals,

die kleiner oder gleich x; sind,

(33) N;=N(x)=n(X<x)= Zi)nj

j=1

heift absolute kumulierte Haufigkeit (absolute Summenhaufigkeit).
Abb. 3.1: Kreis- und Rechteckdiagramm

Kreisdiagramm Rechteckdiagramm

Gew.

_

Dienst

Staat
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Abb. 3.2: Stabdiagramm

n n
bzw. bzw
h, h, _
X, X, X5 X, X, X, X, X5 X, X,

b) Entsprechend heif3t

(3.4) Hy=H(x)=h(X<x)= ihj :%

j=1

relative kumulierte Haufigkeit (relative Summenhéufigkeit).

¢) Die Funktion

0 fiir x <x,;
(3.5) Hx)=71H; furx;<x<x;,(=12,.,m-1)
1 fiir x | X

der reellen Variable X heiflit (empirische) Verteilungsfunktion oder
(relative) Summenhéufigkeitskurve des diskreten Merkmals X.

d) Die Funktion x = G(H) ist die inverse Verteilungsfunktion.

Bemerkungen zu Def. 3.3:

1.

Wie man leicht sieht, gilt: N, =n,, N, =n, + n,, Ny =n, +n, + n; usw.
und schlieBlich N, = ¥ n; = n (mit i=1,2,...,m). Ferner ist H = 1.

Im Fall von n verschiedenen Einzelbeobachtungen x,,...,x,, gilt:
N,=1iund H,=in.

Die empirische Verteilungsfunktion H(x) gibt die Summe der relativen Haufigkeiten
aller Merkmalswerte an, die kleiner oder gleich x sind. Wahrend die einzelnen Sum-
menhdufigkeiten H; dargestellt werden als Stéibe, bei denen die Haufigkeiten h;

"gestapelt" werden (stacked histogram) und zwischen den Stiben Liicken sind, hat
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der Graph der Funktion H(x) die Gestalt einer Treppe. H; ist geeignet fiir
unklassierte Daten, H(x) auch fiir klassierte Daten.
H(x) ordnet jedem Wert x die bis dahin (also fiir X < x) erreichte Summenhéufigkeit

H zu. Mit der inversen Funktion G kann man fiir bestimmte Werte von H (etwa H =
1/2 oder H = 1/4) den Wert x bestimmen (was im Falle von 1/2 und 1/4 die Quartile

Q, und Q, =X 5 [vgl. Kap. 4] sind).

Weniger gebréauchlich ist die Darstellung der absoluten Summenhaufigkeiten Nj als
absolute Summenhéaufigkeitskurve. Es gilt N(x) = nH(x) fiir jedes x.

Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunktion H(x):

a)
b)

©)
d)

e)

Aus x <y folgt H(x) < H(y) (H ist monoton nichtfallend).

0 <H(x) £1 (mit H(-0) = 0 und H(ec) = 1 wenn der Definitions-
bereich nicht beschrinkt ist).

H(x) ist fiir alle x € R definiert und eine rechtsseitig stetige Funktion.
H(x) hat als Treppenfunktion Sprungstellen bei x,, X,, ..., X,,. Die
GroBe der Spriinge betrigt h; = H(x; ) - H(x;_)).

Unter bestimmten Voraussetzungen (X ein nichtnegatives Merkmal)
ist die Flache oberhalb von H(x) das arithmetische Mittel (vgl. Abb.
4.3).

Def. 3.4: Resthaufigkeit

Die

Summe N; der absoluten Héufigkeiten n; (G = 1+l, i+2, ..., m) aller

Merkmalsauspridgungen eines mindestens ordinalskalierten Merkmals, die
grofer als x; sind,

(3.6) N, =N (x)= nx>x)= inj =n-N,

j=itl

heiflt absolute Resthaufigkeit. Entsprechend heif3t

H =1-H (relative) Resthaufigkeit

und

die analog zu Gl. 3.5 definierte Funktion

H (x)=1-H(x) relative Resthaufigkeitsfunktion. |
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Die Resthdufigkeiten spielen in statistischen Anwendungen eine weniger
wichtige Rolle. Es ist leicht zu sehen, dass gilt:

1. Die in Abb. 4.3 schraffierte Fliche unter H (x) ist gleich der Fliche
oberhalb von H(x) und damit gleich dem arithmetischen Mittel.

2. FerneristN,+ N, =n,H,+H, =1und Hx) + H (x) = 1.

Beispiel 3.2
Stellen Sie anhand der Daten des Bsp. 3.1b die Summenhiufigkeiten H,
und die Resthdufigkeiten H; graphisch dar.

LGsung 3.2:
Zur Ubersichtlichkeit wird folgende Arbeitstabelle aufgestellt:

Nr. | Anzahl der Ver-| Anzahlder | Anteil der | relative Summen- |Resthdufigkeit
i |kehrsunfille (x;) Tage Tage hdufigkeit H; -
(ny) (hy)" H;
1 0 13 0,1 0,1 0,9
2 1 26 0,2 0,3 0,7
3 2 38 0,3 0,6 0,4
4 3 32 0,25 0,85 0,15
5 4 19 0,15 1,0 0

*)  gerundet

Abb. 3.3: Summenhaufigkeiten H; und Resthaufigkeiten H; fiir das
Beispiel 3.2

H, H;

1t 11

0,5t 0,51
! X ! + X
Xy Xy X5 X, Xs Xy Xy, X5 X, Xs
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2. Klassierte Daten

a) GroRenklassen

Notwendigkeit der Klassenbildung

Haufig enthdlt das Datenmaterial so viele unterschiedliche Merk-
malsauspriagungen, dass eine Darstellung sdmtlicher Beobachtungen nach
Art eines Stabdiagramms wenig aufschluBreich wére (vgl. Abb. 3.4 wo die
absoluten Héufigkeiten n, jeweils nur 1 oder 2 betragen). In diesem Fall ist

eine Klassenbildung (Klassierung) zu empfehlen um die Gestalt der
Verteilung besser erkennbar zu machen.

Das gilt v.a. bei stetigen Merkmalen wie Gewicht, Korpergrofle, Alter,
Lange von Schrauben etc., die zumindest theoretisch beliebig genau ge-
messen werden konnen und bei quasistetigen Merkmalen wie Einkommen,
Vermogen, Sparguthaben etc. Aber auch bei diskreten Merkmalen wie
z.B. Punktzahlen in einer Klausur, IQ-Werte, Stiickzahlen etc. kann eine
unklassierte Verteilung sehr uniibersichtlich sein, wie das Beispiel 3.3
(Abb. 3.4) zeigt.

I ntervallabgrenzung

Fiir ein mindestens ordinalskaliertes Merkmal X lassen sich (beidseitig)
offene oder geschlossene Intervalle wie folgt abgrenzen:

(a,b) soll bedeuten a < x <b (offenes Intervall) und

[a,b] soll bedeuten a < x < b (geschlossenes Intervall).

In diesen Féllen entstehen jedoch dann Unklarheiten, wenn x die (Grenz-
oder Eck-) Werte x = a und x = b annimmt. Eine widerspruchsfreie Inter-
vallabgrenzung ist jedoch moglich mit (a,b]:

a<x <b (oder mit [a,b), also wenn gilt a < x <b).

Ist x,,' die Obergrenze der k-ten GroBenklasse, dann ist x,', die Unter-
grenze dieser Klasse. Damit lassen sich die Begriffe der Def. 3.5 definie-
ren:

Def. 3.5: Klassierung

a) In einer klassierten Verteilung wird die Variable X in p Intervalle
(Klassen) (x,';, x;] eingeteilt (linksseitig offene Intervalle) mit k =
1,2,..,p wobei x; die Obergrenze der k-ten GroBenklasse ist (vgl. Bem.
Nr. 4).

b) Die Differenz b, = x;- x,', heifit Klassenbreite
und die Grofe m, = 4(x, '+ x;) heifit Klassenmitte der k-ten Klasse.
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c)

d)

Die Anzahl n, der betrachteten Einheiten, die in die k-te Klasse
"fallen" [n, = n (x,/; < x < x)], ist die absolute Klassenhaufigkeit
(der k-ten Klasse) und die Anteile h, = n,/n sind die relativen Klassen-
haufigkeiten.

Die Quotienten h; = h,/b, [k=1,2,...,p] sind Haufigkeiten je Klassen-
breite. Mit b,— 0 wird X zu einer stetigen Variable und das Haufig-

keitspolygon zu einem kontinuierlichen Kurvenzug (zur Dichtefunk-
tion).

Bemerkungen zu Def. 3.5:

1.

Geht man davon aus, dass sich die Merkmalstridger in den Klassenmit-
ten konzentrieren, so konnen die Daten wie gruppierte Daten behan-
delt werden. Durch Klassierung wird ein stetiges Merkmal quasi zu
einem diskreten (Diskretionierung). Klassenbildung ist eine Trans-
formation, bei der Information (ndmlich die Verteilung innerhalb der
Klasse) verloren geht.

Die Klassenmitten m, sind i.d.R. nicht identisch mit den wahren

Klassenmittelwerten, es sei denn die Einheiten verteilen sich gleich-
méBig innerhalb einer Klasse. m, heiflt auch "Prasumptivwert" (also

Schatzwert des [wahren] Klassenmittelwerts).

Fiir die Entscheidung iiber Anzahl und Breite der Klassen lassen sich
keine formalen Kriterien angeben. Hierbei sind auch Manipulationen
moglich, d.h. das gleiche Datenmaterial kann optisch sehr unter-
schiedlich wirken (vgl. Abb. 3.5). Es sollte dabei beriicksichtigt wer-
den:

Zweck der Untersuchung

MeBgenauigkeit beim Merkmal X

Streuung der Merkmalswerte

Anzahl der Erhebungs- bzw. Darstellungseinheiten.

Ungleiche Klassenbreiten empfehlen sich, wenn die Merkmalsauspri-
gungen sehr unterschiedlich dicht liegen. Zu kleine Klassen lassen
Melffehler zu stark hervortreten, zu grofle Klassen verdecken wie-
derum Charakteristiken der Verteilung. Klassen sollten in jedem Fall
so gebildet werden, dass keine leeren Klassen auftreten. Im allgemei-
nen wird man mit 5 bis 20 Klassen auskommen.
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4. Haufig sind die erste und p-te Klasse nicht geschlossen. Mit solchen
sog. offenen Randgruppen treten Schwierigkeiten bei der graphischen
Darstellung und der Berechnung bestimmter Mittelwerte auf.

5. Ublicher als die obige Abgrenzung (x}, x,1,] sind in der Praxis rechts-
seitig offene Intervalle [x}, x,},) "von ... bis unter ...". Die Abgrenzung
(Xi, Xii;] wurde jedoch in Def. 3.5 gewdhlt um mit der Verteilungs-
funktion (Def. 3.3) konsistent zu sein.

b) Graphische Dar stellungen

Haufigkeitsverteilung bei einem klassierten Merkmal:

Graphisch wird eine klassierte Verteilung durch das Histogramm darge-
stellt. Es setzt sich aus Rechtecken iiber den Klassenbreiten b, zusammen,

deren Flachen proportional zu den Klassenhdufigkeiten h, sind (Prinzip

der Flachentreue). Daraus folgt, dass die Hohen der Rechtecke die Héu-
figkeitsdichten hy sind. Haufigkeiten werden also zweidimensional (durch

Flachen) reprisentiert, was fiir die Beurteilung schwieriger ist: man kann
leicht Unterschiede in der Hohe von Blocken feststellen aber nicht immer
eindeutig die Fliche von Rechtecken vergleichen, es sei denn ein
Rechteck ist in beiden Dimensionen (Hohe und Breite) groBer als das an-
dere. Gelegentlich verbindet man auch die Mitten der oberen
Rechteckseiten eines Histogramms miteinander, wobei dieser Polygonzug
auf der x-Achse im Wert x,'- /2b; beginnt und mit x '+ /2b, endet. Abb. 3.6
zeigt dieses Haufigkeitspolygon (dessen Gesamtflache iiber der Abszisse
gleich derjenigen des Histogramms ist) fiir ein fiktives Beispiel mit p = 5
Klassen.

Bei infinitesimal kleinen Klassenbreiten geht die Darstellung des Histo-
gramms bzw. Haufigkeitspolygons iiber in eine Dichtefunktion eines ste-
tigen Merkmals (die Dichte ist ein stetiger Kurvenzug). Sie ist nicht fiir
die Deskriptive, sondern nur fiir die Induktive Statistik von Bedeutung.

Beispiel 3.3:

Die Messwerte fiir das Korpergewicht X von n = 25 Personen (in kg)
seien: 63, 61, 70, 81, 72, 74, 69, 62, 75, 79, 77, 80, 86, 76, 78, 70, 80, 77,
73, 66, 85, 67, 83, 82, 71. Man stelle diese Daten dar als

e Stabdiagramm, also unklassiert (Abb. 3.4),
e Kklassierte Verteilung mit folgender Klasseneinteilung (Abb. 3.5):
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a) einheitliche Klassenbreiten von jeweils 5 von 60 bis 90kg: begin-
nend mit "60 bis einschlieBlich 65" (also (60,65]), bis (85,90];
b) einheitliche Klassenbreiten von jeweils 10.

LOsung 3.3:

Das Stabdiagramm der Abb. 3.4 ist wenig sinnvoll, denn es ist kaum er-
kennbar, dass die Daten eine Verteilung darstellen. Bei den beiden Klas-
seneinteilungen (Abb. 3.5) zeigt sich, dass bei ein und demselben Daten-
satz eine unterschiedliche Gestalt der Verteilung mdoglich ist. Bei einer
Klassierung mit einer einheitlichen Klassenbreite von b,= 5 (Abb. 3.5a),
also p = 6 Klassen treten die Charakteristiken der Verteilung recht gut
hervor. Dagegen scheint eine Wahl von p = 3 Klassen zu grob zu sein. So
kommt in Abb. 3.5b nicht zum Ausdruck, dass sich die Mef3werte in den
Intervallen (70, 80] und (80, 90] in der oberen bzw. in der unteren Hélfte
héufen.

Abb. 3.4: Daten des Beispiels 3.3 als Stabdiagramm

i
60 65 70 75 80 85 %0 X




42 Kapitel 3: Eindimensionale Haufigkeitsverteilung

Abb. 3.5: Verschiedene Klasseneinteilungen fiir die Daten des
Beispiels 3.3

1,2+

0,81

0,6+

0,4+

]

60 65 70 75 80 85 90 X

60 65 70 75 80 85 90 X

Summenhaufigkeiten bei klassierter Vertellung:

Die Definitionen 3.2 und 3.3 fiir das diskrete Merkmal X gelten analog
auch fiir ein klassiertes Merkmal X. Die Groflen N, bzw. H, sind die abso-
luten bzw. relativen kumulierten Klassenhdufigkeiten. Letztere betragen
H, = 0 vor der Untergrenze X, der ersten Klasse (denn x,'; = xg) und H, =
1 nach der Obergrenze x, der letzten (p-ten) Klasse.

Analog zum Héufigkeitspolygon (Abb. 3.6) der Klassenhdufigkeiten kann man auch
einen Polygonzug der Summenhdufigkeiten (kumulierten Klassenhdufigkeiten)
bestimmen. Man nennt diese Kurve Ogive (Abb. 3.7 fiir das Beispiel der Abb. 3.6). Die
Ogive1 H(x) ist eine Naherung der exakten empirischen Verteilungsfunktion, die sich
i.d.R. nicht angeben 14Bt, weil die Verteilung der Merkmalstriger (Einheiten)

Die Ogive ist die lineare Verbindung der Treppenabsitze der Verteilungsfunktion
H(x). Die Steigung ist dabei jeweils die GrofBe h:. Um die Symbolik nicht zu

kompliziert ~zu  machen, soll die Ogive (oder "approximierende
Verteilungsfunktion™) auch H(x) genannt werden.
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innerhalb der Klassen nicht bekannt ist. Sie ist unter der Annahme einer Gleichverteilung
(Gleichhéufigkeit jeder Auspriagung in der Klasse) oder einer symmetrischen Verteilung
innerhalb der Klassen konstruiert und deshalb eine stiickweise lineare Funktion
(Polygonzug) mit den genannten Eigenschaften von H(x).

Abb. 3.6: Histogramm und Haufigkeitspolygon p = 5 Klassen

he*

hl* h,* ha* h4* hﬁ*

Xol X' X Xy X, X5

—b,—+b,—+b;—+b, +——b;—

Abb. 3.7: Ogive H(x) und Resthaufigkeitsfunktion H™(x) fiir das Beispiel
der Abb. 3.6

Beispiel 3.4:
Gegeben sei die folgende Verteilung der Verdienste in einem Betrieb, fiir
welche die Dichten hlt, sowie die Summen- und Resthédufigkeitskurve

(also H(x) und H~(x)) zu bestimmen und zu zeichnen sind:
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Angaben Losung
von...bis kumulierte Haufigk.
unter hy Breite by | Dichte hl’: H(x) H-(x)
0 - 400 [ 0,16 400 4% 0,16 0,84
400 - 800 | 0,24 400 6 0,40 0,60
800 - 1000 | 0,16 200 8 0,56 0,44
1000 - 1200 0,24 200 12 0,80 0,20
1200 - 1500 0,15 300 5 0,95 0,05
1500 - 2000 | 0,05 500 1 1 0

") In dieser Spalte ist jeweils der 10000-fache Wert verzeichnet, d.h. die
Angabe 4 in der ersten Zeile ist zu verstehen als 4-104 = 0,16/400. Die
Dichte ist stets h, = hy / by. Es gilt H(x) = 1 - H(x) und H(x) ist 0,84 an
der Stelle x =400 und 1 bei x=0.

Abb. 3.8 zeigt die klassierte Verteilung mit den Hohen h, und Abb. 3.9 die
kumulierten Haufigkeiten H (Verteilungsfunktion) und Resthdufigkeiten
H' (gestrichelte Linie).

Abb. 3.8: Hiufigkeitsverteilung der klassierten Verteilung des Beispiels
3.4

0 I

400 800 1200 1600 2000

X

Man beachte, dass die Verteilungsfunktion (anders als bei einer diskreten
Verteilung oder bei einer klassierten Verteilung mit gleich breiten Klas-
sen) nicht einfach ein Aufeinanderstapeln der Stibe bzw. Blocke der
Haufigkeitsverteilung sein kann. Denn das wiirde darauf hinauslaufen, die
Hohen hy und nicht (wie es richtig ist) die relativen Héufigkeiten h, zu

addieren.
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Abb. 3.9: Verteilungsfunktion und Resthdufigkeitskurve
(Beispiel 3.4)

HX)
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0,4+

400 800 1200 1600 2000

X
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061
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1. Eigenschaften von Mittelwerten

Verteilungsmal3zahlen sollen bestimmte Charakteristika einer Haufig-
keitsverteilung hervorheben und durch eine Zahl kennzeichnen. Im Falle
der Mittelwerte gilt es das Niveau zu charakterisieren, also die allgemeine
Grofenordnung der Messwerte, bzw. die "zentrale Tendenz" (Lage des
Zentrums) einer Haufigkeitsverteilung durch Angabe eines "typischen
Werts' (Stellvertreter-Bedeutung des Mittelwerts). Mittelwerte sind bel
weitem die bekanntesten statistischen Grof3en, deren Aussage allgemein-
verstandlich ist: ein Mittelwert ist, wie schon der Name sagt, ein mittlerer
Wert, der einen Datensatz durch eine einzige Zahl "zusammenfasst".

Mittelwerte sind nicht die einzigen, wohl aber die bekanntesten und elementarsten
Verteilungsparameter. Andere Aspekte einer Haufigkeitsverteilung sind Streuung,
Schiefe, W0lbung, Konzentration und Disparitét. Zu den entsprechenden
Verteilungsmal3zahlen vgl. Kap. 5 und 6. Diese Mal3zahlen sollten bei der Interpretation
eines Mittelwerts mitberticksichtigt werden. So ist z.B. ein Mittelwert, isoliert betrachtet,
immer dann nicht sehr aussagefahig, wenn die Einzelwerte sehr unterschiedlich sind, d.h.
die Streuung grof3ist.

Def. 4.1: Mittelwertaxiome

Mittelwerte M sind Verteilungsmal3zahlen, die unter Berticksichtigung des
Skalenniveaus die folgenden Axiome M1 bis M5 erfillen:

M1 Einschrankung: Es gilt bei der Grofe nach geordneten Einzelwer-
ten X ;) <M < X, bzw. bei Merkmalsauspragungen X; < M < X,
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M2

M3

M4

M5

Ergénzung: Tritt zu den n Beobachtungswerten x,,X,,...,X, mit dem
Mittelwert M(x,,...,.X,) = M,, éin weiterer Wert x,,,, hinzu, so soll fur
den "neuen" Mittelwert M(Xy,...,X,+1) = M., gelten:

wenn X,,; <M, dannM_,, <M

wenn X, =M, dannM_ ., > M

Transformation: Fir den Mittelwert M* der transformierten Beob-
achtungswerte X}, = f(x,) soll gelten: M* = f(M). Dabei ist f eine auf
dem Skalenniveau des Merkmals X zul&ssige Transformation.

Monotonie: Bel den Merkmalen X und Y mit den Beobachtungs-
vektoren (Vektoren der Beobachtungswerte) x und y soll die Mit-
telwertfunktion monoton zunehmen in bezug auf die Beobach-
tungswerte bzw. Merkmal sauspragungen.

Fur x>y (vgl. Bem. Nr. 4) gilt M(x) > M(y).

Unabhangigkeit von den absoluten Haufigkeiten: Fur ein reelles
k und mit den Vektoren x der Merkmal sauspragungen und n der ab-
soluten Haufigkeiten gilt M(x,n) = M(x,k-n) (d.h. eine Ver-k-fa-
chung der absoluten Haufigkeiten verandert den Mittelwert nicht).

Bemerkungen zu Def. 4.1:

1

Im Axiom M1 wird von einem Mittelwert gefordert, dass er zwischen
dem kleinsten und dem grofdten Beobachtungswert (einschliefdlich)
liegt. Das entspricht auch dem umgangssprachlichen Verstandnis des
Wortes "Mittel"- Wert. Aus M1 folgt, dass fur x, = ¢ (fur ale v
=1,....n) M = c ist. Sind alle Beobachtungen gleich (d.h. gleich der
Konstanten c¢), dann ist auch der Mittelwert gleich dieser Konstanten ¢
und auch ganz offensichtlich der charakteristische Wert.

Diein M2 gestellte Forderung gewinnt an Bedeutung bei der Untersu-
chung der "Robustheit" einer Mal3zahl. Ein Hilfsmittel hierzu kann die
sog. Einflusskurve (influence curve, Inf(...)) sein:

Def. 4.1a:

Inf(M,,,X4) = (N+1)(M,,; - M) [Einflusskurve]

welche die Abhangigkeit der (n+1)-fachen Mittelwertdifferenz bei
Hinzukommen einer (n+1)-ten Beobachtung (d.h. dem Merkmalswert
X,+1) vVon diesem Wert x,,, beschreibt. Bei Darstellung der einzelnen
Mittelwerte wird auf dieses Konzept zurtickgegriffen.

Eine haufig betrachtete Transformation ist die Lineartransformation
(Gl. 4.1). Axiom M3 bedeutet dann, dass aus
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41) x =a+bx, (b>0) folgt
(42) M =a+bM,

was eine problematische Forderung ist. Dies generell zu fordern [oder
auch fir andere, nichtlineare Transformationen], wie es P.J. Bickel
und E.L. Lehmann! tun, halten wir nicht fur sinnvoll, da Gl. 4.1 eine
hdchstens auf dem Intervallskalenniveau zuléssige Transformation ist.
Gl. 4.2 wird vom arithmetischen, nicht aber vom geometrischen und
harmonischen Mittel erfillt.

Andererseits ware es nicht sinnvoll, wenn ein Mittelwert trandations-
invariant (a hétte keinen Einfluss auf M*) oder skaleninvariant (b hétte

keinen Einflufd auf M*) wére.

In einer weiteren Bedingung fordern Bickel und Lehmann Ubrigens (4.3) M (-x) =
-M(x) [entspricht a= 0 und b = -1 in Gl. 4.2], d.h. &dern alle Beobachtungswerte
ihr Vorzeichen, so soll auch der Mittelwert sein Vorzeichen andern. Als Mittelwerte
sollten jedoch auch solche Kennzahlen zugel assen werden, die nur sinnvoll bei posi-
tiven Merkmal swerten zu berechnen sind, wie z.B. das geometrische Mittel.

Unter x >y verstehen wir, dass x, >y, (v = 1,...,n) ist, wobei fur min-
destensein v x, >y, gilt. Fur dieim Abschnitt b) dargestellten Mittel-
werte gilt strenge Monotonie, d.h. es gilt unter den genannten Voraus-
setzungen M(x) > M(y). Dies sind Mittelwerte, die in bezug auf Un-
terschiedlichkeit der Merkmalswerte reagibler sind. Da ein Lokalisati-
onsparameter das Niveau der Messwerte widerspiegeln soll, wére es
nicht sinnvoll, Mittelwerte zuzulassen, fur die M4 nicht gilt. Denn das
wurde bedeuten, dass obgleich kein x-Wert kleiner als ein korrespon-
dierender y-Wertist, der Mittelwert der x-Werte kleiner als der
Mittelwert der y-Werte sein kann.

Fir den Fall, dassy aus x durch eine zuléssige Transformation hervor-
geht, ist mit M3 auch M4 erflillt.

Mit M5 wird sichergestellt, dass ein Mittelwert nicht abhéngig ist von
der Anzahl der Beobachtungen. Es ist daher unerheblich, ob ein Mit-
telwert mit absoluten oder mit relativen Haufigkeiten berechnet wird.

Es mag plausibel erscheinen, dass im Falle einer symmetrischen Verteilung ein
"Mittelwert" im "Zentrum der Symmetrie" liegt. Obgleich diese Forderung vom
arithmetischen Mittel, Median (Zentralwert) und Modus erflllt wird, ist es nicht
sinnvoll, diese Eigenschaft generell zu fordern. Denn dann - sofern nicht alle Beob-

Descriptive Statistics for Nonparametric Models, Part 11: Location, in: The Annals
of Statistics Vol 3 (1975), S.1045 - 1069.
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achtungswerte identisch sind - liegen das geometrische und harmonische Mittel
links vom Zentrum.

2. Spezielle Mittelwerte fir metrisch skalierte
Merkmale

In diesem und im folgenden Abschnitt werden die gebrauchlichsten Mit-
telwerte und ihre Eigenschaften vorgestellt. Das arithmetische, geometri-
sche und harmonische Mittel erfordern eine metrische Skala, der Median
mindestens eine Ordinalskala und der Modus nur eine Nominalskala. Ei-
nige weitere Mittelwerte werden im Zusammenhang mit speziellen Fra-
gestellungen in anderen Kapiteln behandelt?. Wie gezeigt werden kann,
erfillen alle in diesem Abschnitt behandelten Mittelwerte die Axiome M1
bis M5.

a) Das arithmetische Mittel

Def. 4.2: arithmetisches Mittel
Die Mafizahl

(Berechnung aus Einzel beobachtungen)

1
(44) =12 xv [ungewogenes arithmetisches Mittel]

oder

1
(45 x=7 2 XN, (Berechnung aus M erkmal sauspragungen)

= > xh [gewogenes arithmetisches Mittel]

hei 3t arithmetisches Mittel.

Hinweis:

Die Namen "gewogenes' und "ungewogenes' arithmetisches Mittel sollten nicht den
Eindruck entstehen lassen, dass es sich um zwel verschiedene Mittelwerte handelt. Es
sind nur Bezeichnungen fir zwei Arten der Berechnung des gleichen arithmetischen
Mittels, je nachdem, in welcher Form die Daten gegeben sind: einmal als
Einzelbeobachtungen, zum anderen as gruppierte Daten (d.h. wenn Daten als
Haufigkeitsverteilung vorliegen). Der Fall klassierter Daten wird im folgenden behandelt
unter Nr.6.

2 Etwader schwerste Wert und der Scheidewert im Kapitel 6.
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Eigenschaften und I nterpretation des arithmetischen Mittels:

1
2.

Man kann leicht zeigen, dass x die Axiome M1 bis M5 erfillt.
Schwerpunkt- oder Ausgleichseigenschaft

Satz 4.1: Schwer punkteigenschaft

Esgilt

a 2 x-X=0 bzw.

b) >(x-X)h=0.

Beweis

a) Z(x, - X) = 2x, —nx =0 dawegen (4.4) 2x, = nx gilt.

b) ist analog zu zeigen (esist auch X(x; - X) n; = 0).

Beispiel 4.1 macht deutlich, warum hier vom " Schwerpunkt” gespro-
chen wird (vgl. Abb. 4.1). Die Summen der negativen (S;) und positi-
ven Abweichungen (S,) der Merkmalswerte vom arithmetischen Mit-
tel sind absolut gleich, ndmlich S, =-27und S, = + 27.

Der Schwerpunkt ist bekanntlich der Quotient aus der Summe der
"Momente", d.h. der Produkte aus Gewichten n, und Hebelarmen x;,
also Xx; n, und der Summe der Gewichte =n,. In Abb. 4.1 erscheinen
die Groften n, als Gewichte (Symbol o) an einer Bakenwaage. Wird
diese im Punkt X = 7 unterstitzt, so befindet sie sich im Gleichge-
wicht. Die Gleichheit von S; und S, bedeutet, dass sich negative und
positive Abweichungen ausgleichen (Ausgleichseigenschaft des
arithmetischen Mittels): Angenommen die Betrage 0,5,10,15 und 20
seien Einkommensbetrége (z.B. in 100 DM), dann ware 7 (also 700
DM) genau der Betrag, den dle verdienen wurden, wenn der
Gesamtverdienst (die Summe aler Verdienste) auf alle n Einheiten
gleich verteilt wirde, d.h. wenn alle gleich viel verdienen wiirden, und
S, und S, wéaen die Summen der unter-, bzw. der
uberdurchschnittlichen Einkommen.

Wird die Merkmalssumme S = X x; n; auf n Einheiten (im Bsp. 4.1 ist
S =70und n =10) zu gleichen Tellen (jewells 1/n-tel von S) verteilt,
so erhdlt jede Einheit den Betrag x = S/n. Das ist die Ausgleichs- oder
Ersatzwerteigenschaft des arithmetischen Mittels. Folgerung:

Das arithmetische Mittedl bleibt unverdndert bei solchen
"Umverteilungen" zwischen den Merkmalswerten, bei denen die
Merkmal ssumme konstant bleibt.
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3.  Minimumeigenschaft
Satz 4.2:

Die Funktion Q(M) =2 (x, - M)2 besitzt ein Minimum an der Stelle
M =x, d.h. furaleM = x,~ist: 2 (X, - M)2> X (X, - X)2.

Bewels:
Aus d_((?j(MMZ = 2>(,-M)(-1) =0

folgt ¥ x, - "M = 0 und somit M = (2 x,)/n = X.

Da die zweite Ableitung nach M positiv ist, ndmlich dQ2(M)/dM2 =
2n > 0, ist die Behauptung bewiesen. Die Summe der quadrierten
Abweichungen hat kein Maximum [sie kann also beliebig grof3 sein],
sondern nur eéin Minimum.

Anmerkungen zum Beweis:
1. Der Beweis |&sst sich auch mit dem Steinerschen V erschiebungssatz
T (%8 = T (X,X) + n(X- @)° fuhren [Kap.5].
2. Wie man aus der notwendigen Bedingung -2 X (x, - M) = O sielt, folgt die
Schwerpunkteigenschaft aus der Minimumeigenschaft.

| nterpretation der Minimumei genschaft:

Deutet man x, as Summe einer (systematischen) Niveaukomponente
m, die additiv Uberlagert ist von einer Fehlerkomponente u,, also X, =
m + u,, SO ist X = m derjenige Wert der Niveaukomponente, um den
die Abweichungen bzw. Fehler u, = x, - m geringst moglich streuen
(vgl. Varianz, Kapitel 5).

4. Lineartransformation, Voraussetzungen hinsichtlich der Skalen
Satz 4.3

Das arithmetische Mittel erflillt das Mittelwertaxiom M3 flr lineare
Transformationen. AusGl. 4.1 folgt in Verbindung mit Def. 4.2 fir
das arithmetische Mittel der transformierten Werte

X;=a+bx,:

[(46) x =a+bx (abreclleZahlen). |

Der Beweisist elementar.

Damit ist auch gezeigt, dass das arithmetische Mittel bei Merkmalen,
die auf einer Intervallskala [die ja invariant ist gegentiber linearen
Transformationen] gemessen sind, anwendbar ist.
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Sofern b > 0 ist, hat das Merkmal X* die selben Skaleneigenschaften
wie X. Somit ist die Lineartransformation eine "zul&ssige" Transfor-
mation.

Eine haufig benutzte Transformation ist die Zentrierung, d.h. die Bil-
dung von Abweichungen vom arithmetischen Mittel, "zentrierter"
Werte (sog. "deviation scores"):

z,=X,-X (a=-x,b=1),
deren arithmetisches Mittel wegen Satz 4.3 Null ist.
Aggregationsei genschaft

Der folgende Satz |alét sich veralgemeinern fir alle Mittelwerte, die
ein Speziafall des Potenzmittels sind.
Satz 4.4.

Wird eine Gesamtmasse (Gesamtheit) vom Umfang n zerlegt in g
disunkte Tellmassen (Teilgesamtheiten) mit den Umfangen n,,

Ny,...Ng SO dassn = n; +n, + ..+ ng, dann ist das arithmetische
Mittel
mit
g .
(47) X :j;Xj h, (=1.2,...,9

gegeben, wobei X; das arithmetische Mittel der j-ten Teilgesamtheit
ist:

[

(48) x = ;xjk. (k=12,...,n),

>

)

Dabel ist h = n;/ n der Anteil der j-ten Tellgesamtheit am
Gesamtumfang n, so dass der Gesamtmittelwert ein gewogenes
arithmetisches Mittel der Teilmittelwerte ist.

Beweis

Mit S als Merkmalssumme der j-ten Teilgesamtheit S :Zk‘, Xjx = Ny X
ist die Merkmalssumme S der Gesamtmasse mit S= 'S = . Ek‘, Xik
J J

bzw. unter Berlicksichtigung von Gl. 4.8 durch S = X'n;x; gegeben.
J

Wegen x = S/n folgt hieraus unmittelbar Gl. 4.7.
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6.

Klassierte Daten

Sofern die Klassenmittelwerte x, (k = 1,2,...,p) bekannt sind, berech-
net man den Gesamtmittelwert x gem. Gl. 4.9:

(49 x=>xh, 1<k<p.
k

Andernfalls verwendet man die Klassenmitten m, (vgl. Kap. 3, Def.
3.5 b) und erhalt den geschatzten Gesamtmittelwert m (als Schétzung
von X) mit:

(4.10) m=%= ; m, h,

Im algemeinen wird m von X verschieden sein. Die Naherung wird
um so besser sein, je mehr sich die Beobachtungswerte (symmetrisch)
um die Klassenmitten m, verteilen.

Klassierte Daten stellen eine spezielle Form der in Satz 4.4 beschrie-
benen Zerlegung dar. Die Teilgesamtheiten sind aufgrund von anein-
ander angrenzenden Intervallen auf der x-Achse definiert (es ist dann
g = p). Teilmassen kdnnen auch aufgrund anderer Kriterien (statt des
x-Wertes) gebildet werden, wie z.B. nach dem Merkmal Geschlecht,
Religion usw. Vgl. Beispiel 4.2 fir eine Demonstration der Schatzung
eines arithmetischen Mittels aus einer klassierten Vertellung.

Beispiel 4.1:
Man berechne das arithmetische Mittel fir:

a)

die folgenden 10 Merkmal swerte 0,5,0,10,15,5,0,20,10,5;

b) diefolgende Haufigkeitsverteilung:

X
0
5
10
15
20

=)

(R~ [WIN|[F]—
RPN WIW
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Losung 4.1:

Esist unschwer zu erkennen, dass es sich in beiden Féllen um die gleichen
Daten handelt. Fur das ungewogene arithmetische Mittel erhdt man
(0+5+0+10+15+5+0+20+10+5)/10 = 70/10 = 7 und fir das gewogene
arithmetische Mittel nattrlich den gleichen Wert 7. Man berechnet das
gewogene arithmetische Mittel am besten aus einer Arbeitstabelle, in der
man in einer Spalte die Grofen x;n, bestimmt, deren Summe dann der

Zahler von x ist (vgl. Abb. 4.1).

Abb. 4.1: Erlauterung des Begriffs " Gewicht"
und der Schwerpunkteigenschaft von X

[ X; n; X, XX | (x-X)n;
1 0 3 0 -7 -21
2 5 3 15 -2 -6
3 | 10 2 20 +3 +6
4 |15 1 15 +8 +8
5 | 20 1 20 | +13 | +13
S 10 70 0
X=70/10=7
? 5 7 IP 1‘5 ZP
| |
| ] | | |
® o /. o ) °
® ® ®
® ®

Variante von Bsp. 4.1: vgl. folgende Abbildung der Balkenwaage

i X, | n | xn
1 ol 21 o X =45/6 = 7,5 Im Punkt 7,5 befindet sich die
2 |10 3 [ 30 Balkenwaage im Gleichgewicht.
3 |15 | 1|15

A I . S

| \ ! \ ! \

[ 4 [

J A [

o
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Beispiel 4.2:
Berechnen Sie das arithmetische Mittel der Bruttomonatsverdienste von
150 Beschéftigten einer Unternehmung gemal3 der folgenden Tabelle:

Klasse | Bruttomonats- | Anzahl Klasse || Bruttomonats- | Anzahl
Nr. k verdienst Ny Nr. k verdienst Ny

1 600 - 1000 4 5 2200 - 2600 37

2 1000 - 1400 11 6 2600 - 3000 22

3 |1400- 1800 19 7 13000 - 3400 18

4 1800 - 2200 31 8 3400 - 3800 8

L6sung 4.2:

Da die Klassenmittelwerte nicht bekannt sind, wird hier Uber die Klas-
senmitten m, der Gesamtmittelwert m nach der Formel m = ¥mh, be-
rechnet.

Ergebnis: m = 2305,60 DM (= durchschnittl. Bruttomonatsverdienst).

k m, h, m, h,
1 800 0,027 21,6
2 | 1200 0,073 87,6
3 | 1600 0,127 203,2
4 | 2000 0,207 4140
5 | 2400 0,247 592,8
6 2800 0,147 411,6
7 | 3200 0,120 384,0
8 | 3600 0,053 190,8
S 2305,6

Mittelwerte und | nterpolation:

Das gewogene arithmetische Mittel von zwei Zahlen x, und x, (oder y,
und y,) stellt eine lineare Interpolation dar (Abb. 4.2).

Der Punkt P(x,y) teilt die Strecke P,P, zwischen den Punkten P,(x;,y,)
und P,(X,,y,) im Verhaltnis n,/n, auf (vgl. Abb. 4.2, Teil &), denn

Ny X+ NX, d _ny,+tny,
-on+n, u y= n, +n,

Abb. 4.2, Teil b zeigt: x ist die lineare Interpolation zwischen den
Hohen x; und x,, denn (X,-x,)/(h,;+h,) = (X-x;)/h, und h, + h, = 1.
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Abb. 4.2: Lineare Interpolation

a) eine zweidimensionale b) eindimensionale Betrachtung
Betrachtung (Variablen X,Y) (hy, h, asrelative Haufigkeit)
) :
p ’ < %
X X
¥i v
h, h,

" Mittelwerte der Pythagoraer"

Das ungewogene arithmetische Mittel zweier Zahlen x; , X, basiert auf der
folgenden Forderung beziiglich des Verhadltnisses zweier Abstéande

oM Xp XM oxg o XatX
M -xq Xy M - X, Xq 2

d.h. durch X wird die zwischen x5 und x4 gebildete Strecke genau halbiert.

Mit entsprechenden Forderungen an Verhaltnisse von Absténden (Strecken) wurden
in der Antike die sog. "Mittelwerte der Pythagoréer”, namlich X, X, Xy und X, her-
geleitet (vgl. Bemerkungen zu den entsprechenden Mittelwerten).

arithmetisches Mittel und Summenhaufigkeitsfunktion:

Esist leicht zu sehen, dass bei einem nichtnegativen Merkmal X das arithmetische Mittel
die Flache zwischen der Ordinate (Haufigkeitsachse) und der Summenhaufigkeitskurve
H(x) ist (d.h. die schraffierte Flache in Abb. 4.3), bzw. die Fléche unterhalb der Resthau-
figkeitskurve H™(x).
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Abb.4.3: Das arithmetische Mittel als Flache

HX) HiK

1 : 1 ;
h, § h, ; 1

b) Das geometrische Mittel

Das geometrische Mittel ist weit weniger bekannt und gebrauchlich as
das arithmetische Mittel. Es wird vor allem im Zusammenhang mit
Wachstumsfaktoren (vgl. Kap.9) bendtigt.

Def. 4.3: geometrisches Mittel
Die Mafzahl

T/n

(411) xg= (H xvj (bei Einzelbeobachtungen, "ungewogen™),
v=1

(das Produktzeichen P bedeutet Px, = X, X,...X;,), bzw.

m
(412) xXg= ]_[xihi (gruppierte Daten, "gewogen")
i=1

hei 3 geometrisches Mittel (der positiven Merkmal swerte x > 0).

Beispiel 4.3:
Man berechne das geometrische Mittel fir

a) diefolgenden Beobachtungen: 5,5,5,10,10,15,20,20;
b) diefolgende Haufigkeitsverteilung:
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nl

3

10 2
15 1
2

z

AWIN|FP]|—

20

L6sung 4.3:

Esist offensichtlich, dass es sich bei diesem Zahlenbeispiel in beiden Fél-
len um die gleichen Daten handelt. Man erhdlt:

fur das ungewogene geometrische Mittel (5-5-5:10-10-15-20-20)V8 =
(75.000.000)v8 = 9,64679
fur das gewogene geometrische Mittel natirlich den gleichen Wert, nam-
lich (53102151202) 18 = 53/8102/81518202/8, Das arithmetische Mittel ist gro-
(3er, ndmlich 90/8 = 11,25.

Eigenschaften und | nterpretation des geometrischen Mittels:

1

2.

Das geometrische Mittel erfllt die Axiome M1 bis M5.

Aus Def. 4.3 folgt unmittelbar

(4.13) logxg = % > log(x,) = log(x)

und entsprechend bei gruppierten Daten, so dass der Logarithmus des
geometrischen Mittels gleich ist dem arithmetischen Mittel der log-
arithmierten Merkmalswerte. Das geometrische Mittel wird deshalb
auch logarithmisches Mittel genannt.

Die der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels entspre-
chende Eigenschaft des geometrischen Mittels ist die folgende Eigen-
schaft, die auch gelegentlich "Einseigenschaft" genannt wird, d.h. der
Ausgleich relativer Grolien (im Verhdltnis zu X;). Es gilt:

a) P(x, /Xg) = (Xg)" Px, = (Xg)" (Xg)" =1, bzw.
b) P(x, /X)" = 1.
Hierauf beruht die Eignung von X zur Mittelung von Wachstumsfak-

toren (vgl. Kap. 9). Dies ist die wichtigste Anwendung des geometri-
schen Mittels in der Statistik. X hat fur Vervielfachungsgrofen Be-
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deutung und immer dann Sinn, wenn das Produkt der Einzelwerte eine
sinnvolle GrolRe ist.

4. Wahrend X invariant ist gegentiber "Umverteilungen" dergestalt, dass
die Merkmalssumme konstant ist, gilt dies fur X hinsichtlich des
Produkts der Merkmalswerte. Eine Verdoppelung (Erhéhung um
100%) von x; wird in diesem Sinne durch eine Halbierung (Senkung
um 50%) von x, "ausgeglichen”, so dass das ungewogene X unveran-
dert bleibt.

Man beachte:
In diesem Beispiel hat sich x; um 100% erhoht und x, um 50% verringert. Ein
Ausgleich findet mithin zwischen den Wachstumsfaktoren, nicht zwischen den

Wachstumsraten statt. Nicht richtig wére somit z.B., dass sich eine 10%ige
Zunahme durch eine 10%ige Abnahme ausgleiche (Beispiel 4.4).

5. In Abb. 4.4 liegen alle Kombinationen von x, und X,, die zu dem glei-
chen Wert des geometrischen Mittels X = +/X;X, fuhren auf der ein-
gezeichneten Hyperbel. Entsprechend ist die Gerade AB der geometri-
sche Ort aler Kombinationen x,,x,, die zum gleichen arithmetischen
Mittel fihren. Die Abb. 4.4 zeigt auch, dass stets gilt X5 < X, wobei X5
= X genau dann gilt, wenn x; = X,. Der gleiche Zusammenhang wird
auch mit dem Hohensatz der Planimetrie gezeigt (Abb. 4.5) wonach x;
X, <X2ist.

6. Das geometrische Mittel kommt in der Okonomie in Gestalt der Cobb-Douglas-Pro-
duktionsfunktion vor. Das Produktionsergebnis ist danach ein gewogenes geometri-
sches Mittel der Einsatzmengen der Produktionsfaktoren. Der algemeineren CES-
Funktion entspricht das Potenzmittel.

Abb. 4.4 Abb. 4.5

x|

X
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7.

10.

Minimumeigenschaft

Satz 4.5:

Die Funktion Q*(M) = > [log(x,/M)]2 besitzt ein Minimum an der
StelleM =xg.

Beweis : Da Q"(M) = S[log(x,) - log (M)]? kann der Beweis analog Satz 4.2 ge-
fihrt werden. Das Minimum ist an der Stelle log (M) = iog (x), was nach Gl. 4.13
nichts anderes ist als log Xg. Es mag von Interesse sein, die Minimumeigenschaft
des arithmetischen und des geometrischen Mittels an einem Beispiel zu vergleichen
(vgl. Beispiel 4.5 und Abb. 4.6).

Deutet man x, als ein Produkt einer (systematischen) Niveaukomponente m, die
multiplikativ Uberlagert ist von einer Fehlerkomponente u,, , also x, = mu,,, SO ist Xg
= m derjenige Wert der Niveaukomponente, um den die relativen Fehler u, = x,, /m
geringst méglich streuen (vgl. Varianz, Kap. 5).

Zulassige Transformationen (erforderliche Skalen)

X erfullt M3 fur proportionale (linear-homogene) Transformationen.
Aus X, = bx, folgt

%5 = T1X; =\ T1(bx,)= (B[ Ix,)¥n = bR,

Damit ist auch gezeigt, dass das geometrische Mittel nur bei Merkma-
len, die mindestens auf einer Ratioskala gemessen sind, anwendbar
ist.

Aggregation und klassierte Verteilung

Wird - wie in Satz 4.4 - eine Gesamtmasse (Gesamteinheit) vom Um-
fang n zerlegt in g digunkte Teilmassen (Teilgesamtheiten), so ist Xg
das mit den relativen Haufigkeiten h; gewogene geometrische Mittel
der geometrischen Mittel X der Teilgesamtheiten. Hieraus folgt fur
eine klassierte Vertellung:

Bei Kenntnis der geometrischen Mittel X, (k = 1,2,...,p) der Klassen
ist X5 als gewogenes geometrisches Mittel der (geometrischen) Klas-
senmittelwerte zu berechnen. Verwendet man statt dessen die Klas-
senmitten m,, so kann X Uber- oder unterschétzt werden.
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Die drei folgenden Eigenschaften sind fur die Interpretation des geometri-
schen Mittels nicht sehr ergiebig, sie seien aber der Vollstéandigkeit halber
aufgefihrt:

11. Ersatzwerteigenschaft
Ahnlich wie das arithmetische Mittel kann auch das geometrische Mittel X in
einem bestimmten Sinn als Ersatzwert aufgefaldt werden. Die Ersatzwert- oder
Hochr echnungseigenschaft von X bezieht sich auf das Gesamtmerkmal sprodukt

Px, mit Xg = Px,.

12. Das gewogene arithmetische Mittel zweier Zahlen x4, X, stellt eine Interpolation
geméa einer Exponentialfunktion dar: Xg = ;12 x,2=x;(x,/x;)2 0<a<1 mita
= h, im Unterschied zur linearen Interpolation x; + a(X, - x;) beim arithmetischen
Mittel.

13. Das ungewogene geometrische Mittel zweier Zahlen x,, X, basiert auf folgender
Forderung beziiglich des Verhaltnisses zweier Absténde:
Xo _ M _X-M
M

sodass M =Xgdenn Xg /Xy =X, / X

X T M-y
Beispiel 4.4

Diplom-Kaufmann K aus E erhélt im Jahre 1989 eine Gehaltserhéhung um
20%. Wegen der schlechten Geschéftslage im Jahre 1990 muss er jedoch
1990 eine Gehaltssenkung um 20% hinnehmen. Er verdient jetzt
(Richtiges ankreuzen):

D weniger als D mehr als D genausoviel wie
vor der Gehaltserhohung.

L6sung 4.4:

Nach einer einfachen Uberlegung wird man ,weniger* ankreuzen, weil ja
die Gehaltssenkung von 20% auf der Basis des gestiegenen Gehalts einen
hoheren Betrag ausmacht, as die vorhergehende Gehaltserhthung. Es
ergibt sich némlich, wenn man einmal von DM 3000 ausgeht: Gehalt vor
1989: DM 3000, nach der Erhéhung: 3000 - 1,2 = 3600 DM und nach der
Gehaltssenkung: 3600 - 0,8 = 2880 DM < 3000 DM.

Hinweis auf Kapitel 9:

Das Beispiel zeigt auch, warum es nicht sinnvoll ist, Wachstumsraten arithmetisch zu
mitteln. Danach ergdbe sich as mittlere jahrliche Wachstumsrate x = ¥2[+20% + (-20%)]
= 0%, was falsch ist, weil K ja nicht genauso viel verdient, wie vor der Gehaltserhéhung.
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Der richtige Ansatz ist das geometrische Mittel der Wachstumsfaktoren \/ 1,208 =
\/ 0,96 = 0,9798 = 1 - 0,0202. Hétte K jedes Jahr eine (konstante) Gehaltssenkung von
2,02% "erlitten", so wére er zum gleichen Gehalt von DM 2880 gelangt, denn
3000-0,9798-0,9798 = 2880. Die mittlere jdhrliche Wachstumsrate betrégt also - 0,0202,
d.h. -2,02%.

Beispiel 4.5:

Man bestimme und zeichne die Funktionen Q (gem. Satz 4.2) und Q"
(gem. Satz 4.5) fir die folgenden Daten

X; =10, X, = 15und x5 = 20

und fur die folgenden Werte von M: 10,12,14,15,16,18,20.

L6sung 4.5:
M Q 1000 Q* Die Mittelwerte sind X = 15 und
10 125 121,6 X = 14,4224.
12 77 64,9 Die genannten Funktionen lauten:
14 53 46,2 Q =Q(M) =s(x, - M)2
14,42| 51 45,7 Q =Q' (M) =s[log(x,/M)]?
15 50" 46,6
16 53 51,8 Man erkennt, dass die Funktion Q ihr
18 77 73,5 Minimum an der Stelle M = 15 und die
20 125 106,2 Funktion Q* ihr Minimum an der Stelle
“IMinimum M = 14,42 hat. Q ist symmetrisch um 15,

Q" ist aber nicht symmetrisch um 14,42.

Abb. 4.6

120+

100 +

80 1

60

40+
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c) Das har monische Mittel

Das harmonische Mittel hat in der Praxis eine ziemlich geringe Bedeu-
tung. Es gibt jedoch Félle, bel denen dieser weitgehend unbekannte Mit-
telwert angewendet werden muss, welil jede andere Art der Mittelwertbil-
dung zu unsinnigen Ergebnissen fuhren wirde. Das bekannteste Beispiel
ist die Mittelung von Geschwindigkeiten, bzw. allgemeiner von Bezie-
hungszahlen (Kap. 9). Das harmonische Mittel spielt auch eine Rolle bei
den Indexzahlen (Kap. 10).

Def. 4.4: harmonisches Mittel

Die Maf3zahl

(4.14) x,=—" bei Einzelbeobachtungen, "ungewogen"
X,

(4.15) x,=—" bei gruppierten Daten, "gewogen"

-1
n h
Qi 2

heisst harmonisches Mittel (x = 0).

Beispid 4.6: Mittelung von Geschwindigkeiten

Ein Flugzeug legt fur den Flug von A nach B und zurlick insgesamt 4800
km zurtick. Aufgrund von Gegenwind kann das Flugzeug auf dem Hinweg
nur eine Geschwindigkeit von 600 km/h erreichen, auf dem Ruckweg je-
doch eine Geschwindigkeit von 800 km/h. Mit welcher Durchschnittsge-
schwindigkeit ist das Flugzeug unterwegs?

Losung 4.6:

Die Durchschnittsgeschwindigkeit wird mit dem harmonischen Mittel be-
rechnet:
K= =__40__-__2 g7
n 2400 2400 1 1
—1 + +
in 600 800 600 800

In diesem Fall ist das gewogene harmonische Mittel gleich dem ungewo-
genen, weil die beiden Strecken gleich lang sind.
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Eine nach dem arithmetischen Mittel berechnete Durchschnittsgeschwindigkeit von 700
km/h wére nicht richtig gewesen, denn das Flugzeug bendtigt fur die 2400 km des Hin-
flugs 4 Std. und fir die 2400 km des Ruickflugs 3 Std. Somit war das Flugzeug 7 Std. un-
terwegs um 4800 km zurlickzulegen, woraus eine Durchschnittsgeschwindigkeit von
685,71 km/h folgt.

Eigenschaften und I nterpretation des harmonischen Mittels:
1. Wieman leicht sieht, gilt:

der reziproke Wert von X, ist das arithmetische Mittel der rezi-
proken Werte (also der Werte 1/x,).

Fur die Berechnung ist es deshalb sinnvoll, zundchst den reziproken
Wert 1/X,, zu berechnen.

2. Man kann zeigen, dass X, als Speziafal des Potenzmittels alle
Axiome M1 bis M5 erfillt.

3. Das harmonische Mittel wird stets dann sinnvoll angewendet, wenn es
gilt, Verhdltniszahlen (siehe Kap. 9) zu mitteln, bei denen die im Zah-
ler stehende Grof3e eine Konstante ¢ ist und die im Nenner stehende
Grof3e variabel ist. Das harmonische Mittel der GrofRen c/x,, ¢/X,,...,
c/x,, betragt namlich c/X, was sinnvoll interpretierbar ist. Entsprechend
ist das arithmetische Mittel immer dann anzuwenden, wenn die im
Nenner stehende GrofRe eine Konstante ist (vgl. Ubers. 4.1).

Ubersicht 4.1: Anwendung des arithmetischen
und des harmonischen Mittels

Esist anzuwenden das
har monische Mittel arithmetische Mittel

bei einer Verhaltniszahl™) mit

C Xy
X, c
Z konstant, N variabel Z variabel, N konstant

bzw. bei einer Transformation von X, in

_c _x 1
yv_XV ZV_C_CXV

(nichtlinear e Transfor mation) (lineare Transfor mation)
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) Eine Verhdltniszahl (vgl. Kap. 9) ist ein Quotient mit einem Z&hler Z und Nenner
N. Die GroRRe c bezeichnet hier eine Konstante.

Zu welchen Ergebnissen eine arithmetische oder harmonische Mittelung
fuhrt sei an einem Beispiel mit n = 3 Beobachtungen gezeigt:

Art der Mittelung
arithmetisch harmonisch
Y, |V =(c/x; +c/X, + c/X5)/3 yy=c/xy [ sinnvaoll ]
z, |z=X/c [snnvall] Z,, = 3/(c/x, + /X, + C/X2)

Man erkennt, dass die Grof3en y,, und z sinnvolle Gréfien sind, die Mittel-
werte z,, und y dagegen keine sinnvollen Grofien sind. Im speziellen Fall
von n = 2 Einzelwerten gilt Ubrigens folgender Zusammenhang zwischen
dem arithmetischen, harmonischen und geometrischen Mittel:

(4.16) y=Y(clx, +clx,) = CXIXg,? und  Z,=Xg2/cX.
1 2 G H= X

Drel Beispiele fiir die Anwendung des harmonischen Mittels

a) Geschwindigkeiten
Die Geschwindigkeit v auf einer gegebenen Strecke der Lange s ist
umso grof3er (geringer), je kirzer (langer) die hierfir benttigte Zeit t
ist, denn v = g/t. Die Durchschnittsgeschwindigkeit, die erreicht wird,
wenn eine Strecke s zweimal befahren wird (hin und zurtick) mit den
Zeiten t; und t, betrégt dann

29/(t, +t,) = 2/(t, s+ t,/9) = 2/(Lv, + 1Iv,).

Das ist aber genau das harmonische Mittel der beiden Geschwindig-

keiten v,=5/t, und v,=s/t,. Diese Uberlegung |&sst sich fur

a) ngleichlange Teilstrecken der Lange s

b) unterschiedlich lange Strecken s,,s,....,S,, bei denen die Ge-
schwindigkeiten v,,v,,...,v,, betragen,

verallgemeinern.

zu a Ermittelt werden soll die Durchschnittsgeschwindigkeit v der
Einzelgeschwindigkeiten v, (v = 1,2,...,n) fur die Gesamtstrecke ns.
Hierzu kann man von den Identitéten t = ns’v und t = £ t, = X (v,)
ausgehen. Aus beiden Gleichungen folgt v = nd(X slv,) = n/Z (1v,),
was nichts anderes ist, as das ungewogene harmonische Mittel der n
Einzelgeschwindigkeiten v,,.
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b)

0)

zub: Indiesem Fall istt =X t; = £ (s/v;) (dafur jede der m Teilstrek-
kengilt v, =s/t) und v = X 5 /Z (5 /v;), d.h. das mit den Strecken s
gewogene harmonische Mittel der Geschwindigkeiten v;.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist somit gleich dem harmonischen
Mittel der Einzelgeschwindigkeiten. Das arithmetische Mittel fihrt
(abgesehen vom Fall lauter gleicher Einzelgeschwindigkeiten) zu ei-
ner Uberhohten mittleren Geschwindigkeit.

Preise und Ausgaben

Geldausgaben y; sind Produkte aus Mengen g; und Preisen p=y, /q;.

Werden Preise bei konstanten Mengen (Nenner) gemittelt, so ist das

arithmetische Mittel anzuwenden, sind die Mengen (aufgrund von

Substitutionen) dergestalt veranderlich, dass die Ausgaben y (Z&hler)

konstant sind, so ist das harmonische Mittel anzuwenden. Ausgaben

und gegebenenfalls auch Mengen sind aggregierbar, so dass Y =z y;

und Q = = ¢,. Gesucht ist ein mittlerer Preis (P) fur den gilt Y = P-Q.

Esist nun zu unterscheiden:

1. gleiche Mengen: sei g, = q fur dlei = 1,....n Waren, dann ist P =
Y/Q=2Xvy;/nq=0Z p,/nq = = p, /n das ungewogene arithmetische
Mittel der Preise;

2. gleiche Ausgaben: y; =y, dann ist P das ungewogene harmonische
Mittel der Preise P=Y/Q = ny/X (y/p;) = n/Z (Up).

Widersténde (vgl. Abb. 4.7)
Die Unterscheidung zwischen arithmetischer und harmonischer Mittelung tritt auch
auf bei der Schaltung von Widerstéanden (fur den Widerstand R gilt R = U/l mit U =
Spannung, | = Stromstérke). Ein Widerstand, der den zwel Widersténden
gleichwertig ist, ist der sog. "Ersatzwiderstand" Rg. Dabei gilt:

bei Serien- (Reihen-) Schaltung Rg = R; +R,

bei Parallelschaltung /R = 1/R; + UR,
(entsprechende Zusammenhange gelten bel mehr als zwei Widerstéanden).

Abb. 4.7: Schaltung von Widersténden

Serienschaltung 4{ R1 } } R2 }

Parallelschatiung — ——
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Weitere Eigenschaften des harmonischen Mittels:
1. Zuléssige Transformationen, Skalen
Xy, erftllt M3 fur proportionale Transformationen: Aus x;, = bx, folgt mit X, =

n/S (UX;) = bXy. Die Berechnung des harmonischen Mittels setzt somit eine
Ratioskala voraus.

Die folgenden Eigenschaften seien nur kurz erwahnt:

2.  Der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels entspricht beim harmoni-
schen Mittel eine Ausgleichselgenschaft der reziproken Werte.

Satz 4.6.
Esqilt
a) T(Ux, - UXy) = X(xf - 7,_}) =0 oder mit n multipliziert z x_lv (x,-Xy) =03
b)  (Ux; - /X, )h; =0
Bewels
a) T x, 1 - n/X,, = 0 danach Definition X,; = /T x, L ist;
b) gilt entsprechend.
3. Minimumeigenschaft: Die Funktion £ (c/x, - ¢/M)2 mit der reellen Konstante ¢

besitzt ein Minimum an der Stelle M = X,,. Beweis: analog den Ausfiihrungen beim
arithmetischen Mittel.

4.  Schwerpunkt- und Minimumeigenschaft kann man auch wie folgt darstellen. Es gilt:
25 (%, -M)=0
Y0 (%, - M)2=Min (bzgl. M)
fur folgende Mittelwerte:
M =X (harmonisch): r = -1
M =X (arithmetisch): r = 0
M =X, (antiharmonisch): r = 1 (Def. 4.5)
5. Aggregation und klassierte Daten

Wird eine Gesamtmasse vom Umfang n zerlegt in g disunkte Teilmassen mit den
Umféangen ny Ny ,....ng (N =Ny + Nyt..+ ng) so gilt:

mit den (harmonischen) Teilmittelwerten X1, Xy5,..., Xpyg. Dieser Zusammenhang
ist entsprechend anwendbar bei klassierten Daten.

3 Zu einer inhaltlichen Interpretation dieser Eigenschaft des harmonischen Mittels vgl.
Neubauer, W., Statistische Methoden, Frankfurt/M. 1991, S.62.
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. . L, 1111 . - .
Von einer harmonischen Reihe 1 23 g spricht man, weil jedes Glied das har-

monische Mittel der benachbarten Glieder ist. Diese Reihe ist Ubrigens ein interes-
santes Beispiel dafir, dass eine Reihe nicht notwendig konvergiert, wenn ihre
Glieder gegen Null streben.

Ersatzwerteigenschaft: Die Summe der reziproken Merkmalswerte X 1/x,, kann aus
dem reziproken Wert des harmonischen Mittels Xy gemaR = 1/x, = nXy™L be-
stimmt werden.

Das gewogene harmonische Mittel zweier Zahlen x; , X, ist darstellbar als
: ) Lo X9Xo . _

Interpolation gemaf3 der Funktion X, = XA+ %o(1-8) mitO<a=h,<1

Das ungewogene harmonische Mittel zweier Zahlen x; , X, resultiert aus der

Forderung (x, - M)/(M - X;) = X, /X, oder (X; - M)/(M - x,) = X; /X, oder X, /(X, -

M) = (M - xq) / xq fir das Teilungsverhéltnis einer Strecke Xx; - X, (weitere
Erlauterungen hierzu vgl. Abb. 4.9). Denn dannist M = 2 X1 X, /(X1 +X,) = X.

Zu weiteren Ausfihrungen Uber die die Anwendung von Xy und Zusammenhénge
zwischen X und Xy vgl. Kap. 9 (Aggregation von Verhdtniszahlen) und Kap. 10
(Zeitumkehrprobe bel Indexzahlen).

d) Quadratisches und antihar monisches Mittel

Von sehr geringer Bedeutung fur die Praxis sind das quadratische Mittel YQ und

das antiharmonische Mittel X, die deshalb hier nur kurz zusammen behandelt werden
und sinnvoll nur bei positiven Merkmal swerten berechnet werden.

Def. 4.5: quadr atisches- und antihar monisches Mittel

a)

b)

Das quadratische Mittel wird aus Einzelwerten ("ungewogen™) mit

- X2
(4.18) Xo=+\ /T‘

bzw. bel gruppierten Daten (M erkmal sauspragungen, "gewogen') mit

(4.19) %=/ xzh

berechnet.

Die Mal3zahl

2
_ X
(4.20) X, = —XQ
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hei (3 antiharmonisches Mittel.

Eigenschaften und | nterpretation:

1. Das arithmetische Mittel der transformierten Werte x{=(x, /\/?()2 ist
das antiharmonische Mittel der Werte x,. Da dies eine monotone
Transformation ist, gelten die vom arithmetischen Mittel erflllten
Axiome M1, M2 und M4 auch fir X,. Da X, und X nur von den re-
lativen, nicht den absoluten Haufigkeiten abhéngen, erfullt X, auch
MS5. Das quadratische Mittel X, [a3 sich as Potenzmittel darstellen,
S0 dass X, ale Axiome M1 bis M5 erfillt.

2. Fur die transformierten Beobachtungswerte x; = bx, gilt X = bxX,
sowie X, = bX,, S0 dass X, und X, bei Merkmalen, die auf einer Rar
tioskala gemessen sind, anwendbar sind.

3. Das quadratische Mittel tritt in der Streuungsmessung auf: die Standardabweichung
ist das quadratische Mittel der Abweichungen vom arithmetischen Mittel.

4. Das ungewogene quadratische Mittel kann als (\[1/n)-fache euklidische Distanz
zwischen den Ortsvektoren X; , X, ,...X, im n-dimensionalen orthogonalen
Koordina-

tensystem aufgefaldt werden. Bei nur zwei Beobachtungen X , X, gilt fir diesen
Ab-

stand \/x;2 + X2 = X3\

Nochmals: Mittelwerte der Pythaqgoraer

Es wurde bereits an den jeweiligen Stellen auf die formale Beschreibung der drei schon
den Pythagoréern bekannten Mittelwerte X, X und X, eingegangen. Danach gelten
fir die Teilung der Strecke X, - X; (wenn x, > x;)* in die beiden Streckenabschnitte
M-x, und x;-M (vgl. auch Abb. 4.8) die in Ubersicht 4.2 aufgeftihrten Beziehungen.

Ubersicht 4.2:
Mittel
. . Xo-M _ X5 YaXo-Xy) _ .
arithmetisch Mox; ~ Xp - YalXgXp) wenn M =X
. -M -
geometrisch %/ILxl = %/IZ >1 wenn M =X
. X-M _ X5 -
harmonisch M-x; - %y >1 wenn M =X,
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. . M -
antiharmonisch ! wennM =X, |,

M-X; = Xy

Aus dieser Betrachtung wird auch die Bezeichnung "anti"-harmonisch verstandlich.

Die geometrische Veranschaulichung dieser Forderungen soll mit einem einfachen
Zahlenbeispiel in Abb. 4.8 erfolgen. Die Strecke OB ist die Differenz der beiden Einzel-
werte X, = 8 und x; = 2. Esist also OB = x,- X4 = 6. Trégt man

Das arithmetische Mittel (Punkt M) teilt OB in
genau zwei Ha ften. Beim geometrischen Mittel
Xg (Punkt G [Xg = 4, s0 dass OG = x,- Xg = | 81C
8-4 = 4]) gilt genauso wie beim harmonischen T
Mittel (x,-M) / (M-x;) > 1 (weshalb die Punkte T
G und H rechts von M liegen), wahrend beim +
antiharmonischen Mittel diese Relation < 1 ist 4
(Punkt A liegt links von M). 1

in O senkrecht nach oben die Strecke x, (OC =x,=8) und in B senkrecht nach
unten die Strecke x; (BD =x;,=2) an, o teilt die lineare Verbindung zwischen

C und D die Strecke OB in die Abschnitte OH = x,-X; = 8-3,2 = 4,8 und HB
=Xy-Xq = 3,2-2 = 1,2 (harmonisches Mittel).

in O senkrecht nach oben die Strecke X1 (oc” =x1=2) und in B senkrecht
nach unten die Strecke xo (BD = Xo = 8) an, so teilt die lineare Verbindung
zwi-schen C* und D* OB in die Abschnitte OA = Xo-Xa =1,2und AB =X, -
X, = 4,8 (antihar monisches Mittel).

Abbildung 4.8: harmonisches
und antiharmonisches Mittel

4 Die Formeln firr x, > x,, erhdlt man durch Vertauschung von x; und .
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e) Das Potenzmittel

Das sog. Potenzmittel ist eine Verallgemeinerung der in diesem Abschnitt
behandelten Mittelwerte, so dass das harmonische, geometrische, arith-
metische und quadratische Mittel jeweils Speziafdle des Potenzmittels
darstellen.

Def. 4.6: Potenzmittel
Die folgende Klasse von Mittelwerten

1 1
(4.21) Xo, = [0 + X p + b X IV = (FX0) V1

(ungewogene Berechnung), bzw.

(4.22) Xp, = (Xihy +X5h, + .ot X h) ¥ = (X ) v

(gewogene Berechnung)
hei (3 Potenzmittel.

Bemerkungen zu Def. 4.6:

1. Esist unschwer zu erkennen, dass die folgenden Mittelwerte Spezial-
fale des Potenzmittels sind:

r =-1: harmonisches Mittel X, ; =X,
r — 0: geometrisches Mittel X, o =Xg
r = +1: arithmetisches Mittel X, ; =X

r = +2: quadratisches Mittel X, , = X,

Esist klar, dass r=0 nicht unmittelbar auf Gl. 4.22 angewendet werden kann, weil
dies einen unbestimmten Ausdruck ergeben wiirde, bzw. fur Iog(YP’r):Iog(n'lz XU
den ebenfalls unbestimmten Ausdruck 0/0 liefern wirde. Mit der 1"Hospitalschen
Regel (Differenzieren von Zahler [also log(n™! £ x[)] und Nenner [also r] dieses
Ausdrucks nach r) lasst sich jedoch zeigen, dass log(Xp() der Logarithmus des
geometrischen Mittelsist.

2. Man kann zeigen, dassXx,, mit wachsendem r monoton zunimmt, so
dass die Ungleichung von Cauchy gilt:

(4.23) X, < X5 < X < X,
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Die Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn alle Beobachtungen Xx,
(v=1,2,...,n) gleich sind. Dass X,, mit wachsendem r monoton zu-
nimmt, erglbtsch aus folgender Uberlegung Setzt man f(x) X', was
ja"nur" eine monotone Transformation ist, so ist f(Xp,) = (Xp,)" =
(I/n) 2f(x,) = (IUn) =x!, was mit wachsendem Exponenten r wachst
(wieauch X, ).

3. Mittelwerte und L ageparameter fir nicht not-
wendig metrisch skalierte Merkmale

a) Zentralwert (Median)

Def. 4.7: Median

Das Merkmal X sei mindestens ordinalskaliert. Dann gilt fir den Zentral-
wert (Median) Z = X,

a) Be Einzelbeobachtungen

~ X falls n ungerade
— — ((n+1)12)
(4.24) Z=Xp5= { VX ) + Xqrzen)] falls n gerade

Der Median ist der Wert, der in einer der Grof3e nach geordneten
Reihe X3 < X < ... Xy inder Mitte, d.h. an der ¥2(n+1)- ten Stelle
steht (bzw. die Interpolation zwischen dem n/2-ten Wert und dem dar-
auf folgenden Wert an der Stellen/2 + 1).

b) Bei gruppierten Werten (Haufigkeitsverteilung) gilt entsprechend fiir
den Median

~ | X% falsH,;<05undH;>0,5
(425) Xos ‘{ Vix +x,)  falsH =05

c) bei klassierten Daten wird der Median aus der Summenhaufigkeits-
kurve bestimmt (zur Interpolation vgl. Gl. 4.26, Bem. Nr. 7).

Bemerkungen zu Def. 4.7

1. Allgemein ist der Median der Merkmalswert, der die Daten in genau
zwei gleiche Teile tellt: mindestens 50% der Merkmalswerte sind
kleiner oder gleich Z und mindestens 50% aller Merkmalswerte sind
grofer oder gleich Z. Falls n gerade ist, kommt bei Einzelwerten somit
jeder Wert im Intervall von X, bis zum folgenden Wert X 2.1y a's
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Kandidat fur den Median in Betracht. Entsprechend erfullt fur H, = 0,5
bei gruppierten Daten jeder Wert im Intervall (x;,X;,,) diese Bedin-
gung. Um eine eindeutige Bestimmung von Z zu gewahrleisten, setzt
man haufig (wie hier) in beiden Féllen Z jewells as Intervallmitte fest.

2. Haufig interessiert nicht oder nicht nur der Durchschnitt im Sinne des
arithmetischen Mittels, sondern vielmehr die Orientierung an der
Mitte einer Verteilung. So bedeutet "Mittelmaligkeit” im algemei-
nen, dass hinsichtlich eines bestimmten Kriteriums etwa gleichviele
Individuen besser und schlechter sind. Ahnlich ist bei ékonomischen
Grolen wie Einkommen, Vermégen und auch z.T. bei Preisen die
Mitte der Verteilung haufig aufschlureicher, als das arithmetische
Mittel, da dies bei asymmetrischen Verteilungen nicht unbedingt ein
"représentativer” oder "typischer” Wert zu sein braucht.

3. Wahrend das arithmetische Mittel sehr reagibel gegentber Ausreil3ern
ist, ist der Median sehr robust.

4. Minimumeigenschaft
Der Median hat die folgende Eigenschaft, die jedoch hier nicht bewie-
sen werden soll (man findet den Bewels aber in einigen Lehrbiichern
der Statistik):

Die Summe der absoluten Abweichungen des Medians von den
Beobachtungen x,, ist minimal.

Waéhrend das arithmetische Mittel die Summe der quadrierten Abwei-
chungen Z(x, - M)2 minimiert, besitzt der Median diese Eigenschaft
hinsichtlich der Summe der absoluten Abweichungen, d.h. Z|x, - X
ist minimal. Beide Eigenschaften haben auch bei der Konstruktion von
Streuungsmal3en eine Bedeutung.

5. Transformation

Der Median erfullt M3 fir alle streng monotonen Transformationen,
welche die Relthenfolge der Merkmalswerte nicht &ndern. Bel nicht
streng monotonen Transformationen 183 sich der Median der trans-
formierten Daten im allgemeinen nicht dadurch bestimmen, dass man
auf den Median der Ursprungswerte dieselbe Transformation anwen-
det. Mithin setzt eine Anwendung des Medians ein mindestens ordinal
skaliertes Merkmal voraus.
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6. Adggregation
Im allgemeinen &3t sich der Median einer Gesamtheit nicht aus den
Medianen von Teilgesamtheiten bestimmen. Es ist daher erforderlich,
aus alen geordneten Reihen der Tellgesamtheiten, eine einzige geord-
nete Relhe der aus den Tellgesamtheiten bestehenden Gesamtheit zu
bilden.

7. Klassierte Daten
Bei klassierten Daten erfillt der Median X, 5 néherungsweise die Be-
dingung H(x < X,5) = 0,5. Ein Naherungswert fir den Zentralwert
wird durch Interpolation bestimmt. Man ermittelt hierzu zunéchst die
Medianklasse (d.h. die Klasse, in die der Median "fallt") k mit der Ei-
genschaft (mit x; = Klassenober grenze der Klasser):

H,.. < 0,5 <H,, S0 dass gilt x,'; < Xo5 < X . |

Der Naherungswert fir den Median I&sst sich dann als Summe aus der
Klassenuntergrenze x,/; der Medianklasse und einem Anteil der Klas-
senbreite b, der k-ten Klasse (Medianklasse) definieren, der durch den
Proportionalitéatsfaktor (0,5 - H,_;)/h, gegeben ist (vgl. auch Abb. 4.9):
Interpolation des Medians:

(4.26) Xos =1+ b(0,5- H)lh, |

Diese Formel ist unschwer aus einem "Dreisatz" zu entwickeln, denn
offensichtlich gilt fur den Betrag z, der zur Untergrenze x,'; der Me-
dianklasse hinzuzuaddieren ist, gem. Abb. 4.9:

Z/(%2- Hy.y) = b/hy, sodass Xy5 = X3 + Z.

Der Einfachheit halber unterscheiden wir hier in der Notation nicht zwischen dem
unbekannten Median und seinem Naherungswert. Mit Gl. 4.26 erhdt man eine umso
bessere Approximation, je mehr sich die Verteilung innerhalb der Medianklasse k einer
Gleichverteilung (im Sinne gleicher Haufigkeiten aler Werte innerhalb der Klasse)
ndhert. Z 1803t sich analog zu Gl. 4.26 auch aus den kumulierten absoluten Haufigkeiten
Ny bestimmen.
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Abb. 4.9: Bestimmung des M edians mit
Interpolation aus der Summenhaufigkeitskurve

0,5+

Beispiel 4.7:
Bel einer Untersuchung der Lebensdauer (in Jahren) von 600 Fernsehgeré-

ten eines bestimmten Typs ergaben sich die im folgenden aufgefihrten
Werte, deren Median (Zentralwert) zu bestimmen ist.

k X, ) N, h, H,

1 0-2 21 0,035 0,035
2 2-4 178 0,297 0,332
3 4-6 255 0,425 0,757
4 6-8 123 | 0,205 0,962
5 Uber 8 23 0,038 1,000

) Lebensdauer von - bis unter - Jahre

Losung 4.7:

Aus der Spalte H, ist zu erkennen, dass k = 3 die Medianklasse ist, well
die bis zu Beginn der dritten Klasse erreichte kumulierte Haufigkeit
33,2% ist, wahrend sie am Ende dieser Klasse 75,7% betragt. Es gilt also
mit der Interpolationsformel (Gl. 4.26):

Untergrenze der Medianklasse 4, Breite b, = 2, relative Haufigkeit h, =
0,425 und bei Beginn der Medianklasse H,; = 0,332. Alsoist X, g5 =4 +
2(0,5- 0,332)/0,425 = 4,791.
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Beispiel 4.8: Der optimale Standort des Stehgeigers von Budapest

Laszl6 Varga mochte den Bewohnern der Hauser

A bis D der Bartok-Stral3e seine Sonate in d-moll PRIE ..
op. 125 zu Gehdr bringen. Dabei wiinscht der Sk s
TonkUnstler, dass ale 25 Familien moglichst ‘j{- :

gleich gut die Gelegenheit haben, die Sonate zu ]
héren und zu wiirdigen. . «j- A
Wo sollte sich Varga hinstellen, wenn die Stral3e .

wie folgt aussient (Im i-ten Haus, das x; Meter Ll

e

vom Beginn der Stral?e entfernt ist, wohnen n
Familien): M

X n; N;

0 3 3

10 4 7

20 1 8

30 2 10

35 3 13

50 2 15

Man erkldare anhand dieser Aufgabe auch die o 1]
"Minimumeigenschaft" des Medians!

L6sung 4.8:

Um von alen potentiellen Horern (und Zahlern) gleich weit entfernt zu
sein, sollte sich Varga in den Medianpunkt stellen. Der Median hat die
geringste Summe der absoluten Abweichungen. Er betragt in diesem Fall
Xo5 = 20, da bei n = 15 Familien der Median der 8-te [8=(15+1)/2] Wert
ist. Das arithmetische Mittel betrégt 21,667. Mit d,; sollen die Abstande
(absolute Abweichungen) vom Median bezeichnet werden, mit d, die
Abstdnde vom Wert x = 22, mit d,; die Abweichungen von x = 18 und mit
d, die Absténde von x = 19:
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x=z=20 X=22 x=18 x=19
X, N | dy dzin d dyn dy dyhn; dy dyny
0 3| 20 60 22 66 18 54 19 57
10 4| 10 40 12 48 8 32 9 36
20 1| O 0 2 2 2 2 1 1
30 2| 10 20 8 16 12 24 11 22
35 3| 15 45 13 39 17 51 16 48
5 2| 30 60 28 56 32 64 31 62
> 225 227 227 226

Wie man sieht, ist die Summe der Abstande vom Median (20) kleiner als
von den benachbarten Positionen (x = 18, 19 oder 22).

b) Quantile

Quantile teilen eine Verteillung in Abschnitte gleicher Haufigkeit ein, so
beispielsweise:

o zwe TerzileT,, T, indrei Abschnitte mit den relativen Haufigkeiten
h, = /3 (fir das Intervall x < T,), h, = 1/3 (fir das Intervall T, <x <
T,)und hy; = 1/3 (fur x < T))

o drei Quartile Q;, Q, = X5 (Median) und Q, in vier Abschnitte mit

den relativen Haufigkeitenh, = ... = h, = 1/4
e vier Quintilein funf Abschnittemith; =...=h;=0,2
¢ neun Dezilein zehn Abschnitte mit h, = ... = h,; = 0,1.

Das allgemeine Konzept ist das des Quantils (oder p-Quantils), wovon
Terzile, Quartile, Quintile und Dezile Speziafdlle sind. Es handelt sich
dabel um Lageparameter im allgemeinen Sinne. Nur das zweite Quartil,
das identisch mit dem Median ist, kann als Mittelwert bezeichnet werden.

Def. 4.8: Quantil

Das Merkmal X sei mindestens ordinalskaliert. [c] bedeutet "ganze Zahl,
die kleiner oder gleich cist" (Gauf3klammer).
Dann heif3t die Mal3zahl

497 % _{ X [np+1)). wenn np nicht ganzzahlig ist
(4.27) %, = YoAX o1 X o 11) wenn np ganzzahlig ist

p-Quantil (0<p<1).
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Spezielle Quantile und Anzahl der Intervalle
Zentile (Perzentile) 100 | Quintile 5
Vigintile 20 | Quartile 4
Dezile 10| Terzile 3

Bemerkungen zu Def.4.8:

1

Def. 4.8 ist eine Verallgemeinerung von Def. 4.7 fUr den Zentralwert,
der das Quantil fur p = 0,5 darstellt.

Die p-Quantile teilen die Daten in zwel Gruppen auf. Unterhalb von
ip befinden sich hdochstens 100-p% der Merkmal swerte und oberhalb
von ip befinden sich héchstens 100(1-p)% der Merkmalswerte. So-
fern np ganzzahlig ist, gelten diese Prozentsétze exakt. Gl. 4.27 kann
ohne Schwierigkeiten auch bei gruppierten Daten angewendet werden.

Genau dann, wenn np nicht ganzzahlig ist, sind Quantile realisierte
Merkmalswerte. Fir ganzzahlige Werte np ist die Intervalmitte zwi-
schen den beiden benachbarten Werten X, und X,y der geordneten

Reihe zu betrachten.

Klassierte Daten:

Bei klassierten Daten kdnnen p-Quantile geometrisch leicht gedeutet
werden. Ein p-Quantil ist derjenige Wert, bei dem die empirische
Vertellungsfunktion H(x) den Wert p annimmt. Es kann im allgemei-
nen nur ndherungsweise durch Interpolation bestimmt werden. Die
Berechnungsformel ist analog zu Gl. 4.26. Ist k die Klasse, in die das
p-Quantil X, féllt, dann ist X, ndherungsweise durch

gegeben.

Die p-Quantile sind Funktionswerte der inversen Verteilungsfunktion
G[H(X)] = G(H) (vgl. Kap.3, Def. 3.3). So erhdt man beispielsweise
den Median Z = X5 durch die Lésung der Gleichung Z = G(0,5) und
die beiden Quartile Q; und Q; sind durch die Funktionswerte Q; =
G(0,25) und Q, = G(0,75) der Funktion G(H) gegeben.

Aus Quantilen lassen sich durch Mittelung Lageparameter herleiten,
etwadie

| Quartilsmitte  ¥2(Q,+Q,) |
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oder entsprechend die Dezilsmitte ¥2(D,+D,). Ein Grenzfall ist
| (4-28) Xm = 1/Z(Xmin-l_xmax) |

bekannt als der "Mittel punkt” [midpoint oder midrange] (des Streube-
reichs), der auch "midrange" genannt wird. Man kann X, herleiten aus
einer Minimierungsaufgabe: X, ist das Minimum der maximalen
Abstande der Werte x,, von einem festen Wert ¢, was in Aufgabe 4.10
demonstriert wird:

max X, - Xl < max X, - c|.

Im Unterschied zur Quartilsmitte ist X, sehr schnell durch extreme
Werte verzerrt. Deshalb kann X, keine Alternative zu weniger sensi-
blen Mittelwerten sein.

Beispiel 4.9:
Die Untersuchung eines Einzelhandlers tber die Umsatzzahlen U, (DM

pro Tag) der 10 im Sortiment befindlichen Radiotypen ergab die folgen-
den Werte U, : 350, 420, 780, 890, 975, 1010, 1170, 1230, 1680, und 1910

a) Man bestimme die Quartile Q, (das untere Quartil) und Q; (oberes
Quartil) sowie die Quartilsmitte! Unterscheiden sich Median und
Quartilsmitte?

b) Man verfahre entsprechend, wenn sich die Statistik nur auf (die er-
sten) acht Radiotypen erstreckt.

L6sung 4.9:

a) zehn Radiotypen
Unteres Quartil Q,:
p = 0,25. Dann ist np = 2,5 (nicht ganzzahlig!), so dass nach Def. 4.8
X, der Wert Xno.qpy ist. Nunist np+1=35. Die Gaulklammer
bedeutet "ganze Zahl, die kleiner oder gleich 3,5 ist", also die Zahl 3.
Folglichist Q; = X5, = 780.
Oberes Quartil Q:
p = 0,75. Die entsprechende Betrachtung fuhrt zu Q; = X = 1230.
Die Quartilsmitte ist folglich 1005. Bei der Bestimmung des Zentral-
werts (Medians) ist Def. 4.8 mit p = 0,5 anzuwenden: der Median ist
somit %2 [X ) + Xnprny] = 72 [X(5) + Xg] = ¥2(975 + 1010) =992,5 (im
Unterschied zur Quartilsmitte, die 1005 betragt).

b) acht Radiotypen
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Q,: Indiesem Fall ist np = 8:0,25 = 2 also ganzzahlig, so dass Q, als
Mittelwert aus X, und Xp.1), alS0 aUS X5 = 420 und X5 =780 zu
bestimmen ist (Q, ist aso 600);

Qs: das obere Quartil ist das ungewogene Mittel aus X = 1010 und
Xz = 1170 aso 1090. Die Quartilsmitte ist %2(600+1090) = 845 (der
Median ist dagegen ¥2(890+975) = 932,5 also nicht identisch mit der
Quartilsmitte).

Beispiel 4.10:

Man zeige fur die folgenden Daten x: 10,12,15,18,22, dass fur die
midrange max, (Gl. 4.28) gilt: max |x, - m@xm| < max X, - ¢| (mitcals
einer von max,, verschiedenen Konstanten).

L 6sung 4.10:

In diesem Fall gilt x = %(10+22) = 16. Die Abweichungen der einzelnen
Werte von verschiedenen Werten fur ¢ betragen:

Daten Abweichungen von ¢

Xy c=12| c=13| c=14| c=15| c=16] c=17] c=18] c=19] c=20

10 2 3 4 5 6 7 8 9 10

12 0 1 2 3 4 5 6 7 8

15 3 2 1 0 1 2 3 4 5

18 6 5 4 3 2 1 0 1 2

22 10 9 8 7 6 5 4 3 2
max |x, - ¢| | 10 9 8 7 6 7 8 9 10

Wie man sieht ist die geringste Maximalabweichung 6. Das ist die Abwei-
chung von c =x, = 16.

c) Modus (dichtester Wert, haufigster Wert)

Def. 4.9: Modus

Existiert bel einer diskreten Variable (einem diskreten Merkmal) X mit
den Merkmal sauspragungen x; genau ein Merkmalswert X,,, so dass

(4.29) h(x=X%)= max h(x;),

SO ist dieser Wert der Modus X,, [oder D] (oder der Modalwert, der
dichteste- bzw. haufigste Wert).

Der Modus ist derjenige Merkmal swert, der in einer Haufigkeitsverteilung
am haufigsten vorkommt.
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Bemerkungen zu Def. 4.9:

1

Waéhrend zur Bestimmung des Medians aus Einzelwerten eine geord-
nete Reihe gebildet werden muss, sind zur Ermittlung des Modus die
Einzelwerte zu gruppieren. Die Bestimmung des Modus ist auch sinn-
voll, wenn eine Klassierung vorgenommen wurde (d.h. bel ener
klassierten Verteilung). Die Lage (der Wert) des Modus (der Modal-
klasse) kann dann aber durch unterschiedliche Arten der Klassenbil-
dung verschoben werden (vgl. auch Bem. Nr. 6).

Mit dem Modus verbindet man eine gewisse Vorstellung von Nor-
malitdt und Ublichkeit. Mit "normal” ist meist der haufigste Wert (der
Gipfel einer Vertellung) gemeint. Bei unklassierten Daten ist der Mo-
dus immer ein realisierter Wert, was bei den anderen Lageparametern
nicht notwendig der Fall zu sein braucht, so dass er sich durch hohe
Realitétsnahe auszeichnet.

Transformation und Skaleneigenschaft: Es gilt bei einer eineindeutigen Transforma-
tion x"; = f(x;) fur den Modus der transformierten Werte D* = f(D). Der Modus ist
also schon bei nur nominalskalierten Merkmalen ein sinnvolles Lagemal3.

Die Bestimmung des Modus macht wenig Sinn, wenn die Verteilung nicht
eingipflig (unimodal) ist. Bei einer U-formigen Haufigkeitsverteilung nennt man ein
lokales Minimum auch Antimodus.

Ein extremer Fall der Abstandsmessung ist die Verabredung, den Wert d,, = d(x,,,X)
(d bedeutet Distanz zwischen x,, und x) wie folgt zu definieren:

d, =0wennx, =xundd,=1wennx, #X

(x ist ein beliebiger Wert fur das Merkmal X [eine beliebige Merkmal sausprégung])
Der Modus ist dann derjenige Wert von x, fir den gilt =d, = n}(in ,dennist x =Xy,

so wird d,, = 0 haufiger als bei allen anderen Werten fiir x vergeben.

Das zeigt erneut, dass man Mittelwerte aufgrund von Extremwerten von
"Gesamtabstdnden” definieren kann: das arithmetische Mittel ist wegen Satz 4.2 der-
jenige Wert x, fur den die GroRRe X(x, - x)2, also die Summe der quadrierten Ab-
sténde minimal ist.

Klassierte Daten

Bel einer klassierten Verteilung begniigt man sich im allgemeinen mit einer Angabe
der Modaklasse d, also der Klasse, deren (relative) Haufigkeit die gréfte der
Haufigkeitsverteilung ist. Als Modus gilt dann die Klassenmitte my der
Modalklasse. Seltener bestimmt man den Modus durch Interpolation. Sofern die
modale Klasse d sowie die beiden angrenzenden Klassen die gleiche Breite by
haben, ist der Modus:

[(430) X\, =D = x4+ (Ab)/(A+B) |
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mit der Klassenuntergrenze x'y der Modalklasse und den beiden Differenzen
von relativen Haufigkeiten der benachbarten Klassen A= hy- hy; und B=hy - hy, 1.
Der Modus D rickt damit ndher an die jewells starker besetzte der beiden
benachbarten Klassen (in Abb.4.10 an die Klasse d+1).

Beispiel 4.11:
Man bestimme den Modus nach Gl. 4.30 fir das Beispiel 4.2!

Losung 4.11:

Die Modalklasse ist die Klasse 5. Die Klassenbreiten der 5-ten und an-
grenzenden Klassen sind by = 400DM. Die Untergrenze der Modalklasse
betragt 2200DM. Ferner ist A = (37-31)/150 und B = 15/150, so dass man
Xy, = D = 2200 + (6/21)400 = 2314,29 erhdlt.

ADbb.4.10: Interpolation des Modus

hd+1

X', D X,
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1. Streuungsbegriff und Eigenschaften von
Streuungsmalien

a) Begriff der Streuung (Dispersion)

Streuungsmal3e sind einmal beschreibende Statistiken von Haufigkeitsver-
teilungen und zum anderen auch bedeutsam fir die Beurteilung statisti-
scher Berechnungen. Sie dienen

1. der Charakterisierung der Variabilitdt eines Merkmals oder, gleichbe-
deutend, der Ausbreitung einer Haufigkeitsverteilung und der Homo-
genitédt einer statistischen Masse, d.h. der Ahnlichkeit ihrer Einheiten,
bzw. der Distanz zwischen ihnen;

2. der Beurtellung der Glte einer Schdtzung (z.B. aufgrund einer Stich-
probe) oder der Treffsicherheit einer Prognose, sowie der Messung
von Konzepten wie Risiko, Zuverlassigkeit und Fehleranfalligkeit.
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2ul:

Streuungsmal3e sind wichtige Erganzungen zu den Mittelwerten, die die
zentrale Tendenz einer Verteilung widerspiegeln sollen. Bei geringer
Streuung ist ein Mittelwert eher ein typischer Wert einer Verteilung, als
bei einer starken Variabilitét der Daten.

Fur bestimmte Probleme kann die Streuung (Dispersion) einer Haufigkeitsverteilung
sogar wichtiger sein als der Mittelwert. Bei zwei Garnsorten A und B kann z.B. das Garn
A zwar eine grof3ere mittlere Reif¥festigkeit als das Garn B haben, trotzdem kann B dem
Garn A vorgezogen werden, weil die Variabilitdt des Garns A im Vergleich zu Garn B
derart grof3 ist, dass der Anteill der Fadenbriiche aufgrund eines héaufigeren
Unterschreitens der kritischen Reif¥festigkeit beim Garn A nicht akzeptabel ist.

u2:

Die Streuung ist auch von Bedeutung fir die Beurteillung der Treffsicher-
heit einer datistischen Prognose, die in der Regel auf einem
stochastischen Modell beruht, und sie ist generell von Bedeutung fir die
Stichprobentheorie.

Wiein der Induktiven Statistik zu zeigen sein wird, ist der fir eine gegebene Genauigkeit
und Sicherheit der Schatzung erforderliche Stichprobenumfang eine Funktion eines
Streuungsmal3es der Grundgesamtheit. Man kann sich dies leicht anhand des folgenden
Extremfalles klar machen: Sind alle Einheiten der Grundgesamtheit in bezug auf das
Merkmal X gleich (ist also die Streuung der Variablen X in der Grundgesamtheit Null),
so geniigt ein Stichprobenumfang von n=1, also einer Einheit, um mit Sicherheit und
ohne Fehler Aussagen Uber die Grundgesamtheit machen zu kdnnen. Haufig werden, wie
hier, die Begriffe Streuung und Dispersion als synonym betrachtet. Bei einigen Autoren
(z.B. Ferschl) wird der Begriff Dispersion jedoch eingeschrénkt auf relative
Streuungsmal3e (auch Streuungskoeffizienten genannt), die dimensionslos sind und als
Quotient aus einem absoluten Streuungsmal3 und einem Lagemal’ gebildet werden (vgl.
Abschn. 1d).

Beispiel 5.1 soll das Konzept der Streuung anhand verschiedener Haufig-
keitsverteilungen veranschaulichen (Abb. 5.1). Dabei wird jeweils die Va
rianz berechnet, ein Streuungsmal3, das jedoch erst an spéterer Stelle
(Abschn. 2) definiert wird.

Beispiel 5.1:
Gegeben seien die folgenden drel Haufigkeitsverteilungen mit jeweils
gleichem arithmetischen Mittel x,” = 3 und zunehmender Streuung (was
anhand der Abb. 5.1 leicht zu beurteilen ist, da ale Verteilungen symme-
trisch sind):



Kapitel 5: Streuungsmalle 85

Verteilung A Verteillung B Verteillung C

X h X h X h
1 0,1
2 0,2 2 0,2
3 1,0 3 0,6 3 04
4 0,2 4 0,2
5 0,1

L6sung 5.1:

Es ist ganz offensichtlich, dass in Abb.5.1 die Streuung von links nach
rechts zunimmt. Verteilung A ist eine sog. Einpunktverteilung; alle
Merkmalswerte sind gleich und die Streuung ist deshalb Null. Die Streu-
ung, gemessen an der Varianzist bei A: 0, bel B: 0,4 und bei C: 1,2.

Abb. 5.1
1,0
0,6
0,4
0,2 0,2 0,2 0,2
! 0,1 0,1
1112\3\4151)( }1\2\‘?’{4\5})( \1\2\3\4\5\)(

b) Konstruktion von Mal3en der absoluten Streuung

Es gibt drei Konstruktionsprinzipien nach denen die gebrauchlichen
Mal3e der absoluten Streuung gebildet werden, wenn das Merkmal X me-
trisch skaliert ist, a'so das Konzept des Abstands sinnvoll istl. Ein Streu-
ungsmal? kann danach berechnet werden als Mal3zahl aus:

1. Abstanden der Merkmalswerte von einem Lageparameter, z.B. von
einem Mittelwert (nach diesem Prinzip sind die folgenden Streu-
ungsmalde konstruiert: durchschnittliche Abweichung, Medianab-
weichung, Varianz und Standardabweichung),

1 Zu Streuungsmafien fiir nicht-metrisch skalierte Merkmale vgl. Exkurs am Ende von
Abschnitt 3.
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2. dem Abstand zweier Ordnungsstatistiken (Beispiele: Spannweite
[range] oder mittlerer Quartilsabstand),

3. Abstanden der Merkmalswerte untereinander (z.B. Ginis Mald).

Streuungsmal3e, die Mittelwerte der Abstéande der Beobachtungen von ei-
nem Mittelwert darstellen (Konstruktionsprinzip Nr. 1) unterscheiden sich
nach

e der Art des Mittelwerts von dem die Abstande gemessen werden und
e nach der Art des Mittelwerts mit dem die Abstéande gemittelt werden.

Ubersicht 5.1 zeigt diese Zusammenhange fiir einige besonders gebrauch-
liche Streuungsmale.

Ubersicht 5.1: SreuungsmaRe nach dem Konstruktionsprinzip Nr. 1

Abweichung vom | Mittel der Abweichungen Streuungsmal3
arithmet. Mittel quadratisches Mittel Standardabweichung
arithmet. Mittel™) arithmetisches Mittel Varianz
Median™) arithmetisches Mittel durchschn. Abweich.
Median™) Median M edianabwei chung

*

quadrierte Abweichungen vom arithmetischen Mittel
absolute Abweichungen vom Median (Zentralwert)

)
Man kann sich aufgrund des Schemas der Ubers. 5.1 auch weitere Streu-
ungsmalie vorstellen, z.B. bei Verwendung des harmonischen Mittels. Da
sich wegen der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels posi-
tive und negative Abweichungen gegenseitig aufheben, so dass stets gilt
2(x, - X) = 0, ist eine arithmetische Mittelung nur bel anders definierten
Absténden sinnvoll. Man kann

e absolute Abweichungen X [x, - X|, oder aber

e quadrierte Abweichungen X (X, - X)2 bilden,

denn in beiden Félen ist die Summe nichtnegativ und auch nicht notwen-
dig Null (womit sie ohne jede Aussagefahigkeit wére).

Der erste Weg ist von Laplace vorgeschlagen worden und wird bel der
durchschnittlichen Abweichung benutzt, der zweite Weg geht auf Gaufl3
zurtick und wird bei der Varianz angewendet.
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Beide Prinzipien sind auch bel der Konstruktion von Distanzmal3en in der Statistik ge-
brauchlich: die Summe absoluter Abweichungen wird benutzt bei der sog. City-Block-
Distanz und die (bei der Standardabweichung verwendete) Wurzel aus der Summe der
quadrierten Abweichungen ist die euklidische Distanz.

Geht man bel n Beobachtungen von einem n-dimensionalen Koordinatensystem aus,
etwa zur graphischen Veranschaulichung von n=2 (Abb. 5.2), so sind die Daten
darstellbar als ein Punkt (in Abb. 5.2 der Punkt P) und das arithmetische Mittel ebenfalls
alsein Punkt (in Abb. 5.2 der Punkt M mit den Koordinaten 5 und 5).

Abb. 5.2: Euklidische- und City-Block-Distanz

‘
I I I I | I
T T 1 T 1 T

1 2 3 4 5 6 7

(=Y

In der Abb. 5.2 ist von den Werten x; = 3 und X, = 7 ausgegangen worden, so dass X =5
und X [x,, - X|] = |3-5| + [7-5] = 4 (das ist die Gesamtlange des Weges von P uber A nach
M) und £ (x, - X)2 = 8, was das Quadrat der euklidischen Distanz zwischen M und P ist.
Wéhrend diese Distanz quasi die Luftlinie zwischen M und P darstellt, basiert die City-
Block-Distanz auf der Vorstellung einer schachbrettartig aufgebauten Stadt, in der man
von einem Punkt zum anderen durch Abschreiten rechtwinkliger Stafenziige gelangt.
Eine graphische Darstellung ist natiirlich auch bei n=3 méglich. Dass Streuungsmessung
und Distanzmessung miteinander verwandt sind, ist kein Zufall, denn die Streuung soll ja
Ausdruck der Homogenitét oder Heterogenitédt eines Datensatzes sein. Beide Distanzen,
die euklidische- und die City-Block-Distanz sind Spezialfélle der Minkowski-Distanz :

n T
Aoy = {Z|XV -x[ } namlich fur r=1 und r=2.

v=1
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Weitere Bemerkungen zu den Konstruktionsprinzipien:

1

Da bei allen diesen Konstruktionsprinzipien eine Abstandsmessung
vorliegt, kénnen die Ublicherweise verwendeten Streuungsmal3e nur
fur mindestens intervallskalierte Merkmale sinnvoll gebildet werden.
Es gibt aber auch Streuungsmalie wie z.B. die Entropie und die im
nachfolgenden Exkurs genannten Mal3e (z.B. Diversitét), die nicht in
dieses Schema der drei Konstruktionsprinzipien passen und deshalb
auch keine metrische Skala voraussetzen.

Die Konstruktionsprinzipien héngen untereinander durchaus zusam-
men. So ist z.B. die Varianz aus quadrierten Abstanden der Merk-
malswerte vom arithmetischen Mittel gebildet (Konstruktionsprinzip
Nr.1). Man kann die Varianz aber auch als ein Vielfaches der Summe
der quadrierten Abweichungen der Merkmalswerte untereinander
(Prinzip Nr. 3) darstellen (vgl. hierzu Satz 5.1).

Das Prinzip Nr. 2 wird auch bel der Messung der Schiefe angewendet.

Wenn auch das erste Konstruktionsprinzip am haufigsten angewandt
wird, so hat doch das zweite mit der Verbreitung der explorativen
Datenanalyse an Bedeutung gewonnen. Eine interessante Verknlp-
fung der beiden letzten Konstruktionsprinzipien stellt ein sog. Gini-
like-Streuungsmal? dar, das resistent gegeniiber Ausreif3ern ist.

c) Axiomatik absoluter Streuungsmalie

Absolute Streuungsmal3e (S) sind Verteilungsmaldzahlen, die unter Be-
riicksichtigung des Skalenniveaus die Axiome S1 bis $4 erfillen.

S1

Ein absolutes Streuungsmald S soll den Wert Null annehmen, falls x,
=X, = ... = X, = X gilt, d.h. wenn alle Merkmal swerte identisch sind.

S2

Sofern mindestens zwei Merkmalswerte x; und x; voneinander ver-
schieden sind, ist S>0 (i,j = 1,2,...,n).

S3

Ersetzt man den Beobachtungswert x, aus der Folge der Beobach-
tungen x, (v = 1,2,...,n) durch den neuen Wert x,,, so dass die Summe
der absoluten Abweichungen von x, von alen Ubrigen
Werten

grofer ist als die Summe der absoluten Abweichungen von x, von
allen Ubrigen Werten, so soll das Streuungsmal3 S nicht abnehmen.
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$4 Invarianz gegeniber  Verschiebungen des  Nullpunkts
(Trandationen) aber nicht gegentiber Mal3stabsanderungen: Falls S
die Maleinheit der Merkmalswerte x,,X,,...,X,, hat, soll fur die
Streuung S, der mit 'y, = at+bx, transformierten Variablen X gelten:
S = |blS, [b| > 0. Fur ein absolutes Streuungsmald mit der
quadrierten Mal3einheit der Merkmalswerte soll dann gelten S, =

b2S,.

Bemerkungen zu den Axiomen:

1. Ein Streuungsmald S sollte nichtnegativ sein (S > 0), denn die
"Streuung" ist ein durch ihr Ausmal3, nicht durch Ausmal? und Rich-
tung zu kennzeichnender Tatbestand. Nach den Axiomen S1 und S2
ist ein Streuungsmald S dann, und nur dann Null, wenn alle beobachte-
ten Werte x, gleich sind (bzw. [trivialer Fall] bei n = 1). Eine Ober-
grenze ist fur S nicht vorgesehen, d.h. die Streuung ist nichtnegativ
aber auch betragsméaldig nicht beschrankt, wenn nicht besondere Ein-
schrénkungen beziglich der X-Variable gemacht werden. Mit den
Merkmalswerten x;, = x und x, = X + nist z.B. die Varianz als Streu-
ungsmald n? h, h,, was mit wachsendem n tber alle Grenzen zunimmt.

2. Axiom S3 geht von der intuitiven Vorstellung der "Streuung” aus. Je
mehr die Beobachtungswerte voneinander differieren, desto grof3er
sollte ein Streuungsmal3 sein. Wirde man anstelle der obigen Formu-
lierung von S3 auf Abweichungen von einem Mittelwert abstellen,
dann entstiinde das Problem der Wahl eines geeigneten Mittelwerts.
Ein so formuliertes Axiom wirde zu stark auf eines der genannten
Konstruktionsprinzipien von Streuungsmal3en Bezug nehmen.

3. Axiom $4 bedeutet, dass ein Streuungsmal3 invariant sein soll gegen-
Uber
a) Verschiebungen des Nullpunkts (Translation) mit der Groéfe a, d.h.
es soll "verschiebungsinvariant” sein,

b)Verénderungen der Skaleneinheit (Malistabsdnderung) in dem
Sinne, dass eine Ver-b-fachung (b # 0) der Beobachtungswerte zu
einem b-fachen Streuungsmald fuhrt, fals S die Mal3einheit der
Merkmal swerte hat.
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4. Die Axiome S3 und $4 stellen auf mindestens intervallskalierte
Merkmale ab. Bei Streuungsmal3en, die fur nominal- oder ordinalska-
lierte Merkmale konzipiert sind, gelten sie nicht.

d) Relative Streuung

Def. 5.1: Relative Streuunq

Die Mal3e der relativen Streuung (S,) sind definiert als Quotienten eines
absoluten Streuungsmales S und eines Lokalisationsmal’es M (wenn M =
0),

61 S=

sofern Sdie Malkeinheit der Merkmal swerte hat.

Bemerkungen zu Def. 5.1:

1. Dass absolute Streuungsmal3e S die Mal3einheit der Merkmalswerte
haben sollten, gewahrleistet, dass ein relatives Streuungsmal? dimensi-
onsosist.

2. Relative Streuungsmal3e lassen sich sinnvoll nur fir mindestens inter-
vallskalierte Merkmale interpretieren. Vergleicht man Haufigkeitsver-
teilungen, bei denen sich die GréRenordnung der Merkmal swerte stark
unterscheidet, dann sind sie aussagefahiger als absolute Streuungs-
mal3e. Beim Konzept der relativen Streuung wird die Grélenordnung
der Merkmalswerte durch Mal3e der zentralen Tendenz widergespie-
gelt. Deshalb soll die fur absolute Streuungsmal3e im Axiom $4
geforderte Verschiebungsinvarianz hier gerade nicht erflllt sein. Ein
relatives Streuungsmald besitzt demzufolge Eigenschaften, die bei
Disparitatsmal3en als Axiome gefordert werden (vgl. Kapitel 6).

2. Varianz und Standar dabweichung

a) Berechnung und Eigenschaften

Varianz und Standardabweichung sind die bekanntesten und am haufig-
sten benutzten Streuungsmal3e. Sie sind aus quadrierten Abstéanden der
Merkmalswerte vom arithmetischen Mittel gebildet (oben Konstruktions-
prinzip Nr.1 genannt). Man kann die Varianz aber auch in ein Vielfaches
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der Summe der quadrierten Abweichungen der Merkmalswerte unterein-
ander umformen (vgl. Satz 5.1).

Def. 5.2: Varianz und Standar dabweichung

a)

b)

Die Varianz s? eines mindestens intervallskalierten Merkmals X ist,
wenn sie aus den einzelnen Merkmalswerten X,,X,,....X,, berechnet
wird (ungewogener Ansatz), gegeben durch

5.2 &= % z (x, -X)2 v=12..n

und wenn sie aus einer Haufigkeitsverteilung (nicht aber bei klassier-
ter Verteilung), d.h. aus den Merkmalsauspragungen X;,X,,...,X,, be-
rechnet wird (gewogener Ansatz), gilt

Die positive Quadratwurzel aus der Varianz heil3t Standardabwei-
chung s

(54) s=+=. |

Bemerkungen zur Def. 5.2:

1

Die Varianz 2 und die Standardabweichung s erfillen die Axiome S1
und S2. Gilt fur dlev (v=1,2,...,n) X, = X, so folgt s> =s=0. Falses
auch nur einen Wert x, gibt, der nicht identisch mit x ist, so folgt
hierauss2> 0.

Die Gultigkeit des Axioms S3 ergibt sich unmittelbar aus Satz 5.1,
nach dem die Varianz ¢ as die (1/n?)-fache Summe der Abwei-
chungsquadrate (x;-X;)?, i<j, dargestellt werden kann.

Mit 'y, = a+ bx, fur dle v und b # 0 ist die Varianz ,, des zum
Merkmal (zur Variablen) Y transformierten Merkmals X durch

s :%Z(YV-Y)2 :%2[a+bxv-(a+bx)]2 =R

und die Standardabweichung s, durch s, = |b| s, gegeben. Mithin ist
das Axiom $4 erfullt.

Die Standardabweichung s ist das quadratische Mittel der Abwei-
chungen (x, - X) der Merkmal swerte vom arithmetischen Mittel. Sieist
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besonders anschaulich im Falle [anndhernd] normalverteilter Vari-
ablen (Lage der Wendepunkte) [Induktive Statistik].

Nach dem Verschiebungssatz (Satz 5.2) kann die Varianz bei Einzel-
beobachtungen auch wie folgt geschrieben werden:

1
(55) £=LIx2-%2

bzw. bel einer Haufigkeitstabelle:

1
(56) = Exin-x2= Zx;h -x?

Um die Auswirkungen von Rundungsfehlern zu begrenzen, empfiehlt
sich insbesondere bei der Entwicklung von Computerprogrammen s?
nach GlI. 5.5 bzw. 5.6 zu berechnen.

Der Verschiebungssatz gem. Bem. Nr. 5 ist ein Spezialfall des Stei-
nerschen Verschiebungssatzes. Die Varianz s? 183 sich danach auch
mittels der folgenden Beziehung berechnen:

(5.7) = % 2 (Xi-c)2n-(x-c)2.

Hierbel ist ¢ eine beliebige reelle Zahl. Der erste Summand auf der
rechten Seite von Gl. 5.7 ist die um ¢ berechnete Varianz, die man mit
&, bezeichnen kann. Zwischen ? (oder %) und s2 besteht nach GI.5.7
die folgende Beziehung:

(5.79) £=5-(Xx-c)?2 (Steinerscher Verschiebungssatz).

Aus Gl. 5.7aist unmittelbar zu erkennen:

e die Minimumeigenschaft des arithmetischen Mittels (s2 ist minimal
flr x = c) und

e mt ¢ = 0 ehdt man Gl. 55 ds Spezidfal des
V erschiebungssatzes von Steiner.

Eine weitere Darstellungsart der Varianz wird im Satz 5.3 angegeben.

Ersetzt man das arithmetische Mittel X in s2 durch einen anderen Mit-
telwert M, so spricht man von der mittleren quadratischen Abwei-
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10.

chung s3 = nt X (x, - M)2. Aus der Minimumeigenschaft des arith-
metischen Mittels folgt, dass s? < s3.

In Satz 5.4 wird der Einflul? einer zusétzlichen Beobachtung auf die
Varianz untersucht. Danach reduziert die neue Beobachtung x,,,, die
Varianz, fallsihr Abstand vom arithmetischen Mittel das+/(n+1)/n-fa-
che der urspriinglichen Standardabweichung unterschreitet. Ein Aus-
reil3er kann dagegen die Varianz Uber alle Grenzen hinaus wachsen
lassen, was zeigt, dass 2 keine resistente Mal3zahl der Streuung ist.

Eine wichtige Eigenschaft der Varianz ist die im Satz 5.5 gezeigte
Streuungszerlegung. Danach &M% sich die Varianz s? der Variablen
X fur die aus r Teilgesamtheiten mit den Umféangen n,,n,,...,n, zu-
sammengesetzten Gesamtheit zerlegen in eine externe Varianz s2, und
eine interne Varianz s, so dass gilt

(58 $=sz+si. |

Die externe und die interne Varianz sind jewells gewogene Mittel-
werte. Und zwar ist die externe Varianz

(59 2= Th(X-%? mith="*

ein gewogenes Mittel der quadrierten Abstande zwischen den r Mit-
telwerten der Teilgesamtheiten und dem Gesamtmittelwert X.

Die interne Varianz ist demgegentber das gewogene Mittel der Vari-
anz ¢ der Teilgesamtheiten

(610 si=2h&
mit den relativen Haufigkeiten h, as Gewichte.

Die in Satz 5.5 dargestellte Varianzzerlegung ist eine Verallgemeinerung der Be-
rechnung der Varianz aus einer Haufigkeitsverteilung nach Gl. 5.3. Setzt man die
Subskripte k und i gleich, so dass X,=x; und r=m, so geht (5.8) in (5.3) uber, da
dann annahmegemaf’ alle n; Einheiten mit der Merkmalsausprégung x; gleich X,

sind (mit n; . 0) und dann die Varianzen s£ verschwinden und damit auch 5% ).

Die Bedeutung des Satzes 5.5 ergibt sich ferner daraus, dass mit ihm das Verhalten
der Varianz im Falle von Zerlegung und Aggregation (vgl. auch Bem. 11)
ersichtlich wird.
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11.

e Bei der Zerlegung wird versucht, zu einer Kausalinterpretation zu gelangen, in-
dem man die Beitrége verschiedener "Variationsquellen" zur Gesamtvarianz
ermittelt (vgl. z.B. das Bestimmtheitsmal3 in Kap. 7).

e Bei der Aggregation geht es nicht nur darum, die Varianz fir die Gesamtheit zu
berechnen, sondern auch zu zeigen, in welchem MalRe ihr Wert von der Struktur
der Gesamtmasse (d.h. den Anteilen der Teilmassen an der Gesamtmasse)
abhéangt.

Zwar hat die Varianz nicht die Aggregationseigenschaft, die in Kapitel 2 gefordert
wurde, da sie zusétzlich noch den Summanden SZ2, enthdlt. Jedoch 183t die
Zerlegung in eine externe und interne Varianz | nterpretationsmdglichkeiten zu, wie
sie bei einer entsprechenden Zerlegung anderer Mal3zahlen der Streuung nicht
gegeben waren, weshalb die Varianz auch anderen, einfach konstruierten und
anschaulicher zu interpretierenden Streuungsmal3en (z.B. der durchschnittlichen
Abweichung) vorgezogen wird.

Klassierte Daten

Liegen die Daten als klassierte Verteilung mit den Grofenklassen
k=1,2,...,r vor, so ergibt sich die Gesamtvarianz aufgrund der Streu-
ungszerlegung mit

(511) £=Xh(X-X)?+Zhs = s2+si

wobei &£ die Varianz innerhalb der k-ten Klasse ist.

Haufig sind aber bel einer klassierten Verteilung die Einzelwerte nicht
mehr bekannt. Wahrend sich die (wahren) arithmetischen Mittelwerte
X, der Klassen durch die Klassenmitten m, approximieren lassen, hat
man fir die Varianzen ¢ keine unmittelbar naheliegenden Naherungs-
grofien. Sofern die Streuung innerhalb der Klassen im Vergleich zur
Streuung zwischen den Klassen vernachlassigbar gering ist, kann man

(5.11a) s =X (m,-m)2h,

(mit m als wahrem oder geschétzten Gesamtmittelwert) als Naherung
fur die Varianz s* verwenden. Im algemeinen wird man sich in der
Praxis mit der Naherung (5.11a) zur Abschatzung der Varianz einer
klassierten Verteilung zufrieden geben muissen. Spezielle Korrekturen
sehen Informationen Uber die Verteilung der Merkmalswerte inner-
halb der Klassen vor.

Die beiden bekanntesten K orrekturméglichkeiten sind:

a) Korrektur bei Gleichverteilung innerhalb der Klassen

Sofern die Merkmalswerte innerhalb der Klassen gleichverteilt sind, wird die
Varianz S durch S2 unterschétzt. In diesem Fall ist die Varianz durch
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2
(513) £=3In, [(mk -m)2+ Mk'zﬁ}

12n

mit der Klassenbreite by der k-ten Klasse (k = 1,2,...,r) gegeben.

b) Sheppard-Korrektur (Dreiecksverteilung innerhalb der Klassen)

Fals sich die Merkmalswerte innerhalb der Klassen auf die Klassenmitten
konzentrieren oder um die Klassenmitte dreiecksverteilt sind, wird bel gleichen
Klassenbreiten b die Korrektur von Sheppard empfohlen. Danach ist

b2
(5.14) SK=75 (SK = Sheppard-Korrektur)

von S subtrahiert.

12. Haufig verwendet man auch die Formel

ny_ 1 92 _
0°=11 Z (X, -%) (v=1.2,...,n)

asVarianz anstelle der Gl. 5.2
1 =
4 =5 (% X)2

Die Forme fir 62 ist der (erwartungstreue) Schéatzwert fir die Varianz der
Grundgesamtheit (die 2 genannt werden soll) aufgrund der Daten einer Stichprobe,
wahrend Gl. 5.2 die Varianz der Daten der Stichprobe (oder nach dem gleichen
Muster gerechnet, die Varianz der Grundgesamtheit) wiedergibt.

Beispiel 5.2:
Man berechne Varianz und Standardabweichung aus der folgenden Ta-

belle der durchschnittlichen Bruttomonatsverdienste mannlicher Ange-
stellter in Industrie und Handel nach ("alten") Bundeslandern.

Bundesland Verdienst Bundesland Verdienst
Schleswig Holstein 3986 Berlin (West) 4348
Niedersachsen 4081 Nordrhein Westfalen 4408
Saarland 4158 Hessen 4428
Bayern 4246 Baden Wiirttemberg 4509
Bremen 4254 Hamburg 4766
Rheinland Pfalz 4285

(Quelle: Statist. Jahrb. 1989, S.490)
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Losung 5.2:

Bundesland X, x, - X (x, - X)2 X2
Schleswig Holstein 3.986 -329 108.241 15.888.196
Niedersachsen 4.081 -234 54.756 16.654.561
Saarland 4.158 -157 24.649 17.288.964
Bayern 4.246 -69 4,761 18.028.516
Bremen 4.254 -61 3.721 18.096.516
Rheinland-Pfalz 4.285 -30 900 18.361.225
Berlin(West) 4.348 33 1.089 18.905.104
Nordrhein-Westfalen 4,408 93 8.649 19.430.464
Hessen 4.428 113 12.769 19.697.184
Baden Wiirttemberg 4.509 194 37.636 20.331.081
Hamburg 4,766 451 203.401 22.714.756
Summe 47.469 4" || 460.572 205.306.567

*

wegen Rundungsfehler 4 statt 0 (denn der wahre Mittelwert ist 4315,3636 und nicht
4315, wie in den Spalten x,, - X und (x, - X)? gerechnet wurde).

n=11
X = 47469/11 = 4315

@= % (X, - X)2 = 460572/11 = 41870,182 und s = 204,62DM

andere Berechnungsweise (Gl. 5.6):

1
£ = n Ix2 - X2 = 205306567/11 - (4315,3636)2 = 41870,363 DM?2,
(Variationskoeffizient [Gl. 5.51] V = 0,047 also 4,7%)

Beispiel 5.3:

Beispiel fur eine Lineartransformation

Die 200 Beschéftigten einer Arbeitsstéite erhalten einen monatlichen
Durchschnittslohn von 2.200 DM mit einer Standardabweichung von s =
800 DM. Aufgrund einer Lohnverhandlung soll das Monatsgehalt jedes
Beschaftigten um 10% angehoben werden, und es soll in Zukunft jedes
Jahr jedem Beschéftigten ein Urlaubsgeld in Hohe von 960 DM gewahrt
werden. Wie é@ndern sich Mittelwert, Standardabweichung und Varianz
der Gehdlter der Beschéftigten?

L6sung 5.3:

Es liegt eine Lineartransformation vor: die bisherigen Gehélter x,
(v=1,2,...,200) werden zu den "neuen" Gehdltern y, transformiert nach
Mal3gabe der Transformationy, = a+ bx, mit a=960/12 =80 und b = 1,1.
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Man erhdlt damit das arithmetische Mittel y = 2500 die Varianz & =
(1,1)%(800)2 = (880)2 = 774400 und die Standardabweichung s, = 880.

b) Satze Uber dieVarianz

Satz 5.1: Abweichungsguadr ate

Die Varianz s |83 sich als die durch n? geteilte Summe der Abstandsqua-
drate aller Merkmal swerte untereinander darstellen:

(5.15) < :# g(xi -x)?  (mitij=1.2,.,n)

Bewels:
Ausgehend von Gl. 5.5 nehmen wir folgende Umformung vor
2 =l X - ()1 (%)= (L] I? - (5x)?]
1
= [Z‘(n-l)x,2 - ;;xixj} In2 = ?[Z (n-1)x3 - Z;in X ] :
i#]

woraus (5.15) unter Verwendung der binomischen Formel fur die Summenglieder direkt
folgt.

Die Gleichung 5.15 ist gleichbedeutend mit

(5.16) = # iﬁ;(xi - xj)2

Die obige Doppelsumme stellt die Summe aller Elemente der folgenden
Matrix dar

(X -X)? (X =X)?2 o (X - Xp)?
(K- X2 (X2-X)2 o (Xp-Xp)?
(Xn '. X1)2 (Xn '. X2)2 (Xn '. Xn)2

Satz 5.2: Verschiebungssatz
Bel Einzelwerten (v=1,2,...,n) kann man die Varianz &% in der Form

1
(55) @=ZIxz-®
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darstellen bzw. im Falle einer Haufigkeitsverteilung
(5.6) =X x2h-x2.

Bewels:
Ausgehend von Gl. 5.3 erhélt man fir Einzelwerte
1 1
& =7 T (xg- 2 X +X2) =+ [ 2xG- 2XT X, +nX 7]

woraus wegen X = (Sx,)/n Gl. 5.5 folgt. Gl. 5.6 ist analog zu beweisen.

Satz 5.3
Die Varianz ist auch darstellbar als

(5.17) <= % 2 (X, -X)x, bzw.

(5.18) &= % 2 (% - X)x; hy.

(Eine dhnliche Beziehung gilt auch fur die Kovarianz; vgl. Gl. 7.17)

Beweis:
AusGl. 5.5 folgt mit X = (2x,)/n
¢ lise _1
=h [ Xg-XZ xv] =5 ZX(xy-X) aso Gl.5.17.

In gleicher Weise zeigt man Gl. 5.18.

Satz 5.4: Einfluss einer zusétzlichen Beobachtung

Sel 52, die Varianz der um die Beobachtung x,,,, erweiterten Daten und
X1 das arithmetische Mittel der Werte X; Xy, ....XXpeq (% = S ist die
Varianz und X = X, das arithmetische Mittel der urspriinglichen Zahlen-
folge Xy, X,,...,X,,), dannist:

n+l

1
(519) Sn%l = m VZ:;_(XV - X-n+1)2 '

Die sog. Sensitivitatsfunktion SF der Varianz <2, die mit

(520)  SF(Xp1,%) = (M+1)(s2, - 9 |

definiert ist und die (n+1)-fache Veranderung (nicht notwendig Zunahme)
der Varianz darstellt, ist durch den Ausdruck
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= N(Xyyq - X)2
(5.21) SF ) 2

gegeben.

Beweis:

Aus der Definition von s,2;

S =57 [ et - XD 2 (%, - Tpyp)?)]
erhdlt man
(NM+1)$,21 = (Ko - Ksn)? + L%, - X) + (R - Kap)]2
(v =1,2,...,n) und wegen der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels
(N+1)8,21 = (Kpa1 - Xne)? + Z(X, - X2 + Z(X - Xaq)?
Daraus erhdlt man nach einigen Umformungen
(N+1)8,2; = N(Xp4q - ¥)?/(N+1) + ns?, . und damit G. 5.21.

[ nterpretation:

Die Varianz s? = & verandert sich umso mehr durch einen hinzukommen-
den Wert x,,,, je starker x,,, vom bisherigen Mittelwert abweicht. Man
sieht ferner, dass die Varianz durch einen hinzukommenden Wert nicht
notwendig grof3er werden muss. Dies sei anhand des folgenden Beispiels
demonstriert.

Beispiel 5.4:
Der Zusammenhang der Gl. 5.21 soll anhand der folgenden Merkmals-
werte verifiziert werden:
urspriingliche Beobachtungen (n=4): 2,3,5,6;
(damitist X, =4 und £,, = %, = 10/4 = 2,5)

der neu hinzukommende Wert sei nun

a) Xn4q = X5 =4 bzw.

D) Xpp =X5=9.

LOsung 5.4:
Nach Gl. 5.21 gilt

(W1)(821 - R) =ryq s~ X2~ S
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Fur das Zahlenbeispiel erhdlt man im Fall a): 5,2, = 2 und damit fir SF
nach Gl. 5.20: (n+1)(s.2, - $?) = 5(2-2,5) =-2,5
und fur SF nach Gl. 5.21

mﬁnrﬁi_xf - Q= 4(4-4)25-25= -2,5

also das gleiche Ergebnis, wie nach Satz 5.4 ja auch zu erwarten war und
was Ubrigens auch demonstriert, dass die Varianz durch Hinzutreten eines
weiteren Merkmal swerts nicht notwendig grof3er werden muss. Diesist je-
doch im Fall b) der Fall. Dort gilt

$.2, = 30/5=6und fur Gl. 5.21 erhadlt man die eingesetzten Zahlen:
5(6-2,5) = (4/5)(9-4)2-2,5.

Das bestétigt auch Bem. 9 zu Def. 5.2, wonach es darauf ankommt ob X, - X grofier
oder kleiner ist as S, \/(n+1)/n. Im Falle aist die Differenz kleiner als~/2,5 - [5/4 =
1,77 ndmlich Null (die Varianz verringert sich) und im Fall b ist sie 9 - 4 = 5 und damit
grofer as 1,77 und die Varianz vergrofert sich. Tréte als funfter Wert der Wert x,,,1 =
5,77 hin-

zu, so wiirde die Varianz gleich bleiben: §.2; = £ =25. Ist X,,; Kkleiner (etwa4)
S0

wird sie kleiner, ist x,,,1 grofer (etwa 9) so wird sie grofer.

Satz 5.5: Streuungszerlegung

Gegeben seien r Teilgesamtheiten G,, G,, ..., G, der Gesamtheit G, die
eine Zerlegung bilden (r = 1,2,..,r). Die Umfange der Teilgesamtheiten
seien n, mit Zn, = n (so dass h, = n,/n). Die Beobachtung x; sei jeweils ein
Element der k-ten Teilgesamtheit (x; € G,). Die Teilgesamtheiten haben
die arithmetischen Mittel x, und die Varianzen

n
(5.22) = nik 2% - X)? = nik i(xi - X )?
Xi (S Gk i=1

Dann gilt fir die Varianz s der Gesamtheit G
(5.12) 2= Sh+3 h(X, - %)?. |

Beweis:
Die Varianz & 1at sich in der Form

2=

Sl

M2

>
k

(x; - X)2 schreiben, was sich durch Nullerganzung zu

1
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¢ Z% Z[(Xi - %)%+ (X -X)]2 umformen 1483

Ausmultiplizieren und Summieren ergibt dann wegen der Schwerpunkteigenschaft des
arithmetischen Mittels

=5 T 200 %5 2 [ @ 06 %] + 5 £ X (202

Der erste Summand ergibt die interne Varianz, der zweite verschwindet wegen der
Schwerpunkteigenschaft von X, und der dritte ist die externe Varianz.

Beispiel 5.5:
Sreuungszerlegung

Die FirmaB — GmbH & Co KG hatte Probleme mit ihrer Belegschaft und
lief3 eine Untersuchung durch einen BWL-Professor und einen Statistiker
durchfthren:

1. Der BWL-Prof. stellte nach langerer intensiver Forschungsarbeit fest, dass die
Unternehmung (nicht: das Unternehmen) B ein komplexes soziotechnisches System
mit einer Triade von Subsystemen ist, in welchem eine nicht ndher bestimmte
Anzahl von Wirtschaftssubjekten mit einer signifikant  differierenden
Wirkungsintensitdt dergestalt operieren, dass emotionale Dysfunktionalitéten
virulent waren, Uber deren Ausmald aber ohne weitere hochkomplexe Evaluation
kaum genauere Aussagen moglich sind und Uber die strategisch und situativ zu
entscheiden ist.

2. Dea Satistiker stellte fest, dass in den drei Betrieben des Unternehmens die
insgesamt 2000 Beschéftigten sehr unterschiedlich verdienten, so dass in der
Belegschaft Unfrieden herrschte. Er ermittelte die folgenden Zahlen:

Betrieb Anzahl der Durchschnitts- Standardab-
Beschéftigten verdienst (X) weichung
1 500 2400 400
2 800 3000 600
3 700 2800 500

Man bestimme Mittelwert und Varianz der Verdienstverteilung des ge-

samten Unternehmens!

L6sung 5.5:

Mittelwert X = 2400-0,25 + 3000-0,4 + 2800-0,35 = 2780

interne Varianz s :

shy-$= 0,25:(400)2 + 0,4-(600)2 + 0,35-(500)2 = 271500
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(Standardabweichung s, 521,06; sie liegt zwischen 400 und 600)
externe Varianz s2;:

0,25:(2400-2780)2 + 0,4-(3000-2780)2 + 0,35:(2800-2780)2 = 55600.
Gesamtvarianz 271500 + 55600 = 327100 (Standardabw. 571,93).

3. Andere MalRe der absoluten Streuung

a) Dur chschnittliche Abweichung und M edianabweichung

Def. 5.3: dur chschnittliche- und M edianabweichung

a Mit a,a,...,a, seien die absoluten Abweichungen der Merkmalswerte
X1, Xp,..., X, €1NES Mindestens intervallskalierten Merkmals X vom Me-
dian X, 5 bezeichnet

1(523) a,=Ix,-%Xosl V=12,..n |

und a,&,,...,8, Seien die entsprechenden absoluten Abweichungen der
Merkmalsauspr agungen X;,X,,...,Xn,

1(524) a=|x-Xos i=12,...m. |

Dann ist das arithmetische Mittel der absoluten Abweichungen vom
Median

(5.25) d, =% Y a, bei Einzelwerten bzw.

(5.26) d = Xah be Haufigkeitsverteilungen

die durchschnittliche Abweichung (vom Median). Ublich ist auch
die Bezeichnung mittlere - oder mittlere absolute Abweichung
(mean absolute deviation) .

b) Der Median (Zentralwert) der n absoluten Abweichungen a, heif
Medianabweichung m,. Bei Einzelwerten ist m, der (n+1)/2 - te
Wert, bzw. der Mittelwert aus dem n/2 - ten und dem folgenden Wert
in einer der GrofRe nach geordneten Folge der absoluten Abweichun-

gena,

_lanye falls n ungerade
520 m=| Vi, + 8] fallsn gerade

c) Ein selteneres, in erster Linie in der Technik angewandtes Streuungsmal3 ist &,
die maximale absolute Abweichung a,. Da das Maximum ein Grenzfall des
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Potenzmittels ist, kann man auch die maximale Abweichung a's Streuungsmal3 nach
dem Konstruktionsprinzip Nr. 1 auffassen.

Bemerkungen zu Def. 5.3:

1

Ebenso wie die Varianz und die Standardabweichung sind die mittlere
absolute Abweichung und die Medianabweichung MalRzahlen, die
nach dem ersten Konstruktionsprinzip, aso unter Verwendung der
Absténde der Beobachtungswerte von einem Lagemal3 gebildet wer-
den.

Da in d, und m, die absoluten Abweichungen der Merkmalswerte
bzw. -ausprégungen vom Median einbezogen werden, sind beide
Mal3zahlen nichtnegativ.

Gilt x; = X, =...= X, SO ist X5 = X, fur dlev=1,2,...,n und somit d, =
m, = 0, so dassd, und m, das Axiom S1 erfullen.

Sobald x; und x; ungleich sind, so dass [x; - X, 5| > 0 oder/und [x; - X |
> 0 mussauch d, >0 sein.

Mithin gilt das Axiom S2 fur d,. Allerdings sind entartete Falle denk-
bar, in denen m, Axiom S2 nicht erfiillt (Beispiel 5.7 am Ende dieser
Bemerkungen).

Verhalten von m, und d, bei Lineartransformationeny, = atbx,;:

Yy - Yosl = [a+ bx, - (@+ bxog)| = [ox, - bXo | = b] &,.

Daraus folgt d, = |b| d, und m, = |b| m,, womit die Gultigkeit des
Axioms $4 gezeigt ist.

Verschiedentlich wird auch anstelle von d, die weniger tbliche mitt-
lere absolute Abweichung um X verwendet, die wir d;, nennen wollen:

{1/n > X - X bei Einzelwerten

(5-28)  &=15 . -xh bei Haufigkeitsverteilungen

Aus der Minimumeigenschaft von X, 5 folgt (5.29) d, <d",,.
Im Vergleich zur Standardabweichung gilt (5.30) d <d", <s.
Der Vorteil der durchschnittlichen Abweichung ist ihre besondere An-

schaulichkeit: d, ist die durchschnittliche Entfernung einer Beobach-
tung vom Median. Die Standardabweichung ist zwar auch eine mitt-
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lere Abweichung, aber das quadratische Mittel ist weniger allgemein-
verstandlich.

8. AlsFaustregel gilt bei eingipfligen, der Normalverteilung dhnlichen Verteilungen d,
= 0,8s. Gegeniiber der Varianz und der Standardabweichung spielt die mittlere abso-
lute Abweichung wegen der analytischen Unhandlichkeit absoluter Abweichungen
nur eine untergeordnete Rolle. Insbesondere in der induktiven Statistik dominieren
Varianz und Standardabweichung. In die Diskussion gekommen ist die mittlere
absolute Abweichung jedoch durch eine Untersuchung von Tukey (1960). Danach
ist d, bei "Verunreinigungen" durch "schlechte" Daten der Standardabweichung
Uberlegen.

9. Die Medianabweichung m, wird in der explorativen Datenanalyse (EDA) as "Hilfs-
skalenschétzer" verwendet (In der angloamerikanischen Literatur wird "scale” in
diesem Zusammenhang fur den Begriff Streuung benutzt). Als Analogon zum
Median bei den Lokalisationsmalen gilt m, a's besonders robust.

Beispiel 5.6:

Es sei die folgende Altersverteilung von n = 9 Personen gegeben (in Ein-
zelwerten): 21, 25, 34, 39, 43, 52, 64, 72, 80. Das arithmetische Mittel x,”
dieser Verteilung betragt 47,78. Berechnen Sie die mittlere absolute Ab-
weichung um den Median und um das arithmetische Mittel sowie die
M edianabwei chung!

L6sung 5.6:

Fur den Median erhdlt man X, s = 43, woraus sich eine mittlere absolute
Abweichung (vom Median) von d, = 16,56 ergibt, denn die absoluten
Abwei chungen betragen:

|21 - Xy 5| = |21 - 43| = 22;

[25-43|=18; |34-43|= 9; [39- 43| = 4, [43-43|=0;

[52-43|= 9; |64 - 43|=21; |72 - 43| = 29; |80 - 43| = 37

und die Summe dieser (zur Berechnung von m, bereits der Grof3e nach
geordneten) absoluten Abweichungen betrdgt 0+ 4+ 9+ 9+ 18+ 21 + 22
+ 29 + 37 = 149. Die durchschnittliche (mittlere) absolute Abweichung
betragt somit 149/9 = 16,556. Daraus ergibt sich auch, dass die Medianab-
weichung m, = 18 ist.

Die mittlere absolute Abweichung um X betragt d*,, = 17,09.

Beispiel 5.7:

Gegeben seien die Merkmalswerte x; = X, = X3 =0und x, = 1.
Liegt eine Streuung vor? Wie gro3 ist die Medianabweichung?
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L6sung 5.7:

Es liegt offensichtlich eine Streuung vor, da nicht alle vier Beobachtungen
identisch sind. Der Median ist Xo5 = 0 und man erhélt die Abweichungen
a =a =8 =0und g, = 1. Die Medianabweichung ist damit Null, also m,
= 0, obgleich eine gewisse Streuung vorliegt.

b) Spannweite, Quartilsabstand und Quantilsabstande

Die im folgendenen definierten Streuungsmale sind weniger gebrauch-
lich. Es sind Streuungsmal3e, die nach dem zweiten Konstruktionsprinzip
aus dem Abstand zweier Ordnungsstati stiken gebildet worden sind.

Def. 5.4: Spannweite, Quartilsabstand, Quantilsabstande

a) Die Differenz zwischen dem groften Beobachtungswert X, und dem
kleinsten x;, heifdt Spannweite R (range, Wertebereich, Variations-
breite):

(5.31) R = X(n) = X(l)

(Die Berechnung von R ist nur bei Einzelwerten, nicht bel Haufig-
keitsverteilungen dblich).

b) Der Quartilsabstand Q.5 (Interquartilsabstand IQR) ist die Diffe-
renz zwischen dem dritten und ersten Quartil (Gl. 5.32) und der mitt-
lere Quartilsabstand (_)0,25 (Semiquartilsabstand) ist durch Gl. 5.33
gegeben:

(532) Qups=Q3-Q; und (5.33) (_90,25 =% Qp s

c) Der Quantilsabstand (Interquantilsabstand) Q,, ist die Differenz zwi-
schen dem (1-p)-Quantil X, und dem p-Quantil X,

(534 Q,=X,,-X, mit0<p<05, |

Anaog zu GI.5.36 heifdt dann die Mal3zahl (5.35) Qp = Y2Q, mittlerer
Quantilsabstand (Semiquantilsabstand).

Beispiel 5.8:
Man berechne die Spannweite und den mittleren Quartilsabstand fur das
Beispiel 5.6!
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Ldsung 5.8:

R =80 - 21 = 59. Die Quartile sind (mit Interpolation) Q, = 29,5 (der 2,5-
te Wert), Q, = 43 (= Median) und Q; = 68 (der 7,5-te Wert). Folglich ist
der Interquartilsabstand 68 - 29,5 = 38,5 und der mittlere Quartilsabstand
38,5/2 = 19,25.

Bemerkungen zu Def. 5.4:

1. Aufgrund der Differenzenbildung ist unmittelbar einsichtig, dass alle
Maldzahlen das Axiom S1 erflllen. Axiom S2 wird ganz offensichtlich
von der Spannweite erfiillt, nicht aber notwendig auch von Q, und
damit den anderen obigen Mal3zahlen (vgl. hierzu Bsp. 5.9). Auch
Axiom S3 muss nicht notwendig vom mittleren Quartilsabstand erfillt
sein (vgl. fur ein konstruiertes, extremes Beispiel Bsp. 5.10).

2. Dadie Spannweite nur von den beiden extremen Werten eines Daten-
satzes abhangt, nutzt sie die in den Daten enthaltene Information un-
zureichend aus und reagiert auferst empfindlich auf Ausreif3er. Daher
wird R a's Streuungsmal’ kaum verwendet. Allerdings hat die Spann-
weite eine gewisse Bedeutung bel Ausreif3ertests und in der statisti-
schen Qualitatskontrolle.

3. Der Quartilsabstand gibt den Bereich an, in den 50% der mittleren
Beobachtungswerte fallen. Einerseits wird dadurch ein betrachtlicher
Teil der Informationen eines Datensatzes "verschenkt”. Gerade des-
halb ist aber diese Mal3zahl sehr robust, weshalb sie in der explorati-
ven Datenanalyse (vgl. Exkurs Gber Boxplots) verwendet wird.

4. Inder Form Qg 55 = (Q5-Q,)+(Q,-Q,) wird der Quartilsabstand in eine
“rechtsseitige” Streuung (Q; - Q,) rechts vom Median (X, o5 = Q)
und eine "linksseitige" Streuung (Q,-Q,) aufgespalten, so dass Q, s
als Mittelwert der beiden Abstande interpretiert werden kann. Diese
rechts- und linksseitige Streuung wird auch zur Konstruktion eines
Schiefemal3es herangezogen.

5. Bei normalverteilten Daten ist der Quartilsabstand gleich dem 0,6745-
fachen Wert der Standardabweichung.

6. Da die folgenden Streuungsmalie jeweils Speziafalle des Potenzmit-
tels von Abweichungen darstellen gilt

(536) d,<s<R.
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7. Offensichtlich ist der (mittlere) Quantilsabstand eine Veralgemeine-
rung des (mittleren) Quartilsabstands. Neben dem Quartilsabstand
bieten sich somit eine Reihe weiterer spezieller Streuungsmalie an:

Bekanntlich ist es mdglich, Verteilungen in beliebig viele gleichhdufig besetzte
Abschnitte (Quantile) zu zerlegen. Bel einer Vier-Teillung spricht man von einer
Zerlegung in drei Quartile (Q,, Q,, Qz, wobei Q, dem Median entspricht). Hieraus ist der
Interquartilsabstand (IQR) abzuleiten. Mit der gleichen Betrachtungsweise kdnnte man
ein StreuungsmaB auf der Basis der vier Quintile, die wir Qj, Q5, Q3 Qj welche
die Vertellung in finf Abschnitte zerlegen, konstruieren. Die Differenz zwischen dem
vierten und dem ersten Quintil wére dann der Quintilsabstand. Naherungswerte fur
verschiedene Qp stellen die in der explorativen Datenanalyse verwendeten "spreads’

(spr) dar.

Beispiel 5.9:

Gegeben selen die sieben Beobachtungswerte 2,3,3,3,3,3,4. Man be
stimme die Spannweite und den mittleren Quartilsabstand.

L6sung 5.9:

Die Spannweite ist R = 4 - 2 = 2. Aber der Quartilsabstand ist in diesem
(sehr konstruierten) Beispiel Null (und damit auch der mittlere Quartils-
abstand), da Q; = Q, = 3; offenbar erfillt also dieses Streuungsmal3 nicht
notwendig die Forderung S2.

Beispiel 5.10:

Gegeben selen die folgenden sieben Beobachtungen 2,3,4,5,6,7,7. Der
Wert 3 werde durch den Wert 10 ersetzt. Man bestimme die Spannweite
und den mittleren Quartilsabstand fur die Reihen:

a 2,345,6,7,7 und
b) 245,6,7,7,10.

Erflllt der mittlere Quartilsabstand das Axiom S3 ?

L 6sung 5.10:

Die Spannweite betragt

imFall @ R=7-2=5

imFall b) R=10-2=8

Die Voraussetzung des Axioms S3 ist, dass der Ersatz des Wertes 3 durch
den Wert 10 zu einer grofReren Summe der absoluten Abweichungen der
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einzelnen Beobachtungswerte untereinander fuhrt. Das ist in diesem Bei-
spiel gegeben. Die genannte Summe betragt

im Fall @ 50 und im Fall b) 64.

Die Spannweite wird, wie es Axiom S3 verlangt, nicht kleiner, sondern
sogar gréf3er. Der mittlere Quartilsabstand ist aber

imFall & Qg =Y4(7-3)=2und

Exkurs: Boxplot

Ein Boxplot ist eine komprimierte graphische Darstellung eines Datensatzes, die von
Tukey (1977) eingefiihrt worden ist. Eine Box, die durch das erste und dritte Quartil
begrenzt und durch den Median geteilt wird, vermittelt einen Uberblick Uber die
mittleren 50% der Beobachtungen eines Datensatzes (die Breite der Box ist beliebig).
Um die Verhéltnisse eines Datensatzes an seinen &ul3eren Enden einschétzen zu kdnnen,
werden sog. Zaune (whiskers, adjacent values) festgelegt, deren Abstand von den
Quartilen Q; und Qg durch gestrichelte senkrechte Linien dargestellt wird. Und zwar
sind die Zaune durch digjenigen Beobachtungen festgelegt, die gerade noch innerhalb
des durch die Quartile und den Quartilsabstand (IQR,Qy o5) definierten Intervalls [w,w, ]
mit

(537) We=0Q;-%Qup  und (5.38) W, = Qg+ ¥ Qg5

liegen. Darlber hinaus liegende Beobachtungen sind as mdgliche AusreilRer
"verdéchtig". Sie kdnnen einzeln durch ein * als outside values (outlayers) gesondert
gekennzeichnet werden. Aus einem Boxplot lassen sich rasch Informationen tber die
Lokalisation (Lage des Median), Streuung (H6he der Box) und die Schiefe (Vergleich
der beiden Halften der Box oder der Langen der gestrichelten Linien) eines Datensatzes
sowie Uber evtl. vorliegende Ausreif3er ("deviante Beobachtungen) gewinnen.

Beispiel 5.11:
Man zeichne den Boxplot fir das Beispiel 5.6 (bzw. 5.8).

Losung 5.11:
Im Beispiel 5.6 (bzw. 5.8) erhélt man Q; = 29,5 Q, =43 und Q3 = 68. Ferner ist Qg o5 =
38,5 und die Z&une liegen bei w, = 29,5 - 19,25 = 10,25 und w,, = 68 + 19,25 = 87,25. Es

gibt also in diesem Beispiel keine ausreil3erverdachtige Werte, weil der kleinste Wert 21
und der grofdte 80 ist. Ein Bild des Boxplotsist Abb. 5.3.
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Abb. 5.3: Boxplot (Beispiel 5.11)

0T - 87,25
80 + |
0T 68,00
60 1
50 +

43,00
40 +
30 T ; 29,50
20 +
10 - - 10,25

c) Ginis Dispersionsmald (Ginis mittlere Differenz)

Ginis Dispersionsmald (nicht zu verwechseln mit dem Disparitatsmal3 von
Giordano Gini [vgl. Kap. 6]) basiert auf dem dritten der drei Konstrukti-
onsprinzipien von Streuungsmal3en. Es wird also aus den Absténden aller
Beobachtungswerte untereinander gebildet.

Def. 5.5: Ginis Streuungsmalf}

Fur die Merkmalswerte X;,X,,...,X,, €ines metrisch skalierten Merkmals X
ist Ginis Dispersionsmal3 (auch mittlere Differenz genannt) gegeben durch

539) S= oy Ik Xl

<w

(bei Einzelwerten v,w = 1,2,...,n) und bei einer Haufigkeitsverteilung
durch

(540) S.= n(rf_l) -
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Beispiel 5.12:
Man berechne S nach Gl. 5.40 und S, (vgl. Bem. 3 zu Def. 5.5) gem.
Gl. 5.42 fur die Daten

a) desBeispiels5.10,
b) desBeispiels5.6, bzw.5.8.

L6sung 5.12:

zu @) Die Summe der absoluten Abweichungen ist im Beispiel 5.10 bei 7
Werten bereits mit 50 bzw. 64 angegeben worden. Das ist die Doppel-
summe

1 :
v;m!x\, Xl =5 22X, - X, (mitv<w)

(die Berechnung dieser Summe wird in Teil b demonstriert)
Folglichist bei 21 Paarvergleichen S; = 50/21 = 2,381

bzw. S; = 64/21 = 3,048 und

St = 100/49 = 2,041 bzw. S; = 128/49 = 2,612 (weil 49 = 72).

zu b) Datensatz von Beispiel 5.6: 21,25,34,39,43,52,64,72,80. Die fol-
gende Matrix enthalt die absoluten Differenzen:

21 25 34 39 43 52 64 72 80 Summe

21 - 4 13 18 22 31 43 51 59 241
25 - 9 14 18 27 39 47 55 209
34 - 5 9 18 30 38 46 146
39 - 4 13 25 33 41 116
43 - 9 21 29 37 96
52 - 12 20 28 60
64 - 8 16 24
72 - 8 8
80 - -
Summe 900

Die vollstandige Matrix ist symmetrisch mit Nullen in der Hauptdiagona-
len. Sie hat insgesamt 92 = 81 Elemente, darunter 9(9-1)/2 = 36 oberhalb
der Hauptdiagonalen. Folglich ist S; = 900/36 = 25 und S = 1800/81 =
22,22 = (8/9);.

Bemerkungen zu Def. 5.5:

1. Offenbar erfullt Ginis Dispersionsmald das Axiom S1. Dass S; auch
Axiom S2 erflillt, ergibt sich aus der analogen Betrachtung bei der
Varianz (Satz 5.1). Auch Axiom S3 ist unmittelbar einsichtig.
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2.

Der Faktor 2/n(n-1) ist der reziproke Binomiakoeffizient (n,2). Dies
ist die Anzahl der Paarvergleiche ohne Berticksichtigung der Anord-
nung [Reihenfolge] von zwei verschiedenen Beobachtungswerten x,,
und x,, (bzw. x; und x;). Mithin ist S5 das arithmetische Mittel der ab-
soluten Abweichungen der Merkmalswerte untereinander, wobel jede
Differenz einmal gerechnet wird.

Man kann auch analog zur Varianz eine mittlere Differenz aus allen n?
moglichen Differenzen zwischen zwel Beobachtungen x, und x,,, bzw.
X; und x; bilden:

(541) S5= % ivﬁx\, - Xyl-

Wegen der zusétzlichen Mittelung Uber die n Null-Differenzen fir v =
win S gilt

(542) Se= 7Sk

Aus der Darstellung der Varianz in Abhangigkeit von den Abstanden der Beobach-
tungswerte (Satz 5.1) untereinander erkennt man, dass

Z(Xv = Xw) iﬁ; \i‘:l(xv “Xw) =0

v<w

ist, weshalb sich die Wahl der absoluten Werte der Abweichungen als sinnvall
erweist.

Wéhrend die Varianz von extremen Abweichungen aufgrund der Quadrierung sehr
stark beeinflusst wird, zeichnet sich Ginis Dispersionsmal’ durch eine grof3ere Resi-
stenz gegentiber AusreiRern aus. Deshalb hat S in neuerer Zeit wieder eine gewisse
Beachtung als ein Konzept zur Konstruktion von "Gini-like" Lokalisations- und Di-
spersionsmalien gefunden.

Auf einen Zusammenhang zwischen Sg und dem Disparitétsmal3 von Gini (Dg)
wird in Kap. 6 eingegangen.

d) Entropie

Die im folgenden dargestellte Entropie (E) kann as Streuungsmald fur
kategoriale (qualitative) Daten aufgefaldt werden, weil sie einige Eigen-
schaften besitzt, die fir ein Streuungsmal? zu fordern sind. Sie eignet sich
fur nominalskalierte Merkmale, weil sie nur von den relativen Haufigkei-
ten, nicht aber von den Merkmalswerten abhangig ist. Gerade deshalb



112 Kapitel 5. Sreuungsmalle

reagiert E aber nicht auf Transformationen der Merkmalswerte und Ver-
anderungen des Wertebereichs von X, was aber bei quantitativen Merkma-
len im Widerspruch zur anschaulichen Vorstellung der "Streuung” steht.
Die Entropie E spielt auch eine Rolle bei der Disparitatsmessung.

Def. 5.6: Entropie

Fur die Haufigkeitsverteilung (x;,h) eines Merkmals X ist die Mal3zahl E
as Entropie von X definiert (h, > 0):

(5.43) E= X hld(L/h)

mit 1d(x) als Logarithmus zur Basis 2 (logarithmus dualis); insbesondere
gilt 1d(hy) = log(h)/log(2) = 3,3219-log(h;). Die folgende Berechnungs-
formel ist quivalent zu (5.43):

(5.44) E=-xhld(h).

Vor einer Darstellung der Interpretation und Eigenschaften der Entropie
soll die Berechnung von E an einem Beispiel demonstriert werden. Das
Konzept der Entropie stammt aus der Nachrichtentechnik, in der es den
Gehalt einer Information quantifizieren soll.

Beispiel 5.13:

Schauspieler S (Rollenfach:
jugendlicher Naturbursche) ist auf
Tarzan-Filme speziaisiert.
Gelegentlich spielt er aber auch in
Krimis, Heimat- und Actionfilmen
mit. Sein Produzent fuhrte folgende B4
Statistik Uber die Filme, an denen S Bt
mitgewirkt hat: r

Artdes| Anz. d. Filmemit S
Films 1989 1990
Tarzan 4 6
Krimis 2 2
Heimat 1 1
Action 1 3
Summe 8 12

a) Hat die Unterschiedlichkeit der vielfaltigen (bzw. vierfaltigen) schau-
spielerischen Betétigung von S zu- oder abgenommen?
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b)
c)

Man berechne die Entropien fur die beiden Jahre!

Wie grol3 waren die Entropien, wenn S an jeweils gleich vielen Filmen
jedes Typs mitgewirkt hétte?

L6sung 5.13:

a)

b)

Die Beantwortung dieser Frage durfte ohne Berechnung eines fir
Nominal skalen geeigneten Streuungsmal3es schwierig sein.

Entropie 1989
Eigs0 = (1/2)Id(2) + (1/4)Id(4) + (1/8)Id(8) + (1/8)Id(8) =
=Yl + Y42 + Y23 =1,75.

Entropie 1990
E. o900 = (/2)Id(2) + (1/6)Id(6) + (1/12)Id(12) + (1/4)Id(4) =
=121+ (1/6)-2,58496 + (1/12)-3,58496 + V42 = 1,7296.

Bei einer Gleichverteilung hétte S 1989 an zwei Filmen und 1990 an
drei Filmen jedes Typs mitwirken missen. Die Entropien wéren dann
gewesen Eyggy = Ejgqp = 4-[V#1d(4)] = 1d(4) = 2.

Das Streuungsmal? E ist aso in beiden Jahren durch die Anzahl der
Auspragungen des nominalskalierten Merkmals "Art des Films" nach
oben begrenzt mit 1d(4) = 2.

Bemerkungen zu Def. 5.6:

1

Im Falle der Einpunktverteilung (d.h. alle Merkmalswerte sind gleich) ist E = 1:1d(1)
=0. Fdlsm> 1list E > 0, so dass beide Telle des Axioms S1 erfillt sind. Sobald
auch nur zwei unterschiedliche Beobachtungen auftreten ist E > 0, denn %4d(2) =
1/2. Somit erfullt die Entropie auch das Axiom S2.

Im Unterschied zu allen bisher behandelten Malizahlen fiihrt bei E die Berechnung
aus einer Haufigkeitsverteilung ("gewogene" Berechnung) nicht zum gleichen Er-
gebnis, wie die Berechnung aus Einzelwerten ("ungewogene" Berechnung), sondern
notwendig zu einem kleineren Zahlenergebnis. Dies wird im Beispiel 5.14 demon-
striert.

Wegen hJ- > 1/n gilt auch Id(1/hj) < ld(n), sodasshj-ld(llhj)shj-ld(n) fur n>1
Damit kann E =X hyld (I/h) (gewogene Berechnung) nicht groer seinals E,
= Z(/n)ld(n) = Id(n) (ungewogene Berechnung).

Satz 5.6 zeigt, dass E;, = Id(n) auch die Obergrenze der Entropie darstellt. Mithin
gilt
[(5.45) 0<E<ld(n) |
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Nach Satz 5.6 nimmt E bei gegebener Anzahl m von Merkmal sausprégungen ein
Maximum an, wenn jede Merkmal sauspragung gleich haufig ist.

4, E erflllt die Axiome S3 und $4 nicht, da die Haufigkeiten nicht von einer Transfor-
mation der Merkmalswerte berlihrt werden und E nur von den Haufigkeiten, nicht
aber von den Merkmalswerten abhéngt.

5. Ersetzt man die relativen Haufigkeiten h; durch die Merkmalsanteile g, SO |ait sich
E auch als Konzentrationsmal3 verwenden (vgl. Kap. 6).

6. Besonders vorteilhaft ist das Verhalten der Entropie bei Aggregation und Zerlegung:
Sind bei einer klassierten Verteilung jeweils alle n, Beobachtungen innerhalb der
Klasse k unterschiedlich (hat jede also die Haufigkeit 1/n,), so erhalt man die Entro-
pie E, innerhalb der k-ten Klasse mit

N
(5.46) E, = Z”ik ldng =ldn)  (=12...0,) .

=1
Fur die Gesamtentropie (auf der Grundlage von i=1,2,...,n Einzelwerten) gilt dann

n
(547)  Eges= Z% ld(n) = Id(n).
i=1

Damit erhé@lt man die folgende Streuungszerlegung nach Art der Varianzzerlegung
(nach Satz 5.5)
(5.48) Eges = Eext * Eint mit
(548a) Egy=Zhld(l/h) und
Die in Bsp. 5.15 verifizierte Zerlegung der Entropie gem. Gl. 5.48 ist wie folgt zu
beweisen: Die Summe von E,,; und E;,,; gem. Gl. 5.49 und 5.50 betragt
T hld(n/ny) + Zhld(n) = X hy [ld(n/n) + 1d(n)] =
Z h [ld(n) - Id(n) + Id(n)] = 1d(n) Z hy = Id(n) = Eges.

Beispiel 5.14:

Berechnen Sie die Entropie E fir die

a) folgenden Einzelwerte: 2,3,3,4,4,4

b) folgende Haufigkeitsverteilung (vgl. auch Bsp. 6.3):

X; 2 3 4

h 1/6 13 Yy

]
7
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Es ist unschwer zu erkennen, dass es sich in beiden Fédllen um die gleichen Daten

handelt.

L6sung 5.14

a) Auf die Zahlenwerte fur die Beobachtung kommt es nicht an. Es liegen sechs Beob-

achtungen vor, so dass sich E gem. GI. 5.43 wie folgt errechnet:

E = (1/6)Id(6) + ... + (1/6)Id(6) = 1d(6) = log(6)/log(2) = 0,77815/0,3010 = 2,585.

b) E = (U6)ld(6) + (1/3)Id(3) + (1/2)Id(2) = 2,585/6 + 1,585/3 +1/2 = 1,459. Das i,
wie in Bem. Nr. 2 dargelegt, kleiner als die Berechnung aus Einzelwerten, die zu

2,585 fuhrte.
Beispiel 5.15:
Gegeben sei die folgende Haufigkeitsverteilung (vgl. Bsp. 5.14):
Klasse Beobachtungen N, h,
1 X1=2 1 16
2 X5=3, Xa=4 2 13
3 X4=3, Xe=3, Xg=3 3 12

Man verifiziere anhand dieses Beispiels den Satz Uber die Aggregation bzw. Zerlegung
der Entropie (vgl. oben Bem.

Losung 5.15:

Die externe Entropie ist im Bsp. 5.14 bereits berechnet worden mit dem Ergebnis E,, =

Nr. 6)

(U6)Id(6) + (U/3)Id(3) + (1/2)Id(2) = 1,459.

Um die interne Entropie zu errechnen sind zundchst die Entropien innerhalb der drei

Klassen zu berechnen. Man erhélt:

E, =ld1)=0
E, =ld(2)=1und

E; =1d(3) = log(3)/log(2) = 1,58496.

Dieinterne Entropieist dann

Eint = ZhE = U3+ (U2)ld(3) = 1,9183,

Die Summe aus externer und interner Entropieist dann
Eges = (1/6)1d(6) + (1/3)Id(3) + 1/2 + 1/3 + (1/2)Id(3) = 2,58496 = Id(n) = 1d(6).

Satz 5.6:

Die Entropie E nimmt bei Gleichverteilung (hy = /m, j= 1,2,...,m) der m
Merkmal swerte ihren maximalen Wert |d(m) an.
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Beweis:

Die Maximierung von E unter der Nebenbedingung Shj =1(mitj =1, 2,...,m) |83 sich
mittels der Lagrange-Funktion

L=-2 hJ- Id(hj) A (2 hj - 1) durchfiihren. Man erhédlt dann

*) oL/oh; = -ld(hy) - 1d(e)/h; -2 =0 (j=1,2,...,m) und

(**) oLlor=%Xh-1=0

Gemdl den m Gleichungen (*) muss fir A stets gelten: A = -Id(hj) - Id(e)/hj, was nur
maoglich ist, wenn alle h, gleich sind. In Verbindung mit (**) folgt daraus, dass fur alej
gelten muss h, = 1/m . Aus den Bedingungen zweiter Ordnung folgt, dass an der Stelle
(hy =1m, hy=1m,..., hy,=1/m) in der Tat das Maximumvon E liegt. Die Entropie
nimmt

dann den Wert -1d(1/m) = Id(m) an.

Exkurs: Dispersionsindex und Diver sitat2

Die Anzahl moglicher Paarvergleiche einer Einheit mit x = x; mit jeweils
einer Einheit mit x =,/ x; ist n,(n-n;). Folglich ist die Anzahl der Paare bei
denen sich beide Beobachtungswerte unterscheiden Zn,(n-n;) und infolge
von Satz 5.6 ist dieser Ausdruck dann maximal, wenn fur allei gilt:

m-1

ni:%:k und Zk:mk:nZW,

also eine Rechteckverteilung vorliegt, so dass man mit

(549) S5 =g 20 (V1) = g (13 )

den Dispersionsindex von Hammond und Householder (1962) erhdlt, der
lediglich eine Nominalskala voraussetzt. Offenbar ist S; = 0, wenn eine
Einpunktverteilung vorliegt und S; = 1, wenn alle Haufigkeiten n; gleich
sind, sodass0< S, < 1gilt.

Man beachte, dass hier ein Konzept der Variabilitét vorliegt, dass keinen Abstandsbegriff
voraussetzt, sondern sich, dhnlich wie die Entropie, nur daran orientiert, in welchem
Male bestimmte Merkmalsausprégungen gehauft auftreten. Sp nimmt aber auch nicht
Bezug auf den Modus. Das Mal3 Sy (oder D) ist geeignet um  Strukturen
(Gliederungen nach einem qualitativen Merkmal) zu beschreiben hinsichtlich der
Abweichung von einer Rechteckverteilung, z.B. die Arbeitsteilung und deren Verande-
rung oder die unterschiedliche Struktur der Warenkdrbe bei Preisindizes.

2 Hinweise auf die in diesem Abschnitt behandelten StreuungsmafRe verdanke ich
Herrn Prof. Dr. Piesch.
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Im Falle einer Ordinalskala sind ebenfalls keine Abstéande definiert, auf die ein Streu-
ungsmald Bezug nehmen kénnte, wohl aber die Summenhaufigkeit. Darauf beruht die
Diversitét.

Fur die lediglich eine Ordinalskala voraussetzende Diversitat S,. oder
D" gilt:

m-1

.__4 T
(5.50)  Sp-=D" =17 2Hi(1-H)

wobei H; die Summenhaufigkeit darstellt.

Bei einer Rechteckverteilung (n; = n/mfur allei = 1,2,...,m) erreicht der Ausdruck

m-1 i 2.1
23H, (1-H) mit Hi=77 und Hy=1 denWert 5. Bei einer Nominalskalaist dies
i=1

der maximale Wert. Im Falle einer Ordinaskala kann man allerdings von einer

extremeren Situation mit hy = 1/2, h, = h3 = ..= h,; = 0 und h,, = 1/2 ausgehen. Man
m-1 2

. . -1 . -1

erhét dann bei geradzahligem m fir 2 3 H; (1-H;) den Wert _m2 , was grofler ist als—n;m

i=1

-1 2(m+1)
=m71-2?m1 sobald m > 2. So erklrt sich GI. 5.50

4. M alde der relativen Streuung

Mit Def. 5.1 ist die relative Streuung definiert als Relation mit einem Mal3
der absoluten Streuung im Z&hler und ein (hierzu passender) Mittelwert
im Nenner. Der Vorteil dieses Verhdltnisses ist vor allem die Mal3stabs-
unabhangigkeit der so gemessenen Streuung, so dass damit auch Streuun-
gen verschiedener Haufigkeitsverteilungen vergleichbar sind. Das bei
weitem bekannteste Mal3 der relativen Streuung ist der Variationskoeffizi-
ent (Def. 5.7), der auf der Basis der Standardabweichung konstruiert ist.
Man kann auch andere Streuungsmal3e zur Bildung von Mal3en der relati-
ven Streuung heranziehen, z.B. den mittleren Quartilsabstand beim Quar-
tilsdispersionskoeffizienten (Def. 5.8).

Def. 5.7: Variationskoeffizient

Der folgende durch Gl. 5.51 definierte Ausdruck V ist bekannt als Varia-
tionskoeffizient:

S
(551) V=1




118 Kapitel 5. Sreuungsmalle

Bemerkungen zu Def. 5.7:

1. Der mit 100 multiplizierte Wert von V driickt die Streuung (gemessen
als Standardabweichung) in Prozent des Durchschnitts (arithmetischen
Mittels) aus. Die Standardabweichung (s) mifdt zwar eine Art durch-
schnittlichen Abstand zwischen den Beobachtungswerten und dem
arithmetischen Mittel X, sie wird aber nicht ins Verhdtnis zu X ge-
setzt, was dazu fihrt, dass die Streuungen von zwei verschiedenen Be-
obachtungsrethen nicht miteinander verglichen werden kdnnen. Dies
folgt auch daraus, dass die Standardabweichung s nicht malistabs-
unabhangig ist (nach Axiom $4). Zur Herstellung einer Vergleich-
barkeit wird die Standardabwei chung s in Beziehung zu X gesetzt.

Eine Standardabweichung von 5 bei einem x,” von 500 erscheint nicht sehr hoch. Ist
X alerdings nur 10, dann ist die Standardabweichung von 5 sehr hoch. Deswegen ist
es bel einem Vergleich von Streuungen verschiedener Beobachtungsreihen sinnvoll
s auf X zu beziehen bzw. den Variationskoeffizienten zu berechnen, der im ersten
Fall 1% und im zweiten 50% betragt.

2. Der Variationskoeffizient 1&sst sich sinnvoll nur fir verhdtnisskalierte
(ratioskalierte) Merkmale, mit einem positiven Mittelwert interpretie-
ren.

3. Die Dimensionslosigkeit des Variationskoeffizienten ermdglicht auch
einen Vergleich von Verteilungen mit verschiedenen Maf3einheiten
(km, DM, Jahr).

4. De Variationskoeffizient kann auch als Mal3 der Ungleichheit
(Disparitét) aufgefaldt werden (Kap. 6). Das folgende Beispiel zeigt
auch, wie sich der Variationskoeffizient durch eine Lineartransforma-
tion verandert.

Beispiel 5.16:

Wie é@ndert sich in Aufg. 5.3 der Variationskoeffizient? Interpretieren Sie
das Ergebnis!

L 6sung 5.16:

In Aufgabe 5.3 erhielt man: X = 2200, s, = 800 so dass V, = 0,364 ist,
y = 2500, s, = 880, womit sich V, errechnet zu V, = 0,352.

Der Variationskoeffizient verringert sich also, was allein auf den festen "Sockelbetrag”
von 80,- DM fir das Urlaubsgeld zurtickzufihren ist. Das arithmetische Mittel vergrofert
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sich um 13,64%. Die Standardabweichung, auf die allein die "lineare" Erhthung aler
Gehdlter um 10%, nicht aber der Sockelbetrag einen Einfluf3 hat, vergrofRert sich dagegen
nur um 10%.

Def. 5.8: Quartilsdisper sionsk oeffizient

Setzt man den mittleren Quartilsabstand Q, .5 = ¥4(Q; - Q,) als Mal3 der
absoluten Streuung ins Verhaltnis zum Wert %2(Q, + Q;), den man als eine
Art Mittelwert interpretieren kann, so erhdlt man QD, den Quartilsdisper-
sionskoeffizient

_Q9:-Q

(552 Q=55

Bemerkungen zu Def. 5.8:

1. Der Quartilsdispersionskoeffizient kann auch mit dem Median (X 5 =
Q,) berechnet werden, man erhélt dann

(5.52a) QD" :QBQﬁi .
2

2. Auf der Basis des Medians lassen sich auch andere Mal3e der relativen
Streuung konstruieren, etwa

d d
552b) RD==*==*
( ) Q Xps

eine relativierte durchschnittliche Abweichung.

3. Die relative Streuung QD ist nicht zu verwechseln mit einem auf
Quartile beruhenden Schiefemall.

5. Momente

Momente sind sehr allgemeine Kennzahlen von Verteillungen. Viele Malz-
zahlen von Haufigkeitsverteilungen kdnnen als spezielle Momente ange-
sehen werden. Ubersicht 5.2 stellt ausgehend vom Begriff des Moments
um a (vgl. Def. 5.9) die Zusammenhange zwischen Momenten verschie-
denen Typs dar.

Verteilungen lassen sich auf3er durch Lage- und Streuungsmal3e auch
durch andere Gestaltparameter, wie Schiefe und Waolbung charakterisie-
ren. Diese Kennzahlen werden i.d.R. aus Momenten abgel eitet.
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Def. 5.9: Momente

a) Momente sind Mittelwerte der (k-ten Potenz der lineartransformier-
ten) Grolen

k
X, -a
5
mit b = s (Standardabweichung) und a = X (arithmetisches Mittel) er-
hélt man standardisierte Momente.

b) Mit b =1 und der beliebigen reellen Konstanten a erhélt man das k-te
Moment um &

e bel Einzelwerten (ungewogene Berechnung)

1
(533) my, = nZ (x, - ak [k-tes Moment um a] und

e bel Haufigkeitsverteilungen (gewogene Berechnung)

c) Spezidfdle: Anfangs-Momente (oder Momente um Null) und zen-
trale Momente sind Spezialfalle des Moments um a (Ubers. 5.2).

d) Von geringerer Bedeutung sind absolute Momente: analog Gl. 5.53 ist
das k-te absolute Moment um a definiert als

1
(5.539) My(y = n Z|x, - a [k-tes absolutes Moment um a).

Bei einer geraden Zahl k sind die absoluten Momente gleich den
"gewdhnlichen Momenten™ [= Momente im Sinne von b) bzw. )]

€) In der Induktiven Statistik spielen auch faktorielle Momente eine

1
Rolle; n ZX,(X,-1)(X,-2)....

Bemerkungen zu Def. 5.9:

1. Man sieht leicht, dass das erste Anfangsmoment m, das arithmetische
Mittel X ist und dass das zweite zentrale Moment z, die Varianz s? ist.
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2.

Das dritte zentrale Moment hat einen Zahlenwert von Null, wenn eine
symmetrische Verteilung vorliegt. Es hat einen positiven Wert bel ei-
ner linkssteilen Verteilung und ist negativ bel einer rechtssteilen Ver-
teilung, weshalb z; zur Konstruktion von Mal3zahlen der Schiefe
(Asymmetrie) verwendet wird. Dieser Zusammenhang gilt fir alle
ungeraden zentralen Momente, bis auf das erste z,, das wegen der
Schwerpunkteigenschaft von X immer Null ist.

Das vierte zentrale Moment z, charakterisiert die Wolbung einer
Verteillung. Die Werte dieses, sowie aler anderen htheren geraden
Momente nehmen namlich um so mehr zu, je héher die Wolbung einer
Verteilung ist.

Zentrale Momente und Anfangsmomente verhalten sich bei einer proportionalen
Transformation der Variablen X zur Variablen Y mity, = bx, (b= 1) wiefolgt:

Das folgt aus z,y, :% = (bx, - bX)k = % Tbk(x, - )k = bk [% X, - XK].

Momente sind nicht unabhangig vom Ursprung der Skala fur die Variable X.
Deshab unterscheiden sich auch Momente um a, Anfangsmomente und zentrale
Momente. Anders dagegen die sog. Kumulanten k;: auf3er kq sind sie invariant
gegeniiber Translationen (Verschiebungen des Nullpunkts) gem. yy = a + Xy. Bei
proportionalen Transformationen (y,, = bx,) gilt Gl. 5.56.

Unter bestimmten, in der Praxis fast immer gegebenen Bedingungen ist eine Haufig-
keitsverteilung durch die Folge ihrer Momente eindeutig bestimmt.

Bel zwei und mehr Variablen ist das Produktmoment eine Verallgemeinerung. Bel
zwei Variablen X und Y ist das zentrale Produktmoment bekannt als Kovarianz und
das standardisierte Produktmoment als K orrelationskoeffizient (vgl. Kap. 7).

Zum Begriff "Moment": die Analogie zur physikalischen Terminologie ist
berechtigt. Die Varianz 2 ist in der Tat das Tragheitsmoment bei Rotation um das
arithmetische Mittel, wobei dieses als Schwerpunkt (in einer Dimension) der
Quotient aus Summe der Momente (Ethj, also Kraft hj mal Hebelarm xj) und
Summe der Gewichte (Zhj) ist.
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Ubersicht 5.2: Momente

allgemein: Mittelwerte der Grofen
3l
b
Sezialfdlle
|

b=1 b=
aasbeliebige reelle Konstante a=
Momente um a standardisierte

S Xow

omente ms,

1 n
(5.53) My =1, \/Zl(x" - a)k ms, =0;ms,=1

-tes Vioment um a| Mittelwert und Varianz einer
k-tes M t ") (Mittel d Vari j
standardisierten Variabel sind O und 1)

Anfangsmoment zentrales Moment
a=0 a=Xx
1 1 )
(554) m, = n 2 XK (5.55) z = n 2(X, - X,0)K
[(5.54a) m, = >xkh)| 1(5.558) 7z, = X(x - x,)kh ]

weitere Spezialfalle:

my=1 z, = 0 (Schwerpunktei genschaft!)
m; =X z,= < (Varianz)

*)(ungewogene Berechnung, die gewogene Berechnung erfolgt analog, vgl. Def. 5.9)

Zusammenhénge zwischen Anfangs- und zentralen Momenten

z,=m, - (m,)? (Verschiebungssatz fur die Varianz).Analog folgt:
Z;=mg-3mm, + 2(my)3  z,=m,-4m;m, + 6(mM,;)2m, - 3(M,)* usw.
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k

algemein: z, = Z(li()mk_i (-m,)i

i=0
Daraus folgt: Anfangsmomente sind nicht verschiebungsinvariant
m;(c) = z IXV + C!' =M, = ZX'V wohl aber zentrale Momente

zi((:)=Z[(x\,+c)—(i+c)]i=zi , denn m,(C)=X+cC.

Beispiel 5.17:

Die folgenden vier Haufigkeitsverteilungen (A,B,C,D) haben jewells das
gleiche arithmetische Mittel (X = 75) und die gleiche Varianz (s? = 36).
Gleichwonhl ist ihre Gestalt hinsichtlich Schiefe und Wolbung sehr unter-
schiedlich (vgl. Abb. 5.4). Dies wird auch deutlich, wenn man die dritten
und vierten zentralen Momente berechnet (Beispiel entnommen aus
K.Stange, Angewandte Statistik, Bd. 1, S.87). Die Gesamthaufigkeit n ist
jeweils 100, so dass man die relativen Haufigkeiten leicht ablesen kann.

Abb. 5.4: Haufigkeitsverteilungen des Bsp.5.17

A 40 B
28
24 24 24
120
12 12
8
A T
0 0 0,
60 65 70 75 80 85 90 60 65 70 75 80 85 90
40 44
C D
24
20 20| |20
8
4 4 4 4 4 4
0,
60 65 70 75 80 85 90 60 65 70 75 80 85 90
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Xi absolute Haufigkeit Xi absolute Haufigkeit

A B C D A B C D
60 | O 0 4 4 8020 |24 |40 |20
65 | 4 |12 8 4 8| 8 |12 4 4
70 |40 |24 |20 |20 | 4 0 0 4
75 |24 |28 |24 |44

Berechnen Sie die dritten und vierten und zentralen Momente fur die vier
Haufigkeitsverteilungen!

Losung 5.17;
Verteilung A B C D
Z, 150 0 | -150 0
Z, 3600 | 2700 | 3600 | 5100
6. Schiefemalie

a) Begriff der Schiefe

Mit der Schiefe (skewness) soll der Grad der Asymmetrie einer Haufig-
keitsverteilung gemessen werden. Schiefe ist die Abweichung von der
symmetrischen Verteilung eines metrisch skalierten Merkmals. Asymme-
trie (= Schiefe) hat zwel Formen: Linkssteilheit und Rechtssteilheit. Die
folgenden Begriffe werden synonym verwendet:

linkssteil = rechtsschief
rechtssteil = linksschief .

Linkssteilheit bedeutet, dass sich die Masse der Merkmalstréger am
unteren Ende einer Haufigkeitsverteilung konzentriert. Sie wird auch oft
ahnlich interpretiert wie "Ungleichheit” (Disparitdt), es gibt jedoch
Unterschiede zur Disparitdt im Sinne der Statistik (vgl. Kap. 6).

Die Abb. 5.4 veranschaulicht die Begriffe Symmetrie, Linkssteilheit und
Rechtssteilheit. Die Verteilungen B und D sind symmetrisch (sie unter-
scheiden sich jedoch durch die Wélbung), die Verteilung A ist linkssteil
(positive Schiefe) und die Verteilung C ist rechtssteil (negative Schiefe).
Schiefe kann auch fir die Datenanalyse a's storend empfunden werden: es
kann dann z.B. schwierig zu entscheiden sein, welcher Lageparameter das
Niveau einer Verteilung (die GrofRenordnung der Merkmalswerte) ange-
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messen beschreibt und welche Beobachtung als Ausreif3er anzusehen ist.
Deshalb gilt es nicht nur, die Schiefe zu messen, sondern auch gegebenen-
falls Methoden anzuwenden, um diese zu beseitigen (Abschn. ¢).

Viele natirliche Erscheinungen sind symmetrisch verteilt (z.B. KérpergroRRe, Kérperge-
wicht aber auch z.B. der Intelligenzquotient), wahrend "soziale" Erscheinungen haufig
linksstell verteilt sind. Das gilt besonders fir Einkommen und VVermdgen. Es gibt zahirei-
che Modelle zur Erklérung einer linkssteilen Einkommensverteilung.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist eine Grofe X,
die sich as Summe sehr vider stochastisch unabhangiger (zum Begriff der
Unabhangigkeit vgl. Kap. 7) EinfluBfaktoren u; darstellen 1al3t X = uy +uy + uz + ... +
Uy = Zu;, asymptotisch (mit wachsendem n) normalverteilt. Ist Z dagegen ein Produkt
solcher Einflussfaktoren v, also Z = vqV,V5 ... V|, S0 ist Z asymptotisch logarithmisch-
normaverteilt. Die Normaverteilung ist eine symmetrische Verteilung, die
logarithmische Normalverteilung eine linkssteile Verteilung. Man spricht auch vom
"Gesetz der proportionalen Effekte”, d.h. die Einzeleinfllisse verstarken sich gegenseitig,
bzw. schwéchen sich gegenseitig ab, in der Art, wie es im Matthaus-Evangelium
beschrieben wird:

"Denn wer da hat, dem wird gegeben, dass er die Fille habe, wer aber
nicht hat, von dem wird auch genommen, das er hat" (Matth.13, Vers 12).

Linkssteilheit und Rechtssteilheit sind zwel entgegengerichtete Abweichungen von der
Symmetrie. Wenn eine Verteilung nicht symmetrisch ist, dann kann sie nur entweder
linkssteil oder rechtssteil sein. Schiefemal3e sollen Richtung und Ausgepragtheit der
Abweichung von der Symmetrie messen. Zu einer exakteren Begriffsbildung gelangt
man durch die folgende Definition:

Def. 5.10: Achsensymmetrie

Die Haufigkeitsverteilung des metrisch skalierten Merkmals X heif3t
symmetrisch beziiglich des Medians X, s, falls fir alle Werte einer reellen
Konstante c gilt

Dabei ist h(§015- c) die relative Haufigkeit der Merkmal sauspragung x, = X
05 - ¢ und h(X,s + ¢) ist entsprechend definiert. Eine Verteilung ist schief
oder asymmetrisch, wenn Gl. 5.57 nicht gilt.

Bemerkungen zu Def. 5.10

1. Die Definition ist eine exakte Beschreibung der Bedingungen, unter
denen eine Haufigkeitsverteilung achsensymmetrisch um den Median
Ist. Sie ist nicht notwendig auch operational zur Herleitung eines
Schiefemal3es. Nur dann, wenn eine Haufigkeitsverteilung einen Me-
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dian dergestalt besitzt, dass die mdglichen Ausprégungen der Variable
X jewells links und rechts gleich weit entfernt von X, liegen, kann
Symmetrie gem. Gl. 5.57 definiert und verifiziert werden (Bsp. 5.18).

2. Man beachte, dass Gl. 5.57 fur die kumulierten Haufigkeiten impli-
Ziert:

oder &quivalent:
H(Xqs5- €) =1 - H(Xy5 + C) fir jedesc > 0.

Die Grof3e H(x) ist die bis x erreichte kumulierte relative Haufigkeit
(Flache unter der Haufigkeitsverteilung). Beispiel 5.19 zeigt, dass
Achsensymmetrie Flachengleichheit links und rechts von bestimmten
Punkten unter der Haufigkeitsverteilung impliziert, nicht aber umge-
kehrt (aus Flachengleichheit [bel ausgewahlten Intervallen] folgt nicht
Achsensymmetrie).

Gl. 5.58 fuhrt zu der Def. 5.11, die zwar bel einer stetigen Verteilung
keine Schwierigkeiten bereiten wiirde, im diskreten Fall aber nicht an-
wendbar sein kann (Bsp. 5.19).

3. Im Satz 5.7 wird gezeigt, dass die Definition der Symmetrie mit Def. 5.10 - als Ach-
sensymmetrie um X, 5 bzw. um X - im Einklang steht mit einer Momentschiefe von
Null.

4. Ausgehend von der Symmetrie im Sinne von Gl. 5.57 (Achsensymmetrie) konnte
man definieren, dass Linkssteilheit dann entsteht, wenn ein Merkmal stréger mit dem
Merkmalswert X + ¢ (mit ¢ > 0) ausgetauscht wird gegen einen Merkmalstrager mit
dem Wert X - c. Entsprechend wére Rechtssteilheit zu definieren. Bei dieser Art,
eine linkssteile Verteilung zu "erzeugen” verringert sich jedoch das arithmetische
Mittel X zum neuen Wert X - 2c/n. Entsprechend vergrof3ert sich das arithmetische
Mittel beim Ubergang zu einer rechtssteilen Verteilung zu X + 2c/n.

Beispidl/L6sung 5.18:

Ein Beispiel fur die Anwendbarkeit von Def. 5.10 wére eine Gesamtheit
mit den n = 9 Beobachtungen 10,15,15,20,20,20,25,25,30. Der Median ist
20 und die Haufigkeitsverteilung ist nach Def. 5.10 symmetrisch, da bei ¢
=5qilt:

h(15) = h(Xos - 5) =h(Xys + 5) = h(25) = 2/9
und bei ¢ = 10 ist entsprechend
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Die Definition ware aber z.B. nicht anwendbar auf eine Haufigkeitsvertei-
lung mit dem Median 20, wenn zwar die Beobachtung x=17 nicht aber
x=23 vorkommt.

Beispiel 5.19:

Die Einzelbeobachtungen 10,16,20,20 bilden eine Haufigkeitsverteilung,
die nach anschaulicher Vorstellung nicht symmetrisch, sondern rechtssteil
ist. Man Uberprife die Symmetriedefinition gem. GI.5.58 und berechne
das dritte zentrale M oment!

L6sung 5.19:

Das arithmetische Mittel betragt X = 16,5 und der Median (mit Interpola-
tion) X, 5 = 18. Gilt Gl. 5.58 fiir jedes ¢, so miifite es auch fir ¢ = 0 gelten.
Man erhdt damit aber die fir den Zentralwert stets erfillte Gleichung: h(x
< Xps) = h(x > X,5) = %, natirlich auch hier, ohne dass deshalb die
Verteilung symmetrisch wére.

Symmetrie wére nach Gl. 5.58 auch angezeigt fur c = 1, denn

h(x < Xos - 1) = h(x < 17) = h(x = Xy5 + 1) = h(x > 19) =

Die Bezugnahme auf Fléchengleichheit zur Definition der Symmetrie (vgl. Def. 5.11)
macht nur Sinn, wenn Gl. 5.58 flr jedes c gilt. In diesem Beispiel gilt Gl. 5.58 z.B. nicht
fur c = 4. Denn

h(x < g5 - 4) = h(x <14) = U4 > h(x > %o 5+ 4) = h(x > 22) = 0,

was nach Gl. 5.58b (Def. 5.11) auf Rechtssteilheit hinweist, die [gemessen an der Mo-
mentschiefe] auch tatsachlich gegeben ist.
Das dritte zentrale Moment betragt hier némlich

z3=%[(10 - 16,5)3 + (16 - 16,5)3 + 2(20 - 16,5)3] = -189/4 = -47,25.
Dieses Beispiel macht den Hintergrund der folgenden Def. 5.11 deutlich.

Def. 5.11: Schiefe
Eine Vertellung ist symmetrisch wenn fur alle c gilt

oder aquivalent: H(X5-€) =1 - H(Xy5 + ©).

und sieist entsprechend
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linkssteil wenn (5.58a) h(x < Xg5 - €) <h(X > X5 + C)
rechtsteil wenn (5.58b) h(Xx < X5 - €) > h(X > X, 5 + C)

fr mindestens ein c gilt.

Bemerkungen zu Def.5.11:

Zur Erlauterung vgl. Bsp. 5.19. Diese Definition der Schiefe legt den Ge-
danken nahe, dass bestimmte Quantile jeweils vom Median gleich weit
entfernt sein missen, wenn Symmetrie herrscht. So ist z.B. fur die Ab-
sténde von Quartilen zu fordern

bei Symmetrie: Q:-Q,=Q,-Q

bei Linkssteilheit: Q;-Q,>Q, - Q, und

bei Rechtssteilheit: Q;-Q,<Q,- Q,.

Auf diesem Gedanken beruhen der Quartils- und [allgemeiner] der Quan-
tilskoeffizient als Schiefemal’ (vgl. Def. 5.12, Teil b).

Satz 5.7:

a) Bei einer Haufigkeitsverteilung, die im Sinne der Def. 5.10 symmetrisch ist gilt fur
das dritte zentrale Moment z; = 0.

b) Wird ausgehend von der symmetrischen Verteilung
mit 2(h,+h;) =1und z;=0

x| h
X-cC hy

X 2h,
X+cC hy

dierelative Haufigkeit a (mit0 <a< hy)

1. von X+c auf X-c

2. von X-c auf X+c

"verlagert" so entsteht eine linkssteile (Fall 1) bzw. rechtssteile Verteilung (Fall 2):

Fall 1: Fall 2:

X; h; X | hy
X-c |h+a X-C | hi-a
X 2h, X 2h,
X+c | h-a X+c |h+a

mit den folgenden Momenten
1) Mittelwert

X' =X - 2ca (Fall 1) X" =X+ 2ca (Fall 2)
2)  drittes zentrales Moment:

Z3=2c30(6h; - 1 - 8a?) 73 =-7;
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Z3> 0 (linkssteil) Z'3 <0 (rechtssteil)

Beweis. Elementar durch Ausmultiplizieren. Die Ausdriicke fur die Momente werden im
folgenden in einem Beispidl verifiziert.

Beispiel 5.20

Ausgehend von der symmetrischen Verteilung (mit ¢ = 10, X = 20, hy = hy = 1/4) soll
mit

o = 0,05 die im obigen Satz beschriebene "Erzeugung" einer links- bzw. rechtsteilen
Verteilung demonstriert werden. Wie héngt die Schiefe vom Parameter o ab?

Losung 5.20
Ausgangsverteilung Fal 1 Fall 2
Xi hy Xi h Xi h
x-c=10 h,=1/4 10 0.3 10 0.2
x=20 2h,=1/2 20 0,5 20 05
X+c=30 h,=1/4 30 0,2 30 0,3
das arithmetische Mittel und das dritte zentrale Moment z; sind dann jeweils:
X =20 X =19 X"=21
z;3=0 z; =48 2, =-48
in der Tat ist mit X=20, c=10, a.=0,05
X =X, - 2ca und X7 =X+2ca

Zz=2c3(6h;-1-802) wund  Z' =-2z5"

Mit ¢ = 10 und hy = %4 gilt: 25 = 2¢3%(6h; - 1 - 80:2) = 20000(¥2 - 8a2)
Fur verschiedene Werte von o erhélt man fir z5

o 0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25
* 0 48 84 96 72 0

Z3,

Die Funktion z; = 20000.(%2 - 80.?) hat ein Maximum an der Stelle
o =/5/24 = 0,14434 und betragt an dieser Stelle Z; = 96,225.

Fechner sche L ager egel

Bel Haufigkeitsverteilungen gilt in der Regel, wenn sich die Daten tber
die x-Achse ausreichend dicht verteilen (und eine eingipflige Verteilung
vorliegt) die Lageregel von Fechner:

e bel symmetrischer Verteilung gilt: x =X, 5 =Xy
e bel linkssteiler (rechtsschiefer) Verteilung:

arithmeti sches Mittel (x) > Median (X, ) > Modus (xy,)
e bel rechtssteiler (linksschiefer) Verteilung:
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arithmetisches Mittel (X) < Median (X,) < Modus (Xy)
Also gilt

(5.59) linkssteil: Xy, < X,5 <X rechtssteil: X < X, 5 < Xy

Ausnahmen sind denkbar, insbesondere dann, wenn nur wenige Einzel-
werte vorliegen (Bsp. 5.22). Auf der Basis der Fechnerschen Lageregel
lassen sich auch Schiefemalie konstruieren.

Beispiel 5.21:
Man verifiziere die Fechnersche Lageregel fur das Beispiel 5.17!

Ldsung 5.21:
Im Bsp. 5.17 erhdlt man die folgenden Lageparameter
Vertei- |Modus | Median®) |arithmet. |Urteil™)
lung Mittel
A 70 71,25 75 linkssteil x,, < X <X
B 75 75 75 symmetrisch
C 80 73,75 75 rechtssteil™”)
D 75 75 75 symmetrisch

*)  mit Interpolation.

**)  mit der Fechnerschen Lageregel (Gl. 5.59); eine Beurteilung aufgrund der Mo-
mentschiefe erfolgt in Bsp. 5.25.

***) Allerdings ist hier der Median nicht gréRer, sondern kleiner als das arithmetische
Mittel.

Beispiel 5.22:

Gegeben seien die Werte 10,16,17,20,22. Bestimmen Sie den Median und
das arithmetische Mittel! Ist die Verteilung symmetrisch?

LGsung 5.22:

Es gilt x = X,5 = 17. Die Haufigkeitsverteilung ist gemessen an der
Gleichheit von x und X, s symmetrisch. Das dritte zentrale Moment betrégt
aber z; = -192/5 = -38,4, so dass die Verteilung danach rechtssteil ist.

b) Schiefemalde

Angesichts der Schwierigkeiten, Schiefe zu definieren Uberrascht es nicht,
dass sich Schiefemalde nicht auf eine anerkannte Axiomatik stiitzen
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konnen und dass die Messung der Schiefe auf verschiedenen Konzepten
beruht. Man kann von Schiefemal3en aber mindestens fordern, dass sie,
wie auch andere Gestaltmal3e (Formmalie), wie etwa die Streuung oder
Wolbung

1. invariant sind gegenuiber Trand ationen

2. die Richtung der Asymmetrie korrekt anzeigt: die Konvention tber
das Vorzeichen eines Schiefemal3es SK ist
SK = 0 wenn die Verteilung symmetrisch ist
SK > 0 wenn sielinkssteil ist (positive Schiefe)
SK < 0 wenn sierechtssteil ist (negative Schiefe).

Alle in Def. 5.12 prasentierten Schiefemalie erfullen diese Forderungen.
Schiefemal3e sind in der Regel nicht beschrankt, so dass meist gilt:
-0 < SK < 400,

Man kann Schiefemal3e entwickeln auf der Basis

e der ungeraden zentrden Momente, wobei man zur Rechenvereinfa-
chung von z; ausgeht (Konzept der Momentschiefe);

e der Abstdnde gewisser Lageparameter untereinander (nach dem in
Def. 5.11 présentierten Symmetriebegriff) oder auf der Basis

e der Fechnerschen Lageregel.

Def. 5.12: Schiefemalde

a) Die von Bowley und Fisher eingefiihrte M omentschiefe (Moment-
koeffizient der Schiefe) lautet:

(560) SKy =33 (zuz; vgl. Gl. 5.55).

b) Als Quantilskoeffizient der Schiefe wird bezeichnet:
(21@ - 97) - _(~Q7 - in)

X1p~ Xp

(561) SKg,= (p <)

wobel Q, = X, = Median; der bekannteste spezielle Koeffizient (p =
Ys) ist der Quartilskoeffizient der Schiefe (nach Y ule und Bowley):

_ (Q2-Q))-(Q-Qy) _ 2+ Q- 2Q,
(Q3-Q) +(Q,- Q) Q-Q '

(562) SKq
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c) Auf der Fechnerschen Lageregel beruhen die folgenden, von (Yule
und) Pearson vorgeschlagenen Schiefmalie (x,, = Modus):

A2 und (5.64) SKPQZBX_SX

(5.63) SKp, =

Das zweite Pearsonsche Schiefemal3e ist meist vorzuziehen, weil oft
der Modus schwer zu bestimmen ist; (vgl. Bsp. 5.23).

Bemerkungen zu Def. 5.12

1. Die auf verschiedenen Konzepten beruhenden Schiefemal3e sind nicht
miteinander vergleichbar, d.h. esist denkbar, dass eine Verteilung, die
gemessen an der Momentschiefe linkssteil ist, nach anderen Schiefe-
mal3en als symmetrisch oder rechtssteil beurteilt wird.

2. Liegt Symmetrie im Sinne der Def. 5.10 bzw. 5.11 vor, so sind ale
Schiefemal3e Null. Die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch nicht zu-
lassig.

3. Die Division durch s bzw. s3 soll sicherstellen, dass das Schiefemal? dimensionslos
ist, also nicht abhangig von der MalReinheit der Variablen X ist.

4. Es gilt haufig mit guter Naherung X - Xy =~ 3 (X - Xg5) worauf die
Pearsonschen
Schiefemal3e beruhen.

5. Als Schiefemal3e werden in der Literatur auch Mal3zahlen présentiert, wie
(Q3+ Qq) / (Qz- Qq), was nichts anderes ist als der reziproke Quartilsdispersionsko-
effizient, oder die GroRe (Q3 - Q,)/(Q,-Q,), die hinsichtlich des Vorzeichens offen-
sichtlich die Anforderungen an ein Schiefemald erfullt.

6. Eine Variante des Quantilskoeffizienten der Schiefe ist:

_(Xag-9Q2) - (Q2-Xq2) _
(5618 SK2 X08 - X02 (p=02
auf der Basis von Quintilen. Dieser Quintilskoeffizient der Schiefe ist nicht zu ver-
wechseln mit der Quintilenschiefe g, die ein Disparitétsmald (vgl. Kap. 6) ist. Sie
lautet (in der Symbolik von Kap. 6)

(565 q=Zlh-02]
und |&nt sich mit den Angaben von Beispiel 5.24 errechnen (vgl. dort).

6. Aus der ersten Schreibweise von SKQ in Gl. 5.62 ist bereits erkennbar, dass die
Beziehung -1 < SKgps+l gilt. Man kann ferner zeigen, dass gilt -3 < SKp, < +3.
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Wird p in SKq, nicht zu klein gewahlt, so ist der mittlere Teil und nicht der
extrem niedrige oder hohe Abschnitt der Haufigkeitsverteilung schiefebestimmend
und SKQ’p ist dann relativ resistent gegeniiber Ausreilern.

Beispiel 5.23:

Durch Variation des Beispiels 5.18 sind die folgenden drei Haufigkeits-
verteilungen entstanden, die von A nach C [wie eine graphische Darstel-
lung zeigen wirde] im anschaulichen Sinne immer linkssteiler werden:

Vertellung A Verteillung B Verteillung C
X | n X | n X | n
15 | 3 15| 5 15| 6
20 | 4 20 | 2 30| 1
25 |1 25| 1 60 | 1
30| 1 40| 1

Das arithmetische Mittel ist jeweils 20. Man bestimme die Momentschie-
fen SK, der drei Haufigkeitsverteilungen!

L 6sung 5.23:

Zur Berechnung des zweiten und dritten zentralen Moments bei der Ver-
teilung A wird die folgende Arbeitstabelle aufgestellt:

X; - X (x-x)2 | (x-x°0 | (X-%X)3] (X -X)°n
15-20=-5 25 75 -125 -375
+5 25 25 125 +125
+10 100 100 1000 +1000
2. 200 2 750

Daraus ergibt sich:

Verteilung A: z, = s2 = 200/9, z; = 750/9, so dass SK, = +0,7955
In entsprechender Weise errechnet man:

Verteilung B: z, = s2 = 550/9, z; = 7500/9 und SK,, = +1,7444
Verteilung C: z, = &2 = 1850/8, z; = 64250/8 und SK, = +2,2838.

Die Schiefekoeffizienten sind im Einklang mit der anschaulichen Vorstel-
lung, dass die Verteilungen von A Uber B nach C zunehmend linkssteiler

werden.
Beispiel 5.24:

Gegeben ist die folgende Verteilung der Haushaltsnettoeinkommen®)
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Einkommen relative Haufigkeit Antell™)
von...bis unter... h H g
0 1000 0,1 0,1
1000 1400 0,1 0,2 0,1
1400 1500 0,05 0,25
1500 2000 0,15 0,4 0,12
2000 2400 0,1 0,5
2400 2600 0,1 0,6 0,2
2600 3400 0,15 0,75
3400 3800 0,05 0,8 0,24
3800 4800 0,1 0,9
uber 4800 0,1 1 0,34

) Die Zahlenangaben sind so gewahlt, dass sich bestimmte Quantile leicht bestimmen
lassen. Damit ergibt sich eine stark vereinfachte Darstellung der Einkommensvertei-
lung, wie siein dieser Form 1988 in der Bundesrepublik bestand.

“*)  Anteil des ersten,...,fiinften Quintils am Gesamteinkommen aller Haushalte.

Berechnen Sie den Quartils- und den Quintilskoeffizient der Schiefe, die
Quintilenschiefe sowie die Schiefemalde von Pearson! Das arithmetische
Mittel betragt 2650 DM.

L 6sung 5.24:

a) Quartilskoeffizient der Schiefe: Quartile Q, = 1500, Q, = 2400 und Q,
= 3400; damit ist der K oeffizient (1000-900)/(1000+900) = +0,053.

b) Quintilskoeffizient der Schiefe:
Quintile: Q] = 1400, Q; = 3800, so dass man fir den Koeffizienten
erhdlt [(3800-2400)-(2400-1400)]/(3800+1400) = +0,167.

c) Quintilenschiefe: Es sind die absoluten Abweichungen der Grof3en
0,1; 0,12; 0,20; 0,24 und 0,34 von 0,2 zu bilden und zu addieren.
Das Ergebnisist dann g = 0,36 (ein Mal3 der Disparitét [vgl. Kap.6]).

d) Schiefemal3e von Pearson: der Modus ist hier schwer zu bestimmen,
weil er abhangig ist von der Klasseneinteilung; sinnvoller ist es SK,
zZu bestimmen (allerdings ist aus den Angaben auch die Stan-
dardabweichung nicht zuverldssig zu bestimmen). Der Zahler von
SKp, ist positiv, weil der Zentralwert (Median) mit X, 5 = 2400 kleiner
ist als das arithmetische Mittel (das mit x = 2650 angegeben ist). Auch
nach der Lageregel von Fechner ist die Verteillung linkssteil.
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Exkurs: Schiefediagramm

Ein Schiefediagramm ist eine graphische Darstellung zur Beurteilung der Asymmetrie,
was evtl. aufschlufreicher sein kann as die Berechnung einer summarischen Mal3zahl.
Ausgehend vom Median io,s = Q, werden die Absténde ausgewdhlter Quantile vom
Median in einem rechtwinkligen Koordinatensystem wie folgt eingetragen:

Abszisse X, ;- Xg 5 Ordinate Xg s - X, -
Mit dem Beispiel 5.25 soll die Konstruktion des Schiefediagramms demonstriert werden.
Dieses Beispidl ist kennzeichnend fir eine ausgesprochen rechtssteile Verteilung, bei der
die Punkte Gberwiegend (in Abb. 5.5 sogar alle Punkte) rechts unterhalb der 45°-Linie
liegen. Die 45°-Linieist Ausdruck der Gleichheit X,_, - Xo5 = Xg 5 - X, , @S0 der Symme-
trie gem. Def.5.11 (vgl.Bem. 2 zu Def. 5.11). Im Fale einer linkssteilen Verteilung
liegen die Punkte dagegen ilberwiegend oberhalb der 45-Linie, dafir viele p gilt:

X1.p- X05 < Xo5 "~ Xp
Beispiel 5.25:

Man bestimme das Schiefediagramm fir ausgewéhlte Werte von p fir das
Beispiel 5.6!

L 6sung 5.25:

Die vorgegebenen Beobachtungswerte des Beispiels (21, 25, 34, 39, 43,
52, 64, 72, 80) sowie bestimmte Quantile sind im folgenden unterei nander
aufgelistet (der Median betragt 43):

Wert | Quantil Xo5 = Xp Wert | Quantil X1~ Xo5
21 =Xy 43-21=22 80 =Xgo 80-43=37
25  [=X,," 43-25=18 72 =X, 4" 72-43=29
34 [=Xy, 43-34=9 64 =Xy 64-43=21
erstes, bzw. funftes Quintil
interpoliert

Die Punkte mit den Koordinaten (37,22), (29,18), (25,13%2), und (21,9)
bilden das Schiefediagramm (Abb. 5.5).
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Abb. 5.5: Schiefediagramm fir das Beispiel 5.25

X5 5~X
25 "

p

I

20

I

10 .

| | | | | | | | Xp-l

5 10 15 20 25 30 35 40

X0,5

c) Symmetrisierende Transfor mationen

Zur Beseitigung einer Asymmetrie in den Daten werden bestimmte Trans-
formationen empfohlen, deren bekannteste die Potenztransformation ist.

Def. 5.13: Potenztr ansfor mation

Die Variable X wird in die Variable Y nach Mal3gabe einer Potenztrans-
formation transformiert, wenn gilt

(x, + ¢ firp=0

Bemerkungen zu Def. 5.13

1

Man spricht auch von einer Leiter der Transformationen (ladder of
powers), weil der (nur durch trial and error zu findende) Parameter p
beliebige Werte annehmen kann. Wichtige Spezialfédle sind (bei ¢=0):

p=-1 y = /X
p=12 y=+/x(Wurzeltransformation)
p=1 y =X (Lineartransformation)

Ist p < 1, so werden die groéfReren Werte von X stérker reduziert (gestaucht) als die
kleineren Werte. Diese Transformation eignet sich fir linkssteile Verteillungen von
X (die Verteilung von Y kann dann [nahezu] symmetrisch sein). Fir p > 1 gilt dann
das Umgekehrte.
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3. Negative Werte von p fuhren zu einer Vertauschung der Reihenfolge, d.h. ist x; <
X, dannisty, > y,.

4. Die Konstante ¢ wird eingefiihrt (und so bemessen) damit die Variable Y nicht
negativ wird.

5. Beispiel 5.26 zeigt fur einige Werte von x und p die Wirkung der Transformation.

Beispiel/L §sung 5.26:

Wirkung der Potenztransformation
X Transformierte Wertey bel

p=-% p=0 p=% p=0,9 p=15 p=2

10 0,3162 2,3026 3,1623 7,9433 | 31,6228 100
20 0,2236 2,9957 4,4721 | 14,8227 | 89,4427 400
30 0,1826 3,4012 54772 | 21,3506 |164,3168 900
40 0,1581 3,6889 6,3246 | 27,6601 |252,9822 1600

Man erkennt: gleichen Absténden zwischen den x-Werten entsprechen nicht mehr
gleiche Abstande zwischen den y-Werten. Letztere werden mit zunehmenden x absolut
kleiner bel |p| < 1 und gréfRer wenn gilt |p| > 1. Ist p negativ, so vertauscht sich die
Reihenfolge.

7. Wolbung

Verteilungen kénnen sich danach unterscheiden, wie sehr sich die Merk-
malswerte in der Mitte oder an den Enden haufen, bzw. je steiler ihr Ver-
lauf in der Umgebung des Medians ist. Man spricht dann von verschie-
denen Arten und Stérken der Wolbung [synonym: Kurtosis, Exzess| einer
(meist symmetrischen und eingipfligen) Verteilung. In Abb. 5.4 ist bei-
spielsweise die Verteilung B flacher (schwécher) und die Verteilung D
steiler (stérker) gewdlbt. Die Wolbung ist ein @hnlicher Aspekt einer
Haufigkeitsverteilung wie die Streuung, gleichwohl aber hiervon zu unter-
scheiden: denn die Vertellungen B und D in Abb.5.4 haben, gemessen an
der Standardabweichung s, die gleiche Streuung, aber eine unterschiedli-
che Wolbung.

Mal3e der Wolbung W (Kurtosis) sollten als Formmal3zahlen (Gestalt-
parameter) - wie die Schiefemal3e - invariant sein gegenuber linearen
Transformationen: bel y, = a + b, soll gelten W, =W, (b= O [ bei der
Schiefeist b > 0 zu fordern])

Wiein Abschnitt 5 bereits bemerkt, kann mit Hilfe des vierten zentralen Moments z, eine
Malzahl W), der Wolbung gebildet werden, die angibt, inwieweit sich die Wélbung
einer bestimmten Verteilung von der einer Normalverteilung unterscheidet.
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Def. 5.14: Wolbungsmalie

a)

b)

Beim Wolbungsmald W,, wird das vierte zentrale Moment durch die
quadrierte Varianz (denn (s?)2 = s*) getellt:

(567) Wy =24-3.

Weniger bekannt sind Wolbungsmalie auf der Basis von Quantilen,
etwa ein Quantilskoeffizient W, der Wolbung:

)‘('_ -
(5.68) WQ=1-71L_2_—2

X X1

mit0<g<p<

Bemerkungen zu Def. 5.14:

1. Man sieht, dass in W,, das vierte zentrale Moment relativiert (und damit mal3stabs-
unabhangig) wird durch s* Es I&kt sich zeigen, dass der Ausdruck z, /s* fur die
Normalverteilung den Wert 3 annimmt. Deshalb gilt:

e W, =0bel der Normalverteilung, bzw. einer Haufigkeitsverteilung die
genauso gewolbt ist wie die Normalverteilung (man sagt dann, sie sei
mesokurtisch),

o W, >0bel Haufigkeitsverteilungen, die vergleichsweise steiler als die Normal-
verteilung gewolbt sind (Ieptokurtisch = hochgewdlbt, spitz),

e W, <0bel Haufigkeitsverteilungen, die vergleichsweise flacher as die
Normalverteilung gewdlbt sind (platykurtisch = flachgewdlbt).

In den Beispielen 5.27 und 5.28 wird die Vorgehensweise zur Berechnung der
Wolbung W), dargestellt.

2. Der Momentkoeffizient der Kurtosis W, hat, wie gezeigt werden kann, den folgen-
den Wertebereich: -2 < W, < oo.

3. EinBeispid (Speziafall) fur den Quantilskoeffizient Wq der Kurtosis wére

s _..Q3-Q
5.68 W n=1-~—AF

(5.683) Q Q,-Q;

mit g = 0,2 und p = 0,25 unter Verwendung des ersten und dritten Quartils (Q; und

Q) sowie des ersten und vierten Quintils Q} und Qj. Im Beispiel 5.29 wird die Be-

rechnung dieses Wolbungsmalles gezeigt.

Beispiel 5.27:

Man bestimme die Momentkoeffizienten der Schiefe und Wolbung fir die vier
Verteilungen des Beispiels 5.17. Andern sich Schiefe und Walbung, wenn man zu allen
Merkmalswerten die Zahl 5 addiert?
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L6sung 5.27:
Fir die zentralen Momente erhalt man
Verteilung Zq Z,
A +150 3600
B 0 2700
C -150 3600
D 0 5100

Dadie Standardabweichung bei allen Verteilungen s= 6 ist, ergibt sich fur die:

Momentschiefe z,/s3 waolbung (z,/s% - 3
Verteilung A: +0,694 -(8/36) = - 0,2222
Verteilung B: 0 -33/36 = - 0,9167
Verteilung C: -0,694 -0,2222
Verteilung D: 0 +0,9352

Schiefe und Wdélbung dndern sich nicht, wenn man zu allen Merkmalswerten die Zahl 5
addiert, weil sich dann auch das arithmetische Mittel um 5 erhéht und nur zentrale Mo-
mente verwendet werden.

Beispiel 5.28:

Durch Variation des Beispiels 5.18 sind die folgenden Verteilungen A his D erzeugt
worden, die anschaulich im Zentrum zunehmend steiler verlaufen (zunehmende Wal-
bung):

B C D
X N X 1N X 1N
10 | 1 10 | 1 10 | 0
15 | 2 15 | 1 15 | 1
20 | 3 20 | 5 20 | 7
25 | 2 25 | 1 25 | 1
30 | 1 30 | 1 30 | 0

Die Verteilung A besteht aus den Einzelwerten 0,5,10,15,20,25,30, 35 und 40. Alle
Verteilungen haben das gleiche arithmetische Mittel vonX = 20.

L 6sung 5.28:
A B C D
z, 1500/9 300/9 250/9 50/9
Z, 44250019 | 2250009 | 2125009 | 125009
z,5"- 3 -1,23 -0,75 +0,06 +15
Beispiel 5.29:

Man berechne und interpretiere die KurtosisWé gem. Gl. 5.68afir das Bsp. 5.24!
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L 6sung 5.29:

Die Quintile sind in diesem Fall Q] = 1400 und Q, = 3800 und fir die Quartile erhalt
man Q; = 1500 und Q3 = 3400, so dass Gl.5.68a ergibt W(*? =1 - (3400-1500) / (3800-
1400) = 1- 1900/2400 = 0,21. Es ist stets (Qz - Q) < (Q, - Q}), so dass der von 1 zu
subtrahieren-de Quotient nicht grofRer sein kann als 1. Verabredet man die folgenden
Strecken unter der Haufigkeitsverteilung:

A=0Q3-Q C=Q; - Qjund
B:Q4'Q3 D:Q4'Q1
so ist offenbar D = A + B + C und W(*g = (B+C)/D. Bel zunehmender Wélbung wird die

zentrale Strecke A kleiner und die Auslufer B und C werden (relativ zu A) grof3er. Dann
muss W, zunehmen.
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1. Konzentrationsbegriff und
K onzentrationsmessung

a) Absolute und relative, statische und dynamische
Konzentration

Konzentration im wirtschaftlichen Sinne kann zweierlel bedeuten:

1. ene Balung von Verfigungsmacht, Marktanteilen 0.&. auf wenige
Einheiten (z.B. Marktbeherrschung) und

2. die Existenz erheblicher Grofienunterschiede zwischen den Einheiten
("Ungleichheit").

Einmal wird auf die absolut geringe Anzahl der wirtschaftlichen Einheiten
abgestellt (Anzahlaspekt der Konzentration), im anderen Fall auf die Un-
gleichheit der auf die Einheiten entfallenden Anteille am gesamten Merk-
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mal shetrag (Disparitétsaspekt der Konzentration). Die statistischen Mal3e
der absoluten Konzentration (Konzentration im engeren Sinne) bertick-
sichtigen beide Aspekte, die der Disparitét (oder: relativen Konzentration)
nur den zweiten.

Beispiele

Eine Aussage im Sinne der relativen Konzentration ist zum Beispiel:

e 1,7% der Bevdlkerung haben mehr als 70% des Produktivvermdgens
(sowohl die Merkmalstrager [Bevdlkerung] as auch die auf sie ent-
fallenden Merkmalbetrége [Anteile am Produktivvermégen] sind re-
lativiert [Prozentangaben]).

Eine Aussage im Sinne der absoluten Konzentration ist dagegen

e auf einem bestimmten Markt haben nur 3 Unternehmen (die drel
grofiten Unternehmen) zusammen einen Marktantell von 90% (die
Merkmalstréager sind in absoluter Zahl angegeben, es kommt auf die
absolut geringe Anzahl an).

Im Falle der sog. egalitéren Verteilung (Verteilung der Merkmal ssumme auf n Einheiten
zu gleichen Anteilen 1/n) wird der Unterschied besonders deutlich. Die relative Konzen-
tration (oder: Disparitét) ist jeweils Null, die absolute Konzentration dagegen umso gro-
3er, jekleiner nist.

Neben der soweit dargestellten statischen Betrachtung eines Konzentrati-
onszustands wird auch haufig eine dynamische K onzentrationsmessung
gefordert, in der die Verdnderung der Vertellung (des Konzentrations-
merkmals) im Zeitablauf geeignet beschrieben wird. Die Darstellung die-
ser Art von Mobilitdt macht Verlaufsanalysen erforderlich und fuhrt zu
sehr komplizierten Modellen der Unternehmensdemographie, die Zu-
und Abgange, Wachstum, Diversifikation, Aktivitétsverlagerung usw. be-
ricksichtigen miften (auch unter Beriicksichtigung von Methoden des
Kapitels 12) und auch aus Griinden des Datenschutzes kaum fur empiri-
sche Untersuchungen angewandt werden kénnen, so dass z.Zt. noch stati-
sche oder komparativ-statische Betrachtungen dominieren.

b) Konstruktion von Konzentrationss und Disparitats
malien

1. Notwendigkeit von Gedankenexperimenten

In der wirtschaftlichen Realitét sind absolute und relative Konzentration
nicht zwei streng unterschiedene Erscheinungen, sondern zwei in der Re-
gel gemeinsam auftretende Aspekte eines Vorgangs. Neugrindungen, Fu-
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sionen, Auflésungen oder -teilungen, ungleiches GrélRenwachstum usw.
berthren meist beide Arten von Konzentration und damit auch beide Ar-
ten von statistischen Mal3zahlen gleichzeitig, wenngleich haufig in unter-
schiedlicher Weise. Dem steht jedoch nicht entgegen, dass man modell-
maldige Vorgange konstruieren kann, die sich isoliert auf einen der beiden
Aspekte der Konzentration auswirken. Das geschieht bei der Entwicklung
einer Axiomatik. In Form von sog. "Proben” werden die Auswirkungen
solcher Vorgange auf die Mal3zahlen der Konzentration und Disparitét
untersucht.

Auch die Unterscheidung zwischen einer statischen und dynamischen Betrachtung ist nur
eine gedankliche Abstraktion. In der Realitét entwickeln sich Konzentrationszusténde aus
Konzentrationsprozessen und es ist fraglich, ob eine Momentaufnahme den Sachverhalt
Uberhaupt hinreichend beschreiben kann. Wegen der Komplexitét dieser Prozesse ist es
auch hier notwendig, in Gedankenexperimenten isoliert den Effekt einfacher
Verénderungen an den Daten "durchzuspielen”.

2. Daten, im folgenden verwendete Symbole

Grundlage konzentrationsstatistischer Betrachtung sind die im folgenden
definierten GrofRen n, h;, g;, bzw. c;:

Def. 6.1: Anteile, Merkmalsanteile
Es sollen die folgenden Symbole verabredet werden:

1. Die Anzahl der Merkmalstréger ist n, ihre Anteile an der Gesamtheit
der Merkmalstrager h, = 1/n (bei Einzelbeobachtungen) bzw. h, = n;/n
bei gruppierten oder klassierten Daten

2. Die Merkmasanteile, d.h. die Anteile an dem Merkmalsbetrag
(Merkmalssumme der zu verteilenden Grof3e) lauten g, Wenn beson-
ders hervorgehoben werden soll, dass die Merkmalsanteile sich auf in
einer bestimmten Weise geordnete Merkmalstréger beziehen kann
statt g, auch das Symbol ¢, verwendet werden (vgl. Gl. 6.2).

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf Einzelwerte. Unterschiede
fur den Fall klassierter Daten werden an spaterer Stelle behandelt.

3. Konzentrationsmalle
Aufgabe der Deskriptiven Statistik ist es auch hier, Zusténde

a) graphisch, bzw. tabellarisch
b) durch eine zusammenfassende Mal3zahl (ein "Konzentrationsmal3')
zu beschreiben.
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Konzentrationsmal3e, in deren Berechnung alle Anteile g; eingehen, heifl3en
summarische, solche dagegen, die nur einen Teil der Anteile g bertick-
sichtigen heifen diskrete K onzentrationsmal3e (vgl. auch Abschn. 6).

4, Axiomatik

Die Entwicklung einer Axiomatik erfolgt, wie gesagt, durch Gedankenexperimente in
Form von sog. "Proben". So beschreibt z.B. die "Erganzungsprobe’ (Hinzufligen von
Einheiten, deren Merkmal sbetrége jeweils Null sind) eine isolierte fiktive Vergrof3erung
der Disparitdt. Entsprechend untersucht die "Proportionalitdtsprobe” (Aufteilung jeder
Einheit in k genau gleich grof3e Einheiten) die Auswirkungen des reinen Anzahleffekts
auf die statistischen Mal3zahlen. Mal3e der Konzentration und Disparitét sollen auf diese
beiden Proben unterschiedlich reagieren. Sie sind also auch durch ihre im Rahmen einer
Axiomatik (zu der die beiden genannten "Proben" gehdren) geforderten Eigenschaften
unterschieden.

Ubersicht 6.1
Darstellung | (absolute) Konzentration (relative Konzentration)
Disparitét
a) graphisch | Konzentrationskurve Lorenzkurve
b) Malke
- summarisch | Kg(Rosenbluth)-Index”) | Dg Gini-Koeffizient **)
Herfindahl-Index K, Variationskoeffizient
- diskret concentration ratios Schutz-K oeffizient™)

*)  aus der Konzentrationskurve entwickelt,
*+)  aus der Lorenzkurve entwickelt.
*++) guch maximaler Nivellierungssatz von Lindahl genannt

5. Wirtschaftsstatistische Fragen

Bel der Durchfiihrung einer Konzentrationsmessung im wirtschaftlichen
Bereich sind eine Reihe wirtschaftsstatistischer Fragen zu kléren: Wahl
eines geeigneten Konzentrationsmerkmals (z.B. Umsatz oder Beschéftig-
tenzahl als Mal3 der Unternehmensgrofie) oder z.B. die "Abgrenzung des
relevanten Marktes' (d.h. der zugrundegel egten Masse)?.

1 Ausfuhrlicher zu diesen Aspekten vgl. von der Lippe, P.: "Wirtschaftsstatistik" UTB
Bd. 209, 4. Aufl., S. 230f.
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6.

Anforderungen an ein Konzentrationsmerkmal

Ein Konzentrationsmerkmal muss sein

7.

e nichtnegativ
e extensiv und
e mindestens intervallskaliert.

Extremfélle der Konzentration

Die Entwicklung eines Axiomensystems wird durch die Existenz von zwei
klar definierten Extremféllen der Konzentration erleichtert. Es ist insbe-
sondere maglich, so Konzentrations-, bzw. Disparitétsmalde zu normieren.
Es sind die folgenden zwei Extremsituationen zu unterscheiden:

a. egalitére Verteillung (Einpunktverteilung oder extreme Gleichvertei-

lung), die Situation der minimalen Disparitét: jeder der n Merkmals-
trager hat den gleichen Merkmalsbetrag x und damit auch den glei-
chen Merkmal santeil

1 ,
4 =4 1I=1,2,...,n.

wobei diese Anteile auch in einem Spaltenvektor g zusammengefaldt
werden.

Bel einer Disparitaéts von Null wird auch mif3verstdndlich von
"Gleichverteilung"2 geprochen.

vollkommene Ungleichheit (extreme Ungleichverteilung, maximale
Konzentration, Zweipunktverteilung): ein Merkmalstréger vereinigt
die gesamte Merkmalssumme auf sich, sein Antell q ist somit 1 und
die Anteile g der tbrigen n-1 Merkmalstrager sind demnach alle je-
weils Null.

Def. 6.2: Disparitats- und Gleichheitsmal

Ist D ein Disparitdtsmal3, so ist G=1-D ein Gleichheitsmal3

Die im néchsten Abschnitt besprochenen Axiome fir Konzentrations- und
Disparitatsmal3e lassen sich oft leichter formulieren, wenn auf Gleichheit
anstatt Disparitét abgestellt wird.

Der beschriebene Fall der egalitdren Verteilung heildt in der Statistik auch
Einpunkt-verteilung (alle Einheiten haben die gleiche [und damit einzige]
Merkmals-ausprégung, deren prozentuale Haufigkeit 100% ist). Gleichverteilung
heil dagegen: jede Merkmalsausprdgung kommt gleich héufig vor (z.B. die
Verteilung der Augenzahl beim Wirfeln [eine Wahrscheinlichkeits- nicht
Haufigkeitsverteilung]).
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2. Eigenschaften von Konzentrations- und Dispari-
tatsmalden

a) Axiome

Es sind Eigenschaften zu unterscheiden

a)

b)

Ist

die sowohl Konzentrations- als auch Disparitétsmalde haben sollten
und

solche, bel denen sich Konzentrations- und Disparitdtsmale unter-
scheiden.

speziell ein Konzentrationsmal3 gemeint, so wird es hier K genannt, en

Disparitdtsmal? im allgemeinen Sinne heildt entsprechend D und bei einer Aussage, die
sich sowohl auf Konzentrations- als auch auf Disparitétsmalie bezieht, soll das
entsprechende Mal3 C genannt werden.

zu a) Eigenschaften von Konzentrations- und Disparitdtsmalien

K1:

Unabhangigkeit von der MalReinheit des Konzentrationsmerkmals

K2:

Ein Konzentrations- oder Dispariatdtsmal? C soll invariant sein bei
proportionaler Transformation: Isty; = bx; (b > 0), soist C(y) = C(x).

V erschiebungsprobe (Transfer)

K3:

Wird ein Betrag d mit O < d < h/2 transferiert von einem Merkmals-
tréger i (mit dem Merkmalsbetrag x;,) zum Merkmalstrager j mit X, =
X - h aso X3 < X; so soll C abnehmen (regressiver
[egalisierender, negativer, d.h. die Konzentration verringernder]
Transfer).

Die Umkehrung sollte entsprechend bei einem progressiven [positiven] also die
Konzentration (und damit auch das Konzentrationsmal3) erhéhenden Transfer ("von
arm zu reich") gelten, d.h. das Konzentrationsmald sollte dann steigen.

(V erschiebung, Niveaudanderunq)

Sel y; = a+ x;, dann ist bel egalitarer Verteilung des Merkmals X die
Konzentration des Merkmals Y gleich, also
C(y) = C(x)
und in den sonstigen Fallen soll gelten
: { <C(x) wenna>0 (abnehmende Konzentration)
Cy) =15 C(x) wenna<0 (zunehmende Konzentration)
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zu b) Eigenschaften, bei denen sich Konzentrations- und Disparitats-
mal3e unterscheiden

Im Unterschied zu den Axiomen K1 bis K3 wird bei den Axiomen K4 und K5 postuliert,
dass Konzentrations- und Disparitdtsmal3e auf die in den "Proben" unterstellten
Vorgange unterschiedlich reagieren. Die Proportionalitétsprobe (Axiom K4) beschreibt
den reinen Anzahleffekt, weshalb Disparitétsmalle hierauf nicht reagieren sollen. Die
Forderung K5 ist damit motiviert, dass man gedanklich eine immer gréf3er werdende
Ungleichheit durch Hinzuftigen von "Nulleinheiten" entstehen lassen kann.

K4: (Proportionalitatsprobe):

Ersetzt man jeden einzelnen Merkmalstrager i mit dem Anteil g am
Merkmalsbetrag durch k > 1 gleich grol3e Merkmalstrager mit den
Anteilen g/k, so soll fur das neue Disparitétsmal’d D* gelten:

D* = D(q) (Disparitét bleibt unverandert) |

und fur das "neue" Konzentrationsmald K* im Vergleich zum "alten”

K* = % :% K(q) (Fal der Dekonzentration).

Entsprechend soll im "umgekehrten" Fall einer Fusion von k gleich
grof3en Einheiten zu einer Einheit gelten D*=D und K*=kK (Fusion).

K5: (Ergdnzungsprobe, Nullergdnzunq):

Figt man einer Verteilung m Einheiten, deren Merkmalsbetrage je-
weils Null sind ("Nulltréager") hinzu, so soll gelten

| K=K und D*>D. |

K6: Wertebereiche

Die folgenden Wertebereiche sollen gelten: fur

. 1
K onzentrationsmal3e n <K<1
- - .- 1
Disparitatsmale 0<D<1- P
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b) Erlauterungen zu den Axiomen

1. Die Axiome K1 bis K3 werden sowohl fir Konzentrationsmale, als
auch fur Disparitétsmale gefordert. Das Axiom K1 besagt, dass ein
Konzentrations- und ein Disparitétsmald unabhangig sein soll von der
Maleinheit der zu verteilenden Grole (des Konzentrationsmerkmals).
Die "Ungleichheit" der Einkommensverteilung wird nicht davon
bertihrt, ob das Einkommen in DM oder in Pfennigen gerechnet wird.
Sieist in beiden Fallen gleich grof3.

Diese Invarianz gegeniiber proportionalen Transformationen (auch "Bresciani-
Turoni-Bedingung" genannt) wird dadurch sichergestellt, dass zur Berechnung von

Konzentrations- und Disparitdtsmalden nur Merkmalsanteile, nicht absolute Merk-
mal sbetr age benutzt werden.

2. Das Axiom K2 (auch "Transfer", "Pigou-Dalton-Effekt" oder [wegen
K 3] miRverstandlich "V erschiebungsprobe" genannt) wird nicht selten
nur fUr Disparitétsmal®e gefordert. Bei einem Transfer "von reich zu
am" soll die Disparitdt abnehmen (negativer -, regressiver - oder
egalisierender Transfer). Umgekehrt soll die Disparitdt zunehmen,
wenn d von j auf i transferiert wird (positiver - oder progressiver
Transfer).

Transfers sind stets Umverteilungen bei gleichbleibendem gesamtem Merkmal sbe-
trag und wegen d < h/2 auch bei gleichbleibender Rangfolge der Merkmalstrager
(unter denen der Transfer stattfindet). Die Bedingung d < h/2 wird deshalb
eingefuihrt ("Uberholverbot").

Esist auch Ublich, eine Reaktion auf einen Transfer fir Konzentrations-, nicht nur
fr Dispariatétsmal3e zu fordern, oder aber zu unterscheiden:

bei einem regressiven Transfer soll K abnehmen, D dagegen strikt abnehmen.
Gelegentlich wird der Transfer auch "bewertet" in dem Sinne, dass sich ein positiver
Transfer auf ein Konzentrations- oder Disparitétsmald starker erhbhend auswirken
soll, als sich ein betragsmalig gleich grofer negativer Transfer verringernd auswirkt
("starke Verschiebungsprobe™).

3. In der Literatur wird K3 haufig nur fur Disparitdtsmalde gefordert.
Anders als diein K1 postulierte gleiche relative Anderung (z.B. Erho-
hung aller Einkommen um 20%, so dass b = 1,2 ist) soll sich eine
gleiche absolute Anderung der Merkmalsbetrage durchaus auf die
Disparitat auswirken. Nach Axiom K3 bedeutet eine fur alle Merk-
malstrager gleich grof3e Zunahme (a>0) der Merkmalsbetrdge eine
Verringerung der Disparitdt und entsprechend eine Abnahme (a<0)
eine Vergroferung der Disparitét.
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4. Der mit der Proportionalitatsprobe beschriebene Anzahleffekt soll sich
auf ein Disparitatsmald nicht auswirken, die Konzentration soll sich
jedoch proportional zu einer Verringerung (Fusion) der Anzahl der
Merkmalstréger  vergrol3ern, bzw. zu ener Vergrof3erung
(Dekonzentration) der Anzahl der Merkmalstréger verringern.

5. Hinter der Ergéanzungsprobe (Axiom K5) steht - wie gesagt - die
Vorstellung, dass man sich eine "Ungleichverteilung” durch Hinzuf-
gen von Nulltrdgern aus der Gleichverteilung entstanden denken kann.
In gleicher Weise wird eine bestehende "Ungleichheit" durch Hinzu-
flgen von Nulltragern vergrofiert.

Der Vorgang der Nullerganzung soll dagegen ein Mal3 der absoluten
Konzentration K unverandert lassen, weil die Anzahl derjenigen
Merkmalstréger, die sich bisher die Merkmalssumme aufteilten und
deren Anteile ;>0 sind, gleich bleiben.

Mit dem Axiom K5 ist noch nicht gesagt, um wieviel sich D bei Hin-
zufugen (Wegnehmen) von Nulleinheiten vergrof3ert (verringert). Eine
solche Aussage wird mit der folgenden spezielleren Fassung des
Axioms getroffen, die wir Axiom K5a nennen wollen

Axiom K5a:

Manchmal wird auch gefordert, dass sich ein Disparitatsmald in einem
bestimmten Ausmal? vergrof3ert. Fiigt man einer Verteilung m=(k-1)n
Nullelemente hinzu, so dass der Vektor der Merkmalsanteile q =
[0;.-.4] in den Vektor g, = [q;...9, 0...0] mit kn Elementen Ubergeht,
so sollte fur ein Disparitétsmald D und fur ein Gleichheitsma3 G =1 -
D gelten

61  1-D(q)= %91
(6.13) G(q) = gkg) .

Das bedeutet z.B., dass durch eine Verdoppelung (k=2) der Anzahl der
Merkmalstréger das Gleichheitsmal3 halbiert wird. Es handelt sich aber nicht einfach
um eine Verdoppelung der urspriinglichen Einheiten (was ein Anzahleffekt im
Sinne von K4 waére), sondern um ein Hinzufigen von n "Nulltrégern" zu n
Einheiten, deren Merkmalsbetrage grofRer oder gleich Null sind.

6. Es wird nicht nur gefordert, dass die oben genannte Grenzen gelten,
sondern auch, dass sie in genau definierten Situationen angenommen
werden. Danach gilt bei den bereits dargestellten extremen Zusténden:
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S

maximale Konzentration Knx =1 und D, =1-

. . 1
egalitére Verteilung Kpin=p und Dy, =0.

Man beachte, dass die minimale (nicht aber die maximale) Konzentra-
tion und die maximale (nicht aber die minimale) Disparitét von n ab-
héngig ist. Deshalb kann man auch nicht einfach fordern: 0<D,K <1,
auch nicht wenn man bedenkt, dass 1/n "gegen Null strebt”, zumal n
bei Konzentrationsuntersuchungen oft nicht sehr grof3 ist.

e Konzentration: War ein Markt bisher von 4 gleich grofRen Unternehmen be-
herrscht, so wiirde ein Ubergang zu 3 gleich groRRen Unternehmen die Disparitét
nicht berthren (da stets alle Unternehmen gleich grof sind, bleibt D=0), wohl
aber die Konzentration von 1/4 auf 1/3 erhohen (die wegen D=0 minimale
Konzentration ist also von n abhangig: je kleiner n desto groler K,,,), dennim
Sinne der absoluten Konzentration ist die Konzentration auf 3 statt 4
Unternehmen natirlich eine Steigerung

e Disparitat: Sie kann nur maximal sein, wenn einer ales und der Rest (n - 1
Einheiten) nichts bekommt. Es st klar, dass diese Ungleichheit umso grofier ist je
groRer "der Rest" ist. Es ist deshalb sinnvall fiir den Fall, dass eine Einheit die
gesamte Merkmalssumme auf sich vereint danach zu differenzieren, wie grof3 n
ist (die Obergrenze von D ist deshalb abhéangig von n).

3. Messung der (absoluten) Konzentration

a) Konzentrationskurve und Rosenbluth-Index

Ordnung nach abnehmender Groie

Die Daten liegen in Form von Einzelbeobachtungen X,,X,,...,X,, vor. Da
Konzentration bedeutet, dass eine geringe Anzahl von Merkmalstréagern
einen grof3en Anteil an der Merkmalssumme auf sich vereinigt, werden die
Merkmalsbetrage nach abnehmender Grofle geordnet (d.h. die Merk-
malstrager werden nach abnehmenden Merkmalsbetrégen geordnet), so
dass

XD >x@ >, .>xM (abnehmende Merkmalsbetrage).

Bel der Disparitdtsmessung ist es dagegen ublich, von einer Ordnung nach
zunehmender Grof3e auszugehen, so dass gilt

X1y £ X2 S-S X (zunehmende Merkmal sbetrage).
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Konzentrationsraten, Konzentrationskurve und Rosenbluth-I ndex

Wir sind jetzt in der Lage, Konzentrationsraten, deren graphische Darstellung, die Kon-
zentrationskurve und den hieraus abgeleiteten Rosenbluth-Index als Konzentrationsmaf3
(MaR’ der absoluten Konzentration) zu definieren.

Def. 6.3 : Konzentrationsr aten, -kurve, Rosenbluth-I ndex

a) Wird der Merkmalsanteil desi-ten Merkmalstragers
x®  x®

C=—-=——
boex0Ex,

(6.2)

genannt (oder aquivalent g;; vgl. Def. 6.1) dann ist

i
63) C=Y¢ C,=0<C;<.<C,=1

=1

der kumulierte Anteil der i grofdten Merkmalstrager und heif3t Kon-
zentrationsr ate (concentration ratio).

b) Zeichnet man die geordneten Paare (i, C,) in ein kartesisches Koordi-
natensystem ein und verbindet man die Punkte mit den Koordinaten
(0,0), (1,C),..., (n,1), so heild der daraus resultierende Polygonzug
Konzentrationskurve (vgl. Abb. 6.1).

Abb. 6.1: Konzentrationskurve

Zahlenbeispiel: ¢, =0,4 ¢, =0,3 ¢3=0,1 ¢4 bisc,yjeweils0,2/7

0,8+

0,2+
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c) Der Rosenbluth-Index (Konzentrationskoeffizient von Rosenbluth)
ist wie folgt definiert:

1 .
—<Kgr<1 (i=1,2,...,n).

64 Ke= 2%ic-1 n

Bemerkungen zur Def. 6.3:

1. Zwischen den Ordnungsstatistiken x# und den bisher betrachteten
Ordnungsstatistiken X gilt die Beziehung
XO =Xy 1=1,2,..,0.

2. Die Konzentrationsrate C, ist der Anteil, den die r grofiten Merkmals-
trager auf sich vereinigen. Wenn z.B. das Merkmal Umsatz betrachtet
wird ist C; der Umsatzanteil der finf grofiten Unternehmen. Konzen-
trationsraten C; sind diskrete Konzentrationsmal3e, weil sie nur einen
Teil der Merkmalsanteile ¢; berlicksichtigen. Sinnvoll kann nur r < n
gewahlt werden, well

¢ (absolute) Konzentration bedeutet, dass eine geringere Anzahl r von
Merkmalstrégern einen kumulierten Merkmalsanteil C, hat.

e fUrr =nnotwendig gilt C, = 1, was keine Information liefert.

Die Wahl von r ist willkirlich. Die Konzentrationsrate ist dartberhinaus zwar

einfach und anschaulich, sie nutzt aber die in der Konzentrationskurve steckende

Information nicht voll aus. Bei Untersuchungen Uber die Konzentration von

Unternehmen in bezug auf Umsétze; Marktanteile usw. ist es Ublich (z.B. in den

Untersuchungen der Monopolkommission) die Konzentrationsraten Cs, Cg, Cy U
betrachten.

3. Die Konzentrationskurve ist eine graphische Darstellung der Konzen-
trationsraten. Aus x® > x(+1) folgt

(65 c¢=c,, und C<C, .

Die Steigung der Konzentrationskurve betragt im Intervall von i-1 bis
I genau ¢, und kann wegen (6.5) nicht zunehmen. Im Fall der
egalitéren Verteilung, bel dem fir ale i gilt ¢ = 1/n ist die
Konzentrationskurve eine die Punkte (0,0),...,(n,1) verbindende
Gerade C, = i/n mit der Steigung 1/n. In alen anderen Féllen verlauft
sie als Polygonzug oberhalb dieser Diagonaen konkav, so dass gilt
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(6.6) C¢z% (i =12,...n).

Im Falle der maximalen Konzentrationist C, =1und C, = 0 (fir 1 <i
<n).

4. Der Rosenbluth-Index stellt ein Mal3 fur die Wélbung der Konzentra-
tionskurve dar. Man kann zeigen, dass Ky invers von der Flache F
(schraffierte Flache in Abb. 6.2 bis 6.4) abhangt:

(6.7) F=Zic-¥% (¥<F<n/2) und

1
(6.78) Kp=5¢

Aus Gl. 6.7 ist ersichtlich, dass die Reihenfolge der Einheiten nicht
beliebig ist. Bei der Konzentrationsmessung werden, wie gesagt, die
Merkmalstrager stets nach abnehmenden Merkmalsanteilen ¢, geord-
net.

Abb. 6.2: Konzentrationskurve und Flache F (vor und
nach negativem Transfer zwischen Einheit 2 und 3)

0,5

5. Durch die proportionale Transformation y;, = b-x; verdndern sich die
Merkmalsanteile ¢, nicht, so dass K das Axiom K1 erfallt.

6. Um zu zeigen, dass K das Axiom K2 erflllt, betrachten wir ohne Be-
schrénkung der Allgemeinheit einen negativen (egalisierenden) Trans-
fer des Betrages d und damit des Anteils
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_d _1

von i zu j = i+1. Dadurch wird C, um c, geringer und C,,, bleibt
gleich. Die Konzentrationskurve verlauft dann zwischen den Punkten
(i-1, C_,) und (i+1,C,,) flacher (vgl. Abb. 6.2). Dadurch vergroliert
sich die urspriingliche Flache F um die Flache Fy. Mit geometrischen
Uberlegungen |8 sich zeigen, dass die Flache F; dem Merkmalsan-
teil ¢4 entspricht. Offensichtlich gilt dies auch bei einem Transfer von
i auf j (bei j >i+1). Wegen der in Gl. 6.7a dargestellten inversen Be-
ziehung zwischen F und Ky nimmt Ky ab. Analog nimmt Ky bei
positivem Transfer zu.

Fur y; = at+x; erhélt man die "neuen” Konzentrationsraten (von y statt
von X)

X
+ C

,_AimM+CxX a i
a+x T a+txXn a+x

68  C.=

C," ist dso ein gewogenes Mittel aus dem bisherigen Wert C; und

dem Wert i/n bei egalitérer Vertellung. Ist die Ausgangsverteilung die

egalitére Verteillung, so bleibt diese erhalten. In allen anderen Fallen

gilt:

e Fira>0ist C <C, furi <n, so dass die neue Konzentrationskurve
unterhalb der bisherigen verlauft, was bedeutet, dass K abnimmt.

e Fur a< 0 ist entsprechend C* > C,, wenn i < n ist, so dass Ky zu-
nimmt (das Gewicht a/(a+x) ist negativ).

Somit erfullt K auch das Axiom K3,

Auch Axiom K4 ist, wie leicht zu sehen ist, erfillt. Eine Dekonzen-
tration mit k = 2 veréndert die Konzentrationskurve wie in Abb. 6.3
gezeigt. Den Konzentrationsraten C, sind jetzt die Abszissenwerte 2i
zugeordnet, so dass die neue Flache F'=2F ist. Daraus folgt fir den
neuen Rosenbluth-Index K. = (2F)1 = ¥2K. Bei einer Fusion von je
zwei Einheiten mit gleichem Merkmalsanteil gilt Kg. = 2Kg, was sich
ebenfalls aus Abb. 6.3 ergibt, wenn man diese von rechts nach links
liest.

Axiom K5 ist offensichtlich ebenfalls erfillt, da dies nur darauf hin-
audlauft, dass das Rechteck Uber die Punkte (n,0) und (n,1) hinaus
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verlangert wird (Abb. 6.4). Es ist klar, dass sich dadurch der Rosen-
bluth-1ndex nicht veréndert.

Abb. 6.3: Wirkung einer Dekonzentration (Axiom K4)

1 1
F 2F
05 05

—— 0 —
1 2 3 4 1 2 3456 7 8

Abb. 6.4: Konzentrationskurve bei Nullerganzung von m
Einheiten

n n-+m

10. Die maximale Konzentration ist erreicht, wenn der grofdte Merkmals-
trager die gesamte Merkmalssumme auf sich vereinigt. Man erhalt
dann fur die Fléache F den Wert Y2 und somit K = 1. Entsprechend gilt
bei egalitarer Verteilung (c=1/n) F = (1+2+..+n)/n - Y2 adso 2F = n
und somit K = 1/n.

11. Der Rosenbluth-Index hangt, wie gesagt, invers von der Grélze der Flache F ab.
Dies legt den Gedanken nahe, ein Mal? aus der Flache G (vgl. Abb. 6.5) zwischen
der Diagonalen und der Konzentrationskurve

G=n2-F 0<G<(n-1)/2
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zu konstruieren, analog zur Herleitung des Gini-K oeffizienten aus der Lorenzkurve
(vgl. Abschn. 4).

Abb. 6.5: Flache G as Konzentrationsmal3

s

05T

Man kann aber leicht sehen, dass eine mit Gl. 2.3 auf das Intervall von 1/n bis 1 nor-
mierte Flache G, also das Flachenmal?

1+2G 1
n="h ﬁSGnsl

als Mal3 der absoluten Konzentration unbrauchbar ist, da es die Axiome K4 und K5
nicht erfillt.

Beispiel 6.1:
An einem Markt bieten funf Unternehmen an. |hre Marktanteile sind:

1) ¢, =06;c,=02; ¢c;=0,1; ¢, = 0,06 und c; = 0,04. Man zeichne die
Konzentrationskurve und berechne die Flache F und K.

2) Der Marktanteil ¢, = 0,04 wird von Unternehmen 2 auf Unternehmen
3 "Ubertragen”.
Man zeichne wieder die Konzentrationskurve und berechne F und K.

3) Angenommen, jedes Unternehmen werde (ausgehend von Situation 1)
in zwei gleich grof3e Unternehmen "dekonzentriert”. Man zeichne
wieder die Konzentrationskurve und berechne F und K.

LOsung 6.1:

1) Ordinatenwerte der Konzentrationskurve: C, = 0,6; C,=0,8; C;=10,9;
C,=0,96 und C;= 1. Fir die Flache erhdt man F, = 1,74 - %2 = 1,24
und fur den Rosenbluth-Index Kg, = 0,40323.
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2) Nach dem Transfer gilt C, = 0,76. Die anderen Werte bleiben unver-
andert. Ferner ist F, = 1,28 und Ky, = 0,390625, die Konzentration
nimmt also ab (wie im Axiom K2 gefordert).

3) Esgiltjetzt: C,=0,3; C,=0,6; C;=0,7;...,Cg = 0,96, Cq = 0,98 und
C,o=1. Schliefdlichist F; = 2,48 = 2F,; und K5 = 0,2016 = ¥2K,.

b) Herfindahl-I ndex

Ein sehr einfaches und das am meisten verbreitete Mal3 der absoluten
Konzentration ist der Herfindahl-Index, auf dessen Eigenschaften hier
kurz eingegangen werden soll.

Def. 6.4: Herfindahl-Index

Die Summe der quadrierten Merkmal santeile q,,q,,...,q,

(69 Ky=Zag? =dq %SKHsl

heif3 Herfindahl-Index oder Konzentrationsmal3d von Herfindahl (Symbol:
statt K, auch einfach H). Man beachte, dass die Daten hier Einzel-
beobachtungen sind. Fir gruppierte und klassierte Daten ist K, gem. Gl.
6.10 zu berechnen.

I nterpretation und Eigenschaften des Herfindahl-1ndex:

1. Der Herfindahl-Index ist ein summarisches Mal3 der (absoluten) Kon-
zentration. Man erkennt auch leicht, dass es auf die Reihenfolge der
Merkmalsanteile (Anteilswerte) g, nicht ankommt und dass man K,
auch als ein mit den Anteilen g; gewogenes arithmetisches Mittel der
Anteile ¢, auffassen kann. Daraus folgt auch, dass das Axiom K1 er-
falltist.

2. Der Herfindahl-Index ist auch in der Form
Ky = Z(x; / 2x)2 = 2(x;,2/ n2 x,72) darstellbar. Daraus folgt auch der
bekannte Zusammenhang zwischen K, und dem Variations
koeffizienten V

V2+1

(6100 Ky="r

Der Zshler V2+1 charakterisiert die Verteilungsungleichheit und der Nenner mif3t
den Anzahleffekt. Mithin steigt (sinkt) die absolute Konzentration, wenn sich bei
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gegebener relativer Streuung die Anzahl n der Einheiten verringert (vergrofRert). Es
ist auch plausibel von steigender Konzentration im 6konomischen Sinne zu
sprechen, wenn sich die Disparitéat erhéht und die Anzahl der Merkmalstrager
kleiner wird. Wie man daran erkennt, hangt die Aussage der absoluten
Konzentration nicht allein von der Anzahl n &b, sondern auch von der
Unterschiedlichkeit der Gréfie der Einheiten:

So kann z.B. fur n = 2, bei einem Duopol, K, ale Werte zwischen %2 und 1 anneh-
men, je nachdem, welchen Marktanteil q (bzw. p = 1 - q) das erste (bzw. zweite)
Unternehmen hat. Die quadratische Funktion K, = g2 + p? = 1 - 2q(1-q) hat an der
Stellep = q=%ihr Minimum.

3. Fusionen von Einheiten vergrof3ern die absolute Konzentration (aber
nicht notwendig auch die Disparitét), weil sie die Anzahl der Einhei-
ten verringern.

Die konzentrationserhéhende Wirkung des Fusionierens der ersten m < n Einheiten
ist im Falle des Herfindahl-Index leicht zu sehen, da sich Ky, vergréRert wegen:
(qu)2 > quz (j=1,2,...,m). Eine Fusion von jewelils k gleich grof3en Einheiten im
Sinne der Proportionalitétsprobe (Axiom K4) bedeutet im Fale von k=2 einen
Ubergang vom Datenvektor 1: [qg; 0; Gy O .., O] zum Vektor 2: [2g; 2q, ...
2q,,]. Wie man leicht sieht, gilt Kyy; = 2297 und Ky, = 420?, so dass sich Ky, wie
im Axiom K4 gefordert, verdoppelt. Das Axiom ist fir beliebiges k bei Fusionen
und Dekonzentrationen erfillt.

4. Der Herfindahl-Index erflllt auch die Ubrigen Axiome. Ein negativer
Transfer des Betragsd von i zu i+1 (mit den Merkmal sbetrdgen x; und
Xi;1 = X-h) im Sinne des Axioms K3 verringert K,; um den Betrag
2d(h-d)/(Z£x;)2. Entsprechend vergrof3ert sich K, bei einem gleich
grofl3en positiven Transfer. Es gilt aso Axiom K2 (schwache Ver-
schiebungsprobe), nicht aber die starke Verschiebungsprobe. Axiom
K5 ist ganz offensichtlich erflllt, da sich K, durch Nullergénzung
nicht verandert. Mit der im Axiom K3 geforderten Transformation y, =
a+ x; verandert sich der quadrierte V ariationskoeffizient wie folgt

X2V 2 xV
2 X H AND.4
(6.11) VY_(a+7<)2 und damit V = rypu
so dass gilt Vy <V, wenna<O0und V, >V,, wenn a> 0, so dass
der Herfindahl-Index auch das Axiom K3 erflllt.

5. Offensichtlich gilt /n < K, < 1, wobel die Grenzen genau in den fir
Konzentrationsmal3e beschriebenen Extremzustdnden angenommen
werden. In diesen Félen ist K, = K; = s, wobei s die Steigung der
Konzentrationskurve ist. Bei egalitarer Verteilung gilt
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(6.12) K, = Z@Z =

Hier lasst sich auch leicht der Anzahleffekt zeigen: Ein Ubergang von n gleich
grof3en Einheiten zu n-1 gleich grofien Einheiten bedeutet (analog zu Gl. 6.13) eine

VergroRerung von Ky = Un zu K}, = 1/(n-1).

6. Weitere Hinweise:

a) Ky nimmt in der Regel recht niedrige Werte an. Die amerikanischen
Fusionsricht-linien stellten friiher (1968) auf die concentration ratios bezogen auf
die vier groften Unternehmen (also die Grofe C,) ab, neuerdings auf den
Herfindahl-Index

US-Fusionsrichtlinien
Konzentrationsgrad 1968 1982
niedrig C,<05 Ky<0,1
mittelhoch 05<C,<0,7 0,1<K,<0,18
hoch C,>0,7 Ky>0,18

Man kann zeigen, dass die angegebenen Wertebereiche sich in etwa entsprechen.
Der Herfindahl-Index, aber auch die concentration ratios (oder "kritische
Konzentrationskurven") werden auch zur Messung der Wettbewerbsintensitét
benutzt. So gilt z.B. nach 822 GWB als kritische Konzentration: C; > 1/3, C3>
1/2undCg>2/3.

b) Das Konzept des Herfindahl-Index 13t sich verallgemeinern zu

(6.13) K, = qg)V@D (a>0)

Esgilt K=K, Strebt a. gegen 1 so geht K in den Exponentialindex Gber (vgl.
Def. 6.5), wéchst o. tber alle Grenzen ("gegen unendlich"), so strebt K gegen
C,;, denn mit zunehmendem o wird den groReren Einheiten ein immer grof3eres
Gewicht verliehen. Es gilt die Mittelwertungleichung Ky=1/n<K; =E<K, =

Ky<K,=C;
Beispiel 6.2:

Man berechne den Herfindahl-Index fir Beispiel 6.1.

L6sung 6.2:

Ky, = 0,62+ 0,22+ 0,12 + 0,062 + 0,042 = 0,4152,

Ky, = 0,62+ 0,162 + 0,142 + 0,062 + 0,042 =0,4104 und

Kys = 2(0,3)2 + 2(0,1)2 + 2(0,05)2 + 2(0,03)2 + 2(0,02)2 = 0,2076 = K4, /2.
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c) Exponentialindex und Entropie

Die folgenden beiden Konzentrationsmal3e werden nur kurz eingefihrt.
Die Eigenschaften der Mal3e werden nicht im einzelnen diskutiert.

Def. 6.5: Exponentialindex

(6.14) E=q™.q2..q"=TIg"  mit %< E<1  (i=1,2,...n)

Der Exponentialindex E ist ein mit den Anteilen ¢, gewogenes geometri-
sches Mittel der Anteile ;.. Daraus folgt E < K, da K, ein entsprechendes
arithmetisches Mittel ist. Offensichtlich ist Id(E) = - K¢ (Kg = Entropie,
vgl. Def. 6.6).

Def. 6.6: Entropie

Die analog dem Streuungsmal3 definierte Entropie lautet bei der Konzen-
trationsmessung:

(6.15) K= Zq‘ |d(qii) =-Yqld)  (Entropie)

Haufig werden auch die von Theil vorgeschlagenen Mal%e der Redundanz herangezogen,
weil K¢ eher as Dekonzentrationmsmal? angesehen werden kann (Kg sinkt [steigt] mit
zunehmender [abnehmender] absoluter Konzentration). Es gilt:

(6.16a) Ky =I1d(n)-Kg (absolute Redundanz)
(6.16b) Ki= ﬁ—) (relative Redundanz)

Hierbei ist Id(x) der logarithmus dualis (Logarithmus zur Basis 2) der
Grole x. Esgilt Idx = logx/log2 = 3,32193l0gx.

Bemerkungen zur Entropie (Def.6.6)

1. Kg (und entsprechend auch K; und K;) héngen allein von den
Grolen g ab, sie efillen aso Axiom K1. Bel vollstandiger
Konzentration ist also K¢ = -1:ld(1) = O [statt 1] und bei egalitérer
Verteilung gilt dem-nach K¢ = -X(1/n)ld(/n) = ld(n) [statt 1/n],
weshalb auch anstelle von K¢ die Groe K;5, eine
Lineartransformation von K, als Konzentrationsmald vorgeschlagen
wird. Man kann Kg - wie gesagt - auch eher als
Dekonzentrationmsmal verstehen, wie die folgende Uberlegung zeigt:
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Ausgehend von der egalitéren Verteilung steigt Kz wenn Egalitét zwischen n+m
statt n Einheiten besteht (n,m>0), denn Id(n+m) > Id(n). Aus diesem Grunde erfillt
K auch nicht Axiom K4. Es st aber offensichtlich, dass K5 erfillt ist weil sich K¢
(anders als K1 und K+1,") nicht durch Nullerganzung verandert.

2. Bemerkenswerte Vorziige der Entropie sind ihre einfache Verallge-
meinerungsfahigkeit auf zwel und mehr Konzentrationsmerkmale und
ihre ginstigen Aggregationseigenschaften. Was letztere betrifft, so
konnen diese leicht an dem folgendem Beispiel (der Zusammenhang
kann natUrlich verallgemeinert werden; vgl. auch Beispiel 6.3) de-
monstriert werden:

Angenommen die Einheiten (Unternehmen) 1 und 2 fusionieren und
ebenso die Einheiten 3 und 4, so erhdlt man ausgehend von der "alten”
Entropie

1 1 1 1
(6.178) K@= qlld(q—l) +q,l d(q—z) + gl d(q—3)+ 0l d(q—)

die "neue" Entropie

1 1
(6.17b) K@= (Q1+CI2)Id(q1+q2j * (qf%*q‘*)'d(qsw '

Zwischen K und K2 besteht folgender Zusammenhang

(6.17c) K@ =K@ +K® (Additionstheorem der Entropie),

wobei K wie folgt definiert ist

(6.17d) K@ = (q,+qy) {q 0 0{% } R ‘{q1+q7}

+ (Qs+ay) {q +q4|C{Qq qA} q3+q4lc{ }

Die Ausdriicke innerhalb der duReren Klammern stellen die Konzentrationen inner-
halb der neuen durch Fusion (von jeweils zwei Einheiten) entstandenen Gesamtun-

ternehmen dar. Somit kann K(é’) as"interne" Konzentration bezeichnet werden.

Sind die fusionierten Unternehmen gleich grof3 (wenn aso z.B. gilt g; = g, und
entsprechend o5 = g, so sind die Ausdriicke innerhalb der inneren Klammern [d(2) =

1 und mithin K& = 1d(2)=1 und entsprechend gilt bei der Fusion von jeweilsk Un-
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ternehmen, die gleich grof3 sind K(g) = |d (m), so dass die Entropie durch die Fusion

von K(|15) auf K(|25) um K(;) = ld(k) sinkt. Das bedeutet, dass (wie bereits gesagt) die
Entropie das Axiom K4 (Proportionalitétsprobe) nicht erflllt: wird jede Einheit in k
gleich grof3e Einheiten aufgeteilt, so erhoht sich Kz umld (k) - statt sich zu verrin-

gern - (vgl. auch Beispiel 6.3). Axiom K4 wiirde dagegen bei Dekonzentration K* =
Kik statt K = K@ + 1d (k) und bei Fusion K* = kK statt k(&= K —1d (k) verlan-

gen.

Das Additionstheorem (Gl. 6.17c) ist danach (analog einer Varianz-
zerlegung) wie folgt zu lesen

(6.17c) Gesamtentropie = externe Entropie + interne Entropie

€ - (@) )
K E - K E + K E

Beispiel 6.3
d Drei Unternehmen teilen sich einen Markt. Ihre Marktanteile sind o, = 1/2, g, = 1/3,
03 = 1/6. Man berechne die Entropie.

b) Berechnen Sie die Entropie, wenn sich die drei Unternehmen des Teilsain jeweils
o Zwel e dre
gleich grofe Unternehmen aufspalten.

¢) Man berechne die Entropie sowie die absolute und relative Redundanz fir die
folgenden Konzentrationszustande (Vektoren der Marktanteile) Q, =[0,30,7] und
Qg =[0,150,150,35 0,35].

Losung 6.3:
8 Kg=145915

b) bei zwei: Kg = 1,45915 + 1d(2) = 1,45915 + 1 = 2,45915
bei drei: Kg = 1,45915 + Id(3) = 1,45915 + 1,58496 = 3,04411.
(fur die relative Redundanz erhédt man aber: K" = K{/ld4 = K{/2 =
0,11871/2 = 0,05936 [wie es Axiom K4 fordert]).

c) bei Qu: Kg=0,88129, Ky =1-0,88129=0,11871 =K,
bei Qg Kg=1,88129, K;=2-1,88129=0,11871
(also unverandert, wie es eigentlich von einem Disparitétsmal3, nicht aber von einem
Konzentrationsmal3, gefordert wird.)
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4. Messung der relativen Konzentration (Disparitét)
a) Lorenzkurve und Gini-K oeffizient

aa) Berechnung bel Einzelbeobachtungen

Bel der Berechnung des Gini-Koeffizienten ist es niitzlich zu unterscheiden, ob der
Berechnung Einzelbeobachtungen oder eine klassierte Verteilung zugrunde liegen. Es
soll deshalb zunéchst der Fall geordneter Einzelbeobachtungen betrachtet werden.

1. Definition bei Einzel beobachtungen

Wie bel der Konzentrationsmessung gibt es auch bel der Disparitétsmes-
sung eine graphische Darstellung und eine summarische Mal3zahl (vgl.
Ubers. 6.1). Bei der Konzentrationsmessung wird grundsétzlich von Ein-
zelbeobachtungen ausgegangen, wahrend fir die Disparitétsmessung auch
die klassierte Verteilung und als theoretisches Modell die stetige
Vertellung (vgl. Abschn. 6b dieses Kapitels) von Interesse ist.

Def. 6.7: Lorenzkurve und Gini-K oeffizient bel Einzelbeobachtungen

a) Lorenzkurve

Wird der Merkmalsanteil des i-ten Merkmalstréagers bei einer Ordnung
nach zunehmender Groide

Xoy X N
(6.18) q :5%:5? (i,j =1,2,...n)
1

genannt (vgl. Def. 6.3), dann ist

(619 Q=g (=12,

der kumulierte Anteil der i kleinsten Merkmalstrager am Merkmal sbetrag.
Die lineare Verbindung der Punkte P,(H;,Q,) mit den kumulierten relativen
Haufigkeiten H; und den kumulierten Anteilen Q; im H-Q-Kordina-
tensystem heifét Lorenzkurve (H, = Q, = O und H, = Q, = 1). Fir die H;
gilt im Fall von Einzelbeobachtungen:

|

1 n-

b) Gini-Koeffizient
Die Grole
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n

(6.20) Dg = Zz":'l q (0<Dg<1 %)

i=1

hei 3t Disparitétskoeffizient von Gini (oder einfach Gini-K oeffizient).

2. EinfUhrendes Beispid fir die L orenzkurve

Beispiel 6.4:
In einer islamischen Familie mit 4 Kindern sind 2 mannlich und 2 weib-

lich. Das an die Kinder zu vererbende Vermégen von 1200 Dinare soll
getreu nach den Regeln des Korans vermacht werden:

"Und wenn die Geschwister Manner und Frauen sind, so soll
ein Mann so viel erhalten wie zwei Frauen” (Sure 4, Vers 175)

Man bestimme die sich bel Befolgung des islamischen Erbrechts erge-
bende Lorenzkurve und den Gini-K oeffizienten!

L6sung 6.4:

Die beiden Tochter bekommen jewells 200 (zusammen 400) und die bei-
den Sthne jeweils 400 (zusammen also 800) Dinare.

Die Anteile sind h; = h, = hy;=h, = 1/4 (wobei 1 und 2 die beiden Tdchter
und 3 und 4 die beiden S6hne symbolisieren) und q,=0,=1/6 (so dass Q, =
g, + 0,= U3) fernerist ;= q,= /3 so dass g; + q, = 2/3. Man sieht leicht,
dassDg= U6 ist.

3. Bemerkungen zur Lorenzkurve

1. Die Reihenfolge der Messwerte (nach zunehmenden Anteilen g) ist
wesentlich.

2. Die GrofRen H; und Q, sind nicht unabhangig voneinander. Vielmehr
giltwegen Q = X ¢ (mit j=12,...i) und ¢ =X;/ nx = hy(X;,/X), s0
dass zwischen den Anteilen ¢; und h; folgender Zusammenhang be-
steht:

: X,
(6.21) % =0

Der Bruch g / hy ist die Steigung der Lorenzkurve, die somit proportional ist zu ;)
(denn 1/X ist eine Konstante): vgl. Bem. 6.
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3. DieLorenzkurve stellt den funktionalen Zusammenhang zwischen den
kumulierten Anteilen am Merkmalsbetrag Q, und den kumulierten re-
lativen Haufigkeiten H; dar. Es gilt

| Q =L(Hp. |

Die Funktion L heif3 Lorenzkurve.

4. Uber die Extremfélle der Disparitét 18Rt sich hinsichtlich der Gestalt
von L folgendes aussagen (Abb. 6.6).

a) Bel egalitérer Verteilung ist die Funktion L eine Gerade (die 45-
Grad-Linie). Es gilt wegen g, = In fur allei=1,2,...,n die Gleichung
Q.=H;. Die Lorenzkurve ist dann mit der Geraden zwischen den
Punkten P,(0,0) und P,(1,1), der Gleichverteilungsgeraden, iden-
tisch (Abb. 6.6, links).

b) Bei vollkommener Ungleichheit ist die Lorenzkurve aus der Strecke
von Py(0,0) bis P, ,(n-1/n,0) und dem Punkt P,(1,1) zusammenge-
setzt (Abb. 6.6, Mitte).

c) In alen realistischen Féllen liegt die Lorenzkurve zwischen diesen
beiden Extremfdllen, als konvexer Polygonzug unterhalb der
Gleichverteilungsgeraden (Abb. 6.6, rechts).

Abb. 6.6: Lorenzkurve und extreme Falle von Disparitét
Q Q Q

H B I H
1 1 1

5. Man kann zeigen, dass die Flache zwischen der Lorenzkurve und der
Gleichverteilungsgeraden, die auch Konzentrationsflache? genannt
wird

2i-n-1
F = Z 2n qi

2 Der Begriff ist aber auch tblich fur die Flache oberhalb der Konzentrationskurve
(val. Gl. 6.7).
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betragt.

Daraus folgt, dass der Gini-Koeffizient das Verhdtnis zwischen F und
der Dreiecksflache unterhalb der Gleichverteilungsgeraden ist (diese
Dreiecksflache betragt ¥%), d.h. es gilt

F
(622) Dg=3;=2F .

Bei egalitarer Verteilung ist F=0 und somit auch Ds=0; Bei voll-
kommener Ungleichheit ist F = %2 - ¥2(1/n) und somit Dg=(n-1)/n. Es
gilt fir Dg aso dieim Axiom K6 geforderte Einschrankung.

6. Die Steigung der Lorenzkurve zwischen den Punkten P,_;(H,.;, Q.,)
und P,(H,,Q,) betragt wegen GI. 6.21

(6.23) % = &nljn_nx = %‘ (Steigung der Lorenzkurve)

Die Steigung der Lorenzkurve ist also nichtnegativ und von 0 bis un-
endlich monoton steigend, d.h. sie nimmt mit zunehmendem x und H
Zu.

Daraus folgt unmittelbar:

e Die Steigung erreicht den Wert 1, d.h. die Lorenzkurve verlauft
parallel zur Gleichverteilungsgeraden, wenn X, = x,”, d.h. wenn das
Einkommen (der Merkmalsbetrag) der i-ten Einheit gleich dem
Durchschnittseinkommen ist.

e Die Lorenzkurve verlauft also zunéachst flacher (bei Beziehern un-
terdurchschnittlicher Einkommen), dann ab x;, = X,” steiler as die
Gleichverteilungsgerade (bel Beziehern tberdurchschnittlicher Ein-
kommen).

e Weil die Steigung der Lorenzkurve nicht abnehmen kann, kann die
Lorenzkurve die Gleichverteilungsgerade nicht schneiden; das folgt
auch aus H; > Q, ,(H; = Q, gilt auler bei egalitarer Verteilung nur
fUr i=0 und i=n), denn

wobei X, der mittlere Merkmalsbetrag der ersten i Merkmalstrager
ist (nicht zu verwechseln mit x;,, dem Merkmalsbetrag der i-ten
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Einheit), der wegen der Relthenfolge der Merkmalstrager notwendig
stets kleiner ist als der Mittelwert x, der sich auf ale n Merkmals-
trager bezieht.

Da X < X, istdie Steigung der Strecke PyP; mit Q;/ H; =X; /X kleiner alsdie
Steigung der Tangente im Punkt P, der Lorenzkurve, dieq; / h; = Xy / X betragt.

7. Zwischen dem Gini-Koeffizienten D5 und dem Rosenbluth-Index K
besteht folgender Zusammenhang

1 :
(6.25) Dg=1- Ko und somit Kg =
R

1
n(1-Dg)

Dabei ist zu beachten, dass die Reihung der Merkmalstrager bei der
Konzentrationsmessung nach abnehmender und bel der Disparitéts-
messung nach zunehmender Grof3e erfolgt.

8. Eine Lineartransformation der Merkmalswerte mit y,=at+bx; wirkt auf
die Merkmalsanteile wie folgt (q;," ist ein gewogenes Mittel aus g; und
dem Wert i/n der Winkelhalbierenden [egalitare Verteilung]),

o)

in Analogie zu Gl. 6.8, d.h. bei ab >0 gilt g < g; < i/n (Mittel-
werteigenschaft), so dass man fir das Disparitdtsmald von Gini erhalt

(6.26) D¢ = (b—X)DG :
y

Bei proportionaler Transformation (Axiom K1) gilt a= 0 und wegeny

= bx auch D¢ = Dg. Bei einer Niveaudnderung im Sinne des Axioms

K3 gilt b=1 und folglich

(6.263)

DG a+X' DG

s0 dass offensichtlich die Axiome K1 und K3 erfiillt sind. Be a> 0
und b=1 riickt die Lorenzkurve in alen Punkten im Intervall O<H < 1
ndher an die Gleichverteilungsgerade heran.

Bel der Verschiebungsprobe (Axiom K2) gilt bel einem Transfer von i zu j mit X(j)
< x(,) fur die kumulierten Anteile

QJ QJ + qd Und Ql Q|
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mit gy = d/nX, sodassdieLorenzkurveim Intervall H;; < H < H; naher an
die Gleichverteilungsgerade heranriickt, wie es Axiom K2 bei einem negativen
(egalisierenden) Transfer fordert.

10. Esist leicht zu sehen, dass die Proportionalitétsprobe (Axiom K4) und die Ergéan-
zungsprobe (Axiom K5) ebenfalls erfillt sind. Die Zusammenhange seien am Bei-
spiel 6.5 demonstriert, gelten aber allgemein.

11. Ginis Disparitétsmal3 steht auch im Zusammenhang mit Parametern der Pareto- Ver-

teilung und der logarithmischen Normalverteilung, worauf jedoch aus Platzgriinden
nicht eingegangen werden kann.

12. Man kann D auch als einen speziellen Variationskoeffizienten auffas-
sen. Zwischen Dg und Ginis "mittlere Differenz" S,

1 ,
Se+ = 12 2 2% - X | ik=12..,n,

einem Steuungsmal’ (vgl. Def. 5.5), besteht der folgende Zusammen-
hang:

(6.27) Dg= §2C; .
Daraus folgt tbrigens auch, dass man D darstellen kann als
(6.278) Dg= Elgz‘n—q“‘l ik=1,.n.

13. Andog zu Gl. 6.27 gewinnt man auch ein Dispersionsmall mit der
durchschnittlichen Abweichung umX (d; gem. Def. 5.3) als

. _d
(6270) ¢ =%

das als Schutz-K oeffizient oder maximaler Nivellierungssatz (oder 1angste Lorenz-
kurvensehne) bekannt ist (vgl. Def. 6.13) und nach Gl. 6.44 nicht grofer sein kann
asder Gini-Koeffizient D

14. Es ist offensichtlich, dass (unendlich viele) verschiedene
Lorenzkurven trotz unterschiedlichen Verlaufs zum gleichen
Flachenverhdtnis Dg fuhren kdnnen, so dass das Mal3 D also einen
Disparitatszustand nicht eindeutig abbildet.

15. Esist bemerkenswert, dass Gini sein Disparitétsmald D urspriinglich ohne Bezug-
nahme auf die Lorenzkurve entwickelte. Erst spater erkannte er die Flacheninterpre-
tation von Dg (Vgl. Bem. 5):
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Dierelativen Absténde

H. -52
R = H.
|

zwischen der Lorenzkurve und Gleichverteilungsgeraden galten fur Gini als Aus-
druck der Disparitét. Man kann zeigen, dass die GroRe L*, ein mit den kumulierten
relativen Haufigkeiten H; gewogenes arithmetisches Mittel der Grofen R,

L* —ZR,SH J—'—QH < (i= .,N)

gegen den Disparitatskoeffizienten D strebt, d.h. dass gilt
De=lim L' (i=12..n).

Aus diesem Grunde ist auch die GrofRe L* = X(H;-Q,)/ZH; bei hinreichend groRer
Anzahl n von Merkmalstrégern (oder von Klassen) néherungsweise der Gini-K oeffi-
Zient.

Beispiel 6.5:

Ausgangspunkt sei eine Verteilung mit ¢, < g, < gz und h; = 1/3 (i=1,2,3). Die Aufspal-
tung jeder Einheit in zwei gleich grof3e Einheiten bewirkt, dass die neue Lorenzkurve die
folgenden Punkte verbindet:

P1(0,0), Po(1/6,Y20y), P3(1/3,01), Py(Y20y+Y,), Ps(2/3,0;+0p), Pe(5/6,0;+0,+7203) und
P,(1,1).

Die Punkte Py Ps Psund P, sind identisch mit der bisherigen Lorenzkurve. Die
Punkte P,, P, und Pg liegen jeweils auf der linearen Verbindung zwischen Py und Py
usw. Die Lorenzkurve (und damit auch D) bleibt also unveréndert.

Eine Nullergénzung durch 3 Nulltréger auf der Basis der obigen Ausgangssituation be-
wirkt dagegen, dass die neue Lorenzkurve zwischen 0 < H <% den Wert Q=0 annimmt
(vgl. Abb. 6.7).
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Abb. 6.7: Lorenzkurve bei Nullerganzung von n=3

Einheiten
Q1
10,5
0 05 1H

Das Gleichheitsmal3 1-Dg = G betrug vor der Nullergénzung

G, = 1/3(5q; + 30, + g3) und nach der Nullergénzung

G, =1/6 (504 + 30, + 0a).

Es hat sich also halbiert wie es Axiom 5a bei k=2 also einer Erganzung um m = n(k-1) =
3(2-1) = 3 Nulltragern verlangt.

bb) Berechnung bei gruppierten und klassierten Daten

Gegeben seien m Auspragungen des Konzentrationsmerkmals bzw. m
Klassen, so dass mit h; die relativen Haufigkeiten und g; die Anteile am
Gesamtmerkmalsbetrag definiert sind (i = 1,...,m). Die kumulierten An-
teile sind wieder H; = Zh, und Q = Zq; (j=1,...,i).

Nach der Definition des Gini-K oeffizienten folgen zunachst einige weitere
Bemerkungen zu den Eigenschaften der Lorenzkurve und dann zwei ein-
fuhrende Beispiele (Bsp. 6.6 und 6.7).

Def. 6.8: L orenzkurve und Gini-K oeffizient bei klassierten Daten

a) Die lineare Verbindung der Punkte P,(H,,Q,) (i=0,1,...,m) mit P,(0,0)
und P.,(1,1) heif3 Lorenzkurve.

b) Der Gini-Koeffizient Dy ist gegeben mit

(6.28) Dg=1-Zh(Q+Q;,) oder (6.288) Dg=Zq(H+H, ;) -1

Diese Gleichungen gelten zun&chst nur bei gruppierten Daten. Fur die
Berticksichtigung der Disparitdt innerhalb der Klassen bel klassierten
Daten vgl. Bem. 4.



Kapitel 6: Konzentrationsmessung 171

Bemerkungen zu Def. 6.8:

1

2.

Die Bemerkungen im Abschnitt aa) gelten analog auch hier.

In Gl. 6.28 und 6.28a ist i=1 der Wert H, ; = H,; = H, = 0 und ent-
sprechend Q, = 0 einzusetzen. Setzt man in GI.6.28a fur H; den Wert
i/n und entsprechend fur H,_; den Wert (i-1)/n ein, wie dies dem Fall
der Einzelbeobachtungen entspricht, so folgt Gl. 6.20 aus Gl. 6.28a.

Wenn zwei und mehr aneinander angrenzende Grofdenklassen zusam-
mengefaldt werden, etwa die Klassen i und i+1, so verléuft die "neue"
Lorenzkurve flacher (ndher an der Gleichverteilungsgeraden). Wah-
rend sie vorher die Punkte P_;, P, und P, linear verband, stellt die
Lorenzkurve jetzt eine Verbindung der Punkte P_, und P, dar (vgl.
Beispiel 6.7). Man kann leicht zeigen, dass sich die Flache zwischen
Lorenzkurve und Gleichverteilungsgerade dadurch verringert, und
zwar um den Betrag ¥2(h,}., - h;,,0;), SO dass gilt:

D¢ verringert sich um (hg;,,-h;,,0) wenn die Grolzenklassen i und i+1
zusammengefaldt werden.

Der Ausdruck ha;,, - h;,,0; ist Ubrigens deshalb nichtnegativ, weil die
Steigung der Lorenzkurve monoton zunimmt, d.h. well gilt
i1 /hisy 2 o/hy.

Fir Ginis Dispersionsmal3 existiert eine Zerlegung nach Art der Streu-
ungszerlegung

(6.29) Dg= [1 - zhi(Qi+Qi-l)] * {th% D(ch

wobei D“G) die Disparitét innerhalb der i-ten Klasse darstellt, der ge-

samte Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer also die interne Dis-
paritét ist (und die erste eckige Klammer die bisher allein betrachtete
externe Disparitét nach Gini).

Wegen des unter Nr. 3 dargestellten Zusammenhangs wird bei Aggregation
(Zusammenlegung) von GrofRenklassen die Disparitét abnehmen und bei Disaggre-
gation (Aufspatung) entsprechend zunehmen. Jede empirische, als Polgonzug
dargestellte Lorenzkurve kann nur eine Naherung fur die im Abschn. 6 definierten,
und den Daten "eigentlich" zugrundeliegenden stetige Lorenzkurve sein. Ein
Vergleich von Disparitdten (z.B. der Einkommensverteilungen von zwei Landern)
sollte deshalb nur bei gleich vielen GrolRenklassen erfolgen.
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6. Aus Gl. 6.28 entwickelt sich leicht eine Formel fur den Spezialfall,
dass die Verteilung (z.B. die Einkommensverteilung) nur aus zwei
Merkmal sauspragungen x, > x, besteht:

Einkommen relative Antell am Gesamtmerk- Merkmal shetrag
Haufigkeit mal shetrag
gering h q X1
grof3 1-h 1-q Xo

Die Lorenzkurve hat dann nur drei Punkte P,(0,0), P,(h,q) und P,(1,1)
und Ginis Dispersionsmal} ist dann der senkrechte Abstand zwischen
dem Punkt P,(h,q) und der Gleichverteilungsgeraden, aso die Strecke
von P;(h,q) bis P;(h,h).

1(6.280) Dg=h-q. |

Diese Formel zeigt erneut, dass unterschiedliche Disparitétszusténde zu gleichen
Werten des Gini-Koeffizienten D¢ fuhren kénnen (eine haufig vorgebrachte Kritik
an Dg): Haben z.B. in einem Land die 30% &msten Familien einen Anteil am Ver-
madgen von nur 5% so ist die Vermogenskonzentration (genauer: Vermdgensdispari-
tét) genau so grofd wie in einem anderen Land, in dem die 40% &armsten Familien
einen Anteil von 15% haben, denn D = 0,3-0,05 = 0,4-0,15 = 0,25.

Weiter kann man zeigen, dass in dieser Situation fir den Variationskoeffizienten gilt

__Dg
(6280 V=gt <2Dg

Fur die durchschnittliche Abweichung um X erhdlt man schlief3lich
d = 2(xz - X)(1 - ),
so dass der Schutz-K oeffizient ¢" gem. GI. 6.27b dann

d,” . 2X(1-h) 2xX(1-h)
= _ — 2 — —
(6.28d) 2% - 0" = = "~ o2x —ha=Dg

ist (dax,/X=1-q).

Beispiel 6.6:

Urmenschenproblem: 150 Angehdrige eines primitiven Volksstammes
(150 "Urmenschen") gehen auf die Jagd nach Federvieh. Ihre Beute be-
tragt 300 Wildganse. Durch das an sich nur bei primitiven Voélkern be-
kannte Gerangel um Geld, Gut und Prestige entstand eine etwas ungleiche
Verteilung der Beute. Durch Eingreifen des Hauptlings konnte jedoch
noch verhindert werden, dass jemand leer ausging. Es bekamen jeweils n,
Personen x; Ganse:
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Man zeichne die Lorenzkurve und berechne das Disparitétsmald Dg von
Gini. Wie sdhe die Lorenzkurve aus, wenn jeder von der Beute gleichviel
bekommen hatte?

Ldsung 6.6:

Es sind 300 Ganse auf 150 "Urmenschen” zu verteilen; bei Gleichvertei-
lung gilt also x = 300/150 = 2 Génse fir jeden. Es gibt aso
"Unterprivilegierte® mit nur x = 1 Gans und "Uberprivilegierte" mit x = 3
oder gar X = 4 Gansen. Fur die Anteile h; an den n = Zn, = 150 Ur-
menschen und die Anteile g; an den X x; n, = 300 Génsen gilt dann:

X; 1 2 3 4 z
A Urmenschen n, 60 45 30 15| 150
B Ganse Xin, 60 90 90 60| 300
Anteilean |h=n,/Z n; 04 03 02 01| 10
A H, =X h (i) 04 07 09 1
Anteilean |qg =xn/Z xn, 02 03 03 02 10
B Q =X2q (<i) 02 05 08 1

Anteilean A = Anteile an den Urmenschen (an den Merkmal stragern)
Anteile an B = Anteile an den Wildgansen (an den Merkmalssumme).

Wie man sieht gilt Q; < H;, was ja gerade die "Ungleichverteilung”" aus-
macht, denn die H; = 40% &rmsten Urmenschen haben nicht einen Antell
von 40%, sondern von weniger, namlich nur 20% (denn Q, = 0,2) an der
Beute. Entsprechend haben die 70% armsten nicht einen Anteil von 70%,
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sondern nur von 50% usw. Die Lorenzkurve dieses Beispiels ist in der
ADbb.6.8 dargestellt.
Fur Ginis Koeffizient erh&lt man in diesem Beispiel D = 0,27.

Abb.6.8: Lorenzkurve fur das Beispiel 6.6

Q

1

Beispiel 6.7:

Aus der Vermogenssteuerstatistik 1983 (Statistisches Jahrbuch der Bun-
desrepublik Deutschland 1989, S.451) erhdt man folgende (stark zusam-
mengefaldte) Daten zur Schichtung des Gesamtvermdgens von unbe-
schrankt vermogenssteuerpflichtigen nattrlichen Personen:

Gesamtvermaogen h g H, Q,
unter 200000 02417 10,0481 | 02417 |0,0481
200 - 500000 04458 |0,2011 | 06875 |0,2492

0,5- 1 Mill 0,1898 [0,1815 0,8773 0,4307
1-5Mill 0,1088 10,2813 0,9860 |0,7200
5- 20 Mill 0,0119 [0,1460 0,9980 10,8580
tber 20 Mill 0,0020 10,1420 1,0 1,0

a) Zeichnen Sie die Lorenzkurve und berechnen Sie den Gini- und den
Herfindahl-K oeffizienten D und K.

b) Wie andert sich die Lorenzkurve und wie andern sich und Dg und K,
wenn man die ersten beiden Grofienklassen zusammenfalit?

Losung 6.7:
a) Dg=0,5512 und K, = 0,3998.
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b) DieLorenzkurve hat statt 7 Punkte (einschliefdich P,(0,0) und P,(1,1))
jetzt nur noch 6 Punkte, da die Verteilung nun nur noch 5 Grélen-
klassen hat. Die bisherigen Punkte P, und P, werden linear verbunden.
Gini- und Herfindahl-Index nehmen entsprechend ab: es gilt jetzt Dg
= 0,5241 und K, = 0,4191.

Abb. 6.9: Lorenzkurve fir Beispiel 6.7
Q

1

+0,5

b) Der Variationskoeffizient als Disparitatsmald

Der bereits als Mal’ der relativen Streuung eingefihrte Variationskoeffizi-
ent V = g/x gilt auch als Mal3 der Disparitét. Neben dem V ariationskoeff-
zienten V wird auch das normierte Quadrat des Variationskoeffzienten als
Disparitdtsmal3 benutzt.

Def. 6.9: normiertes Quadr at des Variationskoeffizienten

v 1
1+V2 ™ K,

(6.30) NV =

I nterpretation und Eigenschaften

1. Fir V gilt die folgende Beziehung zum Konzentrationsmal3 von Her-
findahl :

[(6.31) V2= nsg@-1= nK,-1 |

bei Einzelbeobachtungen und
(6.318) V,+ 1=K, /X
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bei gruppierten Daten, wobei K, das arithmetische Mittel der Mo-
mentverteilung (vgl. auch Abschn. 6a, Gl. 6.35) ist. Mit h; = 1/n und g
= X; / nx erhélt man Gl. 6.31 aus Gl. 6.31a.

Fir V gilt bei den Extremsituationen der Disparitat

e egalitare Vertellung V2= nZ(/n)2-1=0 und NV =0
¢ vollkommene Ungleichheit V2=n-1 und NV =1-1/n.

NV ist aso nur der auf den Wertebereich von 0 bis (n-1)/n eines Dis-
paritétsmal®es normierter Variationskoeffizient und hat ansonsten die
gleichen Eigenschaften wie V.

2. Man kannV nach Gl. 6.31, bzw. NV alein in Abhéngigkeit von n und
den Merkmalsanteilen g, darstellen, so dass Axiom K1 erfillt ist.
Beide Mal3e erfillen auch K2.

3. Offensichtlich ist auch das Axiom K3 erflllt, denn bei der Linear-
transformation y; = a+ x; gilt

X

(6.32) V,=o>

vV, ,

sodassV, <V, wenna>0undV, >V, wenna<0.

4. NV erfillt auch K4 und K5. Die Disparitét, gemessen an V (und NV) steigt bei
Nullergénzung (Hinzukommen von Nulltrdgern) aber nicht in dem in Axiom K5a
geforderten Ausmal3.

c) Disparitét und verwandte K onzepte

1. Disparitat und relative Streuung

Die Verwendung des Variationskoeffizienten V als Disparitdtsmald oder
der Grof3e ¥2Ss. / X (vgl. Gl. 6.27) bzw. d; / 2x (vgl. Gl. 6.27b) als Dis-
paritétsmald wirft die Frage nach dem Unterschied der beiden Konzepte
"Disparitét” und "relative Streuung” auf.

Es gibt Uberschneidungen zwischen beiden Malzahlenklassen in dem
Sinne, dass Mal3zahlen méglich sind, die ganz oder zum grofdten Teil die
Axiome beider Klassen erflllen (abgesehen von dem Wertebereich, also
Axiom K6 sowie von dem Axiom K5a). Das bedeutet jedoch nicht, dass
die Forderungen, die an die jeweilige Klasse von Mal3zahlen gestellt wer-
den, auf das gleiche hinauslaufen.
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So waére beispielsweise das Verhaltnis von Spannweite und Median ein brauchbares Mal3
der relativen Streuung. Es sei SM genannt. Offenbar erflllt SM auch das Axiom S2
(Vergréfierung der Streuung bel Hinzutreten eines Wertes, der grof3er (kleiner) als der
bisher grofte (kleinste) Wert ist, das im besonderen Mal3e den Gedanken der Streuung
wiedergibt. Ahnlich eng verbunden mit der anschaulichen Vorstellung ist im Falle der
"Disgparitat" das Axiom K2 (Transfer), das jedoch von SM nicht erfillt sein muss. Ein
Transfer im Sinne von Axiom K2 wirkt sich auch meist nicht aus auf die mittlere Abwei-
chung, die gleichwohl Grundlage eines sinnvollen Maf3es der Streuung sein kann.

2. Disparitat und Schiefe

Im Sprachgebrauch von Politik und Wirtschaft wird Disparitét
("Ungleichheit") auch haufig im Sinne einer linkssteilen Verteilung ge-
braucht: die groRe Mehrheit verdient wenig und einige wenige
"Besserverdienende” verdienen vergleichsweise viel. Schiefe und Dispari-
tét sind zwei Aspekte einer Haufigkeitsverteilung die durchaus Gemein-
samkeiten haben, ndmlich

1. beide sind invariant gegentiber proportionalen Transformationen, d.h.
sie erfiillen das Axiom K1 und

2. beide sind unabhéngig von der Anzahl der Merkmalstrager in dem
Sinne wie dies bei der Proportionalitétsprobe (Axiom K4) postuliert
wird.

Es gibt jedoch bedeutende Unter schiede:

1. Besonders auffallend ist, dass die Schiefe als Gestaltparameter not-
wendig  verschiebungsinvariant ist, dh. dass se auf
Niveauanderungen nicht reagiert und somit Axiom K3 nicht erfullt.

2. Nicht in gleicher Weise unmittelbar einsichtig ist, dass die Schiefe
nicht Axiom K2 erfillt, also beispielsweise sich bei einem negativen
(egalisierenden) Transfer nicht notwendig verringert.

3. Bei einer Nullergdnzung im Sinne des Axioms K5 soll ein Dispari-
tétsmal3 zunehmen, die Schiefe kann jedoch auch abnehmen.

Die Punkte 2 und 3 seien kurz an Beispielen veranschaulicht:

Zu 2:

Durch einen Transfer des Betragsd voni auf j (X > Xg ) im Sinne des
Axioms K2 verringert sich stets die Varianz von s? auf s mit

) 2d
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und damit auch die Standardabweichung. Anders verhdt es sich jedoch
mit dem dritten zentralen Moment z;, das zwar abnehmen kann, mogli-
cherweise aber in einem geringeren Male als die dritte Potenz der Stan-
dardabwei chung, so dass sich die Schiefe erhoht.

Als Beispiel sai die folgende linkssteile Ausgangsverteilung gewahlt: X1y = 100 Xp) =
200 und X5 = 600.

Das dritte zentrale Moment zz verringert sich von 6 auf 3,75 Millionen bei einem
Transfer des Betrags 50 von Einheit 3 auf Einheit 1, die dann den Betrag von 150 hat.
Dadurch steigt die Momentschiefe von 0,59517 auf 0,66547, d.h. die Verteilung ist trotz
eines egalisierenden Transfers im hoheren Maf3e linkssteil.

Zu3:

Gegeben sai die folgende linkssteile Ausgangsverteilung mit den Betrégen 100, 100, 100
und 200. Tritt zu den n = 4 Personen ein Nulltréger hinzu, so wird die linkssteile Vertei-
lung (Momentschiefe 1,1547) zu einer symmetrischen Verteilung. Die Disparitdt ist
dagegen gemessen am Disparitétsmald Dg von Gini von 0,15 auf 0,32 gestiegen. Wie
man daran sieht, kann auch eine symmetrische Verteilung eine groRRere Disparitét
aufweisen, aseine linkssteile Verteilung.

Entgegen einer verbreiteten Vorstellung ist also "Ungleichheit" nicht ad-
aquat operationalisiert mit der "Schiefe" (wobel meist an Linkssteilheit
gedacht wird) im Sinne der deskriptiven Statistik.

5. Dominanzmalde: Entdeckung oligopolistischer
Strukturen

Neben dem Herfindahl-Index K, spielt der im folgenden dargestellte
Linda-Index (nach Remo Linda, der ihn 1976 vorschlug) in den Arbeiten
der Monopolkommission und der amtlichen Statistik eine grof3e Rolle. Mit
dem Linda-Index, bzw. genauer dem System von Linda-Indizes L,
(k=2,3,...,n-1), will man oligopolistische Strukturen erkennen, d.h. fest-
stellen wievidle Unternehmen (z.B. die grofdten vier), die sog. "Oligo-
polgruppe”, die tbrigen Unternehmen (Mitlaufer, Umfeld) "dominieren”.
Man spricht deshalb auch von einem Dominanzmal3. Neben dem Linda-
Index sind auch andere Dominanzmal3e vorgeschlagen worden, auf die
hier aus Platzgrinden nicht eingegangen werden kann. Es sollte jedoch
vorweg erlautert werden:

1. die Unterscheidung zwischen summarischen und diskreten Konzen-
trationsmal3en und
2. das Konzept der Dominanz.
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zu 1.

Summarische Konzentrationsmalie (wie Ky) beschreiben einen Markt mit n Teilnehmern
(z.B. Anbietern) mit einer einzigen Mal3zahl, ohne zwischen den n Unternehmen zu
differenzieren. Diskrete Mal3e erlauben es dagegen auch Teile des Marktes (als m < n
Unternehmen) zu betrachten und so oligopolistische Strukturen zu identifizieren.

Zu 2:

Auch fir Dominanzmal3e gibt es eine Axiomatik, auf die hier jedoch nicht eingegangen
werden kann. Es ist aber z.B. unmittelbar einsichtig, dass die Vorherrschaft der Oligo-
polgruppe umso grof3er ist, je

. kleiner (je weniger Unternehmen umfassend) die Gruppe ist

geringer die Disparitét zwischen den Unternehmen der Gruppe ist

grofRer ihr kumulierter Marktanteil ist und je

groRer und weniger differenziert das Umfeld ist,

denn das sind Bedingungen fir eine Interessensymmetrie und damit fir gemeinsames
Handeln der dominierenden Unternehmen. Daraus folgt auch, dass Dominanzmalle, die
auf diese Bedingungen reagieren sollten, Eigenschaften von Konzentrations- und Dis-
paritétsmallen miteinander kombinieren.

Def. 6.10: Linda-I ndizes

Das sog. oligopolistische Gleichgewicht der i gréfiten Unternehmen EO,
(oder EG; ,, weil esvon i und k abhangt) ist ein Verhdtnis von Marktan-
teilen (C;, C, sind Konzentrationsraten [Def. 6.3])

_G .G -G _Ck-i)
(633 EO =3 {5 =it ¢y

mit 1 <i <k-1undk =2.3,...,n-1 bel n Einheiten (z.B. Anbietern auf dem
Markt). Der erste Klammerausdruck ist der obere, der zweite der untere
Mittelwert. Geometrisch veranschaulicht ist der oligopolistische Kern die
Stelle, an der die Konzentrationskurve den stérksten Knick hat. Der (k-te)
Linda-Index L, ist definiert as Mittelwert der durch k dividierten Grofien
EO,

1 k-1 k-1
(6.34) Ly =11 2EO /k=Kk(k-1) YEQ,
i=1 i=1
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Bemerkungen zu Def. 6.10:

1

Bei gleichen Marktanteilen von k Unternehmeniist C, = i/k fur allei so
dass EO, = 1 und L, = /k. Nach oben ist L, nicht beschrankt, so dass
gilt Vk <L, <oo.

Sind die Marktanteile nicht gleich, so ist L, eine Funktion von k mit
mindestens einem Minimum. Der Oligopolkern (die k* grofdten und
dominierenden Unternehmen) ist der Wert k = k*, bei dem L, zum er-
sten Mal minimal ist. Das Minimum ist umso ausgepragter, je grofder
die Disgparitét unter den k* Kernunternehmen ist.

Man kann den unter Nr. 1 genannten Mangel beheben, indem man nur Unternehmen
mit einem Marktanteil von mindestens § in die Betrachtung einbezieht und L, mit
einem von & abhangigen Faktor auf den Wertebereich 1/k < Ly < 1 fir einen modi-
fizierten Index L} normiert.

Beispiel 6.8:

Die Berechnung des Linda-Index soll demonstriert werden bel einem fik-
tiven Markt mit acht Unternehmen und den Marktanteilen ¢; und den ku-
mulierten Marktanteilen C;:

=1 [i=2 [i=3 [i=4 [i=5 |i=6 |[i=7 |i=8
¢ |040)0,20 {0,125 |0,10 |0,08 |0,04 10,02 |0,01
¢ (040 0,60 )0,7510,85 (0,93 |0,97 |0,99 [1,00

Man stelle mit den Linda-Indizes L, die Anzahl k™ der Unternehmen fest,
die eine Oligopolgruppe bilden.

Ldsung 6.8:

Die Berechnung von L, soll fur k = 2 und k = 3 ausfuhrlich gezeigt wer-
den und fur die hoheren Werte fir k sind die Ergebnisse in einer Tabelle
zusammengefal3t.

k=2 (manerhdtL,=1)
EO,=C,/1: (C,-C)/(2-1) =0,4/0,2=2
dannist EO/k=2/2=1=L,

k=3 (L,=0,7143)
EO, = C,:(C,-C))/(3-1) = 0,4: (0,35/2) = 0,4/0,175 = 2,2857
EO,/k = 2,2857/3 = 0,7619
EO,=C,/2: (C;-C,)/(3-2) =0,6/2:0,15/1 = 2; EO,/k = 2/3
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und damit ist L, = (EO,/3 + EO,/3)/(3-1) = (0,7619 + 2/3)/2
L,=0,7143

Der kleinste Wert von L, ist, wie die folgende Tabelle zeigt, erreicht bei
k=5 (denn L = 0,55901), so dass man sagen kann, die flnf groften Unter-
nehmen bilden eine Oligopol gruppe.

Werte fur EO, bei Linda-
k Ji=1 [i=2 [i=3 |J]i=4 [|i=b [|i=6 [i=7 []IndexL,
4 1267 [24) [25) 0,65306
5 [302 [2,73 |2,78 |2,66 0,55901
6 [351 [324 [341 |354 [4,65 0,61176
7 407 [385 [417 |455 [6,29 |8,08 0,73613
8 (467 [45) |5) 5,67 |7,97 (11,11 [14,14 |0,94748

) Auf Nachkommastellen wurde verzichtet, wenn nicht gerundet wurde. Die An-
gaben sind zu ungenau um L, zu berechnen. Sie sollen nur eine Kontrolle er-
madglichen, wenn man die Indizes "zu Ful3" (also Schritt fur Schritt nach den
angegebenen Formeln) berechnen mdchte, was fur Ubungszwecke sehr zu
empfehlenist.

6. Zur Vertiefung des Verstandnisses der
L orenzkurve

a) Momentverteilung und Haufigkeitsverteilung

Eine (diskrete) Haufigkeitsverteilung ist als Folge der Wertetupel (x;,h;)
definiert. Treten die Merkmalsanteile g, an die Stelle der relativen Haufig-
keiten h;, so spricht man von der Momentverteilung. Sie spielt nicht nur
bei der Disparitdtsmessung, sondern auch fir die Betrachtung von Mittel-
werten eine gewisse Rolle.

Def. 6.11: Momentverteilung, Scheidewert und Schwer ster Wert

Die Wertetupel (x;,0;) heilfen Momentverteilung (oder: Wertverteilung).
Dabei sind die Grof3en g, die mit

X .
(6.28) q = % bei Einzelwerten, bzw.
()
(6.2b) q = 2”— bei Haufigkeitsverteilungen
X .

definierten Merkmal santeile.
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Der Median der Momentverteilung heil3t Scheidewert (oder auch Medial)
und der Modus der Momentverteilung ist der Schwer ste Wert (X;).

Bemerkungen zu Def. 6.11:

1. Zwischen den Merkmalsanteilen g; und den relativen Haufigkeiten hi
besteht allgemein die folgende Beziehung:

q; X:
6.23) L =1L
2 4 =%

Bei Einzelwerten ist x;, anstelle von x; zu setzen und es gilt fr alei,
dass h, = 1/n. Dabei ist g/h; die Steigung der Lorenzkurve zwischen
den Punkten (H,;,Q,.;) und (H;, Q,). Darausfolgt:

wenn x; < X, danng; < h,
wenn x; = X, dann g, = h,
wenn x; > X, dann g; > h;

Entsprechend ist die Steigung der Lorenzkurve kleiner as 1, genau 1
oder grofler as 1.

2. Fur den Schwersten Wert X gilt im Verhaltnis zum Modus (dichtester
Wert) x,, deshalb x; > x,,. Dies ergibt sich aus Bem. Nr. 1 wonach die
Werte h; ihr Maximum vor (links von) den Werten ¢, erreicht haben
missen sowie aus dem in Abb. 6.10 dargestellten typischen Verlauf
von Momentverteilung und Haufigkeitsverteilung.

3. Neben Modus und Median der Momentverteilung spielt auch das
arithmetische Mittel K, dieser Verteilung eine gewisse Rolle.

Abb. 6.10: Momentdichte f,(x) und Dichte f(x)

h(x) q(x) f(x)
f,(x) -

0,4 0,4 £,(%)
0,3+ 0,3
0,2+ 0,2
0,1 0.1 kw

T I T T X I % % %

1 2 3 4 1 3 4 X e X
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Es wurde als Disparitdtsmald vorgeschlagen (Niehaus 1955). Es gilt
wegen Gl. 6.23 und in Verbindung mit dem quadratischen Mittel X,
sowie dem Verschiebungssatz der Varianz (V = Variationskoeffizient)

IxZh, X3  S+x2
(635 Ky =XIXq ="y =g="¢ =X+sV
=x(V2+1) > X .

Das arithmetische Mittel der Momentverteilung kann also nicht klei-
ner a's das arithmetische Mittel (der Haufigkeitsverteilung) sein. Nach
Gl. 6.10 ergibt sich der folgende Zusammenhang zum Herfindahl-In-
dex K

Ky K
— N _ "N
(636)  Ky=Tg =3,

so dass K, auch als ein durch die Merkmalssumme normiertes arith-
metisches Mittel der Momentverteilung interpretiert werden kann.

4. Der Ausdruck

(6.37) GV:W:K_NZWN :

also das Verhdltnis der Mittelwerte von Haufigkeits- und Moment-
verteilung, gilt als Gleichheitsmal3 (vgl. auch Gl. 6.31a8). G,, und K,
bilden ein Paar gleichméaig normierter Mal3e (vgl. Abschn. 6d, Gl.
6.25a) und GV ist das zum normierten Quadrat des Variationskoeffi-
zienten NV (gem. Gl. 6.30) gehdrende Gleichheitsmali.

Beispiel 6.9:

Man bestimme die Momentverteilung und deren Lageparameter fir das Beispiel 6.6.

L 6sung 6.9:

In der Lésung werden bereits Angaben gemacht, auf die erst an spéterer Stelle
(maximaler Nivellierungssatz) hingewiesen wird.
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Haufigkeits- Moment- Abstand L orenzkurve-
verteilung verteilung Gleichverteilungsgerade
X; h; i | 4 X | Hi-Q;
1 0,4 1 0,2 1 0,2
2 0,3 2 0,3 2 0,2
3 0,2 3 0,3 3 0,1
4 0,1 4 0,2 4 0,0
Modus Xy, = 1 Schwerster Wert X = 2,5
Median = 1,333 Scheidewert (Median) = 2
X=2 Ky =25.

Fir die Haufigkeits- und Momentverteilung gilt also der typische Verlauf der Abb. 6.10.
Der Abstand zwischen Gleichverteilungsgerade und Lorenzkurve ist maximal 2 an der
Stellex =X (bel H=0,7 und Q = 0,5, also fir die Gruppe, die genau die durchschnittli-
che Anzahl von Génsen erhdlt, ndmlich 2). Dieser Abstand ist der maximale Nivellie-
rungssatz (vgl. Def. 6.13).

Weitere Kennzahlen und Zusammenhénge: Varianz der Haufigkeitsverteilung s? = 1,
quadratisches Mittel Q = \/?3 (weshalb auch Ky = Q%X = 5/2 = 2,5), Herfindahl-Index
Ky = Ky /nX = 2,5/300 = 0,00833. Man kann K, auch aus Gl. 6.10 errechnen: V2 =
0,25, so dass Ky, = 1,25/150. Das Gleichheitsmal3 G,, gem. Gl. 6.37 ist 0,8.

b) Stetige L orenzkurve

Die folgende Betrachtung mag dazu beitragen, einige Zusammenhénge zu verdeutlichen,
sie ist aber fir die Anwendung auf empirische Daten nicht von Bedeutung, weil in
diesem Falle eine stetige Variable stets in klassierter (und damit diskreter) Form vorliegt.
An dieser Stelle werden einige Begriffe und Symbole aus der Induktiven Statistik voraus-
gesetzt. Leser, die hiermit nicht vertraut sind, kénnen den Exkurs getrost tiberschlagen.
Fur die stetige Variable X sei f(x) die Dichtefunktion und

b
u= [xf(x)dx (a<x<b)

das arithmetische Mittel (das erste Anfangsmoment). Dann ist die erste Momentdichte
gegeben mit

(6.38) fy(x)= ﬁ xF(x) .

und

X
(6.388) F4(x)= f f1(u)du ist die Momentverteilung analog zur

a

X
Verteilungsfunktion F(x) = [f(u)du.
a
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Die Zusammenhénge zwischen den Dichtefunktionen f(x) und f;(x) sowie den Vertei-
lungsfunktionen F(x) und F;(x) sind aufschluf3reich fiir das Versténdnis der Lorenzkurve.
Hierzu die folgenden Bemerkungen:

1) Offensichtlichist f;(x) eine Dichtefunktion, da

b
_b_
{fl(x)dx TRE

2.) Wegen Gl. 6.38 gilt pf,(x) = xf(x) nach der Produktrege! der Differentiation
[(6.39) L300 = x F(x)+(x), |

S0 dass das Maximum der Momentdichte f(x), also der schwerste Wert Xy im
Bereich fallender Werte der Dichtefunktion liegt, denn aus f1(x) = 0 folgt f (x) < O.
Deshalb ist, wie bereits gesagt, der schwerste Wert X nicht kleiner als der dichteste

Wert X,,. In Abb. 6.10 ist der typische Verlauf der beiden Dichtefunktionen
wiedergegeben.

3.) Aus(6.38) folgt

b
(6.40) Fi(x) = % Suf(uydu=py / p

wobei |, das bis zur Stelle x erreichte arithmetische Mittel ist und p; < p gilt. Da-
raus folgt, dass F;(x) < F(x), analog zur bekannten Bezichung Q, < H; im
diskreten Fall, gilt. Abgesehen von der Rechteckverteilung F(x) = x(b-a)1 gilt die
Gleichheit von F;(x) und F(x) nur fiir die Punktex = aund x = b.

Wir sind nun in der Lage, die Lorenzkurve fir eine stetige Variable X zu definieren und
diese Definition anhand eines Beispiels (Beispiel 6.10) zu erldutern.

Diese stetige Darstellung ist vor allem deshalb von Interesse, weil so die allgemeinen
Eigenschaften von Disparitétsmal3en besser herausgearbeitet werden kénnen. In allen
empirischen Anwendungen ist dagegen bei der Disparitdtsmessung stets von klassierten
Daten oder Einzelbeobachtungen auszugehen, so dass die Lorenzkurve ein Polygonzug
darstellt, den man as Annadherung an den "wahren" kontinuierlichen Kurvenverlauf
auffassen kann.

Def. 6.12: L orenzkurveim stetigen Fall

Die Funktion L(F), die im F(x), F;(x)-Koordinatensystem alle Punkte mit
den Koordinaten L(F)=F,(F) und F miteinander verbindet, heif Lorenz-
kurve. Man erhdt F,(F), indem man x in F,(x) ersetzt durch x = G(F), wo-
bei G dieinverse Verteilungsfunktion ist.

Zum Begriff der inversen Verteilungsfunktion (vgl. Def. 3.3,d):
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Fir einen Wert x des Merkmals X ist mit F = F(x) die kumulierte relative Haufigkeit ge-
geben. Man kann umgekehrt fragen, welchen x-Wert man erhalt, wenn F einen bestimm-
ten vorgegebenen Wert annehmen soll, etwa F = %, dann ist der gesuchte x-Wert der
Median X, 5 = G(F=%2).

Beispiel 6.10:

Mit diesem einfachen Beispiel soll die mit Definition 6.12 gegebene Vorschrift zur
Herleitung der Lorenzkurve demonstriert werden. Gegeben sei die Dichtefunktion

f(x) =3x24/8 firo<x<2.

Hierausfolgt p=1,5 und F(x) = 1/8 x3.
Dann ist f;(x) = x3/4 und Fy(x) = x#/16.
Lést man F(x) nach x auf, so erhélt man x = (8F)Y/3. Diesist die inverse Verteilungsfunk-
tion.
Die Lorenzkurve lautet dann L(F) = F;(F) = (1/16)(8F)%3 = F43,
Die Steigung der Lorenzkurve im Beispiel 6.11 ist
o odh _f)_x3 8  x x
LE=9F=Fx -4 3@~ 15 n=0
Fernerist L"(F) = [uf(x)]1 >0,

d.h. die Steigung der Lorenzkurve ist nicht-negativ und monoton zunehmend.
Fir das Disparitétsmald von Gini D erhadlt man:

1
(6.41) Dg=1-2 fL(FdF
0

Man kann zeigen, dass fir Ginis Dg auch gilt

b
(6.42) DG:ﬁ J(F-F)dx

Im Beispiel 6.10 ist Dg = 1/7. Man verifiziert im obigen Beispiel Ubrigens leicht, dass

gilt L(F) < F, d.h. die Lorenzkurve ist konvex und dass fir die Momentverteilung das
2

arithmetische Mittel fxfl(x)dx = 1,6 betragt und groRer ist alsp = 1,5.
0

c) Schutz-K oeffizient (Maximaler Nivellierungssatz)

Im folgenden wird gezeigt, dass der senkrechte Abstand zwischen der
Gleichverteilungsgeraden und der Lorenzkurve maximal ist an der Stelle x = p und als
Disparitdtsmal} zu interpretieren ist. Es ist der Schutz-Koeffizient. Er wird auch
maximaler Nivellierungssatz (von Lindahl) oder langste L orenzkurvensehne genannt.
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Def. 6.13: Schutz-K oeffizent

Der Schutz-Koeffizient oder maximale Nivellierungssatz von Lindahl ¢~
Ist mit

(643) ¢ = F- 1) =F (-5

gegeben. Hierbei ist p, der durchschnittliche Merkmalsbetrag derjenigen
Tellgesamtheit, die einen unterdurchschnittlichen Merkmalsbetrag hat,
also solangex < p ist.

Es ist der Anteil am Gesamtmerkmalsbetrag, der von der Teilgesamtheit
mit Uberdurchschnittlichem Merkmalsbetrag an digjenige mit unterdurch-
schnittlichem Betrag umverteilt werden mifdte, um zur Gleichverteilung
(egalitéren Verteilung) zu gelangen.

Im Beispiel 6.10 betrégt diese GroRe F(x=p) - Fi(x=p) = 27/64 - 81/256 = 0,1055. Es
gelten die folgenden Zusammenhéange:

1. Die senkrechte Distanz zwischen der Gleichverteilungsgeraden und der

Lorenzkurve ¢(F) = F - L(F) ist maximal an der Stelle x = |, an der die Steigung der
Lorenzkurve 1 betragt und sieist dann:

¢" =max ¢(F) =F, - L(F) mit F=Fx=p)

2. Diemaximale Distanz betragt ¢* gem. Gl. 6.43.

Beweis

1. Aus¢'(F)=1-L'(F)=1-xpu=(ux)/n und ¢"(F) =-L"(F) = -puf(x)1 < 0 folgt we-
gen ¢'(F) = 0, dass das Maximum von ¢ an der Stelle x = p1 gegeben ist.

2. Esgilt (am Beispiel der Einkommensverteilung) fir die Durchschnittseinkommen
der unterdurchschnittlich (p;) bzw. der UGberdurchschnittlich (u,) verdienenden

Merkmal stréger
X=H b X=l

w =R [xf)dx  und  pp = (A-F)T [xf)dx  mitF, = [T(x) dx
a X=U a

Wegenp =F Hq + (1—F”) M, gilt
X=H
¢ =F,-L(F) =F,-F(F)=F,-p? f xf(x) dx = F, - riF .

a

3. Dielnterpretation von ¢* als "Nivellierungssatz" wird aus der folgenden Uberlegung
deutlich:
Wird der Anteil ¢" von den Uberdurchschnittlich verdienenden Einheiten, deren
bisheriger  Einkommensanteil (1 - Fu ) My / p betrdgt, an die
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unterdurchschnittlich verdienenden Einheiten Ubertragen, deren Anteil bisher Fuky
/u betragt, so wird die

egalitare Verteilung entstehen. Denn dann gilt fir die Einkommensanteile der bisher
Uberdurchschnittlich VVerdienenden

HL-F O - Fy(1- uy/p) = 1-F,
und der bisher unterdurchschnittlich Verdienenden
wFy + Ry - /) = R

Die Antelle an dem Merkmalsbetrag entsprechen jetzt genau den Anteilen der
beiden Gruppen an der Gesamtzahl der Merkmalstréger, d.h. es ist F;=F (egalitére
Verteilung). Zu diesen Zusammenhangen vgl. auch Bsp. 6.12.

d) Gleichmaidig normierte Malie

Def. 6.14: gleichmalRig nor mierte M al3e

Mal3e der Gleichheit G (vgl. Def. 6.2) und der Konzentration K, die sich
beziiglich der Axiome K4 und K5 gleichmaidig ihrer unteren Grenze n&
hern und fur die gilt

1 1 : 1
(6.25a) K =n(D) - nG und damit G—nK

heif3en gleichmaliig normierte Mal3e (nach Johnk).

Bemerkungen zu Def. 6.14:

1. Zwei Paare gleichmaliig normierter Mal3e sind beispielsweise
1. Gini-Koeffizient Dg und Rosenbluth-Index Kg
2. normierter Variationskoeffizient NV = V2 / (1+V2) und Herfindahl-Index K,

denn esgilt

Disparitdtsmald | Gleichheitsmal} | Konzentrationsmal3d | vgl. Gleichung
Gini D 1-Dg Kr=[n(1-Do)]t |Gl 6.25
normVar. NV |G, = (VZ+1)1 Ky = (VZ+1)/n Gl. 6.10, 6.37

2. DieGleichung KnG = 1 |&f} sich umformen in
log(K) + log(n) +log(G) = 0.

Dies erlaubt es, zwel Konzentrationszustéande (K{,K,) in bezug auf den
Anzahleffekt (ny < n, oder ny > n,) und den Disparitatseffekt Unterschiedlichkeit
von D, und D,

bzw. G; und G,) zu vergleichen:

(6.44) log(Ko/K4) =log(ny/ny) +109(G; /G,) .
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Der erste Summand ist der Anzahleffekt (AE, absolute Komponente), der zweite der
Verteilungs- oder Disparitétseffekt (DE, relative Komponente). Diese Zerlegung
wird an dem folgenden Beispiel 6.11 demonstriert.

3. Aus der Zerlegung gem. Gl. 6.44 folgt, dass Veranderung der (absoluten)
Konzentration sowohl von einem Anzahl-, als auch von einem Disparitétseffekt
herrihren kann. Eindeutige Aussagen sind nur méglich, wenn sich n und G
gleichsinnig verandern, d.h. wenn:

n steigt und G steigt (D sinkt): dann sinkt K
nsinkt und G sinkt (D steigt): dannsteigt K .

Beispiel 6.11:
Ausgangsverteilungn; =2 nach Nullerganzung n, = 3
Verteilung 1 Verteilung 2
Einheit Antell Einheit Antell
1 0,8 1 0,8
2 0,2 2 0,2
3 0

d) Zeigen Sie die Wirkung auf das Konzentrationsmal3 K = K (Rosenbluth) und
das Gleichheitsmal3 G = 1 - D sowie die Zerlegung des Konzentrationseffektes in
den Anzahl- und Disparitétseffekt.

b) Das Beispiel ist dahingehend zu variieren, dass eine Verteilung Nr. 3 mit n; = 4
Einheiten aus der Ausgangsverteilung (Verteillung 1) durch Halbierung jeder Einheit
entsteht.

L6sung 6.11:

Das Beispidl ist so konstruiert, dass der Disparitétseffekt (Teil a, Axiom K5) und der An-
zahleffekt (Teil b, Axiom K4) jeweils in reiner Form zum Tragen kommen, was sich
dann auch an der Zerlegungsformel (Gl. 6.44) zeigen muss.

a K;=114=0,7143 G;=0,7 (daDg=0,3).
(fur den Herfindahl-Index erhielte man K, = 0,68 und fur G,, den Wert G,, = 1/1,36
=0,7353)
Die Nullergénzung veréndert die Konzentration nicht (Axiom K5) K, = K,
wahrend die Disparitét zunehmen muss. Es gilt G, = 0,4667 = (2/3)G;.
Fur die obige Zerlegungsformel (Gl. 6.42) erhélt man
log(1) = log(2/3) + log(3/2) =-0,1761 + 0,1761 = 0.
Anzahl- und Disparitétseffekt sind betragsmaldig gleich und heben sich auf.

b) Die neue Verteilung hat folgende Gestalt:
Einheit 1 2 3 4
Antell 0,4 0,4 0,1 0,1
Esgilt dann K5 = 1/2,8 = 4K, und G5 = G;. Dann ist
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log(1/2) = log(4/2) + log(1) = -0,30103.
Fazit: Die Halbierung der Konzentration ist ausschlief3lich auf den Anzahleffekt zu-
rickzuftihren, was ja auch bei dem gem. Axiom K4 (reiner Anzahleffekt)
konstruierten Beispiel zu erwarten war.

Beispiel 6.12:

Gegeben sai das stetige Konzentrationsmerkmal X (z.B. das Einkommen), dessen Dichte
lautet

_J 0,4-0,08x firO<x<5
f(x) = 0 sonst

Man berechne die Momentdichte (und deren Malizahlen, wie z.B. Mittelwerte), die
Lorenzkurve und die anderen in diesem Exkurs dargestellten Grofen.

L6sung 6.12:

e Verteilung von x:
f(x) = 0,4 - 0,08x (Dreiecksverteilung) p=5/3=1,667
der Median ist an der Stelle x = 1,4645 denn F(x = 1,4645) = %,
F(x) = 0,4x - 0,04x2=F,
inverse Verteilungsfunktion x = G(F) = 5 - 5\/(1-F) .

e Momentdichte f;(x) und Momentverteilung F;(x)
f1(x) = (x/p)f(x) = 0,24x - 0,048x2 F1(x) =0,12x2 - 0,016x3
5

arithmetisches Mittel der Momentdichte Ky, = fxfl(x)dx =25

0
Median der Momentdichte (= Scheidewert) 1,675 [Achtung: die Bestimmung
des Scheidewerts verlangt wegen F4(x) die Losung einer kubischen Gleichung];
der Modus der Momentdichte (d.h. der Schwerste Wert X;) ist Xt = 2,5.

e Lorenzkurve
L(F) = F4(F) wobei in F1(x) fur x die inverse Verteilungsfunktion einzusetzen
ist. Man erhélt dann: L(F) = 2(1-F)32 + 3F - 2.
Die Ableitung dieser Funktion ergibt die Steigung der Lorenzkurve. Es gilt:
dL(F)/dF = 3 - 3(1-F)*2. Man erkennt sofort, dass dieser Ausdruck gleich ist der
Relation x/u, denn aus der inversen Verteilungsfunktion folgt
X =5 - 5(1-F)”2 und fiir p gilt p = 5/3.

e  Ginis-Disparitétsmald D
Man errechnet D aus Gl. 6.41. Fir das Integral tber L(F) in den Grenzen von 0
bis 1 erhdlt man (Integrationskonstante C) den Ausdruck:
- (4/5)(1-F)52 + 1,5F2 - 2F + C. Mit den Grenzen F=0 und F=1 ergibt sich dann
fur Dg der Zahlenwert Dg = 0,4.
Das Disparitétsmald G,, nimmt als das Verhdtnis der Mittelwerte von Dichte
f(x) und Momentdichte f,(x) den Wert G,, = 2/3 an.

e  Abstand zwischen Gleichverteilungsgeraden und Lorenzkurve F - L(F)
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Er betrégt F - L(F) = 2(1-F) - 2(1-F)32 . Dieser Abstand ist maximal an der
Stelle F = 5/9 und er betragt dort 8/27. Man erhélt den Wert 5/9 auch, wenn man
in F(x) fur x den Wert x = 4 = 5/3 einsetzt, d.h. Fu= 5/9. Das verifiziert den
Satz, dass der Abstand zwischen der Gleichverteilungsgeraden und der
Lorenzkurve maximal an der Stellex = pist.
e Maximaler Nivellierungssatz (Schutzkoeffizient) und Interpretation hiervon:

Der maximale Nivellierungssatz nach Lindahl ist damit 8/27. Das Einkommen
der  unterdurchschnittlich  verdienenden  Einheiten p; und  der
tiberdurchschnittlich verdienenden Einheiten 1, betrégt:

u
Hy =Fi f xf(x)dx = (9/5)(35/81)=7/9= 0,7778. Entsprechend ist
u
0
1 5
Mp=7o= fXf(x)dx = (9/4)(100/81) = 25/9 = 2,778,
H
u

Mit p = 15/9 = 5/3 = 1,6667 ist also py < U < .
Die Anteile an der Gesamtheit der Merkmalstrager betragen fir die
unterdurchschnittlich Verdienenden Fu= 5/9

Uberdurchschnittlich Verdienenden 1 - Fu = 4/9.

Die Anteile am Gesamtmerkmal sbetrag sind fir die
unterdurchschnittlich Verdienenden Flu = Fi(x=p) =7/27
tberdurchschnittlich Verdienenden 1 - F, = 20/27.
Der maximale Nivellierungssatz ist 8/27. Wird der Anteil 8/27 den unterdurch-
schnittlich Verdienenden zugeschlagen, so ist ihr Anteil dann
Fyy +5/9=7/27 + 8/27 = 15/27 = F; (x={1) = 5/9.
Entsprechend verbleibt bel den Uberdurchschnittlich Verdienenden ein Antell
von 20/27-8/27=4/9, wie esihrem Anteil an der Bevdlkerung entspricht.

e Noch zur Interpretation des Gini-Koeffizienten

Wirde man nur die beiden Gruppen unter- und Uberdurchschnittlich Verdie-
nende unterscheiden und mit diesen beiden Klassen eine Lorenzkurve durch li-
neare Verbindungen der Punkte (0,0),(5/9,7/27) und (1,1) zeichnen, so wirde
D¢ nach Gl. 6.29a den Wert 5/9 - 7/27 = 8/27 (= maximaler Nivellierungssatz)
annehmen. Man sieht, dass die Lorenzkurve als Polygonzug nur eine Naherung
an die "wahre" stetige Lorenzkurve sein kann und dass im ersten Fall D kleiner
ist asim zweiten (denn 8/27 = 0,2963 < 0,4), so dass generell gilt:

(6.44) " <Dg .
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1. Regression und Korrelation

Gegenstand der in den Kapiteln 7 und 8 dargestellten Methoden ist der
Zusammenhang von zwei (oder mehr) Merkmalen. Dabei sind im wesent-
lichen folgende Fragestellungen tblich:

e Wielasst sich der Grad (die Intensitét) des Zusammenhangs zwischen
zwei (oder mehr) als wechselseitig abhangig (interdependent) ange-
nommenen Merkmalen (bzw. Variablen) messen? Je nach Art der
vorliegenden Skalen fur X und Y spricht man von Korrelations-,
Rangkorrelations-, Kontingenz- oder Assoziationsanalyse oder auch
von "Korrelation" im allgemeinen Sinne.

e Besteht ein Zusammenhang zwischen zwei oder mehr Merkmalen
dergestalt, dass es mdglich ist Y aufgrund von X oder Y aufgrund X,
und X, zu schétzen, d.h. eine Funktion fur Y in Abhangigkeit anderer
Variablen aus den Daten zu schétzen?
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Esist Ublich, die erste Fragestellung als typisch fur die Korrelationsana-
lyse anzusehen, wahrend es bei der Regressionsanalyse um die zweite
Fragestellung geht. Es gilt in erster Naherung:

Korrelation = Analyse der Stérke der Interdependenz (wechselseitigen
Abhangigkeit) und Regression = Analyse der Art der Dependenz (Ab-
hangigkeit einer Variablen von anderen Variablen).

Fir eine erste Naherung mag diese Unterscheidung zwischen Regressions- und Korrelati-
onsanalyse, zwei Methoden, die meist in einem Atemzug genannt werden, ausreichen.
Bel genauerer Betrachtung (die zunéchst noch zurtickzustellen ist) zeigt sich, dass der
Unterschied zwischen diesen beiden Methoden jedoch weniger in der Zielsetzung liegt,
as in den Voraussetzungen, die hinsichtlich der Variablen getroffen werden. Die
Unterscheidung zwischen Interdependenz und Dependenz ist im Ubrigen keineswegs
klar. Sie ist deshalb nicht befriedigend. Es ist insbesondere ziemlich abwegig ale
multivariaten Verfahren im Sinne dieser Unterscheidung klassifizieren zu wollen, was in
manchen L ehrbiichern geschieht.

Die Bestimmung einer Funktion zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen Vari-
ablen, bzw. genauer, zur Schéatzung einer Variablen Y, aufgrund ihrer Abhéngigkeit von
anderen Variablen ist Gegenstand der Regressionsanalyse. Eine "abhangige" Variable Y
(auch Regressand genannt) wird durch eine oder mehrere "unabhéngige" Variablen
"erklart". Einfache Regression bedeutet Y in Abhéngigkeit einer unabhéngigen Variable
(eines Regressors) X zu schétzen. Wird Y durch eine Funktion mehrerer Regressoren X,
XXy erklért, so spricht man von multipler Regression. Hinter solchen Betrachtungen

kann (muss aber nicht) eine Kausalvorstellung stehen.

Voraussetzung sowohl der Regressionss as auch Korrelationsanalyse ist die
Beschreibung eines zweidimensionalen (bivariaten) Datensatzes. In diesem Kapitel soll
deshalb zundchst gezeigt werden, wie bi- oder allgemeiner multivariate Datensitze
geeignet tabellarisch und (wenn mdglich) auch graphisch dargestellt werden kénnen. Es
werden dann Mal3e des Zusammenhangs, also Korrelationskoeffizienten vorgestellt und
interpretiert.

2. Darstellung mehrdimensionaler Datensatze

a) Verbundene Beobachtungen, gemeinsame Verteillung

Hinsichtlich der Art der Daten soll im folgenden vorausgesetzt werden:

1. esliegen verbundene Beobachtungen von mehreren Merkmalen vor,

2. diese Merkmale sind metrisch skaliert (mindestens Intervallskala),

3. die Daten konnen Einzelbeobachtungen, gruppierte oder klassierte
Merkmale sein.
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Erl&uterungen:

zul: Was mit verbundenen Beobachtungen gemeint ist, soll durch das
einfihrende Beispiel (Bsp. 7.1) veranschaulicht werden. Im fol-
genden beschranken wir uns auf zwei Merkmale.
zu2: Esist hinsichtlich der Art (Skalen) der Merkmale zu unterscheiden
zwischen folgenden Fdlen (bei Beschrénkung auf zwei Merk-
male):
a) zwel auf gleichem Skalenniveau skalierte Merkmale, etwa beide
intervallskaliert oder beide nominalskaliert, wieim Bsp. 7.1;
b) Merkmale auf unterschiedlichem Skalenniveau, etwa X nomi-
nalskaliert und Y intervallskaliert.
Es soll im folgenden zunéchst der Fall a) betrachtet werden.
zu3: Die Methoden dieses Kapitels werden (im Unterschied zu denen
des Kapitels 8) in der Regel nicht fur den Fall von Einzelbeobach-
tungen demonstriert.

Beispiel 7.1:

Bei drei Klausuren A, B und C wurde der Zusammenhang zwischen Ge-
schlecht (Merkmal X) und Klausurleistung (Merkmal Y) untersucht. Es
gab jeweils 200 Klausurteilnehmer, darunter 150 Méanner und 50 Frauen
und jede der Klausuren wurde von 70% der Teilnehmer bestanden (also
von 140 Personen) und von 30% nicht bestanden. Man erhielt die folgen-
den Daten:

X, = mannlich x, = weiblich y, = bestanden y, = nicht bestanden.

Klausur A Klausur B Klausur C

Y1 |Y2 |2 Y1 Y2 |2 Y1 Y2 |2
x, |105 |45 |150 x; |140 |10 150 x; |90 |60 [150
X, |35 |15 |50 X, |0 |50 |50 X, |50 |0 |50
> (140 |60 |200 > |140 |60 |200 s |140 |60 |200

a) Erlautern Sie die Art der Zusammenstellung der Daten und interpre-
tieren Sie die Daten.

b) Worin besteht der Unterschied zwischen verbundenen und unverbun-
denen Beobachtungen?

Losung 7.1:

a) Es handelt sich um Vierfeldertafeln, jeweils eine spezielle Form der
zweidimensionalen Haufigkeitsverteilung (Kontingenztabelle). Die
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b)

Summenzeilen und -spalten stellen die Randverteilungen der Vari-
ablen X und Y dar (vgl. Def. 7.3).

Man sieht, dass Art und Starke des Zusammenhangs in den drei Klau-
suren sehr unterschiedlich sind, obgleich die Randverteilungen gleich
sind: das Beispiel soll v.a. zeigen, dass die Kenntnis der (eindimen-
sionalen) Randverteilungen nicht ausreicht, um einen Zusammenhang
zu beurteilen. Die Unterschiede der drei Klausuren werden deutlich,
wenn man die "Durchfalquoten” von Mannern und Frauen bel den
drei Klausuren betrachtet (d.h. praktisch die bedingten Verteilungen -
vgl. Def. 7.4 - des Merkmals Y untersucht):

Antell nicht-bestandener Klausuren in vH
Klausur Ménner Frauen Insgesamt
A 30%(45/150) | 30%(=15/50) | 30%(=60/200)
B 6,7% 100% 30%
C 40% 0% 30%

Im Falle der Klausur A besteht Unabhangigkeit der beiden Variablen
X (Geschlecht) und Y (Klausurleistung)(vgl. Def.7.5).

Def. 7.1: Verbundene Beobachtungen

a)

b)

im Falle von Einzel beobachtungen:

Wird jede Einheit v =1,2,...,n mit zwel Merkmalen, d.h. einem Tupel
(X,,yy), mit drei Merkmalen [einem Tripel (X,,y,,z,)] oder mit p
Merkmalen (p-Tupel) beschrieben, so spricht man von verbundenen
Beobachtungen (im Rahmen einer zwei-, drei-,..., p-dimensionalen
Messung) [im folgenden Beschrankung auf p = 2 Dimensionen].

bei gruppierten Daten:

Das Merkmal X habe die Auspragungen X,,Xs,...,X,, oder allgemein X;
(i=1,2,...m) und das Merkmal Y habe die Auspragungen y; (j =
1,2,...k). Dannist n; die Anzahl der Einheiten mit den Auspragungen
X =xundY =Yy, (also die Anzahl gleicher Wertetupel). Wieim Falle
der eindimensionalen Haufigkeitsverteilung n(...) eine Funktion ist,
die einer Merkmal sauspragung eine absolute Haufigkeit zuordnet, so
soll n(...) hier einer Kombination von Merkmalsauspragungen eine
absolute Haufigkeit zuordnen:

Fir die relativen Haufigkeiten gilt analog zur eindimensionalen Hau-
figkeitsverteilung
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(7.2) hy=ny/n mit n=3 ¥n, =>n,
i i

c) bei klassierten Daten gilt b) analog.

Bemerkungen zu Def. 7.1:

1. Auf diein Gl. 7.2 erscheinende Doppelsumme wird in Def. 7.2 ndher
eingegangen. Fir die mk (m Auspragungen von X und k Auspragun-
gen von Y) relativen Haufigkeiten h;; gilt analog zum eindimensiona-
len Datensatz

O<h;<1 und ZXXh;=1

2. Ein erstes Beispiel fur den Fall gruppierter Daten, wenn aso gleiche
Merkmal sausprégungen von X und Y gehduft auftreten, ist das Bei-
spiel 7.1, das im Ubrigen demonstriert, dass die (simultane) Betrach-
tung zweidimensionaler Messungen (Beobachtungen) nicht identisch
ist mit der isolierten Betrachtung zweier eindimensionaler Messungen.

3. Esgibt folgende Darstellungen verbundener Beobachtungen:

graphisch ™) tabellarisch
Einzelbeobach- | Streuungsdiagramm Urliste von n Tupeln
tungen [oder Streudiagramm] | (Wertepaaren)

(vgl. Beispiel 7.2)
gruppierteund | dreidimensionales Hi- | Kontingenztafeln
klassierte Daten | stogramm™”) (val. Def. 7.2)

*)  metrische Skala vorausgesetzt.
**)  fir eine zweidimensionale Haufigkeitsverteilung (je eine Achse fir die Vari-
ablen X und Y und eine Achse fur die Haufigkeiten).

Def. 7.2: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Eine zweidimensionale Haufigkeitsverteilung ist eine Zuordnung der ge-
meinsamen absoluten (n;) oder relativen (h;) Haufigkeiten zu den Auspré-
gungen x; des Merkmals (der Variablen) X und y; des Merkmals (der Var
riablen) Y nach Art nachfolgender Tabelle (Matrix). Bel kategoriaen
(nominalskalierten) Merkmalen spricht man auch von einer Kontingenzta-
fel.
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Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
(relative Haufigkeiten)

Merk-

mal Merkmal Y

X Y1 Yo o Y e Yk
g | hy hp o hy o hy
X2 h21 h22 e h2] LR h2k
XI hll h|2 aen h” EE) hlk
X) |hy hyp . hi .. hy

Zum Sprachgebrauch:

Der Begriff Kontingenztafel wird von vielen Autoren auch bei metrisch skalierten Vari-
ablen benutzt. Die absoluten oder relativen Haufigkeiten heilen auch gemeinsame
Haufigkeiten und die gesamte Haufigkeitsverteilung auch gemeinsame Haufigkeitsver -
teilung. Die Grof%en x; (i=1,2,...,m), bzw. y; (j=1,2,...,k) kdnnen Merkmal sausprégungen
(gruppierte Daten) oder Grofenklassen (i(lassierte Daten) der Merkmae X und Y
bezeichnen.

Bemerkungen zu Def. 7.2:

1. In der gleichen Art, wie die gemeinsamen relativen Haufigkeiten hy;
dargestellt wurden, lassen sich auch die (gemeinsamen) absoluten
Haufigkeiten n; und die (gemeinsamen) relativen oder absoluten

Summenhaufigkeiten (H;;, bzw. N;;) darstellen, wobei gilt:

n n
(7.3 N;= 2 2n, und H;=N;/n.

x<iy<j

2. Jeder mehrdimensionalen Haufigkeitsverteilung sind weitere Vertei-
lungen zugeordnet (d.h. sie ergeben sich hieraus), namlich die Rand-
verteilungen und die bedingten Verteillungen (vgl. die nachfolgenden
Definitionen).

Anhand des folgenden Beispiels 7.2 soll das Streuungsdiagramm (oder
Streudiagramm, scatter diagram) erklart werden.
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Beispiel 7.2: Streuungsdiagramm

Konig Egon der XIlI, auch der "Labile" genannt, hatte zwel Métressen,
die Pompadur (D) und die Pompamoll (M), die miteinander heftig um die
Gunst des Konigs konkurrierten. Dass sie jeweils verschiedene Seiten des
empfindsamen Gemits des Kdnigs ansprachen und fur ihn deshalb kom-
plementér waren, steht seit der These des beriihmten HistorikersH in alen
Lehrbichern. H's jingerer Kollege h glaubt dies jedoch aufgrund einer
seinerzeit von der Hofschranze S verfassten Notiz empirisch widerlegen
zu konnen. Aus dieser Notiz geht hervor, wie Egon seine Freizeit
(gemessen in Stunden) in den letzten 10 Wochen des Jahres 1789 auf die
Damen auftellte:

D|40 30 20 10 40 30 50 50 60 70
M |30 10 30 40 20 30 50 30 40 20

Zeichnen Sie das Streuungsdiagramm! (Die Aufgabe wird fortgesetzt.)

Abb.7.1: Streuungsdiagramm fUr das Beispiel 7.2

M
50+ .
40+ . .
30 + (] [ * [}
20+ ° .
10+ ]

Il Il Il % % Il Il

10 20 30 40 50 60 70 D

Losung 7.2: val. Abb. 7.1

Abb. 7.1 zeigt das Streuungsdiagramm fur dieses Beispiel. Es wird spéter
gezeigt, dass die beiden Variablen D und M nicht miteinander korrelieren
und deshalb die These von H, derzufolge mit einer hohen positiven Korre-
lation zu rechnen ist, vermutlich nicht aufrechtzuerhalten ist.
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b) Aus dea gemeinsamen Vertellung abgeleitete
Verteilungen

Jeder gemeinsamen Verteilung sind zwel weitere Verteilungstypen zuge-
ordnet, in dem Sinne, dass sie aus der gemeinsamen Verteilung hergeleitet
sind:

1. Eine p-dimensionale Verteilung besteht aus einer gemeinsamen Ver-
teilung und p jewells (p-1)-dimensionalen Randverteilungen (Def.
7.3); im Falle von zwei Dimensionen (p=2) sind es also zwel eindi-
mensionale Randverteilungen.

2. Es gibt ferner jeweils eindimensionale bedingte Verteilungen (Def.
7.4): Jeder Zeile und jeder Spalte der gemeinsamen Verteilung ent-
spricht jeweils eine bedingte Verteilung (die stets eindimensional ist).

Def. 7.3: Randverteilungen, marginal distributions

Dadie Auspragung x; bei den Kombinationen (x;,y,), (X;,Y5)---» (X;,y,) &S0
allen Merkmalskombinationen der i-ten Zeile der zweidimensionalen
Haufigkeitsverteilung (Kontingenztabelle) vorliegt, ist die Randhaufigkeit
h; definiert als Zeilensumme

j=k
(74) h_ j;hii :Zj:hij = h(X=x;).

Die als Summen von Zeilen gebildeten Randhaufigkeiten h,, h,,...,h,
stellen die Randverteilung h,(x) der Variablen X dar.

Entsprechend bilden die als Summen von Spalten definierten Randhaufig-
keiten h;,h,,....h, die Randverteilung h (y) des Merkmals (der Variablen)
Y, wobei gilt:

(7.5 h;= Ighij = Zi:hij =h(Y=y).

Die Randverteilungen ausgedriickt in absoluten Haufigkeiten n,(x) mit
den Uber k Spalten summierten absoluten Haufigkeiten einer Zeile

|(7.4a) N =N+ N+ ..+ Ny |

und die Randverteilung n,(y) mit den k absoluten Haufigkeiten n; sind
entsprechend definiert.

Die beiden Randverteilungen (in relativen Haufigkeiten) sind in der fol-
genden Tabelle besonders durch Einrahmung markiert:
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Merkmal Merkmal Y
X Yio Yo o Y e Yy Z: h(x)
X1 hy, hyp o hy hy, h
X5 hy hy o hy hyy h,
Xi by by by hy.
Xpm g P o hyy o h,.

Z hV(y) h.l h.2 s h] . hk 1

Die Summenspalte h, (x) ist die Randverteilung von X und die Summen-
zeileh,(y) ist die Randverteilung von Y.

Auch bel den Randverteilungen kann man - wie bei jeder Verteilung - unterscheiden
zwischen der Haufigkeitsfunktion (-verteilung) und der Verteilungsfunktion
(Summenverteilung, kumulierte Haufigkeiten) und das jeweils bei absoluten und bei
relativen Haufigkeiten. Es ist ferner offensichtlich, dass alle Kennzahlen
eindimensionaler  Haufigkeitsverteilungen  (z.B.  Mittelwerte,  Streuungsmalie,
Schiefemalde usw.) auch fir die Randverteilungen berechnet werden kénnen (vgl.
Abschn. 3).

Def. 7.4: bedingte Verteilung

Die durch Gl. 7.6 definierten bedingten relativen Haufigkeiten h; |; stellen
die bedingte Haufigkeitsfunktion (-verteilung) von X, gegeben Y =y; dar,
also die Spaltej als eine Verteillung:

h: n.
(76) hyy === heY=y).

Anaog ist die bedingte Haufigkeitsfunktion (-verteilung) von Y definiert
durch die relativen Haufigkeiten der Auspragung y,, Y, , .., Y, (allgemein:
y;) "gegeben X = x;" (oder: bedingt durch x;, oder: wenn X = x;)

h: n.
(77) Wy =g == hyX=x).

Esist eine Zeile (diei-te) als Haufigkeitsverteilung.
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Bemerkungen zu Def. 7.4:

1

Esist in diesem Fall nur Ublich, von relativen (nicht absoluten) Hau-
figkeiten auszugehen. Es gilt, wie leicht zu zeigen ist:

i=m

j=k
(7.68) 2h ;=1 und (7.78) 2h;i=1 .
i=1 =1

Mit Gl. 7.6 werden aus den k Spalten (nach den Auspragungen des
MerkmalsY, j=1,2,...,k) und mit Gl. 7.7 aus den m Zeilen (i=1,2,...,m)
der Matrix der gemeinsamen Verteilung jeweils Haufig-
keitsverteilungen gebildet.

Def. 7.5: Unabhangigkeit

Unabhangigkeit 18sst sich auf zwei Arten definieren:

1

Sind die k bedingten Verteilungen h; |; des Merkmals X bei allen Aus-
pragungeny,; (j = 1,2,...,k) des Merkmals Y identisch (und damit auch
gleich der [unbedingten] Randverteilung von X), so sind X und Y un-
abhangig (analog gilt: Gleichheit der m bedingten Verteilungen b ;
bei allen Ausprégungen von X des Merkmals Y, bedeutet Unabhan-
gigkeit von X und Y).

Im Falle der Unabhangigkeit ergeben sich die absoluten, bzw. relati-
ven gemeinsamen Haufigkeiten aus den entsprechenden Haufigkeiten
der Randverteilungen gemal3

(78) n;="-%  baw. (789 hy=hh,
Folgerungen:
1. Unabhangigkeit ist die stédrkere Forderung als die spater zu bespre-

chende (vgl. Def. 7.7) Unkorreliertheit:

Satz 7.1

2.

Unabhangigkeit impliziert Unkorreliertheit aber nicht umgekehrt, d.h.
Unkorreliertheit kann bestehen, obgleich die Variablen X und Y nicht
unabhangig sind.

Beweis: siehe Bem. Nr.9 zu Def. 7.6.

Aus Teil 1 der Def. 7.5 folgt, dass bei Unabhangigkeit jeweils ale bedingten Vertei-
lungen mit der Randverteilung identisch sind. Gilt Identitét der k bedingten Vertei-
lungen des Merkmals X, so sind auch die bedingten Verteilungen des Merkmals Y
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fir ale m Auspragungen von X identisch, d.h. Unabhangigkeit ist ene
symmetrische Relation: ist X unabhéngig von Y, soist auch Y unabhangig von X.

Beide Arten der Definition der Unabhangigkeit sind aquivalent, d.h. eine Art der
Definition l&sst sich jeweils aus der anderen folgern. Aus Folgerung 2 ergibt sich

n;/m =n;/nund hierausfolgt Gl. 7.8.

4. Umgekehrt gilt: Aus Gl. 7.8afolgt

h: hh; h h h
_p A ik _ ik
hilj_h.j_ h,j = h_k_hilk_ h.k =

>

d.h. bei Unabhangigkeit ist Gleichheit der bedingten Verteilungen von X gegeben

(X bedingt durch Y = Y und X bedingt durch Y =y,).

Beispiel 7.3:

Einer fehlgeschlagenen Intrige bei Hofe hat es
Graf Giselher von Gelsenkirchen zu verdanken,
dass er in einem Burgverlies schmachtet. Statt
vor dem Verwaltungsgericht Gelsenkirchen zu
klagen, (diese neuzeitliche Denkweise war
Giselher noch vollkommen fremd) machte er
sich daran, die meterdicke Wand zu
durchbohren. Es gibt Tage, an denen er y=1,
y=2 und y=3 Zentimeter der Wand wegschaben
konnte. Uber den Zeitaufwand X des Schabens
(in Stunden) und die Zentimeterleistung Y des

Verdunnens der Wand bestehen fur 13 Tage f=

Aufzeichnungen des Grafen:

X: Y: Leistung
Arbeitszeit| 1cm | 2cm | 3cm
6Std. 1 2 0
8Std. 1 3 1
10Std. 1 2 2

Man  bestimme sowohl die beiden
Randverteilungen as auch die bedingten
Verteilungen sowie die absoluten gemeinsamen
Summenhaufigkeiten.  Sind  die  belden
Merkmale X und Y unabhangig?
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Losung 7.3:

Randverteilungen Bedingte Verteilungen

X;p Ing 1y |n; y=1 y=2 y=3 x=6 x=8 x=10

6 (3 [1 |3 |x=6 13 2/7 O y=1 13 02 02

8 |5 |2 |7 |[[x=8 13 37 13 |y=2 2/3 06 04

10 |5 |3 |3 (x=10 U3 2/7 23 |y=3 0 02 04

von x (bedingt durch y) von y (bedingt durch x)

X und Y sind nicht unabhangig. Es genlgt, ein Tabellenfeld der gemein-
samen Verteilung zu tberprifen. Nach Gl. 7.8 musste fir n,, gelten ny, =
n, n,/n=(37)/13 = 1,615 statt n;, = 2. Auch kein anderes Feld der ge-
meinsamen Verteilung erfullt Gl. 7.8. So ist etwa n,, = 3 statt (5-7)/13 =
2,692. Dass keine Unabhangigkeit gegeben ist, kann man auch daran er-
kennen, dass die bedingten Verteilungen verschieden sind. In der Aufgabe
war auch verlangt, die absoluten Summenhaufigkeiten zu bestimmen. Die
Grofie Nj; ist die absolute Haufigkeit fir x <x; undy <y,

y=lcm | y=2cm | y=3cm
x=6 Std. 1 3 3
x=8 Std. 2 7 8
x=10 Std. 3 10 13

Die Haufigkeit 7 in dieser Tabelle bedeutet, dass es 7 Tage gibt, an denen
Giselher bis zu hochstens 8 Stunden arbeitet (also 6 oder 8 Stunden) und
dabel bis zu héchstens 2 cm der Wand abschabt.

3. Kennzahlen zur Beschreibung einer zweidimen-
sionalen Verteilung

Einer gemeinsamen Verteilung h(x,y) der (mindestens intervallskalierten
Variablen X und Y) sind jeweils eindimensionale Randverteilungen und
bedingte Verteilungen zugeordnet. Jede der genannten Verteilungen l&sst
sich durch KenngrdfRen (Mal3zahlen, Parameter) beschreiben, die

e eindimensionalen Verteilungen (Randverteilungen, bedingte Vertei-
lungen) durch Mittelwerte (auch Mediane), Varianzen etc.;

e zweidimensionale gemeinsame Verteilung durch die Kovarianz und
den Korrel ationskoeffizienten.
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a) Kennzahlen der eindimensionalen Vertellungen und
Regressiondlinie

Ubersicht 7.1 stellt die Zusammenhénge zwischen den Verteilungen und
den im folgenden zu behandelnden beschreibenden Kennzahlen
(Parameter) dar.

Es sollen zunéchst die Parameter der eindimensionalen Verteilungen be-
trachtet werden (Nr. 1 und 2) und im néchsten Abschnitt die der gemein-
samen Verteilung:

1) Mittelwert und Varianz der Randverteilungen

Mittelwert X der Randverteilung h,(x)
(790 x= XZxh = inhij
|
und die Varianz

(7.10) £=2x2h, - %2

Die entsprechenden Parameter der Randverteilung hy(y) sind analog
definiert.

2) Parameter der bedingten Verteilungen

a) Die wichtigsten Parameter der bedingten (Haufigkeits-) Verteilun-
gen sind die bedingten Mittelwerte

(711) Xy =x()= 3xh,

j=k
(712) yix=y (x) = J_Ziyj' hyy -

b) Seltener ist die Berechnung der bedingten Varianzen

(112 )= YD xRy, = 2 - KO

und si(x;) analog, bzw. der bedingten Standardabweichungen s,(y;)
und

S,(X))-



Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung 205

Mit den bedingten Varianzen wird die Streuung der Beobachtungen um die Re-
gressiondinie (vgl. Def. 7.6) gemessen. Sieist Teil der internen Streuung in einer
Varianzzerlegung (vgl. Satz 7.4).

Ubersicht 7.1

a) Zusammenhange zwischen den Vertellungen

Ausgangspunkt: Zweidimensionale gemeinsame Verteilung, d.h.
eine Matrix mit m Zeilen fir die Auspragungen
X; (I=1,2,...,m) und k Spalten firy; (j = 1,2,...,K)
daraus abgeleitete eindimensionale Verteilungen

zwei Randverteilungen fur m bedingte Verteilungen von Y
X und Y: h,(x) mit den Haufig- (bedingt durch m Auspragungen
keiten by und h (y) mit den von X) und k bedingte Vertei-
Haufigkeiten h; lungen von X (bedingt durch Y)

b) Beschreibende Kennzahlen®
der

zweidimensionalen Verteilung eindimensionalen Verteilungen

Kovarianz s,, und Randverteilungen: bedingte Verteilungen:
Korrelations- Mittelwerte und bedingte Mittelwerte
koeffizient r,, Varianzen (Regressiondlinie)

) Nur die am haufigsten verwendeten MalRzahlen (Kennzahlen). Man kann natiirlich
auch z.B. die Schiefe der Randverteilungen bestimmen oder bedingte Varianzen be-
rechnen.

Def. 7.6: empirische Regressiondinie

Die lineare Verbindung der bedingten Mittelwerte X]y ist die Regressi-
ondlinie (empirische Regressionglinie) der Variablen X. Entsprechend ist
die lineare Verbindung der Punkte P(x, y|x) die Regressiondlinie der Vari-
ablenY.
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Der Begriff Regressions'linie” soll deutlich machen, dass die Punkte nicht
notwendig auf einer Geraden liegen missen. Es sind also Regressionslinie
und Regressionsgerade (Kap. 8) zu unterscheiden.

Selbst wenn die Regressiondinie eine Gerade ist, muss sie nicht identisch mit der
Regressionsgeraden sein.

Beispiel 7.4:
Man bestimme und zeichne die Regressionglinien fur das Bsp. 7.3!

LOsung 7.4:
Bedingte Mittelwerte
vony: VOon X:
yix=6 =1,67 Xy=1 =8
yix=8 =2 Xy=2 =8
yx=10 =22 xy=3 =9,33

Zur graphischen Darstellung der Regressionslinien vgl. Abb. 7.2
Abb. 7.2: Regressiondlinien (Beispiel 7.4 bzw. 7.3)

y
3T xly
ol yIx
1__
— | |
6 8 10 X

Beispiel 7.5:

Der Student S glaubt wieder einmal eine Recht-Klausur ganz astrein gel6st zu haben. Mit
seiner Selbsteinschétzung (Variable X), die mehr oder weniger gefiihlsmédig und
zufdllig, weniger aus tiefer juristischer Einsicht erfolgt, liegt er zwar oft in der Tendenz
ganz richtig. Die genaue Klausurnote (Y) erscheint ihm aber fast immer rétselhaft und
unerklérlich. So wie esihm geht, ergeht es jedoch auch seinen 35 Mitstudenten. Dass die
Noten bei den Rechtklausuren irgendwie mysterits sind, scheinen inzwischen fast alle zu
glauben, wie die folgende Gegenilberstellung von X und Y fir alle 36 Studenten zeigt:
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Variable Y
1 2 3 4 5
1 1 2 3 2 0
Variable 2 1 2 2 1 0
X 3 0 1 2 2 1
4 0 0 3 4 3
5 0 2 1 1 2

Bestimmen Sie die empirischen Regressionslinien!

Losung 7.5:
(YIx=1) = 2,75 (Xly=1) =15
(YIx=2) =25 (Xly=2) = 2,714 = 19/7
(YIx=3) =35 (Xly=3) = 2,727 = 30/11
(YIx=4) =4 (Xly=4)=3,1
(YIx=5) =35 (Xly=5) = 4,167 = 25/6
Beispiel 7.6:

Gegeben sai die folgende zweidimensionale Haufigkeitsverteilung (Angabe mit relativen
Héaufigkeiten) fir welche die Regressionsiinien sowie die Parameter der
Randverteilungen zu bestimmen sind:

y=2 | y=3 | y=4
0,2 0,5 0,1
0,1 0,1 0

X [ X
11
WIN

L6sung 7.6:

Mittelwerte X = 2,2 und ¥ = 2,8; Varianzen: ¢ =0,16 und s = 0,36. Die bedingten
Mittel-

werte von x lauten X]y=2 = 2,33, XJy=3 = 2,167 und X]y=4 = 2. Digjenigen von y lauten y
[x=2 = 2,875 und y|x=3 = 2,5. Beide Regressionslinien sind Geraden (sie sind Ubrigens,
wie spéter gezeigt wird, identisch mit den Regressionsger aden).

b) Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Die Kovarianz ist Ausdruck des Zusammenhangs zwischen zwei metrisch skalierten
Variablen. Als Mal3 fir den Grad (die Intensitét) des Zusammenhangs ist sie im Unter-
schied zur Korrelation jedoch nicht geeignet, weil ihr Betrag von der Mal3einheit der
Variablen X und Y abhangt. Uber Kovarianz und Korrelation im Falle einer klassierten
Verteilung vgl. Abschn. 3e dieses Kapitels.
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1. Kovarianz
Def. 7.7: Kovarianz

Die Kovarianz ist as beschreibende Kennzahl einer zweidimensionalen
Verteilung definiert al's

(7.13) s, :% 2 (X, - X)(Y, - y) bei nEinzelbeobachtungen

bzw. bei gruppierten Daten mit absoluten gemeinsamen Haufigkeiten

m k
(714) Sy =1 3% 206 - 00 -9,

und mit relativen Haufigkeiten

(7.149) s, =ZZ(X; - X)(Y; - V)hy;-

Zur Interpretation der Kovarianz (Bemerkungen zu Def. 7.7)

1

a) Die Kovarianz heisst auch zentrales Produktmoment: "zentral”,
weil die Mittelwerte x und Y jeweils abgezogen werden von x,, bzw. y,,
und "Produkt”, weil diese Abweichungen miteinander multipliziert
werden. Starke  Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert
beeinflussen die Kovarianz stark, so dass diese empfindlich ist
gegenlber Ausreif3ern.

b) Ahnlich wie bei der Varianz kann auch hier unterschieden werden
zwischen der Berechnung der Kovarianz

e as beschreibende Statistik einer Stichprobe gem. Gl. 7.13, bzw.
7.14 und

e as Schatzwert fur die Kovarianz der Grundgesamtheit aufgrund
der Stichprobe: dann ist durch n-1 statt durch n zu dividieren.

Esist unmittelbar zu sehen, dass die Varianz als Speziafal der Kova-
rianz aufgefald werden kann s, = 2. Die Kovarianz ist auf3erdem
symmetrisch, d.h. esgilt s, = s,

Weil ein Produkt von Abweichungen gebildet wird, kann die Kovari-
anz positiv oder negativ sein. Es ist tblich, sich die Bedeutung der
Mittelung Uber Abweichungsprodukte bei der Kovarianz anhand der
Abb. 7.3 zu verdeutlichen.
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Daten von Beispiel 7.2: D = Pompadur und M = Pompamoll; die arithmetischen
Mittel sind D = 40 und M = 30. Das Streuungsdiagramm zeigt Unkorreliertheit der
Variablen an.

e Bel Beobachtungen im Quadrant | sind die Abweichungen (x,-X)
und (y,- y) beide jeweils positiv, so dass (x,-X)(y,-Y)>0;

e Quadrant 111 (x,-X)(y,-y) > O (weil beide Abweichungen negativ
sind);

e Gegenlaufig verhalten sich dagegen X und Y (d.h. negative Korre-

lation) in den Quadranten |1 und IV, weshalb dann das Produkt
(X,~X)(y,-Y) < 0 also negativ ist.

Abb. 7.3: Streuungsdiagramm (Bsp. 7.2) zur
V eranschaulichung des Konzepts der Kovarianz

Z|

11 v

D

Liegen die Punkte im Streuungsdiagramm hauptséchlich in den Qua-
dranten | und Ill, so liegt eine positive Korrelation vor, liegen sie
vorwiegend in den Quadranten |1 und IV, so ist die Korrelation nega-
tiv. Man kann ein Korrelationsmal3 definieren, indem man einfach die
Anzahl n, (k = konkordant) der Punkte im Quadranten | und Il mit
der Anzahl n, (d=diskonkordant) der Punkte im Quadrant Il und 1V
vergleicht: FechnersKorrelationskoeffizient rg = (n,-ny)/(n+ny).

4. Die Kovarianz ist betragsméal3ig nicht beschrankt. Sie ist deshalb nicht
geeignet fur die Messung des Zusammenhangs zwischen zwei Vari-
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ablen X und Y. Der Korrelationskoeffizient (vgl. Def. 7.8) ist dagegen
die auf den Wertebereich von -1 bis +1 normierte Kovarianz.

5. Die Kovarianz ist nicht invariant gegentber linearen Transformatio-
nen. Man kann leicht zeigen, dass die Kovarianz der transformierten
Variablen x* = a+ bx und y* = ¢ + dy wie folgt mit der Kovarianz
zwischen x und y zusammenhangt:

|(7.15) Sy = bds,, (Kovarianz bei Lineartransformation) |

6. Auch fur die Kovarianz gilt der Ver schiebungssatz:

1
(7139 s, = n ZXY, - XY

bzw. bei gruppierten Daten mit absoluten Haufigkeiten n;

1
(7149 s, = n ZEXYN; - Xy

und relativen gemeinsamen Haufigkeiten h;

(7.14b) s, = XExy;h; - Xy

oder

| (7.16) s, =Xy-XYV.
Hierin ist Xy der Mittelwert des Produkts der x und y Werte und X-y ist
das Produkt der Mittelwerte.

7. Die damit gegebene Beziehung zwischen dem Anfangsproduktmoment xy,"?/4 und
dem zentralen Produktmoment s, fihrt auch wegen der Schwerpunkteigenschaft
des arithmetischen Mittels zu folgenden Darstellungen der Kovarianz:

1 1
(7.17) 5 = [E(Xy - Xy = 12X Yy - V)-

Es gentigt also, wenn eine der beiden Variablen zentriert ist.

8. Eineinfach zu zeigender Satz ist:
Satz 7.2

Verschwindet eine der Varianzen (etwa s2 = 0), so ist auch die
Kovarianz Null (aso s,, = 0). Die Umkehrung des Satzes gilt nicht,
d.h. s, =0ist vertraglichmit £ >0und s > 0.

Aquivalent ist die folgende Formulierung:
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10.

Die Kovarianz einer Variablen X mit einer Konstanten k ist stets Null,
asos, =0.

Bewels. Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus Gl. 7.17 und ist auch
einfach zu interpretieren:

§ = 0 bedeutet, dass alle x-Werte gleich sind, d.h. d&le Punkte des
Streudiagramms liegen auf einer zur Ordinaten parallelen Geraden. Es liegt dann
praktisch eine zu einer eindimensionalen Verteilung degenerierte zweidimensionale
Verteilung vor. Soll X die Ursache fir Y sein, was impliziert, dass eine nicht
unerhebliche Kovarianz zwischen X und Y besteht, so muss X in einem gewissen
Mal3e variieren. Man kann z.B. auch nicht die Urséchlichkeit eines Diingemittels fur
einen mehr oder weniger grof3en Ernteertrag nachweisen, d.h. den Zusammenhang
"je mehr Diinger desto mehr Ernte" aufzeigen, wenn auf allen Ackern die gleiche
Menge gediingt wird. Man darf andererseits auch nicht folgern: die Variablen X und
Y sind umso mehr korreliert, je stérker X und Y streuen. Eine hohe Korrelation ist
mit den verschiedensten Varianzen (sofern diese nicht Null sind) vertréglich. Das
ergibt sich unmittelbar aus der Invarianz des Korrelationskoeffizienten gegeniiber
linearen Transformationen (vgl. Bemerkung 2 zu Def. 7.8).

Unabhangigkeit fuhrt zu einer Kovarianz von Null, denn wenn Gl. 7.8
gilt, dann ist

Xy = % lZ Jinni_yj n; =xy und damits,, = 0.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht: die Kovarianz kann sehr wohl ver-
schwinden, obgleich keine Unabhangigkeit besteht (vgl. Beispiele 7.7
und 7.8). Es gilt aso der bereits erwahnte

Satz 7.1:

Unabhangigkeit fuhrt zum Verschwinden der Kovarianz (und damit zu
Unkorreliertheit). Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Beweis. s.0. und Bemerkungen zu Def. 7.5.

Ist Y linear abhangig von X (und damit auch umgekehrt X von Y),
etwa dergestalt, dassy, = a+ bx,, so folgt aus Gl. 7.13a s, = bs;.
Ferner ist ¢ = bs}, so dass bei linearer Abhangigkeit gilt (s,)? = ¢ 5
Wie Def. 7.8. zeigt, bedeutet dies, dass der Korrelationskoeffizient
dann den Wert 1 annimmt. In allen anderen Féllen gilt der folgende
Satz:
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Satz 7.3:

(7.18) 0<(sy)° <

Dieser Zusammenhang ist auch bekannt als Schwarzsche - Unglei-
chung oder Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung.

Beweis:
Offenbar gilt wegen der Quadrierung

0 <5y, 7) - (54/)(x, RN

Die rechte Seite ergibt den Ausdruck ¢ - 2s2 / & + 52,/ <, der nicht-
negativ sein muss, also 0 < ¢ - 52,/ 2. Das ergibt umgeformt Gl. 7.18.

Die Ungleichung l&sst sich auch zeigen, wenn man y durch eine Regressionsgerade
(vgl. Kapitel 8) erklart: Es gilt danny, = a+ bx, + u,, mit u =0, so dass man erhélt:
Sy = bz +5,, und §f=Db’s +s2. Daim Modell der Regressionsanalyse gilt s,
=0unds,2> 0, ist die Ungleichung 7.18 erfiillt.

11. Der folgende Zusammenhang zwischen der Kovarianz und der mittle-
ren Differenz zwischen den Merkmalswerten ist fir manche Betrach-
tungen (z.B. Rangkorrelation) von Interesse:

Satz 7.4:

Mit der Differenz d, = x, - y, des X-Werts und des Y -Werts der v-ten
Einheit (Beobachtung) gilt fur die Kovarianz:

(7.19) sy =S+ ) + (X-y?) - (Ed)/n]
Beweis:

Zd2 = Z(X, - Y,)? = ZX2 - 22Xy, + Zy2. Damit ist
ZXY, = Y2(2X2 + Xy2 - ¥d?2) so dass

Sy = MEXY, - Xy = YyriZxg + niZy?Z - n1XdZ — 2xy), womit man
nach einigen Umformungen Gl. 7.19 erhdlt.

Zu weiteren Bemerkungen Uber die Kovarianz vgl. auch Gl. 7.21ff.

Beispiel 7.7:
Man zeige, dass im Beispiel 7.2 zwar die Kovarianz verschwindet,
gleichwohl aber keine Unabhéngigkeit vorliegt!
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Losung 7.7:

Fur die Variablen D (Pompadur) und M (Pompamoll) erhdlt man die
folgenden Werte: D = 400, M = 300 und XMD = 12000, so dass man
mit n = 10 erhdlt s, = 12000/10 - 40-30 = 0. Um zu zeigen ob M und D
unabhangig sind ist aus den Daten eine zweidimensionale Verteilung
herzuleiten. Man erhélt:

M=10 20 30 40 50 >
D=10] O 0 0 1 0 1
2] O 0 1 0 0 1
30| 1 0 1 0 0 2
401 O 1 1 0 0 2
50] O 0 1 0 1 2
60] O 0 0 1 0 1
70] O 1 0 0 0 1
> 1 2 4 2 1 10

Es ist unschwer zu erkennen, dass die Haufigkeiten dieser Tabelle nicht mit denen Uber-
einstimmen, die sich bei Unabhéngigkeit gem. Gl. 7.8 ergdben: so ist z.B. die relative
Haufigkeit fur die Kombination D = 40 und M = 30 bei Unabhangigkeit 0,2:0,4 = 0,08,
statt des empirischen Werts von 0,1. Bei Unabhangigkeit dirfte auch kein Tabellenfeld
eine absolute Haufigkeit von Null ausweisen.

Beispiel 7.8 ist ein weiteres Beispiel daflr, dass die Kovarianz verschwinden kann, ob-
gleich keine Unabhangigkeit vorliegt.

Beispiel 7.8:

Gegeben sei  die folgende zweidimensionae Haufigkeitsverteilung (relative
Haufigkeiten):

Y=-2 Y=0 Y=1 P

X=4 1/8 V4 1/8 12
X=5] 316 116 14 12
) 5/16  5/16 3/8 1

Man zeige, dass hier (wie im Bsp. 7.7) die Kovarianz zwischen X und Y verschwindet,
gleichwohl aber keine Unabhangigkeit vorliegt.

L6sung 7.8:

Bei Unabhangigkeit mifite die relative Haufigkeit h;, den Wert %2(5/16) = 0,15625 und
nicht 1/8 = 0,125 annehmen. Es geniigt, ein Tabellenfeld zu Uberprifen, um festzustellen,
dass keine Unabhéangigkeit vorliegt.
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2. Korrelationskoeffizient

Die meisten Bemerkungen zur Kovarianz gelten auch fur den Korrelationskoeffizienten,
der nur eine auf den Wertebereich von -1 bis +1 normierte Kovarianz darstellt.

Def. 7.8: Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson (auch Produkt-Moment-
Korrelationskoeffizient oder im folgenden einfach Korrelationskoeffizient
genannt) ist das Verhdltnis aus Kovarianz (vgl. Def. 7.7) und dem Produkt
der Standardabwei chungen

(7.20) 1, =§j§

Bem: Aus den unterschiedlichen Darstellungsmoglichkeiten der Kovarianz (Def. 7.7)
und der Varianz ergeben sich auch unterschiedliche Berechnungsformeln fir den
K orrel ationskoeffizienten.

I nterpretation und Eigenschaften

1. Ausder Schwarzschen Ungleichung (Satz 7.3, Gl. 7.18) folgt die Ein-
schrankung
<+1.

(7.20a) -1<r,, <

Der Korrelationskoeffizient ist also die durch das Produkt der Stan-
dardabweichungen (oder: das geometrische Mittel der Varianzen) auf
den Wertebereich von -1 bis +1 normierte Kovarianz. Die Grenzenr =
-1 und r = +1 werden gem. Bem. 10 zu Def. 7.7 erreicht, wenn y eine
Lineartransformation von x ist, wenn also gilt y = a + bx. Die Punkte
des Streuungsdiagramms liegen dann genau auf der Geradeny = a +
bx. Das Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten wird allein durch
die Kovarianz bestimmt, weil der normierende Nenner s,s, stets posi-
tivist.

2. Durch die Normierung auf den Wertebereich von -1 bis +1 ist der
Korrelationskoeffizient (anders als die Kovarianz) mal3stabsunabhan-
gig, d.h. er ist unabhangig davon, in welcher Mal3einheit die Variablen
X und Y gemessen sind und invariant gegenuber linearen Trans-
formationen.

Insbesondere gilt bei x* = a+ bx und y* = ¢ + dy fur die Korrelation
zwischen x* und y* in Relation zur urspriinglichen Korrelation
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_l oty wenn bd >0
My

- Ty wenn bd<0

Der Korrelationskoeffizient r,, ist die Kovarianz zwischen den stan-
dardisierten Variablen x* = (x-X) /s, und y* =(y -y) /s, Die
Standardisierung ist eine spezielle Lineartransformation.

3. Die unter Nr. 2 genannte Eigenschaft bedeutet, dass r ein Mal3 des li-
nearen Zusammenhangs ist. Mit |r| = 1 ist ein perfekter linearer Zu-
sammenhang gegeben (die Punkte des Streuungsdiagramms liegen
genau auf einer Geraden). Je nachdem, wie stark r betragsméaldig vom
Wert 1 abweicht, weichen die Punkte mehr oder weniger von den in
Kap. 8 behandelten Regressionsgeraden ab. Der Wert r = O bedeutet
nicht, dass kein Zusammenhang zwischen den Variablen X und Y be-
steht, sondern nur, dass kein linearer Zusammenhang besteht (vgl.
Beispiel 7.9). Er bedeutet insbesondere auch nicht notwendig Unab-
hangigkeit; denn nach Satz 7.1 impliziert Unabhéngigkeit Unkorre-
liertheit aber nicht umgekehrt.

4. Gem. Satz 7.2 gilt: Das Verschwinden einer Varianz (etwa s2 = 0) im-
pliziert r,, = 0. Das bedeutet: Wenn auch nur eine der beiden Vari-

ablen X und Y konstant ist, dann kénnen sie auch nicht miteinander
korreliert sein.

Um aso eine Korrelation zwischen zwel Variablen X und Y feststellen zu kdnnen,
miissen beide Variablen streuen. Daraus kann jedoch nicht geschlossen werden, dass
die Korrelation umso grof3er ist, je stérker die beiden Variablen streuen. Denn man
kann durch eine Lineartransformation von X zu X", etwa x* = a + bx die Stan-
dardabweichung vergrofRern (ver-b-fachen), ohne dass sich die Korrelation wegen
der Invarianz gegenuber Lineartransformationen éndert (rx*y = rxy).

Weitere Zusammenhénge zwischen Varianzen, Kovarianzen und Korrelationskoeffizi-
enten

Fur die folgende Darstellung ist es niitzlich, die Notation etwas zu vereinfachen: statt mit
Sy soll die Kovarianz mit C(X,Y) bezeichnet werden; entsprechend ist V(X) = 5)2(
und

R(X,Y) = ey Dann gilt:

(7.21) C(X,Y+Z) = C(X,Y) + C(X,Z)
(7.22) V(X+Y) = V(X) + V(Y) + 2C(X,Y) = C(X,X+Y) + C(Y,X+Y)
(7.23) C(X+Y,X-Y) = V(X) - V(Y)

Danach kann X+Y und X-Y unkorreliert sein, obgleich X mit Y korreliert ist.
Aus C(X,Y-X) = C(X,Y) - V(X) folgt, wenn V(X) = V(Y)
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(7.24) R(X,Y-X) =-A[/(1 1) <0  und
(7.25) R(X,Y+X) = \[PQT+1, ) > 0.

Beispiel 7.9

Auf ihrer finftagigen Erkundung des noch wenig erforschten, bisher fur
unbewohnt gehaltenen, aber bereits gut kartographierten Planeten "Amar"
(persisch: Statistik) malden zwel Astronauten jeweils an drel Zeitpunkten
téglich Langengrad (X) und Breitengrad (Y). Dabei erhielten sie die
folgenden Messwerte:

Tag XlY
Montag 8 5
9 | 4

12 | 3

Dienstag | 15 | 4
16 | 5

17 | 8

Mittwoch | 16 | 11
15 | 12

12 | 13
Donnerstag | 9 | 12
8 | 11

7 8

Zu ihrem grofien Staunen korrelierten X und Y nicht mit r = +1
miteinander, obgleich die beiden Astronauten von einer vorgegebenen
Linie nicht abgewichen sind. Wie ist das zu erklaren?

Losung 7.9:

Man kann leicht nachrechnen, dass die Korrelation zwischen X und Y den
Wert Null annimmt. Es liegt ein funktionaler, aber kein linearer
Zusammenhang vor. Eine graphische Darstellung zeigt, dass die
Beobachtungen auf einem Kreis im x,y-Koordinatensystem liegen (mit
dem Mittelpunkt [x = 12 und y = 8] sowie dem Radius 5), so dass der
funktionale Zusammenhang (x - 12)2 + (y - 8)2 = 52 gegeben ist.
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c) Scheinkorrelation

Zu den bekanntesten Fehlinterpretationen der Korrelation gehort die
falsche (sachlich nicht gerechtfertigte) kausale Interpretation. Wenn X und
Y miteinander korrelieren so kann dies bedeuten, dass:

e X dieUrsachevon igt,

e Y die Ursache von X ist, wobei dies vom ersten Fall mit dem Korre-
lationskoeffizienten nicht zu unterscheiden ist;

e X und Y rein zufdllig in einer entsprechend kleinen Stichprobe mit-
einander korrelieren, in der Grundgesamtheit jedoch nicht (ein
Aspekt der Induktiven Statistik, der in der Deskriptiven Statistik nicht
zu behandeln ist);

e Messfehler bel der Beobachtung der Variablen auftreten (waren X
und Y fehlerfrel beobachtet, dann wirden sie nicht miteinander
korrelieren);

e X und Y nur deshalb miteinander korrelieren, weil sie gemeinsam
abhangig sind von einer dritten Variablen Z (Scheinkorrelation) und
mit Z (nicht direkt unter einander) in einer Kausal beziehung stehen.

Wegen dieser Nichteindeutigkeit ist die Meinung sehr verbreitet, dass Korrelation und

Kausalitdt nichts miteinander zu tun hétten. Das bedeutet allerdings, das Kind mit dem
Bade auszuschiitten. Hierauf soll an spéterer Stelle eingegangen werden (Abschn. 5).

Def. 7.9: Scheinkorrelation, spurious correation

Sind zwei Variablen X und Y nur deshalb hoch korreliert, weil sie ge-
meinsam abhangig sind von einer dritten Variablen Z, so spricht man von
Scheinkorrelation.

Bemerkungen zu Def. 7.9:

1. Das beliebteste Beispiel fur eine Scheinkorrelation ist die Korrelation
zwischen Storchennestern und Geburten. Jeder weil3, dass dies nicht
kausal interpretiert werden kann, also kein direkter Kausalzusammen-

hang besteht.

Die "dahinterstehende" Variable ist die Urbanisierung und wirtschaftliche Entwick-
lung, der Ubergang von der Agrar- zur Industriegesellschaft, was zum einen dazu
gefuhrt hat, dass den Froschen (und damit auch Stdrchen) der Lebensraum
genommen wurde und zum anderen dazu, dass die Familiengréf3en kleiner wurden.
Da es in diesem Fall sehr offensichtlich ist, dass nur eine Scheinkorrelation und
keine "echte" (d.h. kausal zu interpretierende) Korrelation vorliegt, spricht man auch
von nonsense correlation (vgl. auch Beispiel 7.10).
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Ein weiteres Beispid ist die Korrelation zwischen der Anzahl der Feuerwehrl6sch-
zlige (X) und der GroRRe des Brandschadens (Y). Der dritte Faktor (2) ist die Grole
des Brandes (z.B. die Flammenmenge). Die falsche, kausale Interpretation wirde
lauten: je mehr Feuerwehrldschziige bei einem Brand eingesetzt werden, desto
groRer ist der Brandschaden; also ist der Feuerwehreinsatz die Ursache des
Brandschadens.

Es gibt aber auch viele Félle einer Scheinkorrelation, bei denen es
weniger offensichtlich ist, dass eine Kausalinterpretation nicht
zuléssig ist. Das ist sehr haufig bei der Korrelation von Zeitreihen, die
einen gemeinsamen Trend haben, der Fall (die trendbereinigten
Zeitrethen X* und Y™ korrelieren dann weniger miteinander als die
noch trendbehafteten Ursprungswerte X und Y). Sehr haufig tritt das
in  der  Wirtschaftsstatistik  bei  der  Korrelation — mit
Sozia produktsgrofen oder allen wertmalligen (und damit von der
Inflation tangierten) Grofden auf.

Ein scherzhaftes Beispiel hierfir ist die hohe Korrelation zwischen den Preisen von
kubanischem Rum und den Gehéltern von amerikanischen Priestern. Die (in US-$
ausgedriickten) Rumpreise sind nicht gestiegen, well die Priester so viel Rum nach-
fragten (eine Kausalinterpretation), sondern welil die Preise - wie die Gehdlter - der
Entwertung des US-$ unterlagen.

Haufig entsteht Scheinkorrelation auch durch Aggregation von Daten
(Beispiel 7.11). Bel Disaggregation zeigt sich, dass sich die Korrela-
tion verringert, d.h. dass sie bei Bezugnahme auf homogenere Ge-
samtheiten nicht gilt.

Bel nicht metrisch skalierten Merkmalen zeigt sich Scheinkorrelation durch ein
Verschwinden (oder eine Verringerung) der Korrelation zwischen X und Y wenn
der Einfluld der dritten Variablen Z "ausgeschaltet" wird d.h. der partiellen
Korrelation (vgl. Kap. 8 u. 9).

Das Wirken einer dritten Variable Z geschieht bei Scheinkorrelation meist nach Art
von Abb. 7.4 linkes Bild. Das Pfeilschema soll andeuten, dass X und Y gemeinsam
"verursacht" werden von Z. Hinsichtlich der formalen Zusammenhénge zwischen
den Korrelationskoeffizienten sind aber die drei Situationen der Abb. 7.4 nicht
unterscheidbar. Auf Abb. 7.4 wird im abschlief?enden Abschn. 5 noch einmal
eingegangen.
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ADbb. 7.4: Diedra Féalle von Scheinkorrelation

zwischen X und Y (wobei jeweils gilt r,, =r,,r,,)

Y X Y
\/ \/ \/

Beispiel 7.10:

Waéhrend des italienischen Feldzuges im Zweiten Weltkrieg wurde eine positive Korrela-
tion zwischen der Anzahl X der Propaganda-Flugblétter, die Giber den deutschen Linien
abgeworfen wurden, und der Grof3e des von den Alliierten eroberten Gebietes (Y) bei
einer bestimmten Stérke der Offensive (Z) festgestellt. Es sei

fy=08 1,=094 und ry,=085!
Beweist der hohe Wert von r,,, dass man einen Krieg allein durch méglichst viele
Propa-ganda-Flugbldtter gewinnen kann?

L6sung 7.10:

Es besteht sicher kein direkter Kausalzusammenhang zwischen der Propaganda X und
dem Kriegserfolg (Y). Die relativ hohe Korrelation von My = 0,8 ist aso nicht kausal im
Sinnevon X — Y oder gar Y — X zu deuten. Als dritter Faktor ist die Stérke der Offen-
sive (Z) zu betrachten. Es ist wohl meist anzunehmen, dass je stérker die Offensive ist,
desto eher ist sie erfolgreich (Z — Y) und desto mehr ist sie auch mit entsprechenden
Propagandafeldziigen verbunden (Z — X). Fir die Korrelation gilt in der Tat hier Iy
Sl = 0,799 (Die Zahlenangaben waren ja auch fiktiv). Das Ergebnis besagt, dass
die partielle Korrelation My.z (vgl. Kap. 8) verschwindet.

Beispiel 7.11:

Gegeben seien die folgenden Daten Uber die Schuhgrofie (X) und das M onatseinkommen
in 1000 DM (Y):

X 35 | 36 | 37 | 38 | 41 | 42 | 43 | 4
y 28 [ 25120 25|45 |55 |52 | 38

Die Korrelation betragt r ~ 0,8. Heisst dies, dass man deshalb mehr verdient, weil "man
auf grofdem Fuld lebt"?

Losung 7.11:

Es liegt ein typischer Fall von Scheinkorrelation vor. Angenommen, bei den ersten vier
Personen handelt es sich um Frauen, die in der Regel eine kleinere Schuhgrofie haben als
Manner und haufig auch weniger verdienen. Die zweiten vier Personen seien Manner.
Dann erhdlt man fir die ersten vier Personen (also fir die Frauen) fir die Korrelation
zwischen X und Y My = -0,54495 und fir die zweiten vier Personen (also die Méanner)
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fyy = -0,40801, bei den beiden Gruppen zusammen aber r,,, = 0,8. Man beachte auch,
dass sich das Vorzeichen andert!

d) Bestimmtheitsmal3

Isty, = z, + u,, wobei Z irgendeine Funktion von X ist [allgemein z, =
z(x,)], etwa eine lineare Regressionsfunktion z, = a + bx, (s. Kap. 8), so
gilt wegen Gl. 7.22 fur die Varianzvon Y

=S +E+2s,
Verschwindet die Kovarianz s,,, wie im Falle einer Regressionsger aden,
so lasst sich die Varianz von Y darstellen als Summe einer systematischen
(durch X "erklarten") Varianz s2 und einer (nicht erklarten) Residualvari-
anz . Es gilt also bei einer mit der systematischen Komponente Z unkor-
relierten Variable U stets die folgende Varianzzerlegung:

(7.26) < = & + g
Gesamt- erklarte Residual-
varianz Varianz varianz

und nach Division durch s

(7.27) 1= §Z+—§“ = B, + U,

worin B,, die Bestimmtheit (von y durch x) und U, die Unbestimmtheit
(vony durch x) darstellt.

Def. 7.10: Bestimmtheitsmald
Der Ausdruck

(7.28) By, :%%

hei 3 Bestimmtheitsmal3 (oder Bestimmtheit, coefficient of determination)
und U, = 1 - By, heil3t Unbestimmtheit (oder coefficient of alienation).
& ist dieerklarte Varianz von y und & die Gesamtvarianz von'y.

Bemerkungen zu Def. 7.10:

1. DaB,, einVarianzantell ist, gilt 0 < B,, < 1. Die Bestimmtheit ist
also nichtnegativ. Sie ist nicht notwendig symmetrisch, d.h. es muss
nicht B,, =B, erflllt sein.
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2. Das Bestimmtheitsmal? liefert einen allgemeineren Zugang zur Mes-
sung des Zusammenhangs zweier metrisch skalierter Variablen als der
Korrelationskoeffizient, der nur den Grad des linearen Zusammen-
hangs misst.

Im Falle einer linear en Beziehung zwischen y und x gilt:

1. Symmetrie: Byx = Byy
2. Zusammenhang mit Korrelation: Byx =y
was bei nichtlinearer Beziehung nicht gewéahrleistet ist.

Bel nichtlinearer Korrelation ist die Berechnung von My (gem. Def. 7.8) wenig sinn-
voll. Es kann aber +\/B,, oder +| B,y &' Korrelationskoeffizient berechnet werden.

Diese Korrelation ist dann keine Produkt-Moment-Korrelation, sie kann nicht
negativ sein und ist auch nicht notwendig symmetrisch. Ist der Zusammenhang
nichtlinear, so macht esi.d.R. auch nicht viel Sinn zwischen positiver und negativer
Korrelation zu unterscheiden.

3. Zum Begriff "erklarte" Varianz und zum Konzept der "Ursache" (X
alsUrsache fir Y):
"Erklérung" im Sinne der Statistik besteht stets in der Zerlegung der
Varianz einer zu erklarenden Variable Y in einen Varianzanteil B,,,
der auf eine bekannte Variationsguelle X zurtickgefuhrt werden kann
und einen restlichen Anteil U,,, der nicht auf eine explizt
berlicksichtigte, identifizierbare, "erklarende" Variationsquelle U
zurickzufihren ist.

Fir diese "Erklarung" ist es nicht unwichtig, ob Beobachtungs- und
Experimentdaten vorliegen: Nur im letzten Fall besteht a priori eine klare
Unterscheidung, welche Einfluf¥faktoren zu X und welche zu U zu rechnen sind,
weil eine Grofle X bewuldt und kontrolliert (bei Konstanz anderer Grélen) variiert
werden kann.

4. Im Unterschied zum Korrelationsverhdltnis, das auf die Regressions-
linie Bezug nimmt, ist im Falle des Bestimmtheitsmalies eine Regres-
sionsfunktion, z.B. eine lineare Regressionsfunktion zu schédtzen. Da
dies erst im Kap. 8 gezeigt wird, soll hier kein Rechenbeispiel fir das
Bestimmtheitsmal? betrachtet werden.
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e) Korrelationsverhéltnis und Korrelationskoeffizient bei
klassierter Verteilung

Es mag sein, dass bei Nichtlinearitdt des Zusammenhangs zwischen zwei
metrisch skalierten Variablen X und Y der Produktmoment-Korrelations-
koeffizient r,, den Grad des Zusammenhangs unterschétzt und dass durch

Berechnung eines nichtlinearen Korrelationskoeffizienten (vgl. Bem. Nr. 2
zu Def. 7.10) ein hoherer Grad des Zusammenhangs festgestellt werden
kann (wenn z.B. der Zusammenhang durch Annahme einer parabolischen
statt linearen Beziehung besser erfaldt wird). Im Falle gruppierter oder
klassierter Daten beschreibt die Regressionslinie den Zusammenhang zwi-
schen X und Y in einer Weise, wie es durch keine (wie immer geartete)
nichtlineare Regressionsfunktion besser geschehen konnte. Das Korrelati-
onsverhdtnis n(eta) misst die Gite der Anpassung der Regressiondinie an
die Daten und beruht auf der folgenden V arianzzerlegung.

Satz 7.5: Varianzzerlegung

Mit den m bedingten Mittelwerteny (x;) = yjx=x; gem. Gl. 7.12 lassen sich
die Abweichungen der n; Beobachtungen in der i-ten Klasse bezuglich des
Merkmals X (bzw. in den Féllen, in denen X = x; ist) vom Gesamtmittel-
wert y darstellen als

Yoi Y=Y -V (X) +Y (%) -y

miti = 1,2,...,m Auspragungen oder Klassen bezlglich X und p = 1,2,...,n,
Beobachtungen in der i-ten Klasse (wenn X die Auspragung x; hat).

Damit gilt auch

(7.29) 2Xy; -y =2E[y, -y ()] + Zni [y (x) - ¥].

Summierung Uber alle m Auspragungen oder Klassen der Variablen X und
Quadrierungen der Abweichungen liefert

(7.30) ZX(y, -V)? Insg(x) + Znly(x)-vyl?
SAQu = SAQu + SAQq

wobel dieinterne Varianz SAQ,/n = Zh; 5 (X;) €in gewogenes Mittel der
bedingten Varianzen (gem. Gl. 7.124a) darstellt.

In Gl. 7.30 ist SAQ die Summe der Abweichungsquadrate. Die gesamte
Summe der Abweichungsquadrate (SAQ,,) l&sst sich aso in eine interne
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und eine externe Summe der Abweichungsquadrate (SAQ,,; und SAQ,,,)
zerlegen. Dividiert man die linke und rechte Seite von GlI. 7.30 durch n, so
erhalt man die Varianzzerlegung:

(7.308) V(Vie) =V¥i) + V(Ve)  (V =SAQIN=Varianz). |

Beweis. Zu zeigen ist allein der Ubergang von Gl. 7.29 zu Gl. 7.30. Er ergibt sich durch
Ausmultiplizieren unter Berlicksichtigung von 7 (x) = ntZyd - [y (x)]2und
aus der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels. Die Zerlegung der Varianz
(Gl. 7.30a) bzw. der Summe der Abweichungsquadrate (SAQ, Gl. 7.30) wird auch in den
Beispielen 7.12 und 7.13 demonstriert.

Def. 7.11: Korrelationsverhédltnis
Das Korrelationsverhdtnis n (eta) ist der Ausdruck

_ .. [SAQ
(7.31) ny, =+ %‘z‘:

mit den Summen der Abweichungsquadrate SAQ gem. Gl. 7.30.

Bemerkungen zu Def. 7.11:

1. Das Korrelationsverhdltnis ist nicht notwendig symmetrisch, d.h. in
der Regel sind n,, und n,, nicht gleich (vgl. Beispiele 7.12 und 7.13).
Auch kann mit n nicht zwischen positiver und negativer Korrelation
unterschieden werden, denn n ist (wie das Bestimmtheitsmal3) aus ei-
nem Varianzantell abgeleitet: nZ ist der Anteil der durch die
Regres-siondinie erklarten Varianz von Y und entsprechend wird in
N3 eine Zerlegung der Varianz von X vorgenommen.

2. misti.d.R. verschieden vom (linearen) Korrelationskoeffizienten r,,
bei gruppierten (bzw. analog mit x;, y; klassierten) Daten:

(= n IExying - (Exn)(Eyn))
¥ AR ] [2(y7)7n ]

(7.32)

ey linearer Korrelationskoeffizient bei gruppierten bzw. klassierten Daten

Im Zahler von Gl. 7.32 steht die n?-fache Kovarianz und im Nenner
die Wurzel aus dem Produkt der n-fachen Varianzen von X und Y.
Die Berechnung des Korrelationskoeffizienten wird in Bsp. 7.12 und
7.13 demonstriert.
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Bei klassierten Daten ist anstelle von x; und Y, der jeweilige Klassenmittelwert der i-
ten Klasse bezliglich X, bzw. der j-ten Klasse bezliglich Y einzusetzen.

2. Das Korrelationsverhdtnis ist nicht unabhangig von der Anzahl der Klassen bzw.
"Gruppen” (unterschiedliche Werte x; bzw. yj). Werden nur wenige Klassen
unterschieden z.B. aus Grunden der Rechenvereinfachung im Beispiel 7.14, so ist
die Berechnung von m wenig sinnvoll. Andererseits gilt: Bei vielen schwach
besetzten Klassen kdnnen die bedingten Mittelwerte stark schwanken, weil in jeder
Klasse nur wenige Beobachtungen vorliegen.

Beispiel 7.12:

Man verifiziere die Varianzzerlegung (Gl. 7.30) und berechne die
Korrelationsverhaltnisse und den Korrelationskoeffizienten rp), fur das Beispiel 7.2!

Losung 7.12:
Es soll der Einfachheit halber nur von Dur (D) und Moll (M) gesprochen werden.

Daten zur Regressiondlinie zur Schatzung von Dur:

wennM |n; [bed.Mittelw. | bedingte Varianz von Dur (D)
10 1 30 Odan,=1
20 2 55 Y5 [(40-55)2 + (70-55)?] = 225
30 4 35 %[(20-35)2 + (30-35)2 +
(40-35)2 + (50-35)2] = 125
40 2 35 %5 [(10-35)2 + (60-35)?] = 625
50 1 50 Odan.=1

Man erkennt an der Folge der bedingten arithmetischen Mittelwerte, dass kein linearer
Zusammenhang besteht (esist auch rp),=0).

Berechnung der Summe der Quadrate der Abweichungen SAQ fir Dur:
da das Gesamtmittel D = 40 ist

SAQt (10-40)2 + (20-40)? + 2(30-40)? + 2(40-40)? + 2(50-40) +(60-40)? +
(70-40)2 = 3000 (so dass wegen n = 10 fiir die Varianz gilt sé = 300).

SAQ = 2:225+4-125+ 2:625 = 2200;

SAQext (30-40)2 + 2(55-40)2 + 6(35-40)2 + (50-40) = 800.

Man sieht, dass gilt SAQ,y; = SAQ; + SAQg,; = 3000 = 2200 + 800.

Fir das Korrelationsverhdltnis erhalt man dann TIDZM = SAQg,/ SAQ,y; = 800/3000 = 4/15

= 0,267 und folglich ist npy =+/4/15 = 0,5164.

Entsprechend erhdlt man mit der Regressionslinie zur Schatzung von Mall:
SAQy = 1200 (s ==120)
SAQ;; = 2100+ 2:25+ 2:100 = 450
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SAQg,; = 100+ 200 + 50 + 200 + 100 + 100 = 750
Es gilt wieder SAQ,; = SAQ;; + SAQg,; = 1200 = 450 + 750.
Korrelationsverhétnis (n MZD = SAQg,/SAQ,qt = 750/1200 = 0,625 und somit nyp =
0,79057 (was ungleich npy, = 0,5164 ist).

Beispiel 7.13:

(Die emanzipierte Fassung von Aufg. 7.2/7.12: Das Experiment einer Dreier-
beziehung und ein neuerliches Beispiel fur konkrete Lebenshilfe durch Satistik)

Nachdem Andrea (A) zwei Jahre mit Charlie (C) ging, haben sie sich “ne echt besitzhafte
Identitét aufgebaut, aus der sich A nun emanzipieren will. Sieist jetzt mehr so auf Bernd
(B) drauf, kann aber noch nicht total auf B einflippen. Und weil ihr bisheriger Typ C die
Trennungsverarbeitung erst einmal konkret abgecheckt haben will und das, was zwischen
A und B so lauft emotional noch nicht so auffangen kann, haben sie jetzt ale drei be-
schlossen, das Problem bis spétestens zum néchsten Jahr zu dritt ganz konkret
aufzuarbeiten. In ihrer total fixierenden Art, mit der sie mit jeder Beziehungskiste
umgeht hat A die folgenden Aufzeichnungen gemacht Uber die Tage, die sie im Monat
mit B bzw. C verbracht hatte:

Tage mit C
TagemitB [[0-10  10-20 >20 P
0-10 0 2 4 6
10-20 1 2 0 3
>20 3 0 0 3
) 4 4 4 12

Man verifiziere die Varianzzerlegung (Gl. 7.30) und berechne die
Korrelationsverhaltnisse sowie den Korrelationskoeffizient rg! Als Klassenmittelwerte
sind die Zahlen 5, 15 und 25 anzusetzen.

L6sung 7.13:

Wéhrend Beispiel 7.12 die Berechnung des Korrelationsverhéltnisses bei gruppierten
Daten demonstrieren soll, gilt es hier, Varianzzerlegung und Berechnung des Korrelati-
nsverhdltnisses sowie des Korrelationskoeffizienten bei einer zweidimensionalen klas-
sierten Verteilung zu zeigen.

Parameter der Randverteilungen

Bernd Charlie
Mittel B =125 Mittel C=15
Varianz s3 = 825/12 Varianz s = 800/12,

S0 dass SAQ,, 825 bzw. 800 ist.
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Regressionslinie Bernd Regressionglinie Charlie
wenn ||n; | bed.Mit-|  bedingte Varianz der wenn | n;. bed. bed.
C telwert | Regressiondliniev. Bernd B Mittelw. | Varianz
5 4 225 |Y{(15-22,5)%+ 5 6 | 130/6 | 133,33/6
3(25 - 22,5)?] =75/4
15 | 4 10 Y{2(5-10)2+2(5 -10)?] 15 3 35/3 22,222
=1/4100 =25
25 [ 4 5 0 da ale 4 Beobachtun- 25 3 5 0
gen gleich sind
SAQ;; =75+ 100=175 SAQ;,; = 133,33 + 66,67 = 200

SAQqy = 4(22,5-12,5)%+4(10-12,5)%+4(5-12,5)2 =650  SAQg, = 600 (SAQ,,=800)
SAQtOt = 825 = SAQext + SAQ| nt = 650 + 175

Berechnung der Korrelationsverhaltnisse:
Bernd: ngc =/ SAQg/SAQ,, =/650/825 = 0,8876
Charlie: Ncg = 600/800 = \/3/4 =0,8660

Die beiden Korrelationsverhdtnisse sind nicht gleich. Man kann an ihnen auch nicht
erkennen dass eigentlich eine negative Korrelation besteht.

Berechnung des Korrel ationskoeffi zi enten:

Kovarianz sg¢: (550 + 5152 + 5254 + 1551 + 15152 + 15:25:0 + 25:5:3 + 25:25:0
+ 25-25-0)/12 - 12,5-15 = - 700/12 und da die Varianzen sB,2 =825/12 und 302 =800/12
betragen erhélt man rg = Sp/spSc = - 0,86164.

4. Zusammenhang be nicht metrisch skalierten
Variablen

a) Malle des Zusammenhangs und Skalenniveaus
(Ubersicht)

In Abhéngigkeit von dem Skalenniveau der Variablen X und Y gibt es zahlreiche Male
fur den Grad des Zusammenhangs zwischen X und Y (vgl. Ubers. 7.2). Man kann in
alen Fallen auch von Korrelationen im weiteren Sinne sprechen und die bisher
behandelte Korrelation as "MaRkorrelation” (Korrelation im engeren Sinne)
bezeichnen. Im englischen Sprachgebrauch ist auch "association” ein entsprechender
Oberbegriff, wéhrend Assoziation im engeren Sinne nur den Zusammenhang zweier
dichotomer Merkmale bezeichnet. Auf einige der in Ubersicht 7.2 genannten Malie des
Zusammenhangs wird in den folgenden Abschnitten eingegangen.
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Ubersicht 7.2:
Male des Zusammenhangs zwischen den Merkmalen X und Y

a) Fallunterscheidung nach dem Skalentyp der beiden Variablen

Variable X
Var.Y nominal ordinal metrisch
nominal 3) 5 4
ordinal 5 2")(2al2b)
metrisch 4 1

*) weitere Fallunterscheidung unter b)
b) Falleim einzelnen und MafRzahlen

1. Beide Variablen sind metrisch skaliert (Fall 1): Mal3korrelation

¢ Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient (Def. 7.8)

e Korrelationsverhdltnis (Def. 7.11)

o Gelegentlich wird auch auf den &lteren, kaum noch gebrauchlichen
Korrelationskoeffizient r. von Fechner in diesem Zusammenhang
verwiesen (vgl. Bem. 3 zu Def. 7.7). Daes aber bei ihm nur auf die
Vorzeichen der Abweichungen vom Schwerpunkt (X,y) bzw. vom
Medianpunkt (X5, Yo5) akommt, pal3t r. eher zur Situation 2b.

2. Dieordinae Abstufung (Fall 2) kann

2a) durch Rangpléatze beschrieben werden (Rangkorrelation).

2b) ohne Rangplétze bestehen:
bei beiden Merkmalen X und Y werden die Auspragungen allein
ordinal unterschieden, etwa x; < X, < X3 Usw.; sie werden nicht
mit [wie immer gefundenen] Zahlenwerten (z.B. Rangplatzen)
codiert (Rangassoziation oder ordinale Assoziation [order asso-
ciation)).

Bem.: Im Falle 2a) sind zwar nicht die Mel3werte x;, X, usw.

(Merkmalsauspragungen) metrisch skaliert, wohl aber die hierfir

verwendeten Rangplétze.

3. Waeltere Fallunterscheidung (Falle 3 und 4)
Nominalskala mit
p > 2 Auspragungen: Polytomie (P),
p = 2 Auspragungen: Dichotomie (D).
Speziell im Falle einer Dichotomie kann man unterscheiden:

D1: Echte Dichotomie (qualitative Unterscheidung),
D2: Dichotomie mit einer zugrundeliegenden Rangordnung (z.B. Unterschei-
dung von gut/schlecht, positiv/negativ usw.),
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D3: Dichotomie bei an sich zugrundeliegender Normalverteilung.

*

Y X-Skala
Skala DIUD2 D3 P M) o))
D1/D2 A * K PB RB
D3 * T * B
P K * K

M = metrisch-skaliert

O = ordinal-skaliert

Assoziationsmal3e (Vierfelderkorrelation)

Tetrachorische Korrelation (tetrachoric correlation)
Kontingenzmalle

Biserielle Korrelation (biserial correlation, analog z.B. triseriell
wenn'Y als Trichotomie vorliegt)

PB = Punkt-biserielle-Korrelation (point biseria correlation)

RB =Rang-biserieller Korrelationskoeffizient.

A
T
K
B

b) Assoziation und Kontingenz

1

Allgemeines

Konstruktionsprinzipien fur Zusammenhangsmalle

Man kann Assoziations- und Kontingenzmaf3e (Ubersicht 7.2) konstruie-
ren aufgrund folgender Uberlegungen:

a)

b)

d)

Auf »2 basierende Mal3e: Vergleich der Haufigkeiten n;; fir die Kom-
bination (x;,y;) der Merkmale X und Y mit den zu erwartenden Hau-
figkeiten bei Unabhangigkeit [Def. 7.5] (sind sie gleich, so liegt kein
Zusammenhang vor).

Préadikationsmal3e: Liegt ein Zusammenhang zwischen X und Y vor
(also keine Unabhangigkeit), so ist bel Kenntnis der Verteilung von X
die Verteilung von Y (bzw. umgekehrt) "besser" vorauszusagen als
ohne Kenntnis.

Man kann die Haufigkeit konkodanter und diskonkodanter Merkmals-
kombinationen vergleichen, was bei Nominalskalen ohne jede dahin-
terstehende Rangordnung nicht sinnvoll ist, wohl aber z.B. bei Dicho-
tomien im Sinne von D2/D3 der Ubers. 7.2 (also in der Assoziations-
analyse).

Speziell in der Assoziationsanalyse: Berechnung von r,,, der Produkt-
Moment-Korrelation (Def. 7.8) fur mit O und 1 codierte Variablen X
und Y ("Vierfelderkorrelation” [vgl. Def. 7.16]).
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Normierungsprobleme

Waéhrend die Untergrenze aller Mal3e des Zusammenhangs eindeutig ist
und durch Unabhangigkeit (Def. 7.5) gegeben ist, macht es Schwierigkei-
ten, einen "maximalen” Zusammenhang zu definieren und so Kontingenz-
und Assoziationsmalie auf den Wertebereich von O bis 1 oder -1 bis+1 zu
normieren.
Abhangigkeit (Unabhangigkeit) besteht in der Unterschiedlichkeit
(Gleichheit) der bedingten Verteilungen. Aber:

e eine maximale Unterschiedlichkeit ist nicht eindeutig definiert;

e wadhrend Unabhangigkeit eine symmetrische Eigenschaft ist, muss

diesfur die Abhéngigkeit nicht gelten.

Axiomatik

Fur ein Assoziations- oder Kontingenzmal3 (AK) sollte gelten

A1/K1 Das Mal3 AK sollte dann und nur dann den Wert AK = 0 anneh-
men, wenn die beiden Variablen unabhangig sind.

A2/K2 Bei einer genau definierten "maximalen Abhangigkeit" sollte AK
die Obergrenze AK = +1 annehmen. Diese Obergrenze ist im
Falle der Assoziation, nicht aber in dem der Kontingenz eindeutig
definiert.

A3/K3 Das Mal3 AK sollte nicht invariant sein gegenlber einer Ver-k-
fachung von einzelnen Zeilen oder Spalten.

A4/K4 DasMal3 AK sollte von der Gesamtzahl n der Beobachtungen un-
abhangig sein.

Durch eine Ver-k-fachung der Haufigkeiten einer einzelnen Zeile (oder Spalte) andert
sich die entsprechende bedingte Verteilung nicht, wohl aber die Abhéngigkeit zwischen
den Merkmalen, was im Fall der Assoziation durch Hinweis auf die Regressionsanalyse
gezeigt werden wird. Es gibt Malle, die invariant sind gegeniber einer solchen
Verénderung der Haufigkeiten. Im Unterschied hierzu soll eine Ver-k-fachung aller
Haufigkeiten nach A4/K4 das Mal3 AK nicht verandern.

Beispiel/L 6sung 7.14:

Man kénnte von "vollstandiger Abhangigkeit" der Variablen Y von der Variablen X
(oder von einem "maximalen Zusammenhang" zwischen den Variablen X und Y)
sprechen, wenn aus der Verteilung von X eindeutig die Verteilung von Y hervorgeht und
umgekehrt, wie dies bei der folgenden Tafel 1 der Fall ist. Es ist klar, dass dieses
Konzept eines "maximalen Zusammenhangs' nur Sinn macht bei quadratischen
Kontingenztafeln. Da fur X und Y nur Nominalskalen vorausgesetzt werden, mufite der
Grad der Abhéangigkeit gleich bleiben wenn Zeilen und Spalten permutiert oder auch



230 Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

zusammengefasst werden. Es miifdten also die folgenden vier Tafeln jeweils die gleiche
Kontingenz (als Grad der Abhangigkeit) aufweisen:

Tafel 1 Tafel 2
Vi Yo |¥s|S Yo |1 |Ys |Z
x;, 120 [0 |o [20 x- |0 |0 |50 |50
x, |0 |30 |0 [30 x, |30 |0 |0 |30
x. |0 |0 |50 |50 x;, |0 |20 [0 |20
3 20 |30 |50 (100 3 30 (20 |50 |100

Kontingenzmal3e betrachten i.d.R. die Tafeln 1 und 2 als gleichwertig und sie nehmen
jeweilsihren maximalen Wert 1 an, nicht dagegen in den Félle der Tafel 3 und 4.

Tafel 3 Tafel 4
Yity |Y2 |2 Yity Y2 |2
% |50 | 0]%0 s | 50 |30 |80
x, |20 | 0] 20 X, 20 | 0 | 20
Xy 0 30 | 30 3 70 30 100
3 70 30 {100

3. Kontingenzmal3e

a) auf den Vergleich mit der Unabhangigkeit basierende Malde

Sind die Merkmale X und Y Polytomien, also Nominalskalen mit jeweils
zwel und mehr Auspradgungen, so kann man die Grofie Chi-Quadrat (y?)
berechnen. Sie beruht auf einem Vergleich der beobachteten Haufigkeiten
n; mit den (bei Unabhangigkeit) zu erwartenden Haufigkeiten f;;.

Def. 7.12: Chi-Quadr at

Mit den beobachteten Haufigkeiten n; (n = £Xn;) und den bel Unabhan-
gigkeit [Def. 7.5] zu erwartenden Haufigkeiten f; ist die Grofe Chi-Quar
drat (y2) de-

finiert as

(7.33) x2=Zx(n; - )2 mitfy=nn/n  (i=12..rundj=12,..,)

Bemerkungen zu Def. 7.12:

1. Die Grof3e y2 selber ist nicht als Kontingenzmal? geeignet, weil sie di-
rekt von der Anzahl der Beobachtungen abhéngt. Eine Ver-k-fachung
aler Haufigkeiten fuhrt auch zu einem k-fachen Wert von #2.
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2. Einflud hat auch die Anzahl r der Zeilen (rows) und c der Spalten
(columns) der zugrundeliegenden Kontingenztafel (i = 1,2,...,rund j =
1,2,...,0).

3. Die Punkte 1 und 2 haben die Konstruktion einiger auf y2 basierender Kontingenz-
malle angeregt (Def. 7.13), die wegen #2 stichprobentheoretisch gewisse Vorteile
haben, andererseits aber kaum anschaulich interpretierbar sind. Es gibt deshalb auch
Kontingenzmal3e, die einem anderen Konzept folgen (Def. 7.14).

4. Aus der Definition von #2 (Gl. 7.33) folgt, dass 2 bei Unabhéngigkeit den Wert
Null annimmt und in allen anderen Féllen gréf3er als Null ist.

5. Die Quadrierung in der GroRe 42 ist damit zu motivieren, dass die Zeilen- und Spal-
tensumme der einfachen Abweichungen jeweils verschwindet, denn:

(7.33a) ;(nij -fij) = JZ(nij -fij) = Iz JZ(nij -f) =0

Der Zusammenhang wird im Beispiel 7.15 demonstriert.

Def. 7.13: auf Chi-Quadrat ber uhende K ontingenzmafe

(7.34) ¢ =+/cn Phi-K oeffizient

$2 = x2/n heisst auch mittlere quadratische Kontingenz

(7.35) C=+/c¥/(c2+n) Kontingenzmal von Pearson

so dass C2 = ¢2/(p2+1)

(das ist das unnormierte Kontingenzmal3 von Pearson, das maximal den Wert
Crax = \/(m—l)/m mit m = min(r,c) annimmt; der auf den Wertebereich [0,1]
normierte Kontingenzkoeffizient von Pearson lautet:

.__C mC? .
735 C =~—= — 5 0<C <1
( ) Cmax (m-l)(02 + n)

(7.36) T2= Zzl[n-\/(r-l)(c-l)] T: Kontingenzmal? von Tschuprow
(7.37) V2= #2[n-min(r-1,c-1)] V: Kontingenzmaf3 von Cramer

Folgerungen:
e bei einer quadratischen Tabelle (r=c) ist T =V
e bei einer Vierfeldertafel [Def. 7.15], d.h. bei r = ¢ = 2 (Assoziation)
it T=V =¢undC =+/2f2/(f+1) mit0< C" < 1.

Beispiel 7.15:
Man bestimme die Kontingenzmal3e der Def. 7.13 fiir die vier Tafeln von Bsp. 7.14!
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L6sung 7.15:

Die Bestimmung der Tafel bei Unabhéngigkeit gem. Def. 7.5 (auch "Indifferenztabelle”
genannt) und damit der GroRe y2 wird fir Tafel 1 ausfuhrlich gezeigt:

empirische erwartete
(beobachtete) Haufigkeiten ny; (bei Unabhangigkeit) Haufigkeiten f;;
Yi Y2 [Ys |Z Yi Y2 [Ys |Z
X; |20 0 0 |20 X1 4 6 |10 | 20
X 0 [30 0 |30 X 6 9 115 | 30
X3 0 0 |50 [50 X3 10 |15 | 25 | 50
3 20 |30 |50 |100 3 20 | 30 | 50 |[100

Damit erhalt man die Abweichungen ny; - f;;

(womit auch Gl. 7.33averifiziert ist) y2 ergibt sich nun

Yi | Yo | VY3

X, | 16 | -6 | -10 durch Summierung der Grofen (n; - fij)zlfij Uber alle

X5 6 21 | -15 Zeilen und Spalten.

xg | -10 [ -15 | 25

ool ool

slolo]o

Fur Tafel 1ist also 2 = 200. Mit n = 100 und r=c=3 erhdlt man auRerdem ¢ =+/2, T=V
= 1ferner C = Cp =\[2/3.

Fur Tafel 2 erhdlt man die gleichen Ergebnisse wie fir Tafel 1 und fur Tafel 3 ergibt sich
¥2=54,857,¢$ =V =0,74065, T = 0,62282, C = 0,59518.

Fir Tafel 4ist y2=10,7143und ¢ = T =V =0,32733 und C = 0,31109.

b) Pradikationsmalle der Kontingenz (Konzept der Fehlerreduktion)

Eine Alternative zu der wenig anschaulichen Grof3e %2 ist eine Klasse von
Mal3zahlen, die auf dem Konzept der Fehlerreduktion beruhen und von
Leo A. Goodman und William H. Kruskal (1954) in die Diskussion ge-
bracht wurden. Danach sind X und Y dann "korreliert”, wenn es gelingt,
bei Kenntnis des Merkmalswertes x,, der v-ten Einheit, deren Wert y,, bes-
ser (mit geringerem Fehler, mit groRerer Treffsicherheit) vorherzusagen
as ohne Kenntnis von x,. Aus dieser Definition des "Zusammenhangs'
zwischen X und Y, bzw. der Abhangigkeit der Variablen Y von X

Y hangt von X in dem Mal% ab, in dem Kenntnis Uber X die
Unsicherheit Uber Y reduziert

folgt auch, dass Zusammenhang nicht notwendig eine symmetrische Rela-
tion ist. Die Maf3e von Goodman und Kruska nach dem Konzept der pro-
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portionalen (=relativen) Fehlerreduktion (proportional reduction in error
PRE) sind asymmetrische K ontingenzmal3e. Sie setzen voraus.

1. en Konzept (ein Mald) fur den Fehler der Vorhersage unter Beriick-
sichtigung des Skalenniveaus,

2. ene (i.d.R. fur beide Félle a und b identische) Vorhersageregel fur
die Vorhersagevon Y durch X
a) ohne Kenntnis von X (aus der Randverteilung von Y)
b)aufgrund der (durch X) bedingten Verteilungen von Y (also mit

Kenntnis von X) und
3. enMalfur das Konzept der "Fehlerreduktion”.
Die Konstruktion von Kontingenzmal3en aufgrund bestimmter Festlegungen zu diesen

drei Punkten soll anhand des folgenden Beispiels demonstriert werden. Dargestellt
werden die Koeffizienten

e |ambda (4) der optimalen (modalen) Vorhersage und
e tau (7) der proportionalen Vorhersage

von Goodman und Kruskal, wobei sich A und T nur durch die Vorhersageregel (Punkt 2a
und 2b) unterscheiden.

Beispiel 7.16:

Entwicklung und Demonstration der Mal3e von Def. 7.14

Anhand der folgenden 3x4 Kontingenztafel (mit absoluten Haufigkeiten
n;) sollen die Mal%e A und t hergeleitet werden.

Yi Yo Y3 |Ya [X
Xq 9 1 ]2 |13 |25
X, 6 [19 | 6 |15 |46
X2 6 | 5 |10 | 8 |29
> |21 |25 |18 |36 |100
Die Zahlen sind so gewahlt (n=100), dass eine Umrechnung in relative
Haufigkeiten sehr einfach ist.

Zulund 2a

Vorhersage von Y ohne Kenntnisvon X (Vorhersageregel/-fehler)

a) optimale (modale) Vorhersage [A]
100 Einheiten, deren y-Wert unbekannt ist werden vollsténdig der
haufigsten (modalen) Auspragung y, zugeordnet: damit werden 36
Einheiten richtig und 64 Einheiten falsch zugeordnet. Der Vorhersa-
gefehler ist somit:
E,=1-p,=1- max p,; = 0,64.

b) proportionale Vorhersage [7]
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100 Einheiten, deren y-Wert unbekannt ist werden proportional zu den
Haufigkeiten der Randverteilung zugeordnet, also 21 iny,, 25iny,
usw. Der Vorhersagefehler ist somit:

0,21:0,79 + 0,25-0,75 + 0,18-0,82 +0,36:0,64 = 0,7314
Fi=2p;(1-p)=1-%(p;)?=0,7314.

Zu 2b:

Vorhersage von Y mit Kenntnis von X, also aufgrund der bedingten Ver-
tellungen von Y (Vorhersageregel/-fehler)

a) optimale (modale) Vorhersage [A]
Die Einheiten werden jewells vollstandig der bei gegebenem Wert von
X haufigsten Ausprégung von Y zugeordnet. Der Vorhersagefehler ist
somit:
bei X =x,:0,25-0,13=0,12,
bel X =x,: 0,46 - 0,19 = 0,27 usw. insgesamt also
E,=Zi[p.- max1j(pij)] =1-3 mjax(pij) =0,38.

b) proportionale Vorhersage [7]
Die Einheiten werden proportional zu den Haufigkeiten der bedingten
Verteilungen zugeordnet. Der Vorhersagefehler ist dann: bei X = x;:
9/25-16/25 + 1/25:24/25 + 2/25-23/25 + 13/25-12/25 = 0,592
oder allgemein:

f= 2(py/Pu) (L - pyfpr) = 1 - 2(pyfpy)?
entsprechend bei X = x,: f,=1->(py/p,)? = 0,689 usw.
(f;=0,7325) |
Der gesamte Fehler ist dann:
F=Zp -fi=Zp[1-%@E/p)]=1- % (pP)Ip) -
(im Beispiel F, = 0,67737).

Zu3:

Konzept der proportionalen (relativen) Fehlerreduktion
a) optimale Vorhersage [ 4] b) proportionale Vorhersage [ 7]

Ergebnis:
A =(E1- E2)/E1 Ty

Xy

, =(FL-F2)F1
= (0,64 - 0,58)/0,64 = (0,7314 - 0,67737)/0,7314
= 0,09375 = 0,07387
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Def. 7.14: Kontingenzmal3e von Goodman-K ruskal

Nach Umformungen erhadlt man fir die asymmetrischen Kontingenzmalie
A und T mit den relativen Haufigkeiten p; = ny/n und mit den absolu-

ten Haufigkeiten

a) Koeffizient der optimalen Vorhersage 4

aa) Vorhersagevon Y durch X
2 mjax(pij) - mjax(p‘j) 2 mjax(nij) - mjax(n‘j)

7.38 Ay =
(7:39) Y 1-max(p,;) n—max(n;)
J J

ab)Vorhersage von X durch Y

. - Z miax(pij)_ miax(pi-) ~ 2 miax(nij)_ miax(ni,)
T3 o = ey nomax(n,)

b) Koeffizient der proportionalen Vorhersage r

ba)VVorhersage von Y durch X

SEp;lp. - P’ _ nZzn; /n. —n
1-3p3 n® —zni

(7.39) Ty =

bb)Vorhersage von X durch Y

_2Epi/p;-2pl nEEni/n;-zn?
(78991, = g =
p? n? —xn?

Bemerkungen zu Def. 7.14:

1. Esist offensichtlich, dass A und T asymmetrisch sind, also die Abhan-
gigkeit nicht vertauscht werden darf.

Im Beispiel 7.16 erhat man
Xxy =0,09375 und T,y = 0,07387 aber

Ayx = 0,26563 und T,, = 0,11601
(Zwischenergebnisse bei ny: E1=0,64 und E2 = 0,47
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bzw. bei T, F1=0,6418 und F2 = 0,56734)

2. AusGl. 7.39 folgt unmittelbar, dass T bei Unabhangigkeit (wenn p; =
p,p; fir alleWertevoni und j) den Wert Null annimmt. Man kann

zeigen, dass dies auch fur A der Fall ist. Unabhangigkeit ist aber nur
eine notwendige, nicht eine hinreichende Bedingung fir das Ver-
schwinden von A.

Die folgende K ontingenztafel

Y1 Y2 Y3 >
x; |20 [40 |10 [70
x, |10 [15 [5 |30
> 30 55 15 100

fuhrt zu Ay = Ay =0 obgleich keine Unabhangigkeit vorliegt (Ubrigensist Ty =
0,002849 und t,, = 0,00433 also nicht Null).

Das Beispidl ist so konstruiert, dass alle Zeilenmaxima in Spalte 2 und
alle Spaltenmaximain Zeile 1 sind.

3. Esistleicht zu sehen, dass A und t dann den Wert 1 annehmen, wenn
jede Zeile und jede Spalte einer quadratischen Kontingenztafel mit nur
einer Haufigkeit besetzt ist, wie diesin Tafel 1 von Bsp. 7.15 der Fall
ist [was oben als "vollstéandige Abhangigkeit" bezeichnet wurde].

4. Zu weiteren Eigenschaften von T und A (im Spezialfall der Assoziati-
onsanalyse) vgl. Bem. 8 zu Def. 7.16.

5. Als ein Mal3 der proportionalen (relativen) Fehlerreduktion konnte
man auch interpretieren:

e das Quadrat des Korrelationsverhaltnisses, wobei als Fehler E1 (oder F1) die
Summe der Abweichungsguadrate SAQ,,, und as Fehler E2 (oder F2) SAQ;
auftritt;

e dasBestimmtheitsmal? (im Falle linearer Regression) By~ rxzy.

Das legt den Gedanken nahe, dass nicht A (t) sondern die Wurzel von A (bzw. T)

eigentlich das Kontingenzmal? sein sollte.
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3. Assoziation Vierfelderkorrelation

a) Dichotome Merkmale

Von Assoziation spricht man, wenn X und Y dichotome (bindre) Merk-
male sind. Man kann dann wie folgt codieren:

a { 0 wenn eine bestimmte Eigenschaft nicht vorhanden ist
=11 wenn diese Eigenschaft (das Attribut) vorhanden ist
und entsprechend ist Y als 0-1-Variable gegeben (d.h. es gibt nur die bei-
den Auspragungen y=0 und y=1).

Man kann auch codieren: ja (1), nein (0) oder "+" (fUr 1) und "-" (fir 0), um anzuzeigen,
dass lediglich danach unterschieden wird, ob eine Eigenschaft (ein "Attribut") gegeben
ist oder nicht gegeben ist.

Def. 7.15: Vierfeldertafel

Die zeilenweise (spaltenweise) Anordnung des dichotomen Merkmals X
(Y) mit den Haufigkeiten a,b,c,d (statt n;;,n;,,n,;,n,,) in der folgenden Art

Variable Y
Variable. X y=1 y=0 )
x=1 a b atb
x=0 C d c+d
) atc b+d n

heil}t Vierfeldertafel (oder Assoziationstafel; vgl. Bsp. 7.1 fur Tafeln die-
ser Art).

b) Bedingte Mittelwerte, Unabhangigkeit, Regressionsgeraden

1. Mit der Codierung als 0-1-Variablen sind Mittelwerte und bedingte
Mittelwerte as relative Haufigkeiten (bzw. bedingte relative Haufig-
keiten) zu interpretieren:

_1(atb) + O:(ctd) atb
X= n ~n

(7.40)

(7.41) x(y) =al(a+c) und X (y,) =bi(b+d) |

Entsprechendes gilt fir den unbedingten Mittelwert y und fir die
bedingten Mittelwerte y (x;).

2. Die Punkte Px,[a/(a+c),1] und Px,[b/(b+d),0] stellen im x,y-Koordina-
tensystem die bedingten Mittelwerte x (y;) (mit j=1,2) dar. Ihre lineare
Verbindung stellt die Regressionslinie zur Schatzung von x aufgrund
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von y dar. Well es sich nur um zwei Punkte handelt, ist es eine Re-
gressionsger ade und es 18sst sich zeigen, dass diese mit der im Kap. 8
eingefiihrten Regressionsgeraden X identisch ist. Entsprechend ist die
Regressionsgerade  § durch die Punkte Py,[1,&(at+b)] und
Py,[0,c/(c+d)] gegeben. In Abb. 7.5 sind die Regressionsgeraden fir
ein Zahlenbeispiel dargestellt.

Abb. 7.5: Regressionsgeraden fir das Beispiel 7.17

1

1

\
\\\<>
<>
\

05{ ..-""7 0,5 051 _.--"7

<

3. Die Unterschiedlichkeit der bedingten Mittelwerte ist Ausdruck der
Abhangigkeit der Merkmale untereinander. Bei Unabhangigkeit (Def.
7.5) gilt:

X (Y) =X (y) =x undy (x;) =y (X)) =Y.
Hieraus folgt als Bedingung fir die Unabhangigkeit
(7.42) ad=hc. |

Weil die Merkmale X und Y hier nur zwei Auspragungen haben, kann die
Abhéngigkeit nur linear sein, weshalb hier zwischen Unabhéngigkeit und
Unkorreliertheit (keine Assoziation) nicht unterschieden werden kann.

¢) Normierung e nes A ssozi ationsmal3es

Ein Assoziationsmal3 A soll bei Unabhangigkeit den Wert Null annehmen.
Die Obergrenze des Betrags von A ist dagegen nicht eindeutig. Besteht
zwischen den Ausprégungen eine Ordnungsrelation etwa dergestalt, dass
X; > X, und y; >y, (Dichotomien mit dahinterstehender Rangordnung), so
kann auch sinnvoll zwischen positiver und negativer Assoziation unter-
schieden werden. Es sollte dann gelten:

(7.43) -1<A <+1.

Man kann dann unterscheiden (nach M.G.Kendall):
total association b=c=0
total disassociation a=d=0
complete association b=0oderc=0
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complete disassociation a=0oderd=0

Es soll im folgenden von totaler bzw. vollstandiger Assoziation bzw. Di-
sassoziation gesprochen werden.

e Bei totaler Assoziation bzw. Disassoziation nehmen jeweils beide bedingten Mittel-
werte (bedingte relative Haufigkeiten) einer Regressionsgeraden die Werte Null
und Eins an.

o Bei vollstandiger Assoziation bzw. bei vollsténdiger Disassoziation nimmt jeweils
nur einer der beiden Endpunkte einer Regressionsgeraden die extremen Werte Null
und Eins an.

Die Funktionen der beiden "Regressionsgeraden” lauten:
c a ¢
(40 =255 |25 o
und

N b a b
(7.45) x= m+ [g - m} y.

Zur Gestalt der Regressionsgeraden in den beschriebenen Féllen vergleiche man Abb.
7.6. Dabel zeigt sich, dass es durchaus sinnvoll ist, totale und vollstandige Assozia-
tion/Disassoziation als unterschiedlich anzusehen.

Abb.7.6: Dichotome "Regression”

1: dlgemeiner Fall; 2: Unabhangigkeit; 3: totale Assoziation 4: totale Disassoziation, 5/6;
vollstdndige Assoziation; 7/8: vollsténdige Disassoziation

Y| S Y| Y| Y|
2) : 3) 4)

s

X X b=c=0 X a=d=0 X

a=0 X c=0 X b=0 X d=0 X

d) Axiomatik fir Assoziations- und Kontingenzmal3e

Die unter c) getroffenen Aussagen Uber den Wertebereich eines Assoziati-
onsmalies fuhren zu dem Gedanken, auch hier eine Axiomatik anzugeben
(vgl. Seite 222f). Fur das Assoziationsmald A sollte speziell die Forderung
A2 noch wiefolgt spezifiziert werden:
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A2: |st totale Assoziation gegeben, so sollte A = +1 sein. Bei geordneten
Auspragungen x; > X, und y; >y, sollte auch Assoziation und Di-
sassoziation unterscheidbar sein und bel totaler Disassoziation den
Wert A = -1 annehmen.

Die Axiome A1, A3 und A4 (vgl. Seite 222f) sind auch bei KontingenzmalRen sinnvoll
zu fordern. Ein Assoziationsmald kann sehr wohl invariant sein gegenlber einer Ver-k-
fachung aller Haufigkeiten, gleichwohl aber A3 nicht erfillen (Das gilt z.B. fir das Mai3
Q, vgl. Gl. 7.50).

Def. 7.16: Einige Assoziationsmalie

a) Diein Def. 7.13 zusammengestellten Kontingenzmale haben im spe-
ziellen Fall einer Vierfeldertafel die folgende Gestalt:

ab - cd 2
N C R G A

heisst Phi-K oeffizient oder Vierfelderkorrel ation.
Esgilt ¢ = T = V. Das Kontingenzmal3 von Pearson ist speziell bei

2
zwei dichotomen Merkmalen mit C = ~\ /f2f+ kein sinnvoller Aus-
druck.

b) Vorgeschlagen wurde auch

(7.47) |xy|=(ad - bc)/n2 Kreuzprodukt von Lazarsfeld
(7.48) cpr =ad/bc Kreuzproduktverhdtnis
(7.49) o, =adl(atc)-b/(b+d) und

(7.499) 5, =al(atb)-c/(ctd) (diesog. Anteilsdifferenzen)

Offenbar ist ¢ =/d d, und die Antalsdlfferenzen 9, und 3, sind die
Steigungen der Regr jonsgeraden X und §.

c) Auf dem Vergleich konkodanter und diskonkodanter Merkmalskom-
binationen (Paare) beruht das Assoziationsmald Q von Yule

_ad-bc cpr-1
(7.50) Q_ad-bc_cpr+1 '

sowie der Verbundenheitskoeffizient von Y ule (coefficient of colliga-
tion):

_AJad-4/bc
(7503.) Y_'\/a_d+'\/R ,
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der nur von geringer Bedeutung ist, da er nur eine monotone Trans-
formation von Q darstellt.

d) Ohne Bedeutung fir die Assoziationsmessung sind die in Def. 7.14

definierten Kontingenzmal3e von Goodman und Kruskal.

Bemerkungen zu Def. 7.16:

1

Bei einer Codierung von X und Y mit den Variablenwerten O und 1 ist
das Kreuzprodukt [xy| die Kovarianz zwischen X und Y. FUr Varian-
zen gilt £ = (at+b)(c+d)/n2 und & = (at+c)(b+d)/n2, so dass ¢ nichts an-
deres ist s der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient r,, fur den
Fall einer 0-1-Codierungvon X und Y.

Bedeutet x = 1 (y = 1) das Auftreten des Ereignisses A (bzw. B) so ist [xy| die Ab-
weichung von der stochastischen Unabhangigkeit |xy| = JAB| = P(AB) - P(A)P(B).
Als Kovarianz hat das Kreuzprodukt den Wertebereich -1/4 < |xy| < +1/4. Die
Schreibweise [xy| oder [AB| beruht darauf, dass diese GroRRe die Determinante der
Vierfeldertafel (mit relativen statt absoluten Haufigkeiten, bzw. mit Wahrscheinlich-
keiten) darstellt. Das Kreuzprodukt spielt in der "Latent Structure Analysis' eine
grof3e Ralle.

Y ules Assoziationsmall Q erfiillt die Axiome Al und A4. Es nimmt aber die extre-
men Werte +1 bzw. -1 nicht nur im Falle totaler, sondern auch vollsténdiger Asso-
ziation bzw. Disassoziation an. Q erfillt also A2 nicht (vollsténdig) und auch A3
nicht.

Die drel Vierfeldertafeln von Beispiel 7.17 fihren alle zum gleichen Wert von Q =
5/9 und auch zum gleichen Kreuzproduktverhéltnis cpr = 3,5, obgleich die Phi-Ko-
effizienten unterschiedlich sind.

Aus Gl. 7.46 folgt, dass bei Ver-k-fachung aller Haufigkeiten y2 auch k-mal so gro3
ist wie bisher, so dass y2 das Axiom A4 nicht erfiillt. x2 hat jedoch sehr giinstige
Aggregationseigenschaften, weil es in beliebige Teilsummen aufzuspalten ist.
AuRerdem sind %2 und ale auf y2 basierenden MaRe invariant gegeniiber
Vertauschungen von Zeilen und Spalten.

Die mit den Axiomen Al und A2 geforderte Normierung des Wertebereichs wird
vom Kreuzprodukt nicht erfillt: Die Grenzen des Intervalls -1/4 < |xy| < +1/4
werden nur erreicht bel totaler Assoziation und wenn die Varianzen von X und Y
jeweils 1/4 (also maximal) sind, also a=d bzw. b=c betragt.

Zum Kreuzproduktverhdltnis: Es ist nichtnegativ und es gilt 0 < cpr < 1 bei Disas-
soziation, cpr = 1 bei Unabhéangigkeit und 1 < cpr < oo bei Assoziation. Schon bel
vollstdndiger Disassoziation ist cpr = 0.



242 Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

7. Wegen der Abhangigkeit von 2 gilt fiir C die Einschrankung: 0 < C < \/1/2, mit
der Obergrenze\/ 1/2 bei totaler Assoziation oder Disassoziation.

8. Ubertragt man die Kontingenzmalie von Goodman und Kruskal (Def. 7.14) auf den
speziellen Fall der Assoziationsanalyse (r=c=2) so ergeben sich komplizierte Aus-
dricke. Die Mal3e haben auch erhebliche Nachteile: A kann auch ohne Unabhéngig-

keit den Wert Null annehmen, andererseits sind A und T zwar bei totaler, nicht aber
bei vollsténdiger Assoziation 1, wie die folgenden zwei Tabellen zeigen:

y1=1|y,=0 | T y1=1 |¥,=0 |
X1=1 4 2 6 X1=1 7 1 8
X,=0 3 1 4 X,=0 0 2 2
> 7 3 10 3 7 3 10
Ay =ty =0 Ay =203, Ay =12
dagegen ¢ = 0,0891 und (vollstandige Assoziation)
Tyy = 0,00794 = 17126 = T, Tyy = 058333 =7/12 =1,

Man kann zeigen, dass T bei einer Vierfeldertafel stets symmetrisch ist.

Beispiel 7.17:

Man berechne die Assoziationsmalle der Def. 7.16 (a-c) sowie die Regressionsgeraden
fir die folgenden drei Vierfeldertafeln:

Tafel 1 Tafel 2 Tafel 3
y=11y=0 |¥ y=11y=0 |X y=11y=0 | ¥
x=1 |70 |30 |100 x=1| 7 | 30| 37 x=1| 70 | 30 | 100
x=0 |40 |60 |100 x=0| 4 | 60 | 64 x=0| 4 | 6 | 10
>  [110 {90 |200 Y 11 | 90 | 101 ¥ 74 | 36 | 110

Welche Besonderheiten gelten flr das Assoziationsmal3 Q sowie das Kreuzproduktver-
haltnis (cpr)? Wie reagiert %2 bei einer Verdoppelung aller Haufigkeiten der Tafel 17

Losung 7.17:
1) AlsMuster jewells die Berechnung fir Tafel 1
Q = (70-60-30-40)/(70-60+30-40) = (4200-1200)/(4200+1200) = 5/9
cpr = 4200/1200= 3,5
Phi-K oeffizient ¢ = (70-60-30-40)A[100-100-110-90 = 0,30151
x2=n¢? = 200/11 = 18,182 und C =~[1/12 = 0,288675
Regressionsfunktioneny = 0,4 + 0,3x und X = 1/3 + (10/33)y
daraus folgt: Anteilswertdifferenzen 8, = 10/33 und &, = 0,3 sowie fur den Phi-Ko-

effizienten ¢ =+/d, dy =14/30/330 = 0,30151.

2) Berechnungen fir Tafel 2 und Tafel 3:
Q,=Q3= 5/9 (= Ql)
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cpry = cprg = 3,5 (= cpry).
Es fallt also auf, dass Q und cpr invariant sind gegentiber proportionalen Transfor-
mationen einzelner Zeilen und Spalten, was fiir die Ubrigen Assoziationsmale nicht
gilt:

$o =0,195935 (# $;=0,3015) ¢ = 0,183804

%%, = 3,87746, 125 = 3,71622 und C, = 0,192289, C, = 0,18078

Regressionsgeraden und Anteilsdifferenzen:

Tafe 2 Tafel 3

¥ = 0,0625 + 0,1267x ¥=04+0,3x

R =13+ (10/33)y % =5/6+0,1126y

8,7 = 0,1267 &,,=10/33 8,3=03 8,3=0,1126

3) Veréanderung von 2 bei Verdoppelung der Haufigkeiten:

Tafel 1 Tafd la
y=1| y=0 ) y=1| y=0 )y
x=1| 70| 30| 100 x=1| 140( 60| 200
x=0| 40| 60| 100 x=0| 80| 120| 200
| 110| 90| 200 ¥| 220| 180| 400
¥2=200/11 = 18,1818 %2 = 400/11 = 36,3636
»?=111 $?=1/11

Verdoppelung der Haufigkeiten fuihrt auch zu einer Verdoppelung von 2, 1asst aber den
Phi-K oeffizienten unberhrt.

Beispiel 7.18:
Man berechne ¢ sowie Goodman Kruskals A fur die folgenden Vierfeldertafeln!
y1=1| y,=0 )y y1=1| y,=0 )
x=1] 4] 6| 10 x=1| 4] 7] 11
x,=0| 7| 5| 12 x,=0| 6| 5| 11
s 1| 11| 22 v| 10| 12| 22

L 6sung 7.18:

Man erkennt, dass die rechte Tafel nur die transponierte linke Tafel ist. Firr A erhalt man
fur die linke Tafel 7ny = 1/30 = 0,0333 und ny = 1/30. 7ny der linken Tafel ist
gleich A, der rechten Tafel. Man erhélt also stets den gleichen Wert 1/30 fir A. Das
gleiche gilt fur ¢, das ohnehin symmetrisch und deshalb fir die linke und rechte Tafel
gleichist, namlich ¢ = 0,18257.
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c) Rangkorrelation, Zusammenhang bei ordinalskalierten
Variablen

1. Rangkorrelation

Verzichtet man auf eine Metrik und nutzt nur die Ranginformation in den
Tupeln (x,, y,) oder liegen nur ordinalskalierte VVariablen vor, die in eine
Rangskala transformiert werden konnen, so lassen sich Rangkorrelations-
koeffizienten berechnen. Man kann dann nicht mehr von einem linearen
Zusammenhang sprechen, sondern von einem Zusammenhang, der (bei
Rangkorrelation) linear in den Réngen R(x,), R(y,) ist. Bei der Rangasso-
ziation werden keine Rénge vergeben (Def. 7.17), der Zusammenhang ist
dann monoton.

Def. 7.17: Rangtransfor mation

Der zweidimensionalen Variable (X,Y) mit den der Grél3e nach geordne-
ten Ausprégungen x,, y, werden Rangzahlen mit R(x,) = v und R(y,) = v
zugeordnet.

Bemerkungen zu Def. 7.17:

1. Die Definition der Rangzahlen setzt voraus, dass X und Y
mindestens ordinalskaliert sind und ale Ausprégungen
verschieden sind, so dass X, < Xy < Xy (Und die Ordnung
der y-Werte
entsprechend definiert ist). Die Rangzahlen (Range) sind
natlrliche Zahlen.

2. Sind die Ausprégungen nicht jeweils alle verschieden, d.h. treten Bin-
dungen (ties) auf, so wird jewells k gleichen Werten das arithmeti-
sche Mittel der auf sie entfallenden Rangzahlen zugeordnet.

Be|SpIe| Bei X(l) < X(Z) < X(3) = X(4) = X(5) < X(6) = X(7) erhalten die 3te bis 5te Aus-

préagung ale den Rangplatz 4 und die 6te und 7te Auspréagung den Rang 6,5. Die
Reihe der Rangzahlen lautet also 1, 2, 4, 4, 4, 6%, 6%. Diese Art Bindungen zu be-

handeln veréndert die Rangsumme XR(x,) (und 2R(y,,) entsprechend) nicht, wohl

aber die Summe der quadrierten Rénge Z[R(xv)]z. Sie ist bei Auftreten von Bin-
dungen kleiner als bel Auspragungen, die ale unterschiedlich sind. Denn in

2[R(x,)]? tritt im Falle n gleicher Werte n-mal die GroRe X2 auf und bei n unter-
schiedlichen Werten dagegen die Grof3e ZXJZ ( =1,2,...,n). Es gilt asKonsequenz

des Verschiebungssatzes der Varianz Zx? > nx2, denn n1Zx? - X2 = &2 > 0.
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Def. 7.18: Rangkor r elationsk oeffizient nach Spear man

Der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson fir Rangzahlen

(7.51) R§=1-7oy  mitd, =R(x,) - R(y,)

6xd2

" n(n-1)

heisst Rangkorrel ationskoeffizient nach Spearman (v = 1,2,...,n).

Bemerkungen zu Def. 7.18:

1

Zur Grole d: Hat z.B. die Einheit v (die v-te Beobachtung) beztiglich des Merkmals
X den 5ten Platz und bei Y den 3ten Rang, so ist R(x,) = 5 und R(y,,) = 3, so dass d,
=5-3=2ist.

Zusammenhang mit Produkt-Moment-Korrelation: Da die Rénge R(xy),...,R(X,)
natiirliche Zahlen sind, gilt *R(x,) =1+ 2+ .. +n=n(n+1)/2 (v=1.2,..,n). Den
gleichen Ausdruck erhélt man fir R(y,). Die arithmetischen Mittel sind also R(X)
= R(y) = (n+1)/2. Das gilt auch, wenn Bindungen auftreten. Ferner gilt: T[R(x)]1?
= 2[R(Y,)]2 = n(n+1)(2n+1)/6, so dass man fir die Varianzen sR(zx) und sg(y) der
Rang-reihen R(x), R(y) den Ausdruck (n?-1)/12 erhélt.

Treten Bindungen auf, so werden die Varianzen geringer sein (vgl. Bem. 2 zu Def.
7.17).

Nach Satz 7.4 ist die Kovarianz zwischen den Réngen (n2-1)/12 - (Xd?,,)/2n,
woraus sich mit Def. 7.8 (Gl. 7.20) fur die Korrelation My zwischen den Réngen Gl.
7.51 er-gibt. Der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman ist also die Produkt-
Moment-K orrelation zwischen den Rangzahlen R(x,), R(y,).

Skalen: Mit den Rangplétzen (Réngen) wird gerechnet wie mit metrisch skalierten
Variablen, was eigentlich voraussetzt, dass die Abstdnde zwischen den Réngen
gleich grof? sind. Es wird also angenommen, dass zwar nicht die Ausprégungen der
zu korrelierenden Merkmale X und Y selber, wohl aber die hierfir vergebenen
Rangplétze metrisch skaliert sind.

Im Falle von Bindungen werden im Nenner n(n?-1) von Gl. 7.51 Korrekturen ange-
bracht. Der Rangkorrelationskoeffizient ist dann gleichwohl meist kleiner als im
Falle ohne Bindungen.

Axiomatik

Esist von einem Rangkorrelationskoeffizienten R zu fordern:

R1:
R2:

R3:

RA4:

-1<R<1

Bei vollstandiger Ubereinstimmung der Rangreihen, also
R(x,) = R(y,) furalev=1,2,...,n,soll R =+1 sein.

Bel inverser Rangordnung

R(y,) = (n+1) - R(x,) soll R=-1sein.

Bei Unabhangigkeit von X und Y soll R = 0 gelten.



246 Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

R5: Rangkorrelationskoeffizienten sollten invariant sein gegenuber
monoton steigenden Transformationen der Rangzahlen.

Weitere Bemerkungen zu Spearmans Rangkorrelation

Man sieht leicht, dass RS die Axiome R1 bis R3 erfullt. Bel Ubereinstimmung ist d, = 0
fur alev =1,2,...,n, so dass Zd\z, =0und RS= 1. Bei inverser Rangordnung ist d,, = (n+1)
- 2R(x,), so dass 2d? = -n(n+1)2 + 2n(n+1)(2n+1)/3 = n(n-1)/3. Dies eingesetzt in Gl.
7.51 liefert RS = -1. Ist RS = 0, <o ist der Mittelwert der Rangdifferenzen gleich der
Summe der Varianzen, d.h. es gilt (Zd2)/n = (n? -1)/6 und die Kovarianz zwischen den
Réangen ist Null. Wie man auch sieht, ist (n2-1)/6 der halbe Betrag dessen, was sich fiir
(Zd\%)/n bei RS = -1 ergibt. Wahrend die Situationen RS = +1 und RS = -1 eindeutig sind,
ist RS = 0 mit verschiedenen Konstellationen vertréglich (vgl. Beispid 7.19). Spearmans
Rangkorrelationskoeffizient erfillt auch nicht das Axiom R5. Eine Verdoppelung aller
Rangzahlen fiihrt zu einer Vervierfachung der Xd2, wodurch sich RS veréndert (wobei RS
dann nicht mehr zwischen -1 und +1 liegen muss; die Range sind dann ja auch nicht
mehr, wie in Def. 7.18 vorausgesetzt, die Folge natUrlicher Zahlen).

Beispiel 7.19:

Man zeige, dass bel gegebener Rangfolge der X-Werte die folgenden vier
Rangordnungen der Y-Werte jeweils zu RS = O fihren.

R(x) | Rangordnungenvony
A B C D
1 5 2 2 4
2 1 3 5 1
3 2 4 3 3
4 3 5 1 5
5 4 1 4 2
Ldsung 7.19:
In dlen vier Félen (A bis D)- vgl. Abb.7.7 - ist die Summe der quadrierten

, e 620 _ _
Rangdifferenzen 20, so dass bei n=5 gilt: RS=1 - 5(25-1) - 1-1=0.
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Abb. 7.7: Félle mit einer Rangkorrelation von RS =

0 (Bsp 7.19)
A B
RY) o Ry)
5 54 .
4+ . 4+ .
3+ ° 34 .
2+ . 24 o
1+ . 1+ o
12 3 4 5 Ry 12 3 4 5 RY
R() c R(y) D
5 . 54+ .
4+ . A+ o
34 . 34+ .
2+ o 24 .
1+ . 1+ .
— 1
1 2 3 4 5 Ry 1 2 3 4 5 RK

2. Paarvergleiche, Bindungen, Rangassoziation

Dieim Telil 1 betrachteten Daten waren vom folgenden Typ:
¢ Einzelbeobachtungen (n Einheiten),
e den Merkmalswerten werden Rénge zugeordnet (Rangtransformation
Def. 7.17) und sie
e sindi.d.R. aleunterschiedlich, so dass die rangtransformierten Merk-
malswerte R(x,), R(y,) natirliche Zahlen von 1 bisn sind,
e nur als Ausnahme gibt es auch "Bindungen" (Bem. 2 zu Def. 7.17).

Die Merkmale X und Y sind ordinalskaliert, aber durch die Rangtransformation
entsteht mehr als eine Ordinalskala: Range sind &quidistant, die Merkmal sausprégungen,
fur die diese Range vergeben werden, sind es aber nicht. Es ist zweifelhaft, ob eine
solche Anhebung des Skalenniveaus vertretbar ist. Wiinschenswert ist demgegentiber

1. eine Datenanalyse ordinaler Merkmale, die nur die Information einer
Ordinalskala ausnutzt, d.h. nur dass bei x; > X die Ausprégung x; des Merkmals
X "grofer", "héher" 0.4 ist as X,

2. die Bericksichtigung haufigen (nicht nur als Ausnahme) Auftretens gleicher
M erkmal sauspragungen (also von Bindungen).

Soll ohne Rangtransformationen "Zusammenhang" bei ordinalen Merkmalen definiert
werden (Rangassoziation statt Rangkorrelation), so ist vom Paarvergleich auszugehen.
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Def. 7.19: Paarvergleiche

a) Die folgende Tabelle soll Kontingenztabelle genannt werden, obgleich dieser
Begriff speziell haufig fir nominalskalierte Merkmale benutzt wird. Die Anzahl der
Zeilen und Spalten ist nur beispielhaft. Die Zusammenhéange gelten allgemein:

Y1 Y2 Y3 by

Xp | M2 N2 M3 | N
Xo [ Moy Mpp  Nyz | Ny

)y n, Ny N3 n

Esgilty; >y, >y5und x; > X,. Die n Einheiten lassen n(n-1)/2 Paarvergleiche zu.
Alle n; Einheiten sind jeweils beziiglich X und Y gleich (Bindungen).

b) Bindungen (Verkniipfungen, ties): Einheiten sind verkntipft, wenn sie beztiglich ei-
nes Merkmals oder beider Merkmale gleiche Auspragungen haben.

¢) Jeder der n(n-1)/2 Paarvergleiche ist ein Vergleich im Sinne eines der folgenden
funf Typen:

1. Konkordante Vergleiche:

n;; Einheiten mit X = x; und Y =y; werden verglichen mit allen Einheiten, fur die
gilt: X < x; und Y <vy;. Die Anzahl der konkordanten Paarvergleicheist N. =njq
(Ngy +Ng3) + NpoNoa.

2. Diskonkordante Vergleiche:

Ny ist die Anzahl der Vergleiche von jeweils ny; Einheiten mit solchen Einheiten, bei
denen X >x;und Y < y;- Fur die Tabelle gilt

Ng = Ny3(Npq + Ngp) + NyoNyy.

3. Esgibt T, in X verkniipften Vergleichen

Ty =N1(N1p + Nyg) +NyoNyz + Moy (Np + Npg) + Ny,

4. Bei Ty-Verquichen liegen Bindungen beziiglich Y vor:

(Vergleiche mit den restlichen Einheiten einer Spalte):

Ty =N1q Ny +Nyp oy + NygNos.

5. Verknipftin X und Y

sind T,,-Vergleiche:

Tyy = V2 22n(njj-1) = 12[ny5(ng4-1) + nyp(ngpml + ...+ Npg(nyg-1)].

d) Esgilt

(7.52) n(n-1)/2=N +Ny+T, + Ty + Txy.




Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung 249

Bemerkungen zu Def. 7.19:

1

Man kann N, auch bestimmen durch Vergleiche mit Einheiten, fir die gilt X > x;
und'Y >y; statt mit Einheiten, fr die gilt X <x; und Y <y;: Die Summen ny;(ny, +
Nog) + NyoNyg UND Nog (Ngo + Nyq) + NyoNyq sind gleich. Bel einer Vierfeldertafel ist

N.=
Auch hier kdnnte man alternativ definieren; Vergleiche mit Einheiten, bei denen X
<x;undY >y.. Man erhét Ny auch mit nyy (N, +Ny3) + NyoNyz = Nyz(Nyy +Ny))
+ Ny, Bel einer Vierfeldertafel ist Ny = bc.

Bei einer Vierfeldertafel ist T, = ab + cdund T, = ac + bd.

Def. 7.20: M aRRe der Rangassoziation

Auf der Anzahl konkordanter und diskonkordanter Paarvergleiche beruhen die folgenden
Mal3e der Rangassoziation.

(7.53) ¥ = (Ng&Ng)/(Ns+Ny) index of order association von Goodman/Kruskal.

[Es wird auch o als Symbol verwendet; bei Vierfeldertafeln sind y und Yules
Q identisch].

_2(Nc-Ng) _ N - Ny

(7.54a) 1,= 1) - (9 (Kendalls T) oder in einer anderen Version

(7.54b)

.- N. - N
b~ AV(NHNGT)(NANGHT,)

[bel Vierfeldertafeln ist dies gleich dem Phi-Koeffizient, vgl. Def. 7.16, Gl.
7.46].

Bemerkungen zu Definition 7.20:

1

Samtliche Werte in einem Tabellenfeld stellen untereinander verglichen Bindungen
inX und Y dar. Esgilt bei n=XXn;; , also bei einer symmetrischen Tabelle, die nur
in der Hauptdiagonalen besetzt ist: T,y = ZX[n;(n;-1)]/2, so dass n(n-1)/2 = N +
Tyy- Die Konsequenz ist, dass selbst in diesem Falle vollstdndiger Rangassoziation
T, nicht den Maximalwert 1 annimmt, denn N < (n,2) und Ny = 0, es sei denn, fiir
dleigiltn; =1

Der Koeffizient t;, enthédlt entsprechende Korrekturen. Er ist betragsméllig nie

kleiner as t,. Ob er seinen Maximalwert erreicht, hangt auch davon ab, ob die Ta-
belle quadratisch und die Randverteilungen Gleichverteilungen sind.

Kendalls T wird aus Einzelwerten (n Tupel fur die n Einheiten) wie folgt berechnet
(755 t,= ZZdij/[n(n-l)IZ],
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wobei d;; den Wert +1 oder —1 annimmt, je nachdem, ob zwei verglichene
Objekte (Einheiten) rangmaliig in X und Y gleich oder ungleich abgestuft sind und
alle Einheiten mit jeder anderen Einheit verglichen werden.

4. DieVergabe der Werte +1 fiir konkordante und und -1 fur diskonkordante Paarver-
gleiche legt auch die folgende Schreibwei se nahe:

SYab.
(7.56) T, =
" \Exzrse?

wobei g;j = +1 wenn R(x) > R(xj) und a =-1 wenn R(x) < R(xj) und bij
entspre-chend fir R(y) definiert ist. Konkordante Paarvergleiche ergeben q-bij =+1
und ent-sprechend ist g;b;; bei diskonkordanten Vergleichen -1. GI. 7.56 erinnert an
den Pro-dukt-Moment-K orrel ationskoeffizienten.

5.  Im Unterschied zu den Koeffizienten von Goodman und Kruskal sind die Mal3e der
Def. 7.20 symmetrische Zusammenhangsmalie.

6. Der Koeffizient y (Gl. 7.53) ist sehr beliebt und kann anders als Q fiir beliebig di-
mensionierte Kontingenztafeln berechnet werden. Auf3erdem kann y im Sinne der
proportionalen Fehlerreduktion interpretiert werden.

Beispiel 7.20:
Gegeben seien folgende Rangdaten (ohne Bindungen) von X und Y mit n = 4 Objekten
(Einheiten) fir die T4 nach GI. 7.55 und y zu berechnen sind:

v | RX | R(y)
1 1 3
2 3 2
3 4 1
4 2 4

L 6sung 7.20:

Die Objektpaare, die von X jeweils hther bewertet werden (niedrigerer Rang) alsvon Y
sind 1 und 4: denn R(x;) < R(y;) und R(x,) < R(y,). Alle tbrigen Objektpaare werden
von X und Y unterschiedlich bewertet. Man erhdlt also die folgende Tabelle der Werte
dij von Paarvergleichen, die nur oberhalb der Hauptdiagonalen ausgefillt wird.

objekte] 1 J 2] 3] 4
1 A T R )
2 N
3 ]
4 -

Dann ist 2Xd;; = -4, also bei n = 4 und n(n-1)/2 = 6, T, = -4/6 = -2/3 oder in der
Schreibweise von GI. 7.53: N, = 1, Ny = 5. Fir y erhdlt man (1-5)/(1+5) = -4/6, was mit
T, identischist, weil keine Bindungen auftreten.
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3. Spezialfall: ohne Bindungen

Die im letzten Abschnitt behandelten Konzepte lassen sich auch anwenden im Fall
fehlender Bindungen (wie im Abschn. 1 angenommen). Man kann zeigen, dass dann gilt

fur Kendalls t:

(757  t,= n‘(lTZli')- -1,

wobei R(x;) = i die Referenzrangreihe ist und u; die Anzahl der in der nachfolgenden
Reihe der Werte R(y) hoheren Rénge als R(y;) ist. Ferner ist im Fall ohne Bindungen 2u;
= N, und entsprechend die Summe niedrigerer Ré&nge Xv; = Ny und N, + Ny = n(n-1)/2.
In diesem Fall ist Kendalls T (T,) mit Goodman Kruskalsy identisch.

4. Konkordanzkoeffizient

Als Veralgemeinerung von Kendalls T gilt der Konkordanzkoeffizient W von Kendall
fur den Vergleich von mehr als zwei Rangordnungen. Werden n Objekte durch m Perso-
nen rangmaldig beurteilt, so ergibt sich eine Matrix von Rangzahlen mit n Spalten und m
Zéilen. Die zu erwartende Summe der Rangzahlen (Summe einer Spalte) eines jeden
Objekts betrdgt dann M = n(n+1)/2 und die tatséchlich erreichte Rangsumme des j-ten
Objekts (j = 1,2,..., n) sai R Gébe es keinen Zusammenhang zwischen den m Rangord-
nungen, so wéaren die Rangsummen aler n Objekte jeweils gleich und somit Rj =M.

Def. 7.21: K onkor danzk oeffizient

Der Konkordanzkoeffizient mif3t die Abweichung von der Gleichheit der Rangvergabe,
d.h. er mif}, in welchem Mal3e sich die Rangordnungen unterscheiden. Er lautet:

(7.58) W=12% D#m?n(n?-1) furD;=R;-Mundj=1.2,...m

d) Weitere M al3e des Zusammenhangs

Auf einige weitere in Ubers. 7.2 genannte KorrelationsmalRe kann aus Platzgriinden hier
nicht eingegangen werden. Es soll jedoch kurz die punktbiserielle Korrelation hergeleitet
werden.

Ist X dichotom (mit den Auspragungen x, = 0 und x; = 1 und den absoluten
Haufigkeiten ny und n;) und Y metrisch skaliert und sind Y, bzw. y; die bedingten
Mittelwerte von Y wenn X = x, bzw. X = x, ist, so gilt fir die (zweipunktverteilte)
Variable X:

Mittelwert: X =ny /n=py, = 1 - poy

Varianz.  s2=ngn; /n? = pg, Py,

und fr die Kovarianz zwischen X und Y

Sqy = PuY 1Py = Pix(Y1 - ¥), da(Un)Exy = py, ¥y ist.
Daraus ergibt sich fur den Produkt-Moment-K orrelationskoeffizienten r,, in diesem
speziellen Fall einer dichotomen Variablen X:
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R 825 25 N

Y s\PoP SV Pox

Das ist der punkt-biserielle Korrelationskoeffizient Ry, der wegeny = p,, ¥ + P, Y
auch mit unterschiedlichen Umformungen bekannt ist.

Def. 7.22: point biserial correation

Der

punkt-biserielle Korrelationskoeffizient R, ist definiert als

(760) Ryp=(Y1-Yo)- ?\:

mit S, :\/ PoxP1x: Wenn X zweipunktverteilt (dichotom) ist, d.h. die relativen Haufigkei-
ten betragen pp, wenn X = xq und py, wenn X = x; und Y metrisch skaliert ist. In der
umgekehrten Situation (Y dichotom) gilt entsprechend

(7.608) Ry = (R -Xo) (57 mits, =pg,pyy.

Bemerkungen zur Def. 7.22:

1

Wie aus der Herleitung von Gl. 7.59/60 hervorgeht, ist Rob die Produkt-Moment-
Korrelation fur den speziellen Fall, dass eine der beiden Variablen dichotomist. Gl.
7.60 hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Prifgrofe beim t-Test fiir zwei unabhan-
gige Stichproben Gber den Unterschied zweier Mittelwerte.

Verabredet man 2 fiir die bedingte Varianz von Y, wenn X = x, und S
entspre-chend, wenn X = x4, so ist in Analogie zu Gl. 5.11 (Satz 5.5) 552, = (Pox %
+ Pix sf) + [Pox Yo - y)2 + P1xY1- )21, worin der erste Ausdruck die interne und
der zweite die externe Varianz ist, die auch zu (Y1 - Yo)2 (Pox P1x)2 = (V1 - Yo)?
s2 umgeformt werden kann. Ry ist also auch ein analog dem Korrelationsverhétnis
n konstruiertes Mal3.

Hinweise auf weitere Korrelationskoeffizienten:

1

Der punktbiserielle Korrelationskoeffizient Ry, ist nicht zu verwechseln mit
dem biseriellen Korrelationskoeffizienten Ry, (vgl. Ubers. 7.2), bei dem man
voraus-setzt, dass das dichotome Merkmal X an sich normalverteilt ist und so
dichotomisiert ist, dass fir -0 < X < x" der Wert X = x, vergeben wurde und fir X
> X" der Wert X = x,. Die Dichtefunktion der Normalverteilung hat an der Stelle x*

den Wert f(x"). Danniist Ry, = [(V1-Y)Pa /[, f(x )]

Erwahnt sei auch der tetrachorische Korrelationskoeffizient mit zwei dichotomi-
sierten, aber an sich normalverteilten Variablen. Er ist ein Assoziationsmal3 und in
exakter Form schwer zu berechnen. Meist wird er aufgrund des Kreuzproduktver-
haltnisses cpr aus Tabellen bestimmt.
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3. Esgibt auch weitere, nicht im Abschnitt 4b behandelte Versuche, Kontingenzmalle
auf der Basis des Konzepts der Fehlerreduktion zu konstruieren, wobei als "Fehler"
auch Streuungsmal3e benutzt werden, wie z.B. die Entropie.

5. Korrélation und Kausalitat

Die Suche nach kausalen Erkldrungen oder "Gesetzen" entspringt dem
Bedlrfnis, Regelméidigkeiten zu finden. Praktisches Handeln ist unmog-
lich, ohne das Vertrauen darauf, dass unter ahnlichen Bedingungen auch
ahnliches geschehen wird. Es gibt mithin pragmatische, aber auch theore-
tische Motive einer kausalen Betrachtung.

Gerade in den Wirtschaftswissenschaften laufen viele Kontroversen auf die Frage hinaus,
ob eine Variable X (etwa Lohn- oder Geldmengensteigerung) "nur" eine passive Begleit-
erscheinung oder aber eine aktive (ausdsende) Ursache fir Y (etwa Inflation) ist. Esist
deshalb eine wichtige Frage, ob und wie empirisch (statistisch) festgestellt werden kann,
ob'Y die Wirkung von X oder nur eine passive Begleiterscheinung ist.

Im folgenden soll versucht werden, den Kausalbegriff zu definieren und
auf zwei Milverstdndnisse Uber das Verhdltnis zwischen Kausalitét und
Korrelation einzugehen, ndmlich die Aussagen:

« man kdnne Kausalitdt positiv beweisen und (das andere Extrem)

« Korrelation und Kausalitét habe nichts miteinander zu tun.
Es ist vergeblich, nach einer Methode zu suchen, mit der man alein auf
statistische Daten gestiitzt, "beweisen" kann, dass X die Ursachevon Y ist
und nicht nur eine Begleiterscheinung, weil eine Kausalaussage nicht ve-
rifiziert, sondern nur falsifiziert werden kann.

Es war das Ziel von Hume und Mill, axiomatisch oder konstruktiv zu einer Festlegung
darliber zu gelangen, wie ein empirischer Befund beschaffen sein muss, um auf
Kausdlitét induktiv schlielen zu kénnen. Dabei wurde von der Induktion dieselbe
Sicherheit verlangt wie von der Deduktion. Ein solches Programm ist zum Scheitern
verurteilt. Wie gezeigt wurde (einleitend zu Def. 7.9) beweist ein hoher Betrag der
Korrelation My nicht, dass X die Ursache fir Y ist (oder umgekehrt Y fir X), weil dies
auch Ergebnis einer Scheinkorrelation sein kann. Hierauf wird auch in Kapitel 8
eingegangen (Gl. 8.37).

Kausalitdt "beweisen”, hieffe ausschlief?en zu konnen, dass irgendein
anderer as der vermutete Kausalzusammenhang fur das Zustandekommen
der Beobachtungen verantwortlich ist. Das ist in einer positiven, direkten
Art nicht mdglich, wohl aber kann man indirekt vorgehen. Wie jede
andere Hypothese kann die Kausalhypothese dadurch und nur dadurch
(indirekt) geprift werden, dass man feststellt, ob der empirische Befund
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nicht evtl. im Widerspruch steht zu den bei Geltung der Hypothese zu er-
wartenden Beobachtungen. Dabel stellen sich aber zwei Fragen:

1. Kann man ein fur das praktische Handeln ausreichend sicheres Urteil
Uber eine Kausalhypothese erreichen?
2. Inwiefern konnen statistische Betrachtungen hierzu beitragen?

zul.:

Kausalitdt kann zwar as Allsatz ("Immer dann, wenn") streng genommen nie verifiziert
sondern nur falsifiziert werden. Eine positive Aussage ist trotzdem aus praktischen Grin-
den oft notwendig. Sie kann aber stets nur vorléaufig und unsicher sein. Das damit
verbundene Problem kann auch ethischer Natur sein, nicht nur methodischer: Wieviele
Menschen missen z.B. durch Rauchen gestorben sein, bis die Hypothese der
Schédlichkeit des Rauchens annehmbar ist?

Zu?2.:

Mit der Korrelation r,,, kann die Existenz einer (kausalen) Beziehung nicht
bewiesen werden, da r,, stets die Summe direkter und indirekter (oder
auch nur indirekter, wie bel der Scheinkorrelation!) Einfllsse zwischen X
und Y ist.

Im Vorgriff auf Kapitel 8 sei folgendes Modell der multiplen Regression angenommen.
Y =by, X +by,Z +u,

Hierbei sind alle Variablen standardisiert (also auch f = s = 1), die Koeffizienten by,
und by, sind sind somit auch die standardisierten Regressionskoeffizienten und die Stor-
groie Uy ist mit den Regressoren X und Z nicht korrelliert. Man erhélt dann

(7.61) My = byx + byZ Fyz -

Hier misst by, den direkten und by, den indirekten (d.h. den tber Z vermittelten) Einfluss
von X auf Y.

Diein den drei Pfeilschemen der Abb. 7.4 dargestellten Kausalmodelle stellen sich dann
wiefolgt dar; z.B. beim linken Bild:

X=by,Z+u,

Y =by,Z+u,

Daraus folgt, wenn u, und u, mit Z und auch untereinander nicht korreliert sind,

(762 r b, b, =r

Xy =Dy Yz~ 'Xz ryZ'

Es gibt jetzt keinen (sich in byX ausdriickenden) direkten EinfluR von X auf Y,
gleichwonhl ist aber |rxy| >0.

Entsprechend erhdlt man bei einer Kausalstruktur, wie man sieim mittleren Teil der Abb.
7.4 dargestellt ist

Z=b,, X+u, so dassr,, = b,,
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Y =by,Z+u, so dassry, = by,

woraus folgt, wenn u,, und u, nicht miteinander korreliert sind
rxy = byz Iz = ryz Iz

wie Gl. 7.62, d.h. beide Pfeilschemen (und auch das dritte) der Abb. 7.4 sind hinsichtlich
ihrer beobachtbaren Konsequenz, ndmlich Gl. 7.62 nicht unterscheidbar. Sie sind aber
unterscheidbar vom Regressionsmodell x — y «— z, das zu gl. 7.61 fuhrt. Betrachtungen
dieser Art sind Gegenstand der Pfadanalyse, auf die hier nicht weiter eingegangen
werden kann.

Aus dem gleichen Grunde ist es auch falsch anzunehmen, man kénne Uber
die Richtung der Kausalitét (X als Ursachevon Y statt Y als Ursache von
X) damit entscheiden, ob z.B. die verzogerte Variable X, ; mit Y, starker
korreliert ist s Y, mit X, (dann X — Y) oder umgekehrt (dann' Y — X).
Hinzu kommt: Weder ist bei allen kausalen VVorgangen diese Asymmetrie
von Ursache und Wirkung zu fordern, noch ist diese eindeutig aus der
zeitlichen Reihenfolge oder aus den Ergebnissen der - diese Asymmetrie
nicht voraussetzenden - Korrelationsanalyse zu folgern.

Andererseits gilt aber: wenn eine bestimmte Kausalstruktur angenommen
wird (vgl. Abb. 7.4), dann mif3ten bestimmte Beziehungen fur die Korre-
lation folgen, etwa ( in den drei Fallen von Abb. 7.4) 1, =r,, r,,. Trifft
dies bei den empirischen Beobachtungen nicht zu, so konnte diese Kau-
salhypothese verworfen werden.

Das Konzept der Kausalitét weist Uber die blof3e Beobachtung hinaus,
denn es muss Bezug nehmen auf eine theoretische Fundierung und zwar
aus den folgenden drei Griinden:

1. Erklarung:

Oft wird unterschieden zwischen Gesetzmaligkeit und (evtl. zufélliger) Regelmafigkeit,
je nachdem, ob die beobachteten Zusammenhénge deduktiv in Verbindung mit Sétzen
einer Theorie gebracht werden kénnen oder ob dies (noch) nicht der Fall ist. Vom Stand-
punkt der Beobachtung kann meist zwischen den beiden Arten der Regelméidigkeit nicht
unterschieden werden.

2. Sorachgebundenheit:

In jedem Fall muss sich die Erklarung der Sprache bedienen, d.h. ihre Gultigkeit ist nicht
unabhéngig davon, wie die Ereignisse oder Variablen bezeichnet und operationalisiert
werden, die kausal verknupft werden. Je enger z.B. das (urséchliche) Ereignis definiert
wird, desto kleiner ist die Beobachtungsbasis und Geltungsdauer fir den vermuteten
Kausalzusammenhang: Im Extremfall mag man die historische Einmaligkeit des
Ereignisses behaupten, weil so viele Aspekte einer Erscheinung as "wesentlich”
erscheinen, dass die Vergleichbarkeit ausgeschlossen ist. Dann gibt es natlrlich keine
Mdglichkeit, auf Regelmafiigkeiten zu schlief3en.
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3. Modellbildung:

Das Kausalkonzept weist stets ins Unendliche: Jede Ursache hat unendlich viele Wirkun-
gen und selbst wieder unendlich viele "tiefere" oder "letzte" Ursachen. Esist einetriviale
und nutzlose "Erkenntnis’, dass alles irgendwie mit allem zusammenhangt. Eine Theorie
hat deshalb die Aufgabe, zu einem Uberpriifbaren Modell zu gelangen durch Ausschluf?
bestimmter denkbarer Kausalbeziehungen einerseits und durch Festlegung der Art und
der Richtungen der Verursachung zwischen ausgewahlten Variablen andererseits (causal
ordering). Das geschieht z.B. durch die Annahme linearer stochastischer Beziehungen
nach Art der oben betrachteten Pfeilschemen von Abb. 7.4.

Die Kennzeichen der Kausalitdt lassen sich somit in folgender Definition
zusammenfassen:

Def. 7.23: Kausalitét

Eine Kausalbeziehung zwischen Ereignissen bzw. Variablen X und Y der-
gestalt, dass X die Ursachevon Y ist, bedeutet:

1. Eine Anderung von X "bewirkt" systematisch auch eine Veranderung
von'Y (Produktionsaspekt).

2. Die Beziehung ist i.d.R. asymmetrisch, d.h. ist X die Ursachevon'Y,
soist nicht gleichzeitig Y die Ursache von X.

3. Fur den Fall, dass ein Experiment nicht durchfihrbar ist, kann keine
Methodik gefunden werden, die es erlaubt, ohne die Interpretations-
hilfe einer Theorie von bestimmten Daten auf einen Kausalmechanis-
mus zu schlief3en, d.h. diesen zu beweisen. Man kann aber falsifizie-
rend vorgehen und denkbare K ausal hypothesen ausschlief3en und zwar
auch bei Beobachtungsdaten. Dabei ist auch der Vergleich von beob-
achteten und erwarteten Korrelationen bedeutsam.

Ob ein statistisch gemessener Zusammenhang kausal interpretiert werden
darf oder nicht, ist somit i.d.R. nicht allein aus den Daten zu erkennen.

Bemerkungen zu Def. 7.22:

1. Esist sinnvoll, zwischen Kausalitét in bezug auf Ereignisse (0-1-Variablen; vgl.
Kap. 9) und Kausalitét in bezug auf Variablen zu unterscheiden.

2. Eswird nicht gefordert, dass ein eindeutiger (funktionaler) Zusammenhang besteht:
aus X=x folgt Y=y, wohl aber sollte der mit dem Bestimmtheitsmal3 gemessene An-
teil der systematischen (mit X erkl&rten) Variation an der Gesamtvariation von'Y (in
einem nicht naher bestimmten Mal3e) betréachtlich sein.

3. Mit der Asymmetrie ist die kausal nicht interpretierbare Interdependenz (feed back)
ausgeschlossen. Die zeitliche Folge von Ursache und Wirkung ist nur insofern be-
deutsam, als sie eine Mdglichkeit bietet, sich empirisch der Asymmetrie zu
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vergewissern. Sie ist fir sich genommen genauso wenig ein Beweis fir Kausalitét
wie eine gelungene Prognose (post hoc ergo propter hoc - Fehlschlufd). Die zeitliche
Abfolge ist oft nur der einzige Anhaltspunkt fir die Existenz einer Kausalkette. Sie
empirisch nachzuweisen ist as solches bereits ein schwieriges methodisches
Problem. Eine Methode zur Uberprifung von Kausahypothesen kann, muss aber
nicht notwendig, eine explizite Zeitvariable vorsehen.

4. Eine Methode, sich empirisch des Produktionsaspektes und der Asymmetrie zu
vergewissern, ist das Experiment, d.h. die aleinige Variation von X bei Konstanz
aler Ubrigen Einflusse. Es ist offensichtlich, dass die Ursachlichkeit von X fir
irgendeine Wirkung von Y nur demonstriert werden kann, wenn X variiert. Ist X
konstant, so ist immer Unkorreliertheit gegeben. Eine Konstante X scheidet als
erkennbare Ursache (aber auch als Wirkung) aus: eine Konstante ist der Erklarung
weder fahig noch bedirftig.

5. Eine Theorie hat eine Erkldrung und ein falsifizierbares Modell (causal ordering) zu
liefern. Auf die statistischen Methoden zur Behandlung solcher Modelle (z.B. Pfad-
analyse) kann hier nicht eingegangen werden.
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Die Regressionsanalyse beschiftigt sich mit der Schédtzung funktionaler
Beziehungen zwischen zwei oder mehreren metrisch skalierten Merkma-
len. Sie steht im engen Zusammenhang mit der im Kap. 7 behandelten
Korrelationsanalyse. Gegenstand der Regressionsanalyse ist die Art der
Abhingigkeit zwischen den Variablen, z.B. die Beziehung zwischen dem
Jahresumsatz (Y) und den Ausgaben fiir Werbung (X) einer Unterneh-
mung (Einfachregression) oder zwischen dem Umsatz (Y) den Werbeaus-
gaben (X,) und den Wareneinkdufen (X,) (mehrfache [multiple] Regres-

sion). Das Ziel kann dabei die Analyse (d.h. das bessere Verstindnis des
Kausalzusammenhangs) oder die Prognose von bestimmten Grof3en sein.
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1. Lineare Einfachregression

a) Arten von Beziehungen

Bei der einfachen Regression wird die Beziehung zwischen zwei Vari-
ablen untersucht. Dabei wird davon ausgegangen, dass eine Variable Y
von der anderen Variablen X abhingig ist. Daher auch die folgenden
synonymen Bezeichnungen:

Variable Y: abhidngige-, zu erkldrende-, endogene Variable oder Re-
gressand;

Variable X: unabhédngige-, erkldrende-, einfluBausiibende-, exogene
(besser: vorherbestimmte) Variable, Pradiktor oder Re-
gressor.

Es sind nun verschiedene Begriffspaare zu definieren, ndmlich:

e funktionaler und stochastischer Zusammenhang
e cinfache und multiple Regression
e lineare und nichtlineare Regression

Def. 8.1: Zusammenhangq, Arten von Regr essionsfunktionen

a) Ist Y funktional (deterministisch) abhingig von X, d.h. y = f(x) [Y ist
eine Funktion von X], so ist jedem Wert von X ein und nur ein Wert
von Y zugeordnet. Bei einer stochastischen Beziehung ist diese Funk-
tion, die Regressionsfunktion, von einer Storgrofe (RestgroBle, Re-
siduum) U {iberlagert (i.d.R. additiv), so dass fiir die einzelne Beob-
achtung gilt y, = f(x,) + u,. Nach der Art der Regressionsfunktion
(d.h. des funktionalen Teils der stochastischen Beziehung) unterschei-
det man:

b) einfache und multiple Regression:
Bei der einfachen Regression werden nur zwei Variablen X und Y
betrachtet. Von multipler Regression spricht man, wenn es eine ab-
héngige Variable Y und mehrere unabhéngige Variablen X, X,, ..., X

gibt.

p

¢) lineare und nichtlineare Regression:
Eine Regressionsfunktion ist linear (in den Variablen und in den Pa-
rametern), wenn gilt
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y, = a + bx, [a und b heiBen Regressionskoeffizienten] (einfache li-
neare Regression) oder

Yy = by + bixy, + byxy, + .+ bx
Regressoren),

pv (multiple lineare Regression, p

andernfalls ist sie nichtlinear (vgl. Abschn. 5).

Im folgenden soll zundchst nur die einfache lineare Regression betrachtet
werden. Die Regressionsfunktion ist dann eine Gerade im x,y-Koordina-
tensystem des Streuungsdiagramms. Sie stellt den funktionalen (syste-
matischen) Teil des Zusammenhangs zwischen den beiden Variablen X
und Y dar. Die Beobachtungen streuen als Punkte, je nach Hohe der
Korrelation r,, (vgl. Def. 7.8) mehr oder weniger um die Regressionsge-

rade.

Bemerkungen zu Def. 8.1:

1.

Ist Y eine Funktion von X, also y = f(x) so ist z.B. dem Wert X = x,
ein Wert Y =y, zugeordnet. Ist die Beziechung dagegen stochastisch,
so konnen einem Wert x, mehrere Werte von Y zugeordnet sein, die
auch oberhalb oder unterhalb der Funktion f(x) streuen kdnnen, etwa

Y =y =f(x) tu; =y, +u, <y, oder
Y=y,=1x)tu=y tu>y,

je nachdem, welchen Wert U annimmt, z.B. einen positiven (u,>0)
oder einen negativen Wert (u,<0).

Die Storgrofle U erlaubt es, Zusammenhinge zu betrachten, die nicht
exakt einer Funktion folgen, wie dies bei praktisch allen empirischen
Daten der Fall ist, sei es wegen der Fehlerhaftigkeit der Messung, sei
es weil Y noch von anderen GrofBen als X determiniert wird. Damit
wird es auch moglich, systematische Zusammenhidnge bei Beobach-
tungsdaten festzustellen, d.h. dann, wenn im Unterschied zum Expe-
riment nicht alle EinfluBgroBen kontrolliert werden konnen. Das Re-
siduum U ist Ausdruck aller sonstiger, d.h. anders als X nicht explizit
beriicksichtigter, nicht kontrollierter oder auch gar nicht bekannter
Einfliisse auf Y (weshalb U auch zufillig variieren sollte).

Es ist zu unterscheiden zwischen der rein deskriptiven Behandlung der
Regression und dem stochastischen Modell, das hier erst spéter dar-
gestellt wird (Abschn. 3c). Im ersten Fall sind keine Annahmen {iber
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U erforderlich und die Schétzung einer Regressionsfunktion reduziert
sich zu einem Problem der Kurvenanpassung, d.h. der Suche nach ei-
ner Kurve, die sich einer Punktwolke im Streuungsdiagramm best-
moglich anpalit.

4. Vor jeder einfachen Regressionsanalyse sollte ein Streuungsdiagramm
gezeichnet werden, denn das Streuungsdiagramm (vgl. Bsp. 7.2) er-
laubt Riickschliisse tiber

e den jeweiligen Funktionstyp (lineare - oder nichtlineare einfache
Regression), vgl. hierzu Abb. 8.1;
e die Hohe der Korrelation (als MaB der Giite der Anpassung).

Abb. 8.1: Verschiedene Streuungsdiagramme
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In Abb. 8.1 sind beispielhaft drei Streuungsdiagramme (mit Regressionsgeraden }Af)
gegeniibergestellt. Wie leicht zu sehen ist, kann man aus der ersten (linken) Punkt-
wolke auf keinen bzw. einen geringen positiven (r = + 0,2408) Zusammenhang, aus
der zweiten Punktwolke auf einen parabolischen und aus der dritten Punktwolke auf
einen betrichtlichen negativen (r = - 0,9727) linearen Zusammenhang der Variablen
X und Y schlieBen (Ein Streuuungsdiagramm mit r = 0 ist auch in Abb. 7.1 und
7.3).

Die Beschrankung auf lineare Zusammenhinge ist vertretbar, weil

viele 6konomische Beziehungen zumindest in guter Ndherung durch
lineare Funktionen dargestellt werden kdnnen,

lineare Funktionen relativ einfach zu handhaben und zu interpretieren
sind,

auch nichtlineare Funktionen hiufig linearisiert werden kénnen.
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b) Die Regressionsger aden

Ist ein linearer Zusammenhang zwischen zwei Variablen zu vermuten, so
kann dieser durch Schitzung der Regressionskoeffizienten a und b (oder ¢
und d) néher spezifiziert werden.

Def. 8.2: Regressionsger ade

a) Die lineare Regressionsfunktion (Regressionsgerade) zur Bestimmung
von Y (abhédngige Variable) durch X (unabhéngige Variable) lautet:

(8.1) §,=a+bx,

dabei ist §V der Regresswert fiir die v-te Beobachtung (Einheit) mit v
= 1,2,...,n und fiir die einzelne Beobachtung (xv,yv) gilt

(8.1a) yV=§/V+uV=a+bxv+uv,

d.h. die geschitzte StorgroBle u, fiir die v-te Beobachtung ist der senk-
rechte Abstand zwischen y, und }AIV im x,y-Koordinatensystem.

b) Die GroBlen a und b werden Regressionskoeffizienten genannt, wobei
a den Ordinatenabstand und b die Steigung der Regressionsgeraden
angibt. Es gilt, die Parameter a und b (mit der Methode der kleinsten
Quadrate) sowie s2 (Varianz der Storgrof3e) zu schitzen.

¢) Der Zusammenhang zwischen abhidngiger und unabhéngiger Variable
ist rein rechnerisch vertauschbar, d.h. neben der Regressionsgeraden
nach Gl. 8.1 ist auch

(8.2) X,=c+dy,

zu berechnen, wobei dann fiir x, gilt

(8.2a) x,=c+dy, tv,.

Die Storgrofle V ist jeweils der waagrechte Abstand zwischen einem
Beobachtungspunkt x, und )A(v im x,y-Koordinatensystem.

Bemerkungen zu Def. 8.2:

1. Die Regressionskoeffizienten a und b (bzw. ¢ und d) werden mit der
Methode der kleinsten Quadrate geschétzt.
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2.

Die lineare Einfachregression wird hier zundchst nur als bloe Re-
chentechnik im Rahmen der Deskriptiven Statistik betrachtet. Es ist
dann auch zuldssig, die Abhdngigkeiten durch Vertauschung von X
und Y umzukehren, d.h. statt der Regressionsgeraden §/V =a+ bx, die
Regressionsgerade )/EV = ¢ + dy, zu schitzen. Die Formel zur Berech-
nung von ¢ (bzw. d) ergibt sich aus derjenigen fiir a (bzw. b) durch
Vertauschung von X und Y. Man kann grundsétzlich zwei Regressi-
onsgeraden berechnen, aber meist nur eine der beiden kausal interpre-
tieren.

Ob eine Variable abhiingig (endogen) oder unabhéngig (exogen) ist, liegt fiir das
Modell der Regressionsanalyse nicht in threm Inhalt, ihrer sachlichen Interpretation
begriindet, sondern allein darin, ob die Variable im Rahmen des Modells durch eine
Gleichung "erklart" wird (endogen) oder nicht (exogen). Eine unabhéngige
(exogene) Variable ist annahmegeméaf nicht mit der Storgrofe der Gleichung in der
sie auftritt korreliert. Auf die Annahmen des zu schiatzenden Modells der Regression
wird erst im Abschn. 3¢ eingegangen.

c) Schétzung der Regressionskoeffizienten mit der Methode
der kleinsten Quadrate

Die Regressionskoeffizienten sind mit einem eindeutigen und objektiven
Verfahren so zu bestimmen, dass sich die Regressionsgerade der Punkt-
wolke im Streuungsdiagramm bestmoglich anpalit. Alle Kriterien zur
Schitzung der Regressionskoeffizienten a und b (bzw. ¢ und d) gehen von
den Residuen u, (bzw. v,) aus. Ein solches Verfahren ist die Methode der
kleinsten Quadrate. Bei ihr werden die Regressionskoeffizienten so be-
stimmt, dass die Summe der Quadrate der Abweichungen von der Regres-
sionsgeraden ein Minimum annimmt.

Aus Gleichung (8.1a) folgt

w2 = (y,-a-bx,)? mitv=1,2,...,n und damit:

zu%/ = Z(Y\ZI_aYV-bXVYV_aYV+a2+abXV-bXVYV+abXV+b2X\2/)

= 3(y2-2ay,-2bx y, ta2+2abx +b2x2).

Mithin gilt:

(8.3) ZuZ=2ZXy2-2aXy, - 2bZx,y, + na? + 2abZx, + b2Zx2

Die Summe Zu% ist bei gegebenen Beobachtungen (also auch gegebenen Werten Xx,,

2x2, Ty,, Zy2 und Zx.y,) eine Funktion Q(a,b) von a und b und es gilt a und b so zu

bestimmen, dass Zu%: Q(a,b) minimal ist. Hierzu ist lediglich Eu%, gem. GI. 8.3 partiell
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nach a und b zu differenzieren und die beiden Ableitungen sind Null zu setzen, denn man
kann leicht zeigen, dass Q(a,b) kein Maximum, sondern nur ein Minimum besitzt [Man
kann eine "Regressionsgerade" auch beliebig weit auBerhalb der Punktwolke des
Streuungsdiagramms legen so dass Zu%, beliebig gro3 werden kann].

Das ergibt die folgenden zwei Gleichungen:

dQ

1) Go=-2Zy,+2na+2bZx, 0

d
2) ﬁ — %Xy, +2aSx, +2b5x2 L0

die umgeformt das System der Normalgleichungen darstellen:

(8.4a) an + bXx, =Xy, 1. Normalgleichung
(8.4b) aXx, + bXxZ =2x,y, 2.Normalgleichung

Wird dieses Normalgleichungssystem nach a und b aufgelost so erhélt
man als Schitzwerte fiir die Regressionskoeffizienten a und b:

ZX\ZIZYV " ZXVZXVyV (8 Sb) b= nZXVYV - ZXVZYV
nxx? - (2x,)? nxx? - (2x,)?

(8.52) a=

Mit nZx2 - (£x,)? steht die n2-fache Varianz der Variablen X im Nenner

von a und b gem. GI. 8.5 und die Steigung b ist das Verhiltnis von Kova-
rianz und Varianz:

z“(Xv B i) (yv B y) _S_xx
= S)Z(

(8.6a) b=
2(x, - X)?

Wie man leicht sieht, gilt aufgrund der ersten Normalgleichung:

(8.6b) a=y-bx

d.h. die Regressionsgerade }A/V = a + bx, verlduft durch den Schwerpunkt
P(x,y) des Streuungsdiagramms.

Man kann also a und b bestimmen

1. aufgrund der beiden Normalgleichungen und

2. indem man zunichst b nach GIl. 8.6a und dann a gem. Gl. 8.6b be-
rechnet.
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Regressionsgerade X = ¢ + dy

Man erhélt die entsprechenden Formeln zur Bestimmung von ¢ und d, in-
dem man in den Normalgleichungen (Gl. 8.4) bzw. in den Formeln (GI.
8.6) fiir a und b einfach x und y vertauscht:

Soy
(8.4a*%) cn  +dXy, =3x, (8.62%) d=—3
y

(8.4b%) cZy, +dIy? =3Ix.y, (8.6b%) c =% - dy

denn aufgrund der ersten Normalgleichung (Gl. 8.4a*) verlduft auch die
Funktion X = ¢ + dy durch den Schwerpunkt [die beiden Regressionsge-
raden schneiden sich also in diesem Punkt].

Die Zusammenhinge werden an einem einfachen Zahlenbeispiel demon-
striert und anschlieBend einige Eigenschaften der Regressionsgeraden in-
terpretiert.

Beispiel 8.1:

Gegeben seien die folgenden Daten fiir n = 4 Personen (Es ist klar, dass
man in der Praxis nicht bei n = 4 Werten eine Regressionsgerade schitzen
wiirde. Das Beispiel soll aber moglichst einfach und iiberschaubar sein):

x, | 2 3 7 8

\

\ 4 5 10 5

Fiir die folgenden Berechnungen empfiehlt es sich, eine Arbeitstabelle
aufzustellen:

Xy Yy X\ZI Y% XYy (Xv -i) 2 (YV-y)z (Xv -i) (YV -y)
2] 4] 4 ] 16] 8 | (2529 |[(462=4] (3026
3059 25 15 | 3-5=4 |(5-62=1| (2)-1)=2

7 | 10 | 49 | 100 | 70 22=4 42=16 8

8 5 16425 40 32=9 (-1)2=1 -3

z 20 || 24 [ 126 | 166 | 133 26 22 13

Es ist niitzlich, zundchst die Parameter der Randve