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1. Charakter des Problems

1.1. Die Vollstéandigkeit eines 6konometrischen Modells
(1.1) By+Gz=u
B: GXG, G KxG, y und u: Gx1, z: Kx1

besagt, dass bel gegebenen Variablen-Vektoren u und z sowie Koeffizienten-Matrizen B und
G die G endogenen Variablen y des Vektors y' = [yy, .., Yo eindeutig bestimmt sind, d.h., dass
Gl. 1 aus G unabhangigen Gleichungen besteht.

Ein vollstdndiges Modell ist zweitens identifizier bar, wenn bel gegebenen u, z, y auch B und
G eindeutig bestimmbar sind. Ist ein vollstdndiges Modell zugleich auch identifizierbar (was
nicht notwendig aus der Vollstéandigkeit folgt), so ist drittens zu untersuchen, ob und wie es
geschatzt werden kann.

In einem Model kdnnen evtl. nur einzelne strukturelle Gleichungen oder auch nur einzelne
Parameter identifizierbar sein. Ein rekursives Modell ist stets identifizierbar. Definitions-
gleichungen bieten kein Identifikationsproblem, da alle Parameter a priori bekannt sind. Sie
haben nur die Funktion, die Losungsmenge zu beschrdnken und z&hlen mit be den G
Gleichungen des Modells. Zu unterscheiden ist auch Unter- und Uberidentifikation Unter-
identifikation ist kein stochastisches Problem (hier ist Uberhaupt keine Schétzung méglich),
wohl aber die Uberidentifikation, bei der es ein Nebeneinander verschiedener Schitzmaglich-
keiten gibt.

1.2. Es gibt verschiedene Definitionen der Identifizierbarkeit (exakte Identifikation oder
Uberidentifikation), die dquivalent sind™

1. die strukturellen Gleichungen mussen statistisch verschieden sein: eine Gleichung y; (i
= 1,..,,G), in der alle Variablen des Modells vorkommen, ist stets unteridentifiziert, well
jede Linearkombination dieser Gleichung mit einer anderen Gleichung des Modells von
der ursprunglichen Gleichung fir y; nicht unterscheidbar ist (zum Begriff der Beob-
achtungsaquivalenz, siehe Abschn. 3.3);

2. die Likelihoodfunktion als Funktion in den Strukturkoeffizienten L = L B, G) = L(A)
hat ein eindeutiges Maximum (exakte- bzw. Uberidentifikation) oder aber mehrere

Maxima (Unteridentifikation), man beachte, dass A hier die Blockmatrix [B:G] ist; und

1 valvanis, Econometrics, S. 90 f.
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3. die Parameter kdnnen aus der bedingten Verteilung f(yy, ..., Yol Xty ey X¢» V1, ... ,Vg) SO
der reduzierten Form bestimmt werden.

Die ldentifizierbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme ist nicht in der gleichen Weise vor
der Schétzung mit Identifikationskriterien (siehe unten) zu Uberprifen, wie das bei linearen
Systemen moglich ist. Es soll nun der dritte der genannten Begriffe (eindeutiger Schlufd aus
der reduzierten Form) néher erlautert werden.

1.3 (von der reduzierten Form zur strukturellen Form) Die Identifikation eines 6kono-
metrischen Modells als Ganzes verlangt, dass von der reduzierten Form eindeutig auf die
strukturellen Form zurtick geschlossen werden kann:

reduzierte Form strukturdle Form

(1.2) y;=-B'Gz,+B'w =Pz +B'w |—» |By,+ Gz = u oder [B G]é tld: Uy
ez U

wobei P = -BG aus GK Koeffizienten besteht und in A = [B:G] genau G(G + K)-G Koeffi-
zienten (bel Normalisierung) also G(G + K - 1) Koeffizienten auftreten.

Mit GK Koeffizienten der reduzierten Form sind also G(G - 1) + GK zu schétzen, d.h.
es mussen mindestens G(G - 1) Koeffizienten b bzw. g(in den Koeffizientenmatrizen
B und G) Null sein (notwendige Bedingung).

Die reduzierte Form |al% sich stets mit der Methode der kleinsten Quadrate bestimmen, denn
E(y¥z) = Pz sofern nicht die Regressoren z kollinear sind und mit P und S, (Varianz-Ko-
varianzmatrix) ist die bedingte Verteilung von y bestimmt. Oder:

Eine Struktur (S) einesModélls (S;, S,, ...) ist identifiziert, wenn keine andere Struktur
desselben Modells dieselbe reduzierte Form (P, S,) hat. Andernfalls sind mehrere
Strukturen mit den Beobachtungen (d.h. der bedingten Verteilung vonyy, ..., Yo)
vertraglich (sie sind beobachtungsaquivalent [observational equivalencel).

1.4. Das Problem |&3t sich verallgemeinern: ein Identifikationsproblem ist stets dann ge-
geben, wenn verschiedene Spezifikationen eines Modells zu den gleichen beobachtbaren
Konsequenzen fuhren. Dann ist mit empirischen Methoden nicht entscheidbar, welche
Struktur S;, S5, ... desModellsM (S, S,, ... I M) die Beobachtungen erzeugt haben konnte.
Beispiel: "Fehler in den Variablen" (Mef3fehler) iny und x bel der Regression von y auf x.
Die Regressonsfunktion ist dann ohne Spezifikationen Uber die Verteilung der
Mel¥ehler nicht identifizierbar.
Im folgenden behandeln wir nur Beispiele fur das Identifikationsproblem im Zusammenhang
mit Simultanen (also B * 1) 6konometrischen Modellen.

1.5. Auch bel dynamischen Modéllen entstehen Identifikationsprobleme. Das autoregressive
Modell y, = é B.L'y, +?z, +u, (wobei gund z K-reihige Vektoren und L der Lag-Operator
ist), sind die Parameter by nur bei Restriktionen bezlglich der zuldssigen Prozesse {uw}

identifizierbar. In dlen Fédlen, in denen erwartungstreue und konsistente Schétzungen von 3
moglich snd, ist auch die Identifizierbarkeit gesichert. Da jedes autoregressive Modell in ein

distributed-lag-Modell 'y, =§ R,L'z, +?z, +u, Uberfilhrt werden kann und umgekehrt,
kénnen auch hier |dentifikationsprobleme entsteher?.

2 vgl. hierzu: Schonfeld. Methoden der Okonometrie, Bd. 2, S. 33, 60f, 87.
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2. Beispiele: verschiedene Marktmodelle und ihrereduzierte Form

2.1. Untersuchung der reduzierten Formen

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kann bei der Nachfrage- und derAngebotsfunktion das

absolute Glied go und gy Weggelassen werden (Verwendung von deviation scores [zentrierte
Variablenwerte, so dass der Mittelwert 0 ist]!).

Esseieny; = Menge, Y, = Preisund z, 2z, z;, ... Seien verschiedene exogene Variablen

Modell Nachfrage Angebot
A Y1+ Dby, =u Y1+ bayo =W
B Y1+ by +0nzi = Y1+ bayo =W
C | nitbyo+tguzi=uw Y1+ boys + tozo=
D Y1+ Duys + guzi + Gz = Uy Y1+ boyo+ Gozo= W

oder in Matrixschreibweise (Modell D, die anderen sind Spezialfadle hiervon)

éz, U
é b 0
= 12UGY1U € 0 g5l ubZW By + Gz =u

gl bzz 2U ngzoggzzia el

Die reduzierte Form errechnet sich unter Berticksichtigung von |B| =b,,- b, und der In-

(2.1)

versen - B—lG= 1 g’ bzzgnblzgzz 229133 gpll P12 plsu sowie B° 1_ €b 11 blZﬂ as
b22' blz e Oy - Ox Os 0 @P21P2 Pl 3321 22u
821U

éy,u_ép, P, P éb b, Uéu, U
(2_2) elLJ ell 12 13Ue u 11 Qe uoder

eYau 6021p22p23UA eb21 b22 2U
€24

y =(-B'G)z+B 'u (= reduzierte Form), so dass b; die Koeffizienten in B sind.

Fir die oben unterschiedenen Modelle bedeutet dies dass das System nach Art der Ubersicht 1
aufgebaut ist. so dass man die Strukturkoeffizienten gemal Ubersicht 2 berechnen kann.

Im Modell D muss danach gelten
_ " Pu _ - P

b, =t —_ M3
2 p22 p23

was bel empirischen Koeffizienten der reduzierten Form aber keineswegs notwendig erfillt
sein muf3, d. h. die Angebotsfunktion im Modell Dist Uberidentifiziert. Man wird in der

Regel mit —2 und P13 unterschiedliche Schétzer b, fir b,, erhalten.
p22 p23

Das Modell A ist demgegeniber unteridentifiziert und im Modell B ist die Angebots- aber
nicht die Nachfragekurve identifizierbar.

Nur dasModdl C ist als ganzes exakt identifiziert.



Das | dentifikationsproblem in der Okonometrie

Ubersicht 1: reduzierte Formen der Marktmodelle

Modell bilul bi2U2 Pi1Z1 PioZs PisZs
A _ b,,u, - b,,u,
A b, - by, b, - by,
— - ul u2
y2= bzz - b12 bzz - b12
- b,.c
B y1 = wie Modell A b%“gzi
22 12
Y2 = wie Modell A Gz
b22 - b12
b,.C,.z
C 1= wie Modell B ﬁ
22~ Mo
Y2 = wie Modell B - CZ,
b22 - b12
- b,.c,..z
D 1= wie Modell C ﬁ
22~ M2
Y2 = wie Modell C G325
b22 - b12

* die Grofen by sind die Koeffizienten in B! gem. GI. 2.2 (reduz. Form)

Ubersicht 2: Berechnung der K oeffizienten der strukturellen Form
(Strukturkoeffizienten)

im Modell
A B C D
by, |nicht moglich | nicht moglich - P/Pas wie bei Modell C
by, |nicht moglich |- p,./p,, wie bei Modell B | es muissen zwei
Gleichungen fir by,
geltern*
gu |exisietnicht | nicht moglich | - p,, - p,b, wie bei Modell C
O, |exidietnicht |exigtietnicht |- p, - p,b,, wie bei Modell C
Oz |existietnicht | existiert nicht existiert nicht - Py P,

* vgl. Text oben
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2.2. Abzahlregel (notwendiges, aber nicht hinreichendes Identifikationskriterium):

Die Anzahl N der in einer Gleichung ausgeschlossenen Variablen (endogen oder vorher-
bestimmt) mul3 G-1 sein (G = Anzahl der endogenen Variablen des Modéells).

In den Modellen (obigen Beispielen unter Nr. 2.1) ist G=2 und

Modall | K (vorherbe- ausgeschlossen in der ausgeschlossenin

gimmte Nachfragefunktion der Bemerkung
Variable) Angebotsfunktion
G=2,N=0<G-1 |N=0Vaialen

A keine (K = 0) unteridentifiziert

Null Variablen ausgeschlossen
ausgeschlossen

N =0 (keine Variable | N =1 (ndmlich z; nur Angebot ist iden-

K=1() ausgeschl ossen) ausgeschlossen) tifiziert
C |K=2(z,2) N=1(z N=1(z) exakt identifiziert
ausgeschlossen)
D K=3(z 2 2) |N=1(2) N = 2 (2, und z5) nur Nachfragefunktion

it identifiziert

3. Interdependenz und I dentifikation
3.1. OL Sund Haavelmo-Bias®

Wendet man die Methode der kleinsten Quadrate auf die strukturellen Gleichungen (= ordi-
nary least squares OLS) des Modells A an, so erhdt man die folgenden Schétzwerte

(3.1) b..=D.. = Cov(ywy,) _ Cy1y2)
12 22 var(yz) V(yz)

Mithilfe der folgenden Gleichungen (vgl. Ubers. 1) erhdlt man

— bi,U, - bayU,

u,-u
ud y, =—2—1
b12'b22 ?

(3.2 y —_—
' b12 - b22

so dass man fir die Varianz V(.) und Kovarianz C(.) in Gl. 3.1 erhélt

s2-2s,+s?

(333  V(y,)= und
’ (b12 - bzz)2
2 _ 2
(330)  Clyy,) =225z B2 D)8y +58,
(b12 - bzz)

S0 dass sich fir

(3_4) C(Ylyz) — blZSg B (b12 +b22)512 + bzzsf
V(Yz) Sg' 2512+Sf

% Der hier dargestellte simultaneous equations bias (erstmals gezeigt in T. Haavelmo. The Statistical Implications
of a System of Simultaneous Equations, Econometrica 11 (1943), 1 - 12) wird {blicherweise nicht an diesem
Angebots- und Nachfragenkurvenschema sondern an dem Zwei-Gleichungs-Modell (1) C = C(Y) (Konsum-
funktion, daher Y ® C) und (2) Y = C + | (daher auch die umgekehrte Kausditét C ® Y) dargestellt. Im
Anhang wird noch einma deutlich gemacht, dass dieser Bias nicht mit Frage zu tun hat, ob ein Modell

identifizierbar ist oder nicht, sondern nur mit der Existenz eines interdependenten Modells.
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ergibt. Dabel ist im allgemeinen wegen der Interdependenz von y; und y nicht zwischen by,
und by zu unterscheiden, weil das Modell A ein unteridentifiziertes Modell ist, d.h. die
Angebots- (by) und Nachfragekurve (b1,) kdnnen gar nicht identifiziert werden.

3.2. Interpretation der Unteridentifikation vom Modell A
Man kann jetzt annehmen

Annahmen Konsequenz

1. Unkorreliertheit der Storgréfien - 2
und Konstanz der Nachfragé:J S2=0 1 Clyy,) = blf 2 =
(alle Beobachtungen liegen auf einer gegebenen Nachragekurve $1=0 V(y.) S2
und sind entstanden durch Verschiebungen der Angebotskurve)
2. Unkorreliertheit der Storgrofien S;,=0
und Konstanz des Angebots $,=0

(alle Beabachtungen liegen auf einer gegebenen Angebotskurve
und sind entstanden durch Verschiebungen der Nachragekurve)

12

C(yws,) _PyS: _
V(y,)  si

22

Im Fall 1 wird durch die Regression von y; auf y, die Nachfrage- (b, identifizierbar), im Fall

2 die Angebotskurve (by, identifizierbar) geschétzt. Dies sind Beispiele einer |dentifikation

durch Annahmen Uber die Varianz-Kovarianzmatrix der StérgrofRen u; und u, also Uber
7 2 AY

S=g %y (vg. auch Abschn. 4.2)

12 S2

3.3. Beobachtungsaquivalenz von Angebot und Nachfrage im Modell A

Im Modell A sind die Nachfragefunktion R,y =u, und die Angebotsfunktion Ry =u, vom
statistischen Standpunkt gleich, d.h. gleiche Funktionstypen und gleiche Variablen v, y» und

Uy, W in den Vektoren y = ‘?ylﬁ und u = 2”13. Es geniigt auch nicht zu wissen, dass by, > 0
%’20 &l

und by, < 0 sein sollen (also aus 6konomischen Griinden die Steigungen positiv bzw. negativ

sein sollten), um die Gleichungen zu unterscheiden, denn jede Linearkombination, d.h. Ver-

schiebung, der beiden Funktionen, etwa

KBy +k,Ryy = (kB +k,RB, )y =diy = v, mit ky+k, = 1 (wegen der Normierung by, = by, = 1)
und ganz analog Ry +r,Ry = (rlfS'1 + rZB'Z)y =dy =v, mitrg+r,=1,
erzeugt wieder lineare Gleichungen in y; undy, mit der gleichen reduzierten Form, namlich

éy,u éev,u .
(3.5 éylu: D'lévlu mit
&Yl evau

& H 1 gl(bIZ - b22)+b22 - kl(b12 - bzz)' b22
éj‘zlfl (bzz : b12)(k1 : rl)é -1 1

Bel v, =k,u, +k,u, und v, =ru, +r,u,. Ausmultipliziert ergibt das die reduzierte Form von
Abschn. 2.1. Mit den Parametervektoren b, und b, sowie den StorgréfRen u und b entsteht
die gleiche bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung, wie mit d; und d, sowie den Storgréfien
vy und V.

[ ey

* Man beachte, dass dies ein grundlegenderer Mangel ist, als dass nur der Parameter b nicht erwartungstreu zu
schétzen ist, wieim Beispiel von Haavelmo (vgl. vorangegangene Ful3note).
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3.4. Verallgemeinerung

Die 6konometrische Struktur By + Gz = uoder AX =u mit A = [B:G und X' = [y':z] ist einer
Struktur A*x = u beobachtungsaquivalent, wenn eine Transformationsmatrix T dergestalt
existiert, dass

1) A* =TA dleapriori Restriktionen von A erfillt
2) S*=TST' aleapriori Restiktionen von S erfillt und
3) T nichtsingulér ist, also ¥2I'%2 0.

Das Moddl ist dann (adls Ganzes) exakt identifiziert, wenn die einzige zuléssige Transfor-
mationsmatrix T =1 ist.

Zwe beobachtungsdguivaente Strukturen A und A* haben die gleiche Likelihood-Funktion
und die gleiche reduzierte Fornt

A*x=(TA)x=(TB)y +(TG)z =u* = Tu hat die reduzierte Form
(rB) {(tB)y +(TB) {(TG)z=(TB) 'u aso
36) y=-[B'TTGk+[B T Th=-B'G+Blu=2z+v.

Beispiel:
: : &, 1-ku _
In 3.3 wurde das Modell A transformiert mit T = g ) g und [T| =k, - r,; danniist
érl - 10
* — — él kl(blz - b22)+b22l;j
B*=TB = i
gl' rl(b12 - b22)+b22 0

Man erkennt hieran auch, dass [T|=k,- r,* 0 sein muf, denn fir k = ryist B* vom Range 1,

2

. : 9 . , . : és; s,,U
also ¥B*Y2= 0. Mit T wird auch & nicht verdndert. Wenn im Modell A gilt S=a"* ~ 2,
S S20
: és*? s*,0 .
dannist S* =g~ * g mit
712 S0

- 2 2
SlZ - klrlsl + (klr2 + k2rl)512 + k2r252 !
s, =kZs?+2kk,s,, + ki3s3 und
S, =S +2rr,s,, +1285.

Eine Restriktion s 3, = 0 bliebe durch diese Transformation jedoch nicht in Form von s, =0
erhalter’.

3.5. Identifizier barkeit rekursiver Modelle’

Rekursive Modelle sind stets identifizierbar, well die einzige zulassige Transformations-
matrix. T in B* =TB die Matrix T = | ist, wobei B* und B Drelecksmatizen sind (kenn-
zeichnend fur den rekursiven Modelltyp). B* ist ebenfalls eine Dreiecksmatrix sein und das

® Johnston, Econometric methods, S.3531.
¢ Zahlenbeispiele hierzu: Schneeweil3, Okonometrie, S. 264f.
" schneeweiR, Okonometrie, S. 286, Aufgaben 10- 17.
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Produkt zweier Dreiecksmatizen T= B*B™ ist ebenfalls eine Dreiecksmatix denn. Mit der
normierten Dreiecksmatrix T (t; = 1) wird aber die Diagonalgestalt von & zerstdrt, denn

és; tys; ..U
._8 a : _
S*=TST'=g,S; 13,S; +5;...(;, €ine symmetrische Matrix mit den Elementen
g . . E u
u

S; -ét,] ; inder Hauptdiagonae (bei tj = 1) und s; —at,kt]ks +1, s sonst.
=1

Ergebnis. Jede Transformationsmatrix T 1 | zerstort entweder nur die Restriktionen der
Matrix & oder diese und digenigen von B, so dass keine Beobachtungsaguivalenz mehr
vorliegt. Das rekursive Modell ist also stets identifizierbar.

4. |dentifizierbarkeit durch a priori Kenntnisse Uber Parameter,
Stor gr 63en und exogene Variablen

Das unteridentifizierte Model| A:
y, +b,y, =u; Nachfrage
Y, +by, =, Angebot
kann durch a priori Annahmen oder Informationen Uber strukturelle Parameter, Uber die

Storvariablen und Uber exogene Variablen, bzw. eine Kombination dieser Fdle, identi-
fizierbar gemacht werden. Wir betrachten hier nur einfache Beispiele von Annahmen:

4.1. Annahmen Uber Strukturkoeffizienten:

Identifizierbarkeit der Nachfrage im Modell B von Abschnitt 2.1 aso der Gleichung
y, +b,, + g,z =u; durch die Restriktion b,, +g,, =0, aso nach Normalisierung (b;; = 1)
1+g, =0, g, =-1. Die (identifizierbare) Angebotskurve bleibe wie bisher angenommen.
Die reduzierte Formist dann

é+b,,U
1 & 22u gpllu,sodassmlt b, = " Py

bzz' b12 é- 1 0 éPxa0 P2
Restriktion g; = -1 identifizierbar geworden ist.

-BG=

die Nachfragefunktion durch die

Ubliche a priori Restriktionen sind ferner b, =0 oder b; /b, =a, eine bekannte Konstante a
oder b, =b,.. Blof3e Ungleichheiten (Ungleichungen) wie b; >0 oder b, £0 helfenjedoch
nicht bei der Beseitigung von Unteridentifikation.

4.2. Uber die Varianz — Kovarianz— Matrix S, der Storgrofzen u

Beispidl: Identifikation der Nachfrage im Modell B von Abschn. 2.1 durch die Annahme

7 2 l\J 7 2 AY
= ?1 0 , 1 oder noch spezieller ?1 ou ,u» denn flr transformierte Storgrofen u gilt
80 s3( 80 ksij
: ét, 1- tu g * Q - : . e o
bel :8 dass a,=Ta,T nicht diagona ist (vgl. Abschn. 3.4). Man erhélt die

neue StorgroBe u, = tlul +(1- t,)u,. Da u und W, unabhangig sind, kann u, wie gefordert nur
dann von W, unabhéngig sein, wenn t; = 0, d.h. mit der obigen Spezifikation S, (als
Diagonamatrix) wird auch die Nachfrage identifizierbar. Da die reduzierte Form stets
identifizierbar ist, ist die Varianz-Kovarianz-Matrix der Storgréfen vi, v, der reduzierten
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Form S, gegeben. Ferner ist 4,=B*& ,(B")' und &, =& ( der beobachteten endogenen
Variableny), so dass man mit s =k >s? zwei Gleichungenin b,,und b,, erhalt

(4.1) S, = Sf _ gbgz - bfzk - by, - b12k8

(b22 - b12) & Dy, - bk 1+k g

Daraus ergibt sich (ebenso aus Abschn. 3.1)

C(v,v,) _ C(y.Y.)

42)  -b,,- kb, =(L+k)2aVe) o (q 4 ) SYY2)
*2 0V "Ny
. Vi) v(y,)

43) b - kb% = (L+k)— )= (g4 )
*3 RS e v

Doppeldeutigkeit® ist dadurch zu eiminieren, dass aus 6konomischen Griinden b,, <0 und
b,,>0 seinmussund b,, identifizierbar ist.

4.3. iber exogene Variablen’

Zerlegung der Storgrofen u, in eine systematische (durch z; erklérte) und eine zufdllige

Komponente: w, = guztv;. Damit entsteht aus Modell A das Modell B fir die
Nachfragefunktion.

Da z exogen, kann es as instrumentelle Variable (Instrumentalvariable) benutzt werden, d.h.
Multiplikation vony; =- b,,y, + u, mit z, und Bildung von Erwartungswerten liefert
E(y1z) = -b,,E(y,z,)+ E(u,z,), wobei E(u,z,), die Kovarianz der StérgroRRe w, mit der exo-
genen Variablen z null ist. Man schétzt somit
_ C(y.z)

Cly.z,)
d.h. die Angebotsfunktion ist identifizierbar. Analoges Vorgehen bei der Nachfragekurve
fuhrt zu

(45) - Cy.z)=buCly,2,)+ 8,V (z),
so dass die Nachfragekurve nicht identifizierbar ist.

(4-4) - l522

4.4. Trotz exakter Identifizierbarkeit einer Gleichung im Rahmen eines Modells kann diese
evtl. nicht schatzbar sein. Mit den Instrumentalvariablen z; und z erhdlt man fir die Nach-
frageim Modell C

eC(y,z,) V(z) c,éﬁlzgz_écmzl)q
gC(yzzz) C(lez)£@110 gC(ylzz)H’

was voraussetzt, dass die Kovarianzmatrix vom Range 2 ist. Sie ist es nicht, wenn z, =kz,,
so dass die Zeilen linear abhangig sind (dann ist auch die Angebotsfunktion des Modells C
nicht schétzbar: Kollinearitét), bzw. wenn y, =kz, (oder y, =kz,), so dass die Spalten linear
abhangig sind (in diesem Fall kann die andere Gleichung, d.h. die Angebotsfunktion jedoch
trotzdem schétzbar sein).

(4.6)

& Im Grundereicht GI. 4.2 daja b,, bekannt ist (Angebotsfunktion identifizierbar).
® Ausgangspunkt der folgenden Betrachtung ist wieder die Nachfragekurveim Modell A.
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5. ldentifikationskriterien': Restriktionen bezliglich struktureller
Parameter

5.1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird die Identifizierbarkeit einer (der ersten)

Strukturgleichung eines deterministischen Modells B y + Gz = 0 untersucht, dessen reduzierte
Form

(5.1) y=-B'Gz=Pz

lautet, wobei B und G Blockmatrizen mit folgenden Vektoren und Untermatrizen seien

érz,'l u gO u
B=% &0 Y it b, vomTyp 1l Gund B; vom Typ (G-1) "Gistund G= g 3 analog definiert
ga-lu 8(31H

ist mit K Spalten. Dann lautet die erste Gl. 'der strukturellen Form Ry =- 2,z und unter
Verwendungvon Gl. 5.1 R?z =- ?,z.

Postmultiplikation mit der Diagonalmatrix D = =i g so dass gilt zD=1, liefert

- ?,=R? bzw. as Spalten- statt Zeilenvektor
(52 -2,=?R,

ein System vom K (Anzahl der exogenen Variablen) Gleichungen mit K + G - 1 Unbe-

kannten, sofern keiner der Koeffizienten 1, by, bis, ..., D Qu, G2, ..., Gk, @ priori Null
gesetzt werden kann. Annahme: von den Koeffizienten der G endogenen und der K exogenen

Variablen seien in den Vektoren 3, und g; genau G-g bzw. K-k Null, also
=@ b, - o 0]=43 0 u und anal
[ 12 ] gsll( 0g

?':[1 O - |0

Dannist Gl. 5.2 zu schreiben as

(5.29)

@D D> D> (P\

ék k’ k" (G-
mit den Dimensionen & u 2 J G-9) Ee J u.
&Kl K- 19 (K- K" (G- 9)liEs- df

S0 dass man zwei Systeme erhdt:
(5.3 - 2,57 4f% und

(5.4) Ok -« :?'K-k,gBl'

Aus dem homogenen System 5.4 von K-k Gleichungen mit g Unbekannten &% sich der
Vektor b; (mit g Elementen) und damit gem. Gl. 5.3 auch der Vektor g, (mit k Elementen)

1% Fiir die Identifizierbarkeit einer Gleichung im Rahmen eines (Mehrgleichungs)Modells.
! Der Einfachheit halber betrachten wir 0.B.d.A. nur die erste Gleichung des Systems.
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berechnen, sofern der Rang (Anzahl der linear unabhangigen Spaltenvektoren) von ? .

genau g1 oder kleiner ist (er kann nicht grof3er as g1 sein, da es nur g Zeilen sind und bel

vollem Rang fur b, nur die triviale Lésung méglich ware, folglich ist der Fal rg(P) 2 g
ausgeschlossen).

Das Rangkriterium der Identifizierbarkeit der Strukturgleichung fir y; ist dann
(5-5) rg(? g,K-k) £ g- 1

Wegen rg(P gx+«) = min (g, K-K) sind bestimmte Kombinationen mit dem notwendigen, aber
nicht hinreichenden Abzahlkriterium (order condition vgl. Abschn. 2.2) namlich

(K-k)+(G-0g)3 G-1lasoK-k3g-1
von vornherein ausgeschlossen, so dass gilt:

Der Rang rg(P gx-«) ist
Abzahlkriterium <g-1 =g-1 >g-1
K - k<g- 1 (unteridentifiziert) unteridentifiziert unmoglich unmoglich
=(- 1 (exakt identifiziert) unteridentifiziert* | exakt identifiziert unmaglich
> g- 1 (Uberidentifiziert) unteridentifiziert* | Uberidentifiziertda|  ynmaglich
lineare
Abhangigkeit

In den Fallen * wirde man sich mit dem Abzéhlkriterium irren. Dabel ist jewells der Rang
durch lineare Abhéngigkeit zwischen Zeilen oder Spalten reduziert.

Im Spezidfal g = 1 und k = K (keine smultanen Gleichungen, Fall der multiplen Regression
vony, auf z, 2, ..., %, SO dass das Identifikationsproblem gar nicht erst entsteht, erhdt man
aus Gl. 5.2 well die reduzierte Form mit der strukturellen Form identisch ist und man OLS

einfach auf die strukturellen Form anwenden kann: g; =-p,; furj =1, 2, ..., k (bzw. K, daja
k =K)

5.2. Ander e Fassung des Rangkriteriums:

Eine Verhatensgleichung ist identifizierbar, wenn wenigstens eine G - 1 rethige Determinante
konstruierbar ist aus den Koeffizienten der Variablen, die aus der fraglichen Verhaltens-
gleichung ausgeschlossen sind (und in den Ubrigen G - 1 Verhatensgleichungen enthalten
sind), die nicht null ist.

Beispiel: Bei der Angebotskurve™ im Modell B im Abschnitt 2.1 ist Identifizierbarkeit geben

0
10.
Ou

wenng; * O well

5.3. Firr die stochastische Version gilt nach Pramultiplikation der reduzierten Form mit 3, :
Ry=R?z+RBB'u.
Die erste Zeile des Produkts BB lautet 1 0 0 ... 0, so dass mit BB 'u die StorgréRe (Ska-

lar!) u der ersten Gleichung entsteht, die auch u, =Ry +?,z ist. Daraus folgt - 2,z=R?z
und damit wie oben Gl. 5.2.

12 Beachtey, stellt zwei verschiedene Variablen dar (angebotene- und nachgefragte Menge).
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5.4. Es empfiehlt sich, das Rangkriterium auch aus der strukturellen Form herzuleiten®. Ver-

einbart man fur By + Gz = 0 mit B = 201' G-9 Blﬂ wobei By vom Typ (G-1)" (G-g) undy ein
é Bo 0

0, 2. U _ , .
G 1 Spatenvektor ist und G= Solg-m Tkg wobei Gy vom Typ (G-1)" (K-k) und z ein
é O Y 0
K" 1 Spaltenvektor ist. Dann muss zur exakten Identifizierbarkeit mit A :[BOEGO] die fol-
gende Bedingung erflillt sein

(5.6) rg(Ag) =G-1
Beweis. Der Rang von Ay bleibt unverandert, wenn man A, um die entsprechenden Null-

vektoren zu einer G (G-g + K-k) Matrix A erweitert A = Sol'g-w Ol'go' ")H. Das gilt auch,
é Bo a

wenn man A mit B* pramultipliziert (darg (B) = G > G-1, dlgemein: der Rang einer Matrix

ist gegenliber der Multiplikation mit einer reguldren Matrix invariant), wobei in B die ersten

G-g Reihen durch die Koeffizienten der in Gl. 1 des Modells nicht enthaltenen endogenen

Variablen besetzt seien, so entsteht wegen B*B =1, -BG = P die Blockmatrix P

G-g K-k u

é
p=9 (G-g) (G-g) ~ ? (G-g)’(K—k)lﬁl
& 5 U
8 “u(c-9 T fgk-0 O
wobel ? oK) €ine Matrix ist, deren Gestalt im weiteren ohne Belang ist. Die Determi -

nante dieser Matrix ist offenbar |PFP ¢ k19 + Oy | = 0 = 0, so dass die Blockmatrix P
nicht vom vollen Rang G ist, sondern vom Rang G - 1, denn

rg(P) =rg(l) +ra(? 4 . ) =rd(A,) =G - 1, daP eine (Block-) Dreiecksmatrix ist™.
_\f_"G_ g T
rg(Ag) < G-1 kann entreten wenn:
1. Ay zu wenige Spalten (G-g + K-k) hat, so dass G-g + K-k < G-1 und damit K-k < g1
(dieser Fall bestétigt lediglich das Abzahlkriterium), und

2. Wenn eine Zeile oder Spalte von Aq identisch Null ist.
Gegeben sei das Modell (G = 3)

1
(1) VA + b12y2 + b_zl =y,

2
(2) bypy,+y,+z,=u,
(3)  bypy, +Y;+0, %2, = U,

: . : 0 0
Dann gilt fur die erste Gleichung A, = 20 ld asorg(Ag =1.
ol Oa2()

Zur Herleitung von A beachte: (Gl. 2) 0»y, + 0>z, und (Gl.3) 1xy, +g,, %2,

13 Wonnacott u. Wonnacott, Econometrics, S. 348ff, ahnlich Johnston, Econometric Methods, S. 359f, aber mit
vollig anderer Symbolik!

14 Zeilenvektoren, die die erste Zeile von A bilden.

15 Gantmacher, Bd. 1, S. 44.
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3) Wenn lineare Abhangigkeit von Zeilen oder Spalten in A, besteht, was fur Gl. 3 in
diesem Modell der Fall ist, denn dann ist (die Zeilen und Spalten beziehen sich jetzt auf
y; und z)

_é1 1b,u
8321 1 U

5.5. Man kann die Identifikationsregeln auch wie folgt schreiben: gegeben sei ein Modell mit
G endogenen und K exogenen Variablen. Diei-te Gleichung ist dann

; also auch hier wieder rg(Ag) = 1< G-1, weil VA= 1-1=0.

unteridentifiziert | exakt identif. | Uberidentifiz.

Bedingung underidentified | just identified | overidentified

n_otwendlg: Anzahl pler in der i-ten Gl. <G-1 -G-1 >G-1
nicht enthaltenen Variablen*

notwendig und hinreichend: Anzahl
der nichtverschwindenden G-1 reihigen De- 0 1 >1
terminanten gebildet aus den Koeffizienten
der in der i-ten Gl. nicht enthalt. Variablen*

* egal ob exogen oder endogen
Fir das Kriterium mit den G-1 rethigen Determinanten vgl. Anhang Nr. 2, Seite 17 unten.

5.6. Transformationsmatrizen fur a priori Restriktionen (des Typs der zero restrictions): Die
Matrix A, =[B,:G,] erhdlt man firr die i-te Strukturgleichung durch A ,, wobei f, ein
Spaltenvektor’® mit G+K Zeilen ist. f, enthdt das Element 1 fir eine zero restriction, und
Elemente 0 sonst. Beispiel: Die Nachfragefunktion im Modell D von Abschn. 2.1 ist

=§1 blzgn 0 9138 20
gl- b, 0g, 0y
_€00100y _69; G0

AT .=¢ (
2~ &900014 &0 of

D

flz[O 0 01 0],Af1= 3ndfurdleAngebotsfunktlongllt
2U

&CD)

Das Kriterium der Identifizierbarkeit der i-ten Gleichung ist dann rg(Af ;) =rg(A,) =G —-1.
Ein Modell ist dann Uberidentifiziert, wenn es wenigstens eine Gleichung i enthélt, fir die gilt
rg(Af ) =G.

5.7. Nichtlinearitéat kann ldentifizierbarkeit (eines nicht identifizierbaren linearen Modells)
bewirken. Beispiel: Modell A werde wie folgt modifiziert'

yl + b12y2 = ul
yl + b22y2 + b23y§ = l"12 )

Dannist Af, :§3 3 vom Rang 1 und damit ist b,, identifizierbar, wenn b,,* O; dagegen
sl

ist rg(Af ,) =0, so dass die Angebotsfunktion nicht identifiziert bleibt. Jede Linearkombi-

nation des Angebots mit der Nachfrage bleibt auch einer Angebotsfunktion beobachtungs-

aquivalent, nicht aber umgekehrt. Schétzung mit der Methode der kleinsten Quadrate auf die

16 dllgemein eine Matrix mit einer Spalte fiir jede Restriktion in der i-ten Gleichung.
7 shnlich Malinvaud, Statistical Methods..., S. 557. Wiein Modell B die Angebotsfunktion durch Hinzunahme
von z; identifizierbar gemacht wurde, so hier die Nachfragefunktion durch Hinzunahme von (y,)?.
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Strukturgleichungen (also OLS™) ist wegen Abschn. 3.1 gleichwohl nicht zuldssig, obgleich
damit b, * b,, waren®.

6. Uber- und Unteridentifikation, Multikollinearitat

6.1. Interpretation der Uberidentifikation der zweiten Gl. (Gl. 6.2) im Modell
(6.1) y, +bpy, + 9,z + 9,2, = u, (Nachfrage) [unteridentifiziert] und
(6.2) b,y,+VY, =u, (Angebot) [Uberidentifiziert].

Man erhalt dann namlich zwel Schétzungen fur b, , ndmlich

(633  bY ="z ud (630) bP =Pz

11 12

Mit der indirekten Methode der kleinsten Quadrate (ILS) erhd@lt man die Normalgleichungen
(Stichprobenumfang T, Bebochatungent = 1, 2, ..., T)®

(6.4) Z2'Zp, =2y,

2, Ziral_€py 0 éy“\
SZATRAY: Tlg’p =2 Iluundy| e: u,l_lZ
ezzl 2" Lot U iz U @/WH

Woraus sich dann auch die genannten 4 Koeffizienten p (i = 1, 2) wiefolgt errechnen lassen.

mit Z'=

(658) - b®=Pa Par _ V(Y2) Nyor ™ Tvozo "z,
P11 V(yl) ry121 ry122r122

V z 22 r, 2,z
(65b) b(221) p22 — (yZ) Y2 2 Y 2
P12 \ (yl) rylzz - rylz1 r2122

also mit Gleichungen, die sich bel unabhéngigen Regressoren (rzl22 =0, aso verschwindender

Korrelation zwischen z und ) entsprechend vereinfachen. Die beiden Schétzungen stimmen
nur dann Gberein (d.h. die zweite Gl. des Modells, aso Gl. 6.2. ist identifizierbar)®, wenn
dann fir die Verhdltnisse der partiellen Korrelationskoeffizienten gilt

(66) rylzZ'Zl - rylzl'ZZ )

I
Y2222y Y2212,

Der Koeffizient . ist die Korrelation zwischen y; und z "bei Konstanz" von z (wenn z

Y1Z5.24
"auspartialisiert” ist). Die Mehrdeutigkeit von b,, entsteht also dadurch, dass auch die in Gl.
6.2 ausgelassenen Variablen y; und y, beeinflussen, und zwar im unterschiedlichen Ausmal3.

18 ordinary least squares.
19 Das Theorem von Abschn. 5.5 ist von F.M. Fisher fiir Modelle desin Abschn. 5.6 vorgestellten Typs verallge-
me| nert worden, sofern mindestens eine exogene Variable z; existiert.

% Man erkennt an der folgenden Gleichung unschwer das Muster der "Normalgleichungen” bei der multiplen
Regression.
L In der Vorlesung "Multivariate Analyse” werden im Kap. 3 (= Pfadanalyse) zahlreiche Betrachtungen dieser
Art vorgefiihrt, bei denen sich die Uberidentifikation dahingehend ausdriickt, dass dann bestimmte Gleichungen
fur die (empirischen) Korrelationskoeffizienten gelten miiRten (wenn das [Kausal -] Modell gelten soll).
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Waer, , =rudr , =r . adso bestimmte (einfache) Korrelationen gleich, so wéare da-
122 Y121 Y222 Y271

mit auch Gl. 6.6 erfiillt, d.h.? eswére dann
[¢} [¢}

6(211) - 6(221) - ao. Y.z, _ ?. Y.z, _

a ylzZ a ylzl

Bel nicht unterscheidbarem Einfluss von z einerseits und z andererseits auf y; und y, wiirde

sich jedoch das gesamte Modell zum Modell B von Abschn. 2.1 reduzieren, wo (nur) das

Angebot identifizierbar is>. Man kann weiter zeiger®, dass b{) und b konsistente, aber

nicht erwartungstreue Schétzwerte sind.

6.2. Unteridentifikation und Kollinearitat: Fur die unteridentifizierte Nachfragekurve im
Modell B (Abschn. 2.1) erhdt man aus der reduzierten Form nur eine Gleichung fur b,, und
g,, hamlich g, =-p,; - pP,b,,. Die gleiche Situation tritt ein, wenn man fur das Modell C,
wo die Nachfrage identifiziert ist, annimmt z, = dxy, (lineare Abhangigkeit, Fall der offenen
Kollinearitét). Man erh@lt dann ndmlich die reduzierte Form mit den beiden Gleichungen

= b, +919,,d - 911(b22 + gzzd) und p,, = - Cu
b12 - bzz - gzzd b12 - b22 - gzzd b12 - b22 - gzzd

Py

die sich reduzieren zu nur ener Gleichung, namlich g, =-p,,- p,b,, (also der gleichen
Gleichung, die man bei Unteridentifikation erhdlt, siehe oben), als die einzige Bestimmungs-
gleichung fir b,, und g,, .

Wie man hieran sieht, kann eine lineare Beziehung zwischen b, und g, , die durch

unendlich viele Wertetupel befriedigt werden kann (d.h. Unteridentifikation von b, und g, ),
durch Kollinearitét von y, und z,, (wobei y,, =0) entsteherr™.

Anhang
1. Beispid fur zwel beobachtungsaquivalente Strukturen eines M odéells:

MOde” yl + b12y2 + gllz = l"Il
Yo+ D5y, 9,2 =U,
Mit den beiden folgenden Strukturen wird das Modell gleichermal3en spezifiziert:

Struktur 1y, - 2 = u, und 22=u, wddamit B,=& % g =5
ruktur 1 y, - 2y, - z=u, und y, +vy, - 2z=u, und damit 1_-2’;.[ 1|’J,Gl—(__;. 2L(,zur
a € 4
weiteren Konkretisierung sei angenommen, dass T = 4 Beobachtungen bezlglich

N . 6l 1 -1 -1y
der StorgrofRen vorliegen: U = a q-
2 -2 2 -2H

2 hej Variablen y und z als standardisierte Variablen; Summation tibert =1, 2, ..., T.

% s gilt das dort Gesagte, siehe oben.

2 vavanis, aa0., S. 99f.

% \Weitere Interpretationen vgl. Valvanis aa.O. (mit Hilfe der Gestalt der Likelihood-Funktion). Danach sind
Unteridentifikation und Multikollinearitét nur zwei Erscheinungsformen des gleichen statistischen Problems, der
"Konfluenz". In beiden Féllen, Unteridentifikation und Kollinearitét liegt ein Mangel an unabhangiger Variation
der Variablen des Modellsvor.
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-1y

4
gz:wzszomitBZ:(i':l g0 G, = e /3u
5 & 2/50

4 2
S2=w, wnd y, 42y, - gl

Sruktur 2 y, -y, -

é/3 0 0 -4/3

, alsowieder T =4.
“&/5 -7/5 7/5 - 9/5H

konkrete Werte fir w: W' =

Es lohnt sich die im folgenden vorgefihrten Berechnungen selbst durchzufiihren und nachzu-
prifen. Man kann dann leicht erkennen, dass die beiden Strukturen in der Tat zu den gleichen
Beobachtungen fiihren. Man erhdt némlich die gleiche reduzierte Form und auch die gleichen
bedingten gemeinsamen Verteilungen f(y,,y,%Z). Berechnungen fur

0y 1/3 2/3¢
Struktur 1. S, =tuu= el 5 B;'= g E,? -B;'G = &/3 E,SOdassman
T o 44 1/3 1/3Y4 &/34
die folgende reduzierte Form erhélt
5 1 2 1.1 1
Y1—§Z+§u1+§u2 y2_§Z'§U1+§u2
&/3 -1 1 -5/3)

Man sieht ferner leicht, dass giltU =B;'U = 13l und S, =B;'S ( )

/3 -1 1
é7/9 7/90

e7/9 5/9L<I

nun leicht zusehen, welche Werte man fir die bedingte (bei gegebenem z) Verteilung von y;
und y, erhdlt mit unseren angenommenen vier Werten fir die Stérgrofien:

fur die Varianz-Kovarianzmatrix der Storgrof3en der reduzierten Form. Es ist

Uy, Wp yi=(5/3)z + Vo= (1/3)z + Wahrscheinlichkeit
h=1 w=2 5/3 1/3 1/4
W=l b,=-2 -1 -1 1/4
W=-1w=2 +1 +1 1/4
h=1w=-2 -5/3 -1/3 14

Die reduzierte Form ist Y' =?,Z +U’ und es ist interessant zu sehen, dass man fiir Struktur

2 genau die gleiche Form erhdt und insbesondere ? , =? , ist und auch U auftritt, so dass
man die gleichen "Daten" (das gleiche Streuungsdiagramm) erhélt.

/9 6/5( 217 5T /3¢
Struktur 2 S, =SW'W =g b By= g U o, =-BjG, =5 =0
T &/5 13/54 5/7 5/7Y " &1/3K
und damit
_§Z+EW +§W —lz- —W +§W
yl 3 7 1 7 2 y2 3 1 7 2

Fernerist W =- B,'W =U, so dass auch gilt

Y=22Z+U=?2,Z+W

so dass keine Moglichkeit existiert um von dieser einen reduzierten Form auf zwei ver-

. _ _d - 2u _él -1y
schiedene Strukturen zu schlief3en, etwa auf Bl—% 81 > /5u
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2. DieMatrix P kg in den Modellen des Abschn. 2.1 (Marktmodell€e)

Modell Nachfage (Gleichung 1) Angebot (Gleichung 2)

B K-k=0,sodass 7, , leerist; Rang 5 _ é- b, g, U

(K=1) |0<g1asonicht identifizierbar Kk T - b, by,- b,

€ 2 ‘o = é' blzgzz - O g *) ) . :S' bzzgu O g *)

(K=2) " gjzz' b, b,,-by,g o gy, - by, by, -byg
K-k =31=2>gl1=1, Matrix P ist jetzt

D wieim Modell C é- b,,0, g, U

— _ _ u

(K=3) gbzz by, b, - by Uwie man leicht sieht
a- bzzgls Ois U
@bzz - b12 bzz - blzg
ist die Determinante dieser Matrix 0, so dass
der Rang 1 (< K-K) ist und die Angebots-
funktion Uberidentifiziert ist.

* Rang = 1, also exakt identifiziert.

3. Weitere Bemerkungen zur "Haavelmo Bias': die Demonstration der Zusammenhdnge am
Beispiel interdependenter Modelle nach Art von Abschn. 2.1 (Marktmodelle), in dem auch
auf die "simultaneous equation bias' hingewiesen wurde sollte nicht zu dem Fehlschlul? ver-
leiten, dass dieses Schéatzproblem (bei Interdependenz) und das Identifikationsproblem das
gleiche Problem seier?®. Es mag deshalb niitzlich sein, noch einmal kurz auf das von Haavel-
mo aufgeworfene Problem einzugeher?”.
Gegeben sai das (allerdings unter identifizierte) Model
(1) Y=aX+e
(2 X=bY +e&
oder ein Marktmodell mit p
ist, wenn p =y, q=X b
Variablen ergibt
(1a) Y :%2—4'81 und (Za) X :M
1- ab 1-ab

Daraus erhdlt man folgende Varianzen und Kovarianzen (wenn s’ =V(e), s, =C(ee,),
und E(e;) =0,i=1, 2)

V(X) =(b*s? +2bs,, +s3)/1- ab)®

V(Y)=(a’s} +2as,, +s])/(1- ab)’

C(XY) =[as3 +bs? +(1+ab)s,,]/(1- ab)’.

|28

bg+u (Nachfrage) und p = b,g+v (Angebot), was aguivalent
aund b, = 1/b. Gl. 1 und 2 aufgel6st nach den endogenen

%6 Beim | dentifikati onsproblem geht es nicht um ein Schatzproblem. Im Falle der Unteridentifikation eines Mo-
dells kann man mit keinem Trick die Parameter schatzen und bei Uberidentifikation hat man eine Wahl zwischen
verschiedenen moglichen Schatzungen der gleichen Parameter.

" Wir demonstrieren es allerdings nicht mit einem makrodkonomischen Modell (Konsumfunktion und einer
Funktion mit von DC abhangigen Investionen) und Stérgrofien x und y sondern mit einem Marktmodell.

% Wir sehen davon ab, dass man fiir die Zufallsvariable e; und e, eigentlich groRe Buchstaben verwenden sollte,
also E; und E,. Das gilt natiirlich auch in anderen Zusammenhéngen fur die Stérgréfien u und v. Die Symbole u
und v sind Schreibweisen, die sich jedoch eéinmal in dieser Art eingebiirgert haben.
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Man sieht sofort, dass die OLS Schétzer fir a und b von GI. 1 und 2 in der Regel nicht tber-
einstimmen mit a und b, es s& denn man macht spezielle Annahmen bezlglich der Varianzen

der Storgrofien und deren Kovarianz s,,. Man erhélt namlich
(3a) C(XY)/V(X) und
(3b) C(XY)/V(Y).

Selbst s,, = 0 bedeutet nicht, dass

a=
b=

(4) a=(as’ +bs?)/(b’s? +s2)

gleich aist. Setzt man a=a so erhdt man die Bedingung ab = 1 was gleich bedeutend ist mit
ry =1. Der "single equation approach” (OLS) liefert also nur in einem sehr speziellen Fall
unverzerrte Schéatzwerte fur a (und, analog zu zeigen, fur b).

Zur Begrindung kann man auch wie folgt vorgehen. Multipliziert man GI. 1 mit X oder Gl.
2amit e; und bildet man Erwartungswerte, so erhdlt man mit

bs2+s
5 E(Xe,)=—2—2
(59) (Xe,) 12

einen Ausdruck, der im allgemeinen ® Qist essei denn s? =s,, =0. Dasgleiche gilt fir

2
aSZ +512

(60  E(ve)=2i0

was ebenfalls von Null verschieden ist, es sei denn s,, =s =0. Das Verschwinden einer
Varianz (etwa s? = 0)wird Ublicherweise so interpretiert: man kann eine Funktion (etwa die
Nachfragekurve) schétzen, wenn diese konstant ist ((sf =s? :O) und die beobachteten
Punkte des Streuungsdiagramms alein durch Verschiebungen der anderen Funktionen (der
Angebotskurve, so dass s2 >0) zustande gekommen sind. Dass die StorgrolRe e bzw. e, vom
Regressor X bzw. Y nicht unabhéngig ist bewirkt, dass die Schézung jeder einzelnen
Gleichung mit der gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate (OLS) nicht zuléssig ist.

Die Schdtzung von a mit a (Gl. 3a) bzw. b mit b (Gl. 3b) ist damit nicht unverzerrt. Denn
aus Gl. 3aund Gl. 5afolgt

(bslz +812)(1' ab) —a+ E(Xel)

E(@=a+
@ b’s? +2bs , +s2 V(X)

was deutlich zeigt, dass die Ursache der "Haavelmo Bias' in E(Xe))* 0 zu sehen ist. Ent-
sprechend erhdlt man

E(Ye,)

V(Y)

Man beachte, dass zwar a und b nicht erwartungstreu geschétzt werden wohl aber der
bedingte Erwartungswert mit E(Y|X =x) =y =ax und E(X|y) =% =by denn esgilt E(xe,)

E(b) =b+

= XE(e,) =x >0 =0 und entsprechend E(ye,) =0

Das folgende Modéll ist leicht erkennbar exakt identifiziert und gleichwohl wirde bel OLS
der Haavelmo Bias entsteher®

29 Auch hier kénnte es vielleicht besser sein die StorgroRe U statt u zu nennen.
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(6) C=a+bY +u
(7) Y=C+l.
L " . - Cc(CyY) .. . i
die isolierte Schétzung von Gl. 6 mit OLS, also bOLszw ist i. d. R. positiv verzerrt
E(by.s)>b, sowie & negativ verzerrt ist. Die reduzierte Form ist in diesem Modell
=2 . b | + 1 u=a+bl+u*
1-b 1-b 1-Db

a 1

= + | +

1-b 1-b 1-b
Man erkennt, dass man b schétzen kann mit b=b/g und auch fir a enen und nur enen
Schéatzwert erhélt, so dass das Modell exakt identifiziert ist. Aulerdem sieht man leicht, dass
E(Yu) :1—1bV(U) :ﬁsuz 1 0 idt, so dass man nicht einfach a und b mit einer isolierten
Schétzung von Gl. 6 bestimmen sollte, denn

- (- b)s,’
(8)  bos=b+———=b+B
S,"+s,

wobe wegen 0 < b < 1 (bist jadie marginale Konsumguote) der Bias offenbar positiv ist (B >
0).Die Schétzung von b aus der reduzierten Form (also mit der indirekten Methode der
kleinsten Quadrate, (ILS), d. h.

Y

u=a+gl+u*

-~ b_c@

9 = =7

( ) ILS g C(Yl)
ist dagegen unverzerrt (unbiased).

Man beachte, dass wegen Gl. 7 notwendig gilt C(Y1)=C(Cl)+V(l), so dass auch stets gilt
c- b=1 (nicht nur - b=1).

Wendet man | as Instrumentalvariable in Gl. 6 an, so erhdlt man den gleichen Schéatzwert b
wie bel ILS, da ndmlich C(lu) =0, was Ubrigens auch der Grund ist fir die Erwartungstreue

des Schitzens der Gl. 9, also E(b, ) = b.

4. Schatzmethoden und dir ectional least squares (DL S)
Man kann den ILS Schétzer nicht nur mit der Methode der Instrumentavariablen
interpretieren, sondern auch a's Anwendung von directional least squares (DLS).

Bel der gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate minimiert man senkrechte Abstande
(u, in Abb. 1), bei der orthogonalen Regression lotrechte (Lot auf die gesuchte Regressions-
gerade) Abstande p und bei DLS die Abstande d, (mit 45° Linien wie in Abb. 1) die mit y
wie folgt zusammenhé&ngen

P, :f/_—zbui da 1/+/2 = sin(45°) , bei der Quadrierung gilt dann § p2 =28 (U)?

wobei u; die StorgroRein der reduzierten Form ist.
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Ubersicht 3
Identifikation und Schétzmethode*: Das Moddll ist

e

gerade (exakt) identifiziert Uberidentifiziert unteridentifiziert:
ILS-Schétzung wenn keine Re- . . - hier Uberhaupt keine
striktionen der reduzierten Form Schetzmethoden mit dem Prinzip Schéatzung maglich

«— T

Maximum Likelihood (ML) Prinzip Least Squares (LS) Prinzip

also mit Annahmen Uber die Vertel - d.h. ohne Annahmen Uber

lung der Paramter die Vertellung der Paramter
Full information Maximum Limited information 2sL S, two-stage Least
Likelihood (FIML) LIML (= LISE)** Squares von H. Theil®

*  Nur die wichtigsten Schatzmethoden sind erwahnt. Full information method = mit Berilicksichtigung aller
der reduzierten Form auferlegten (fir sie geltenden) identifizierenden Restriktionen und Festlegungen
** |imited information single equation method von Anderson und Rubin

Abbildung 1. Unterschiedliche Arten, die Summe quadrierter Absténde zu minimieren

L otrecht Directiona
(orthogonal) |least squares

Senkrecht

30 Zu einer Interpretation dieser Methode mit der Pfadanalyse vgl. Vorlesung "Multivariate Analyse" im Haupt-
studium Statistik.




