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Y = β0 + f1(X1) + · · · + fp(Xp) + ε . � ñ��
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β̂OLS ∈ K(p) .

� ßJà@î¡ßCë � ß*�{âbè7ßuçoê�ì��@ê � ç��{âHç�ç��@ßJáoßuäËìÔâR
jêEãÙþ�à@êEé�ä£âHã π ê���ærßJÞCáoß¡ß ≤ p − 1
ìÍí@î'�3ç��{âHç

β̂OLS =

π (AM ) bM

�X�¬ì
M
äËìÅäÙà�è7ßJáÍçÍäÙÿrãËßCë{ç��@ßVg/E�1Øß¡ìÍçÍäÙé%âHçoêEáÔäËì
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M

� � �räËìÔî¡êEà@îJãÙí@ærß¡ìÔç��@ß*
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KM = (〈xi,xj〉M ) = XMXT .
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w̃m = MXT α̃m , α̃m ∈ K(m) (KM ,y) .
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KM = XMXT ë α(0) = α̃(m) = 0 � äÙàräÙçÍä£âHãÙäÙå
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K = (〈Φ(xi),Φ(xj)〉)i,j=1,...,n
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〈x, z〉M = xT Mz .

� �räËìH�5írà@îJçÍäËêEàÒäËì�îbâHãÙãËß¡æ�âÔãÙäÙà@ßbâHá�_7ßJáÍà@ßJãN� I �/þÂäËì*ç��räËì&â¬ìoßJà@ìÍäÙÿrãËß�äÙàrà@ßJá�
ráoê�æKí@îJç � E²ßJç*í@ì�î¡êEà@ìÍäËærßJáç��@ß%ßJäÙÞ7ßJà@ærß¡î¡êEéR
PêCìÍäÙçÍäËêEà ê��Åç��@ß�
PßJà{âHãÙç¨þ!é%âHçÍáÍä
�¶ë
P = SΘST � I ß�
ráoß��RßJá©æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà s

ìoí@î��
ç��{âHç

sT Ps
äËìuìÍé%âHãÙãZë¶ç��{âHç
äËì � ß9
ráoß��RßJá�æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ìuç��{âHçÂâHáoß�ærß��@à@ß¡æ ÿ/þ�ßJäÙÞ7ßJà/è7ß¡îJçoêEáoì si

ê��
P� äÙç���â�ìoé%âHãÙã*î¡êEáÍáoß¡ì�
PêEà@æKäÙàrÞÁßJäÙÞ7ßJà�èEâHãÙí@ß θi

��(N� � ß�áoß�
ráoß¡ìoßJà�ç¬ç��@ßÂè7ß¡îJçoêEáoì x
âHà@æ

z
äÙà3çoßJáÍé�ì¸ê��

ç��@ßußJäÙÞ7ßJà/è7ß¡îJçoêEáoì
ê��
P
ë

x̃ = ST x , z̃ = ST z ,

� ß�î¡êEà@îJãÙí@ærß�ç��{âHç
〈x, z〉M = x̃T (Ip + Θ)−1

z̃ =

p∑

i=1

1

1 + θi

x̃iz̃i

� �räËìÔäÙéR
rãÙäËß¡ì¸ç��{âHç
æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì
si
� äÙç�� â�ìÍé%âHãÙã*ßJäÙÞ7ßJà�èEâHãÙí@ß θi

áoß¡î¡ßJäÙè7ß�â��räÙÞ#�@ßJá � ßJäÙÞ#�/çÍäÙàrÞ=ç��{âHà
æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì � äÙç��ÕâÒã£âHáÍÞ7ßÂßJäÙÞ7ßJà/èCâHãÙí@ß#�

� ���[t��ü�9u�w	��
±ûÍö9õ
��� tÃõ�t
(¨àÁç��räËìÃìoß¡îJçÍäËêEàlë � ßuâHà{âHãÙþ�åbß
âÂáoßbâHã¶æ@âHçtâÒìoßJç-ærß¡ìtîJáÍäÙÿräÙàrÞF
ráoßJÞCà{âHà@îJþ=âHà@æÁærßJãÙäÙè7ßJáÍþ��RêEá 42

äÙà��RâHà�çoì
� �@ê âHáoß�ìoßJà�çÂçoê â=à@ß¡êEà{âHçtâHã]äÙà/çoßJà@ìoäÙè7ß�îbâHáoß�íràräÙç�â��5çoßJáÂÿräÙáÍç��5� � �@ß�æ@âHçtâ3âHáoß�çtâ�_7ßJà0�¤áoêEé ç��@ß
� ��� Z
ßJè7ßJãËêM
ré�ßJà/ç�l-êEáoß � ßbâHé - $#$#L%� ìoê��5ç � âHáoßS
{âEî'_EâHÞ7ß��������������������! âHà@æ âHáoßÁäÙà/çÍáoê�æKí@î¡ß¡æäÙàmeÃêEírãËß¡ìÍçoßJä
� �.- $#$#?%� �êg¬írá�Þ7ê7âHã�äËì�çoê0
ráoß¡æKäËîJç�ç��@ßØà�íréÂÿPßJá�ê��¸æ@âbþ�ì�ì�
PßJà/ç�äÙà ç��@ßØà@ß¡êEà{âHçtâHãäÙà/çoßJà@ìÍäÙè7ß©îbâHáoßuíràräÙç � þ � ÿ{âEìoß¡æÕêEà3ç��@ß��RêEãÙãËê � äÙàrÞh
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì
Ý]ÿräÙáÍç�� � ßJäÙÞ#�/ç � äÙà Þ � ërÿräÙáÍç��;�@ßJäÙÞ#�/ç
� äÙà%îJé � ëQ�@ßbâEæ%îJäÙáoîJíré9�RßJáoßJà@î¡ß � äÙàÁîJé � ë/çoßJáÍé � äÙà � ß¡ß�_ � ë�âHÞ7ß¬ê��¶ç��@ß�é�êEç��@ßJá � äÙà�þ7ßbâHá � ë � ßJäÙÞ#�/çÃê��ç��@ßué�êEç��@ßJáÔÿPß��RêEáoß[
ráoßJÞCà{âHà@îJþ � äÙà�_�Þ � ë � ßJäÙÞ#�/ç
ê���ç��@ß�é�êEç��@ßJáÔÿPß��¤êEáoß©ærßJãÙäÙè7ßJáÍþ � äÙà2_�Þ � ë��@ßJäÙÞ#�/çê��jç��@ßÃé�êEç��@ßJá � äÙà�îJé � ë7çÍäÙé�ß � äÙà%é�êEà/ç�� � �b1�êEé�ß�ê��Pç��@ß,
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì-âHáoßÅß���
Pß¡îJçoß¡æ�çoêuÿPßÅìÍçÍáoêEàrÞCãÙþâEìoìoê�îJä£âHçoß¡æ � äÙç�� ç��@ß�áoß¡ì�
jêEà@ìtß � ß#� Þ��Ùë@ÿräÙáÍç�� � ßJäÙÞ#�/çbëjçoßJáÍé � ë{äÙà î¡êEà/çÍátâEìÍç¸çoêR
Pê�êEá6
ráoß¡æKäËîJçoêEáoìÔãÙäW_7ß

ñ"?



çÍäÙé�ß�êEá	�@ßJäÙÞ#�/ç¸ê���ç��@ß
é�êEç��@ßJá"�
� �@ß[
{âHátâHé�ßJçoßJáuìoßJçÍçÍäÙàrÞ7ì
âHáoß©âEì6�RêEãÙãËê � ì"� I ßÂé%â�_7ßÂç��@ß©ìÍäÙéR
rãÙä
�¤þ�äÙàrÞØâEìoìÍíréR
rçÍäËêEà�ç��{âHç λ =

λ1 = . . . = λp

ë � �räËî��Âáoß¡æKí@î¡ß¡ìlç��@ßX
ráoêEÿrãËßJé ê��rìoßJãËß¡îJçÍäÙàrÞ�ç��@ß]êM
rçÍäÙé%âHã�ìÍé�ê�êEç��räÙàrÞ	
{âHátâHé�ßJçoßJá²çoêÔâ
êEà@ßVð¨æKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà{âHã�
ráoêEÿrãËßJé��X�¸ì&âHãÙáoßbâEæKþ©é�ßJà�çÍäËêEà@ß¡æ%âHÿjê
è7ßCë � ßÃí@ìoßÃîJírÿräËîÅì�
rãÙäÙà@ß¡ì"��aríráÍç��@ßJáÍé�êEáoßCë
ç��@ß�êEáoærßJá©ê���æKä~ý¶ßJáoßJà@î¡ß%ê��ÔâEæHïoâEî¡ßJà/ç � ßJäÙÞ#�/çoìÒäËìÂìtßJç�çoê 2

� � �@ß�ì��{â�
Pß�ê��Åç��@ß9�@çÍçoß¡æ0�¤írà@îJçÍäËêEà@ì

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

0
20

40
60

80
10

0

y

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

0
20

40
60

80
10

0

y

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

0
20

40
60

80
10

0

y

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

0
20

40
60

80
10

0

y

a�äÙÞCíráoß ñ Ý+a�äÙçÍçoß¡æ\�5írà@îJçÍäËêEàm�¤êEá�ç��@ß+
ráoß¡æKäËîJçoêEá�èEâHáÍä£âHÿrãËßS� � ßJäÙÞ#�/ç&�3í@ìoäÙàrÞo
jßJà{âHãÙäÙåbß¡ænDGEH1k� � �@ß
èEâHãÙí@ßuê��

λ
äËì - $#$#$ âHà@æ=ç��@ßuà�íréÂÿPßJáoìÔê��&î¡êEéR
jêEà@ßJà�çoì¸âHáoß 1, 5 � çoêM
 � âHà@æ 9, 13 � ÿjêEçÍçoêEé � �

fj

ærß�
PßJà@ærìÒêEà�ç��@ß�ç � êÕé�ê�ærßJã`
{âHátâHé�ßJçoßJáoì λ
âHà@æ

m
� I ßh�@áoìÍç©äÙãÙãÙí@ìÍçÍátâHçoß%ç��{âHçÒç��@ß�à�íréÂÿPßJá

m
ê��G
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ4DbEH13î¡êEéR
PêEà@ßJà/çoìuî¡êEà�çÍáoêEãËì
ç��@ß©ìoé�ê�êEç��rà@ß¡ìoì¸ê���ç��@ßÒß¡ìÍçÍäÙé%âHçoß¡æ2�5írà@îJçÍäËêEà@ì"�ja@êEá

ç��räËì,
rírá�
jêCìtßCë � ß
êEàrãÙþÁî¡êEà@ìoäËærßJáÅç��@ßj
ráoß¡æKäËîJçoêEáÔèEâHáÍä£âHÿrãËßj� � ßJäÙÞ#�/ç&�'�ba�äÙÞCíráoß ñ æKäËì�
rã£âbþ�ìÃç��@ß/�@çÍçoß¡æ
�5írà@îJçÍäËêEà@ìÔêEÿrçtâHäÙà@ß¡æ=ÿ/þ�
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æ+DbEH18�RêEá

λ = 2000
âHà@æ P æKä~ýPßJáoßJà�ç�à/íré©ÿjßJáoì¬ê���î¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì

m = 1, 5, 9, 13
�Ga@êEá�ìoé%âHãÙã�èCâHãÙí@ß¡ì&ê��

m
ëEç��@ßÃêEÿrçtâHäÙà@ß¡æF�5írà@îJçÍäËêEà@ì�âHáoßÃìÍé�ê�êEç��5�Ha{êEá��räÙÞ#�@ßJá&èCâHãÙí@ß¡ì

ê��
m
ë�ç��@ß	�¤írà@îJçÍäËêEà@ìÅâEæ@â�
rç]ç��@ßJé�ìoßJãÙè7ß¡ì-é�êEáoß
âHà@æ�é�êEáoß¬çoê�ç��@ß¬æ@âHçtâ � �räËî'��ãËßbâEærì�çoê©ê
è7ßJá&�@çÍçÍäÙàrÞ

�¤êEá	�räÙÞ#� èEâHãÙí@ß¡ì�ê��
m
�

I ß�î¡êEéR
{âHáoß�êEírá�à@ê
è7ßJã�é�ßJç��@ê�æ çoê+DGEH1 � äÙç��@êEírç[
PßJà{âHãÙäÙå
âHçÍäËêEà âEìuærß¡ìtîJáÍäÙÿjß¡æ äÙà � Z¸írátâHà@æ
- $#$Kñ�� âHà@æ ç��@ß#"$���&%('+
{âEî'_EâHÞ7ß3äÙà � � � �räËì�äËì�ç��@ßÁäÙéR
rãËßJé�ßJà/çtâHçÍäËêEà×ê��
âHà âEæ@â�
rçÍäÙè7ß3ìoßJãËß¡îJçÍäËêEà
ráoê�î¡ß¡æKíráoßF�RêEáuç��@ß�ÿ{âEìÍäËì��¤írà@îJçÍäËêEà@ìuäÙà �.- � � = êEáoß�ærßJçtâHäÙãËì�îbâHà!ÿPßV�RêEírà@æ äÙà I ê�ê�æ �.- $#$#$%� âHà@æ
I ê�ê�æ �.- $#$#?%� � � �räËì
äËì
ç��@ß�ìoçtâHà@æ@âHáoæ çoê�êEã��RêEá
ß¡ìoçÍäÙé%âHçÍäÙàrÞ3Þ7ßJà@ßJátâHãÙäÙåbß¡æ�âEæræKäÙçÍäÙè7ß�é�ê�ærßJãËì"� � �@ßêM
rçÍäÙé%âHã5
{âHátâHé�ßJçoßJáÔèCâHãÙí@ß¡ì�ê�� � 
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æ � DGEH1=âHáoßÂærßJçoßJáÍé�äÙà@ß¡æ3ÿ/þØî¡êEéR
rírçÍäÙàrÞ%ç��@ß�ãËßbâ¡è7ßVð¨êEà@ßVðêEírçÁì'B/í{âHáoß¡æ±ßJáÍáoêEá"� I ßÕáoßJé%âHá�_ ç��{âHçÁç��@ßÕì�
rãÙäÙçÁäÙà/çoê çÍátâHäÙàräÙàrÞ âHà@æ çoß¡ìÍç�ìoßJç�äËìØærêEà@ß ÿPß��¤êEáoßçÍátâHà@ì&�RêEáÍé�äÙàrÞ%ç��@ßÂêEáÍäÙÞCäÙà{âHãH
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì¸í@ìÍäÙàrÞhe�ð¨ì�
rãÙäÙà@ß¡ì"�,(dà êEáoærßJáÔçoêR�{âbè7ß©î¡êEéR
{âHátâHÿrãËß©áoß¡ìÍírãÙçoìbë
� ß©à@êEáÍé%âHãÙäÙåbßÒç��@ßÂáoß¡ì�
PêEà@ìoßÒìÍí@î���ç��{âHç
èEâHá (y) = 1

� � �@ßÂáoß¡ìoírãÙçoì
âHáoßÒìÍíré�é%âHáÍäÙåbß¡æ�äÙà � âHÿrãËß ñ �
D*ßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�DGEH1�äËì�ç��@ßÔÿjß¡ìÍç�êEírç-ê��¶ç��@ßÅç��ráoß¡ß�é�ßJç��@ê�æq�X(¨àh
{âHáÍçÍäËîJírã£âHábë/äÙç�áoß¡î¡ßJäÙè7ß¡ì-âuî¡êEà@ìoäËærßJátâHÿrãÙþ
ãËê � ßJá¬ßJáÍáoêEá�ç��{âHà;DbEH1 � äÙç��@êEírç)
PßJà{âHãÙäÙå
âHçÍäËêEà5�

ñ�K



ãËßbâ¡è7ßVð¨êEà@ßVð¨êEírç}ð¨ßJáÍáoêEá
mopt λoptDGEH1 $ � ñ"L#! O �


PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�DGEH1 )q¢*)
+�) - 3#3 $
�*� = $ � ñCñ"L � �

� âHÿrãËß ñ Ý�gj
rçÍäÙé%âHã�é�ê�ærßJã	
{âHátâHé�ßJçoßJáoì�âHà@æ ãËßbâbè7ßVð¨êEà@ßVð¨êEírçÁßJáÍáoêEá9�RêEá�ç��@ßØÿräÙáÍç�� æ@âHçtâ ìoßJç�âHà@æ
à@êEáÍé%âHãÙäÙåbß¡æ3áoß¡ì�
PêEà@ìoß#�

, ���[t��ü�9u�w	��s!÷)u.-/�cw�ö0� tÃõ�t
� �räËì�æ@âHçtâ ìoßJçÁî¡êEà@ìÍäËìÍçoìÁê��

p = 10

ráoß¡æKäËîJçoêEáØèCâHáÍä£âHÿrãËß¡ì=âHà@æm�RêEírá%áoß¡ì�
PêEà@ìoß èEâHáÍä£âHÿrãËß¡ì"� � �@ß

à/íré©ÿjßJáÁê��uêEÿ@ìtßJáÍèEâHçÍäËêEà@ì�äËì
n = 61

� � �@ß æ@âHçtâ âHáoß=çtâ�_7ßJàm�¤áoêEé�â0
PêEãÙþ�é�ßJá�çoß¡ìÍç�
rã£âHà�ç"�ê(dç
îbâHà3ÿPßuærê � àrãËê7âEærß¡æ2�5áoêEé21��!3547686�1��83:9;�!<��=9?>83���@8@:9A��B�>C6�38>!D�6�>!@$"$��EC6���F����CB$�����!6�� � �@ß[
ráoß¡æKäËîVð
çoêEáÔèCâHáÍä£âHÿrãËß¡ì¸âHáoßÂé�ßbâEìÍíráoßJé�ßJà/çoì
ê��]î¡êEà�çÍáoêEãÙãËß¡æÕèCâHáÍä£âHÿrãËß¡ì¬äÙà�â9
PêEãÙþ�é�ßJáj
ráoê�î¡ß¡ìtìÍäÙàrÞh
rã£âHà�ç � ß#� Þ��çoßJéR
jßJátâHçÍíráoß¡ì
ë,�¤ß¡ß¡æ átâHçoß¡ì2�W�W� � � ü¸ê é�êEáoß�ærßJçtâHäÙãËì�êEà±ç��@ß3èCâHáÍä£âHÿrãËß¡ìÁâHáoß ÞCäÙè7ßJà æKí@ß çoê�î¡êEà��rð
ærßJà/çÍä£âHãÙäÙçdþ áoßbâEìoêEà@ì"�R�¸ìuäÙà ç��@ß�ã£âEìÍç�ìoß¡îJçÍäËêEàlë � ßR�@áoìÍç�ìoîbâHãËß�ßbâEî�� áoß¡ì�
PêEà@ìoß�èEâHáÍä£âHÿrãËß�çoêS�{â¡è7ß�â
èEâHáÍä£âHà@î¡ß
ßiB�í{âHã9çoê

1
�X�ÔÞ/âHäÙàlë � ß¸î¡êEéR
{âHáoß/
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æSDGEH1%çoê9DGEH1ÁâHà@æG"����&%('T� � �@ß¬áoß¡ìÍírãÙçoìÅâHáoß

ìÍíré�é%âHáÍäÙåbß¡æ=äÙà � âHÿrãËß - �Ga@êEá¸âHãÙã^�¤êEíráÅáoß¡ì�
PêEà@ìoß
èCâHáÍä£âHÿrãËß¡ìbë�
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�DGEH1ØäËìÅÿjßJçÍçoßJáÔç��{âHà;DGEH1

1 HJI áoß¡ì�
PêEà@ìoß 2 KML áoß¡ì�
PêEà@ìoß 3 NOL áoß¡ì�
PêEà@ìoß 4 IJP áoß¡ì�
PêEà@ìoßDGEH1 $ � ?%K - $ � O#? 3 $ � - L�P $ � - $�P
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æ2DGEH1 $ � ?#$%K )q¢*Q�)5� )5¢ Á )�ñ )5¢��7ñ�ë
��� = )q¢®ï�+
+ $ � O#OKñ $ � - ñ"O $ � ñ"O -

� âHÿrãËß - ÝGElßbâ¡è7ßVð¨êEà@ßVð¨êEírç
ßJáÍáoêEá	�RêEáÅç��@ß*
PêEãÙþ�é�ßJá�æ@âHçtâ�ìtßJçÔâHà@æ=à@êEáÍé%âHãÙäÙåbß¡æ3áoß¡ì�
PêEà@ìoß#�

� äÙç��@êEírç9
jßJà{âHãÙäÙå
âHçÍäËêEà5�0D�ßJà{âHãÙäÙåbß¡ædDGEH1�äËì�âHãËìoêÕÿjßJçÍçoßJáÒç��{âHçh��� = �RêEáÒç��ráoß¡ß�êEírç�ê���ç��@ß8�¤êEírá
áoß¡ì�
PêEà@ìoß
èEâHáÍä£âHÿrãËß¡ì
ë{âHãÙç��@êEírÞ#�3ç��@ß�æKä~ý¶ßJáoßJà@î¡ßuäËì�î¡êEà@ìÍäËærßJátâHÿrãÙþ=ìÍé%âHãÙãËßJá"�

R S ÷�ôÒú�uoù©øÒûoôF~ {}wT�ctÅö
U*x
(¨à ç��räËì � êEá�_jë � ß9
ráoêM
PêCìoß¡æ!âHà ß���çoßJà@ìÍäËêEà!ê��,D�âHáÍçÍä£âHã�ElßbâEìÍçU17B�í{âHáoß¡ì � ßJÞCáoß¡ìoìoäËêEà í@ìÍäÙàrÞS
jßJà{âHã~ðäÙå
âHçÍäËêEàØçoß¡î��ràräCB�í@ß¡ì"�G�j
{âHáÍçb�¤áoêEé�äÙçoìÃî¡êEéR
rírçtâHçÍäËêEà{âHãlß�:%îJäËßJà@îJþ � äÙç-äËì�è�äÙáÍçÍí{âHãÙãÙþÁâEìb�RâEìÍçÅâEì,DGEH1 � ëäÙç�âHãËìtêÕì��{âHáoß¡ì�âÕãËêEç�ê��Ôé%âHç��@ßJé%âHçÍäËîbâHã	
ráoêM
jßJáÍçÍäËß¡ì�ê��/DGEH1k�Gg¬írá�à@êbè7ßJãÅé�ßJç��@ê�æ êEÿrçtâHäÙà@ì�Þ7ê�ê�æ
áoß¡ìÍírãÙçoì�äÙà×â�
�
rãÙäËîbâHçÍäËêEà@ì"�|(dà�ç��@ß ç � ê ß��@âHéR
rãËß¡ì%ç��{âHçØâHáoß æKäËìoîJí@ìoìtß¡æ¶ë,
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æêDGEH1 îJãËßbâHáÍãÙþ
êEírç�
jßJá&�RêEáÍé�ì	DGEH1 � äÙç��@êEírç	
PßJà{âHãÙäÙå
âHçÍäËêEà5�GaríráÍç��@ßJáÍé�êEáoßCërç��@ß¸áoß¡ìÍírãÙçoì-äÙà@æKäËîbâHçoß
ç��{âHçÃäÙçÃäËìÅâÂî¡êEé�ð

jßJçÍäÙçoêEá¬ê��V"����&%('�äÙà ç��@ßuîbâEìoß�ê���è7ßJáÍþ8�räÙÞ#�Kð¨æKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà{âHã�æ@âHçtâ��
I ß é�äÙÞ#�/çÕç��räÙà�_ ê���êEç��@ßJá�
PßJà{âHãÙç¨þ×çoßJáÍé�ì"� � êEà@æKþ�ãÙäËì � I �räÙçÍçtâ�_7ßJá �.- $#$#?%� î¡êEà@ìÍäËærßJáÕâ
ráoß¡î¡êEà@æKäÙçÍäËêEà@ß¡æÁè7ßJáoìÍäËêEà�ê��5DGEH1�ÿ/þ�ÞCäÙè�äÙàrÞ � ßJäÙÞ#�/çoì-çoê�ç��@ß6
ráoß¡æKäËîJçoêEá�èCâHáÍä£âHÿrãËß¡ì"� � äÙÞ#�@ßJá � ßJäÙÞ#��çoìâHáoß%ÞCäÙè7ßJà çoê3ç��@êCìtßh
ráoß¡æKäËîJçoêEá�èCâHáÍä£âHÿrãËß¡ì©ç��{âHç�âHáoß8�räÙÞ#�rãÙþ�î¡êEáÍáoßJã£âHçoß¡æ çoê ç��@ß�áoß¡ì�
PêEà@ìoß#� � �@ß¡ìoß

� ßJäÙÞ#��çoì�îbâHà ÿPß3ß���
ráoß¡ìoìoß¡æ äÙà çoßJáÍé�ì�ê��Ââ4
jßJà{âHãÙçdþ çoßJáÍé��ê�
êEírçÍäËì � a@ßbâHáÍà � ñ"!#!#?%� î¡êEéÂÿräÙà@ßDGEH1 � äÙç�� âHà�âEæræKäÙçÍäÙè7ß*
jßJà{âHãÙçdþØçoßJáÍéÖçoê�æ@âHçtâ�ærßJáÍäÙè7ß¡æS�¤áoêEé à@ßbâHáÅäÙà��5átâÒáoß¡æ ì�
jß¡îJçÍáoêCìtî¡êM
/þ%� � �@ß

jßJà{âHãÙçdþØçoßJáÍé î¡êEà/çÍáoêEãËìÔç��@ß�ìÍé�ê�êEç��rà@ß¡ìoì�ê���ç��@ßuáoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà=è7ß¡îJçoêEá"�

ñ"O



� �@ß�äÙà�çÍáoê�æKí@îJçÍäËêEàØê��*â�
PßJà{âHãÙç¨þ�çoßJáÍé îbâHà�ßbâEìÍäÙãÙþ�ÿPßÔâEæ@â�
rçoß¡æ�çoê�êEç��@ßJá-æKäÙé�ßJà@ìoäËêEà%áoß¡æKí@îJçÍäËêEà
çoß¡î��ràräCB�í@ß¡ì"��a@êEáÂß��@âHéR
rãËß9�¤êEáUD&áÍäÙà@îJäW
{âHã,l-êEéR
PêEà@ßJà/çoìF�Ôà{âHãÙþKìÍäËìbë²ç��@ßR
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�êM
rçÍäÙé�äÙå
âHçÍäËêEà
îJáÍäÙçoßJáÍäËêEà3äËì

max
w

èCâHá
(Xw)

wTw + wTPw
.

DGEH1�îbâHàf�{âHà@æKãËß�éÂírãÙçÍäÙèCâHáÍä£âHçoßÁáoß¡ì�
jêEà@ìtß¡ì
Y
� � �@ß�à{âHçÍírátâHã-ß��KçoßJà@ìÍäËêEà ê��ÔîJáÍäÙçoßJáÍäËêEà � 3 � äËì�ç��@ß�¤êEãÙãËê � äÙàrÞ��

max
w

‖
î¡ê
è

(Xw,Y )‖2

wTw
= max

w

wTXT Y Y T Xw

wTw
.

�¬ìoäÙàrÞFE²âHÞCátâHàrÞCä£âHà=é©írãÙçÍäW
rãÙäËßJáoìbë � ß¸ærß¡æKí@î¡ß¸ç��{âHçÃç��@ß¸ìoêEãÙírçÍäËêEà=äËì]ç��@ß
ßJäÙÞ7ßJà�è7ß¡îJçoêEáÔê��²ç��@ß¬é%âHçÍáÍä
�

B = XT Y Y T X

ç��{âHç¸î¡êEáÍáoß¡ì�
jêEà@ærì
çoê�ç��@ßÒã£âHáÍÞ7ß¡ìÍç¸ßJäÙÞ7ßJà�èEâHãÙí@ß�ê��
B
� � �räËì
ßJäÙÞ7ßJà/è7ß¡îJçoêEáuäËì¸í@ìÍí{âHãÙãÙþ î¡êEéR
rírçoß¡æ äÙà

âHà äÙçoßJátâHçÍäÙè7ßS�RâEì��räËêEà5�](�� � ß � âHà�ç�çoê!â�
�
rãÙþp
PßJà{âHãÙäÙåbß¡ædDGEH1]�¤êEá�éÂírãÙçÍäÙèCâHáÍä£âHçoß3áoß¡ì�
jêEà@ìoß¡ì
ë � ß
î¡êEéR
rírçoß

max
w

wTXT Y Y T Xw

wTw + wTPw
.

� �@ßuìoêEãÙírçÍäËêEà+�¤írã
�@ãÙãËì
Bw = γ (Ip + P )w, γ ∈ R .

� �räËì�äËì�îbâHãÙãËß¡æ�â
Þ7ßJà@ßJátâHãÙäÙåbß¡æÁßJäÙÞ7ßJà/èCâHãÙí@ß6
ráoêEÿrãËßJé êEá�â�é%âHçÍáÍä
�9
PßJà@îJäÙãN�&ü¸êEçoßÅç��{âHçG�RêEá�éÂírãÙçÍäÙèCâHáÍä~ð
âHçoß

Y
ë�ç��@ß
ßiB/íräÙèCâHãËßJà@î¡ß
ê���17( = DGE�1�âHà@æØü/(�Dk�/EH1�ærê�ß¡ì-à@êEç,�@êEãËæ¶ëKìoê � ßuß��7
Pß¡îJç-ç��@ßj
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ

è7ßJáoìÍäËêEà@ì
ê��]ç��@ß¡ìoß©é�ßJç��@ê�ærì
çoê�ÿPß©æKä~ý¶ßJáoßJà/çÂâEì � ßJãÙãN� � �@ßJáoß�âHáoßU_7ßJáÍà@ßJã&è7ßJáoìÍäËêEà@ìj�¤êEá�DGEH1 � äÙç��
éÂírãÙçÍäÙèCâHáÍä£âHçoß

Y ��� �Hàrà{âHá©ßJç©âHãN� ñ"!#!�P ë � êCìÍäW
{âHã ��� áoßqïÍê - $#$Kñ�� ëH�@ßJà@î¡ß � ß�îbâHà âHãËìoêØáoß�
ráoß¡ìoßJà�çéÂírãÙçÍäÙèCâHáÍä£âHçoß[
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�DGEH1=äÙà=çoßJáÍé�ìÔê���_7ßJáÍà@ßJãlé%âHçÍáÍäËî¡ß¡ì"�

W úXU
ôÒ÷TY|u'w&øU~)wT�cw&ô¬õ
� �räËì¸áoß¡ìoßbâHáoî�� � âEì¸ìoí�
�
jêEáÍçoß¡æ�ÿ/þÕç��@ß9Z¸ßJírçoìtî��@ß9a@êEáoìoî'�/íràrÞ7ìÍÞ7ßJé�ßJäÙà@ìoî'�{â��5ç � 17a�e}3 O#? ë��&1�çtâHçÍäËì}ðçÍäËîbâHãY�¬à{âHãÙþ�ìÍäËìÅê��XZ¸äËìoîJáoßJçoßU1�çÍáÍí@îJçÍíráoß¡ì&� � �

{�w[Ziw�ö^w&ôÒúHwXx
eÃêEírãËß¡ìÍçoßJä
�PëQ�U� ð�Eb� �.- $#$#?%� ë�\ = â��KäÙé%âHãÙãÙþ�1�ßJãËß¡îJçoß¡æSl`�rä~ð�17B/í{âHáoß�1�çtâHçÍäËìÍçÍäËî¡ìX�RêEá`g¬áoæKäÙà{âHã�]uâHáÍä£âHÿrãËß¡ì_^Ùë`)ª�´M¦h¥�¨�©�ª.½�§M¶ba7´M¯Q©�µ�§M¶�ëXQlë PTLKñ � PT? - �
eÃêEírãËß¡ìÍçoßJä
�Pë��F� ð�EG� � 1�çÍáÍäÙé�é�ßJábë � � �.- $#$#?%� ëc\ D�âHáÍçÍä£âHã�ElßbâEìÍçj17B�í{âHáoß¡ìbÝG�d]
ßJáoìtâHçÍäÙãËß � ê�êEã^�¤êEáÃç��@ß
�¬à{âHãÙþ�ìÍäËì�ê�� � äÙÞ#�Kð�Z¬äÙé�ßJà@ìoäËêEà{âHã��
ßJà@êEé�äËî,Z
âHçtâ�^Ùë!`)©�ª.¥JËbµQ³�­`ªJµe`)ª�´#ª�µ"¹i´M©�¦�§#¨�ª�½�­X��çoê
â�
�
jßbâHá"�

e-írçÍãËßJábë�üU� � Z
ßJà��{âHé3ë = � �.- $#$#$%� ëf\ � �@ß�D*ß¡îJírãÙä£âHá;1Q�ráÍäÙà�_CâHÞ7ß�D&áoêM
jßJáÍçÍäËß¡ì=ê��VD�âHáÍçÍä£âHã*ElßbâEìÍç17B�í{âHáoß¡ì � ßJÞCáoß¡ìoìoäËêEàc^ÙëcaQ´M¯7©�µ�§M¶H´&¹[¨J¤�¥hg)´MÐ%§M¶^Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�§M¶^Åk´�½�ª.¥i¨�Ði`êñ Á ë L#O#L � L#! 3��
ærß*eÃê�êEábë�l/� � ñ"!%KMO%� ë ÷ Â�©&§T½i¨�ª�½'§M¶:j,¯7ª�²Q¥V¨N´�Å#°�¶¾ªJµk¥«­Vë�1Q
ráÍäÙàrÞ7ßJá"�

ñ"!



ærßU�/êEàrÞ@ëH1k� � ñ"!#! 3 � ë=\¸17( = DGEH1jÝq�¬à4�¬ãÙçoßJáÍà{âHçÍäÙè7ßR�6
�
ráoê7âEî'� çoê8D�âHáÍçÍä£âHãGElßbâEìÍçV17B�í{âHáoß¡ì � ßJÞCáoß¡ì}ðìÍäËêEàc^ÙëTkH¤�¥�¦R´#¦�¥i¨�©«ª.½�­U§Mµ�²9Æ«µ�¨�¥�¶J¶¾ª
³T¥�µ�¨�ÄY§T±�´M©�§#¨N´M©�ÐhÅ�Ð�­�¨�¥�¦F­j��Qlë - LKñ � - ? 3��
ærß*�7êEàrÞ@ëk1k� � ñ"!#!#L%� ëc\ DGEH1;1Q�ráÍäÙà�_Kì_^Ùëla7´M¯Q©�µ�§M¶�´&¹mkH¤�¥�¦�´M¦h¥�¨�©�ª.½�­n+²ë�3 - 3��73 - ? �
Z¸írátâHà@æ¶ë�����a�� � ñ"!#! 3 � ëo\¸�
ßJà@ßJátâHãÙäÙåbß¡æ+D�áÍäÙà@îJäW
{âHã�l-êEéR
jêEà@ßJà�ç)�Ôà{âHãÙþKìÍäËì � äÙç�� � ß¡ì�
jß¡îJç-çoê9(¨à@ìÍçÍáÍíKðé�ßJà/çtâHã
]]âHáÍä£âHÿrãËß¡ì�è�ä£â��ÔàräÙèCâHáÍä£âHçoßj1Q
rãÙäÙà@ß � átâHà@ì&�RêEáÍé%âHçÍäËêEà@ì_^Ùë[kX´M¦j°�¯�§%¨�ª�´Mµk§M¶�Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�­6§Mµ�²

pU§#¨N§ ÷ µk§M¶¸Ð�­�ª®­6��ñlë P - 3�� P#PT$ �
Z¸írátâHà@æ¶ëY���qa,� �.- $#$Kñ�� ëT\ E²ê�îbâHãbD]êEãÙþ�à@êEé�ä£âHã��¬æræKäÙçÍäÙè7ß � ßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà � �ráoêEírÞ#�pDbEH1 âHà@æf1Q
rãÙäÙà@ß¡ìbÝDGEH1�1X^Ùë5kH¤�¥�¦�´M¦h¥�¨�©�ª�½�­[§#µ�²FÆ«µ�¨�¥�¶�¶¾ªW³T¥�µ�¨XÄ5§T±�´M©&§%¨N´M©«ÐhÅ�Ð�­�¨�¥�¦F­)ï�Qlë - 3 L � - PT? �
Z¸írátâHà@æ¶ë�����a�� � 1KâHÿ{âHçÍäËßJábë � � � ñ"!#!%K#� ë!\ �ÅæræKäÙçÍäÙè7ß,1Q
rãÙäÙà@ß¡ìq�RêEá5D]âHáÍçÍä£âHãTElßbâEìÍç�17B/í{âHáoß¡ì � ßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEàc^ÙëaQ´#¯Q©�µ�§M¶H´�¹[¨J¤�¥ ÷ ¦�¥�©«ª.½�§Mµ2Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�§M¶ ÷ ­'­i´"½�ª.§#¨�ª�´#µG+ Á ë ñ"L�PT? � ñ"L#L�P �

< äÙãËßJáoìbë%D�� � = âHá&�Pë%e�� � ñ"!#!#?%� ë�\ a�ãËß��KäÙÿrãËß61�é�ê�êEç��räÙàrÞ � äÙç���e]ð�1Q
rãÙäÙà@ß¡ì�âHà@æRD�ßJà{âHãÙçÍäËß¡ì_^Ùë�Åk¨N§#¨�ª®­�¨�ª�½'§M¶Åk½�ªN¥�µ�½«¥����jë O#! � ñ - ñ �
arátâHà�_Pëb(�� � aráÍäËß¡æKé%âHàlë���� � ñ"!#! 3 � ë�\ �ü1�çtâHçÍäËìÍçÍäËîbâHãV]¸äËß � ê��¸ìoêEé�ß�l`�@ßJé�êEé�ßJçÍáÍäËî¡ì � ßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà� ê�êEãËì_^Ùë`£k¥�½�¤Qµ�´M¦h¥�¨�©�ª�½�­ È ïlë ñ"$#! � ñ 3 L �
�
êEãÙírÿlë��R� � èCâHàoElê7âHàlë�l/� � ñ"!#O 3 � ëTq4§%¨�©«ªW¬rkX´#¦6°k¯7¨N§#¨�ª.´Mµ{ëH�7êM�rà � êM
�_�äÙà@ìV�ÔàräÙè7ßJáoìÍäÙçdþoD&áoß¡ìoìbëeÅâHãÙçÍäÙé�êEáoß#�
�
êEírçÍäËìbë�l/� � ñ"!#!#?%� ës\ D]âHáÍçÍä£âHã[ElßbâEìÍç;17B�í{âHáoß¡ìØþ�äËßJãËærì�1Q�ráÍäÙà�_CâHÞ7ß < ìÍçÍäÙé%âHçoêEáoì_^Ùë+£Y¤�¥ ÷ µ�µ�§M¶¸­2´&¹Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�­ Á ë²ë OKñ"? � O - P �
�
êEírçÍäËìbë)l/� � a@ßbâHáÍàlë � � � ñ"!#!#?%� ët\ D]âHáÍçÍä£âHã�ElßbâEìÍç+17B/í{âHáoß¡ì � ßJÞCáoß¡ìoìoäËêEà±êEàê1�é�ê�êEç��Aa&âEîJçoêEáoì_^ÙëaQ´#¯Q©�µ�§M¶H´�¹[¨J¤�¥ ÷ ¦�¥�©«ª.½�§Mµ2Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�§M¶ ÷ ­'­i´"½�ª.§#¨�ª�´#µG+q�jë ? - K � ? 3 - �

� âEìoçÍäËßCë � � �>� äÙÿ@ì��räÙátâHàräZë � � � ñ"!#!#$%� ë&j6¥�µk¥�©&§M¶¾ªCÃ�¥�² ÷ ²%²Mª�¨�ª�»�¥fq4´"²Q¥�¶ ­Jë�l`�{â�
ré%âHà�âHà@æ � âHãÙãN�

� ßJãÙã£âHà@æ¶ëM(�� � ñ"!#O#O%� ë�\¸g¬àÒç��@ß,1�çÍáÍí@îJçÍíráoßÃê���D�âHáÍçÍä£âHã�ElßbâEìÍçG17B/í{âHáoß¡ì � ßJÞCáoß¡ìtìÍäËêEàc^ÙëlkX´M¦9¦F¯7µ�ª.½�§#¨�ª.´Mµ�­ªJµ�Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�­«·XÅ�ª�¦9¯7¶
§%¨�ª�´Mµ�§Mµ�²ukX´M¦j°�¯�¨N§#¨�ª�´#µ�� ö �.- � ë L#OKñ � ?#$%K �

� ß¡ìoçoßJà@ß¡ìbë = � � 1�çÍäËß��RßJãZë < � � ñ"!#L - � ën\ = ßJç��@ê�ærìV�RêEá9l-êEàEï}írÞ/âHçoßS�¸átâEæKäËßJà�çoìF�¤êEáR1�êEãÙè�äÙàrÞ�E¶äÙà@ßbâHá1�þKìÍçoßJé�ì_^ÙëlaQ´#¯Q©�µ�§M¶H´�¹vg)¥«­i¥�§M©&½�¤4´&¹[¨J¤�¥tw[§%¨�ª�´Mµk§M¶
`	¯7©�¥�§M¯0´&¹�Å�¨N§Mµ�²T§M©&²M­�ë
+²ë PT$#! � P 3 ? �
� êEà@æKþ�ãÙäËìbëk�U� � I �räÙçÍçtâ�_7ßJábëk��� �.- $#$#?%� ëx\ D&áoß¡î¡êEà@æKäÙçÍäËêEàräÙàrÞ � áÍþ�ãËêbè21Q
{âEî¡ß¡ìuâHà@æy]]âHáÍä£âHÿrãËß91�ßJãËß¡îVðçÍäËêEà3äÙà�DGE�1 � ^Ùë7°�©�¥�°�©�ªJµ�¨G�
E²âHà@îJåbêCìbë*l/� � ñ"!#L#$%� ëz\ �¬à�(¨çoßJátâHçÍäËêEà = ßJç��@ê�æA�RêEá�ç��@ßf1�êEãÙírçÍäËêEà ê��©ç��@ß < äÙÞ7ßJà/èCâHãÙí@ß0D&áoêEÿrãËßJéê��/EläÙà@ßbâHáhZ¸ä~ýPßJáoßJà�çÍä£âHã¬âHà@æm(dà/çoßJÞCátâHãjgj
PßJátâHçoêEáoì_^Ùëva7´M¯7©«µ�§#¶6´&¹mg)¥«­i¥�§M©&½�¤m´�¹S¨J¤�¥mw[§%¨�ª�´Mµk§M¶

`)¯Q©�¥�§M¯0´&¹�Å�¨N§Mµk²%§M©�²�­�ë^ï¶ë -#- L � - O#$ �
= âHàrà@ßCë � � � ñ"!#O%K#� ës\ �Ôà{âHãÙþKìÍäËì=ê�� � � ênD�âHáÍçÍä£âHã~ð�ElßbâEìoç}ð�17B/í{âHáoß¡ì4�ÔãÙÞ7êEáÍäÙç��ré�ì+�¤êEá = írãÙçÍäÙèEâHáÍä£âHçoßlÃâHãÙäÙÿrátâHçÍäËêEàc^Ùë:kH¤�¥�¦�´M¦h¥�¨�©«ª.½�­U§Mµk²FÆ«µ�¨�¥�¶�¶¾ª
³Q¥�µ�¨�ÄY§T±�´M©�§#¨N´M©�Ð8Å�Ð�­�¨�¥�¦F­ Á ë ñ"O%K � ñ"!%K �
= âHáÍçoßJà@ì
ë � � � ü
âEß¡ìbë � � � ñ"!#O#!%� ëcq;¯Q¶
¨�ªJ»�§M©�ª�§#¨�¥{kX§M¶¾ªN±�©&§%¨�ª�´Mµ9ë I äÙãËßJþ7ë@ü¸ß �}| êEá�_^�

- $



DX�{âHçtâ�_Pë6�F� � ærß � ê�êEÞ@ë)a,� �.- $#$ 3 � ëz\ < �7
rãËêEäÙçÍäÙàrÞ ç��@ßol-êEàrà@ß¡îJçÍäËêEà ÿPßJç � ß¡ßJà|DbEH1jë	E²âHà@îJåbêCìbëâHà@æ2l-êEàEï}írÞ/âHçoß9�
átâEæKäËßJà/çoìbÝ��ÔãÙçoßJáÍà{âHçÍäÙè7ßFD&áoê�ê��¤ì¬ê���ìtêEé�ßVD&áoêM
PßJáÍçÍäËß¡ì¬ê��GDGE�1X^ÙëbaQ´#¯Q©�µ�§M¶�´&¹
kH¤�¥�¦�´M¦h¥�¨�©�ª.½�­j��ñlë�3 ?Kñ �73 ?%K �

� Z
ßJè7ßJãËêM
ré�ßJà/çXl-êEáoß � ßbâHé �.- $#$#L%� ë�g/~ ÷ Ä5§#µQ³M¯�§"³T¥	§Mµk²n�,µ�»"ªJ©&´Mµ�¦�¥�µ�¨�¹i´M©bÅ�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�§M¶
kX´M¦j°�¯�¨��ªJµQ³Cë � a{êEírà@æ@âHçÍäËêEà��RêEáj1�çtâHçÍäËìÍçÍäËîbâHã�l-êEéR
rírçÍäÙàrÞ@ë
]¬äËßJàrà{âKë��¬í@ìÍçÍáÍä£â��X(�17eÃü}3�ð !#$#$#$#LKñ ð $%K ð $ ����Ø�V��¤Q¨.¨¸°l~ ����ÊXÊXÊ º gh�W°k©&´&Ç"¥�½i¨ º ´M©.³

� �Hàrà{âHábë)1k�Ùë,E¶äÙà@æKÞCáoßJàlë	a,�Ùë)�
ßJã£âEæKäZë,DH� � I êEãËæ¶ë61k� � ñ"!#!�PQ� ëh\ �cDGEH1 � ßJáÍà@ßJã/�ÔãÙÞ7êEáÍäÙç��réò�¤êEáZuâHçtâV1�ßJçoì � äÙç���é%âHà/þ�]uâHáÍä£âHÿrãËß¡ì-âHà@æ8a�ß � ßJá,g¬ÿKïÍß¡îJçoìbëQD]âHáÍç`(VÝ � �@ß¡êEáÍþ%âHà@æh�j
�
rãÙäËîbâHçÍäËêEà@ì_^Ùë
aQ´#¯Q©�µ�§M¶H´�¹mkH¤�¥�¦�´M¦h¥�¨�©�ª�½�­VQlë ñCñCñ � ñ - L �

� êCìÍäW
{âHãZë � � � � á'�Hé�ßJábë/üF� �.- $#$#?%� ë�g¬è7ßJáÍè�äËß � âHà@æ � ß¡î¡ßJà/çG�¸æKèCâHà@î¡ß¡ì&äÙà�D]âHáÍçÍä£âHã�ElßbâEìÍç,17B/í{âHáoß¡ìbëªJµ�\¸1�írÿ@ì�
{âEî¡ßCëHE*âHçoßJà/ç91�çÍáÍí@îJçÍíráoßÁâHà@æ0a@ßbâHçÍíráoß�1�ßJãËß¡îJçÍäËêEà � ß¡î'�ràräCB/í@ß¡ì_^Ùë�Elß¡îJçÍíráoß�ü¬êEçoß¡ìuäÙà
l-êEéR
rírçoßJá�1�îJäËßJà@î¡ßCëk1Q
ráÍäÙàrÞ7ßJábë�
�
5��3 P � LKñ �

� êCìÍäW
{âHãZë � � �é� áoßqïÍêrëqEG� �.- $#$Kñ�� ë=\ � ßJáÍà@ßJãGD]âHáÍçÍä£âHãGElßbâEìoç[17B�í{âHáoß¡ì � ßJÞCáoß¡ìtìÍäËêEàÕäÙà � ß�
ráoê�æKí@îJäÙàrÞ� ßJáÍà@ßJã � äÙãÙÿjßJáÍçj1Q
{âEî¡ß¡ì�^ÙëcaQ´M¯7©�µ�§M¶H´&¹tq�§%½�¤TªJµk¥�ÄY¥�§#©«µ�ªJµQ³�g)¥«­"¥�§M©�½�¤ Á ë !%K � ñ - 3��

� êCìÍäW
{âHãZë � �Ùë � áoßqïÍêrë�EG� �ý= âHçÍç��@ß � ìbëke�� �.- $#$ 3 � ë � ßJáÍà@ßJã�DGE�1/ð�18]jl��RêEá6E¶äÙà@ßbâHáuâHà@æ�ü¬êEàrãÙäÙà@ßbâHál�ã£âEìoìÍä
�{îbâHçÍäËêEàlë5ª�µ#\ D&áoê�î¡ß¡ß¡æKäÙàrÞ7ìÔê���ç��@ß � � ßJà�çÍäËßJç��2(dà/çoßJáÍà{âHçÍäËêEà{âHã�l-êEà��RßJáoßJà@î¡ß�êEà = âEî��räÙà@ß
ElßbâHáÍàräÙàrÞ�^Ùë I âEì��räÙàrÞCçoêEàlë�Z[l¸ë�
�
5� ?�PT$ � ?�PQK �

� í�
�
PßJáÍçbë,ZF� �.- $#$ - � ët\¸1�ßJãËß¡îJçÍäÙàrÞ�ç��@ß ü¬íréÂÿPßJá�ê�� � à@êEçoìh�¤êEáhD]ßJà{âHãÙäÙåbß¡æ 1Q
rãÙäÙà@ß¡ì_^Ùëta7´M¯Q©�µ�§M¶/´&¹kX´M¦j°�¯�¨N§#¨�ª.´Mµ�§M¶Y§Mµk²�j,©�§«°�¤Tª.½�§M¶5Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�­j���9ë K 3 L � KML%K �
1�î���ÿEãW_7êM
��Íë�e�� � 1�é�êEã£âKë��F� �.- $#$ - � ëqÄY¥�§M©�µ�ªJµQ³8ÊXªJ¨J¤8ì9¥�©�µk¥�¶¸­ º Å�¯"°T°�´M©�¨i��¥�½i¨N´M©sq4§%½�¤TªJµk¥«­«·=g)¥.³��¯7¶
§M©�ªCÃ"§#¨�ª.´Mµ�·	ùH°k¨�ªJ¦FªCÃ"§%¨�ª�´Mµ�·G§#µ�²e`/¥�Ð%´Mµ�² º ë � �@ß = ( � D&áoß¡ìoì"�
1�çoêEà@ßCë = � � e�áoê�êM_Kìbë � � � ñ"!#!#$%� ëe\¸l-êEà/çÍäÙà�íríré � ßJÞCáoß¡ìtìÍäËêEàlÝ\l�áoêCìtì}ð?]
âHãÙäËæ@âHçoß¡æ 1�ßiB�í@ßJà/çÍä£âHãÙãÙþl-êEà@ìÍçÍáÍí@îJçoß¡æFD&áoß¡æKäËîJçÍäËêEà < éÂÿrátâEîJäÙàrÞUg¬áoæKäÙà{âHáÍþUElßbâEìÍçG17B/í{âHáoß¡ìbëMD]âHáÍçÍä£âHã�ElßbâEìÍçG17B�í{âHáoß¡ì�âHà@æD&áÍäÙà@îJäW
{âHãXl-êEéR
jêEà@ßJà�çoì � ßJÞCáoß¡ìtìÍäËêEà � � äÙç��;Z¸äËìoîJí@ìoìÍäËêEà � ^Ùëla7´M¯7©«µ�§#¶H´&¹[¨J¤�¥tg	´MÐ%§M¶^Åk¨N§#¨�ª®­�¨�ª�½'§M¶Åk´"½iª.¥�¨�Ð�`Aï Á ë - 3 K � - ?#! �

I êEãËæ¶ë � � � ñ"!%KML%� ëXD�âHç�� = ê�ærßJãËì � äÙç��\E²âHçoßJà/çe]]âHáÍä£âHÿrãËß¡ìbÝ � �@ß�üj(�D��/EH1o�6
�
ráoê7âEî'�lë,ª�µ � �He/�ßJçuâHãN�Ùëjß¡æq�Ùë=\ @ í{âHà�çÍäÙçtâHçÍäÙè7ß81�ê�îJäËêEãËêEÞCþjÝ)(dà/çoßJáÍà{âHçÍäËêEà{âHã`D*ßJáoì�
Pß¡îJçÍäÙè7ß¡ìuêEà = âHç��@ßJé%âHçÍäËîbâHã]âHà@æ
1�çtâHçÍäËìÍçÍäËîbâHã = ê�ærßJã5e�íräÙãËæKäÙàrÞ�^Ùë��ÅîbâEærßJé�äËîVD&áoß¡ìtìbë�
�
5��3 $%K �73 L%K �

I êEãËæ¶ë�1k�Ùë � í��@ßCë � �Ùë I êEãËæ¶ë � � � (�(�(Vë I �5Z9� � ñ"!#O�PQ� ë5\ � �@ß�l-êEãÙãÙäÙà@ßbâHáÍäÙçdþfD&áoêEÿrãËßJé äÙàpE¶äÙà@ßbâHá
� ßJÞCáoß¡ìtìÍäËêEà5� � �@ßGD]âHáÍçÍä£âHã7ElßbâEìÍçH17B�í{âHáoß¡ì � DGEH1 � �6
�
ráoê7âEî'��çoêj�
ßJà@ßJátâHãÙäÙåbß¡æU(¨à�è7ßJáoìoß¡ì_^ÙëTÅ�Æ ÷ qaQ´#¯Q©�µ�§M¶H´�¹�Åk½�ªN¥�µ�¨�ª Ë`½U§#µ�²RÅk¨N§#¨�ª®­�¨�ª�½'§M¶&kX´M¦j°�¯�¨N§#¨�ª�´#µ�­	ïlë K 3 L � K�P 3��

I ê�ê�æ¶ë	1k� �.- $#$#?%� ëij6¥�µk¥�©�§M¶¾ªWÃ�¥�² ÷ ²%²Mª�¨�ªJ»�¥#q�´"²T¥�¶¸­(~ ÷ µmÆ«µ�¨�©�´"²M¯�½i¨�ª.´MµAÊXª�¨J¤�g
ëbl`�{â�
ré%âHà âHà@æ
� âHãÙãN�

I ê�ê�æ¶ë�1k�
üU� �.- $#$#$%� ë#\ = ê�ærßJãÙãÙäÙàrÞ âHà@æ 1�é�ê�êEç��räÙàrÞ|D�âHátâHé�ßJçoßJá < ìÍçÍäÙé%âHçÍäËêEà � äÙç�� = írãÙçÍäW
rãËß@ í{âEæKátâHçÍäËîVD�ßJà{âHãÙçÍäËß¡ì_^ÙëxaQ´M¯7©«µk§M¶H´&¹[¨J¤�¥tg	´#Ð#§#¶^Å�¨N§#¨�ª�­�¨�ª.½�§M¶qÅk´�½�ª.¥i¨�Ðe`êñ Á �.- � ë P@ñ 3�� P - O �

- ñ



W s öj÷u÷�Zix

I ß
áoß¡îbâHãÙãlç��{âHç	�RêEá k < i

Xi =
i−1∏

j=k

(
In −Ptj

)
Xk =

(
In −Ptk,...,ti−1

)
Xk �.- PQ�

� �@ß�ã£âEìÍç�ßiB/í{âHãÙäÙçdþR�¤êEãÙãËê � ìG�¤áoêEé�ç��@ß)�RâEîJç�ç��{âHç]ç��@ßÔî¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì ti

âHáoß�éÂírçÍí{âHãÙãÙþ�êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHãN�G(¨à

{âHáÍçÍäËîJírã£âHábë � ß�êEÿrçtâHäÙà

Xi =
(
In −Pt1,...,ti−1

)
X . �.- L%�

Â�©�´"´&¹U´&¹*¶C¥�¦9¦�§�Í º a�äÙáoìÍçÅà@êEçoß
ç��{âHç �.- L%� äËìÅßiB�íräÙèEâHãËßJà�ç�çoê X = Xj +Pt1,...,tj−1X
�X(dç��¤êEãÙãËê � ì

ç��{âHç

Xwj = Xjwj + Pt1,...,tj−1X wj = tj +

j−1∑

i=1

tT
i Xwj

tT
i ti

ti . �.- ?%�

�¬ì�âHãÙã*î¡êEéR
jêEà@ßJà�çoì
ti

âHáoß
é©írçÍí{âHãÙãÙþ3êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHãZë

tT
i Xwj =





tT
i ti 6= 0 , i = j

0 , i > j

∗ ,
êEç��@ßJá � äËìoß

.

I ßÃî¡êEà@îJãÙí@ærßÅç��{âHç R äËì�âHà�í�
�
PßJá&çÍáÍä£âHàrÞCírã£âHá�é%âHçÍáÍä
� � äÙç��%âHãÙã@æKä£âHÞ7êEà{âHã{ßJãËßJé�ßJà/çoì 6= 0
��a@íráÍç��@ßJá}ð

é�êEáoßCë/äÙç`�RêEãÙãËê � ì`�5áoêEé �.- ?%� ç��{âHçÅâHãÙã{è7ß¡îJçoêEáoì Xwj

âHáoß�ãÙäÙà@ßbâHáÃî¡êEéÂÿräÙà{âHçÍäËêEà@ì�ê��lç��@ß¬î¡êEéR
jêEà@ßJà�çoì
t1, . . . , tj

� � �räËìläÙéR
rãÙäËß¡ì²ç��{âHçlç��@ß&î¡êEãÙíré�à@ì*ê��
XW

âHà@æuç��@ß]î¡êEãÙíré�à@ì²ê��
T
ì�
{âHà�ç��@ß�ì_âHé�ß&ì�
{âEî¡ß#�

a�äÙà{âHãÙãÙþ7ë � ß8�{â¡è7ßÁçoê ì��@ê � ç��{âHç R
äËìÒÿräËæKä£âHÞ7êEà{âHãN� � ê2
ráoêbè7ßÁç��räËìbë � ßØì��@ê � ç��{âHç Xiwj = 0�¤êEá

j < i
� � �@ßØî¡êEà@æKäÙçÍäËêEà

i > j
äÙéR
rãÙäËß¡ì � áoß¡îbâHãÙã �.- PQ��� ç��{âHç Xi = Xj − Ptj ,...,ti−1Xj

âHà@æ
î¡êEà@ìoßiB�í@ßJà/çÍãÙþ

Xiwj = Xjwj −Pt1,...,ti−1Xjwj = tj −Pt1,...,ti−1tj
j≤i−1

= tj − tj = 0 .

� �räËìÅäÙéR
rãÙäËß¡ì�ç��{âHç)�¤êEá
i − 1 > j

tT
i Xwj = tT

i

(
Xi + Pt1,...,ti−1X

)
wj

= tT
i

(
Xiwj + Pt1,...,ti−1Xwj

)

= tT
i

(
Pt1,...,ti−1Xwj

)
= 0 .

Â�©�´"´&¹U´&¹�°k©&´«°�´�­«ª�¨�ª�´#µu� º a@êEá i = 1
ë � ß*�{âbè7ß w̃1 = w1

âEì
X1 = X

�Ga@êEá¬âÒÞ7ßJà@ßJátâHã
i
ë � ß*�{âbè7ß

ti+1 = Xi+1wi+1 = (X −Pt1,...,ti
X) wi+1 = Xwi+1 −Pti

Xwi+1 .

-#-



� �@ßÅã£âEìÍç�ßiB�í{âHãÙäÙç¨þR�@êEãËærì]âEì
R = T TXW

äËì&ÿräËæKä£âHÞ7êEà{âHãN�X�¸ìÍäÙàrÞ*�RêEáÍéÂírã£â � ?%� �RêEá�ç��@ß	
ráoêHïÍß¡îJçÍäËêEàêM
jßJátâHçoêEábë@äÙç,�¤êEãÙãËê � ì�ç��{âHç

ti+1 = Xwi+1 − X
w̃iw̃

T
i

w̃T
i XT Xw̃i

XtXwi+1 .

I ßuî¡êEà@îJãÙí@ærß�ç��{âHç

w̃i+1 = wi+1 −
w̃T

i XT Xwi+1

w̃T
i XT Xw̃i

w̃i .

� �@ß
áoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà ß¡ìoçÍäÙé%âHçoßÂâ��5çoßJá
i + 1

ìÍçoß�
@ìÅäËì

Xβ̂
(i+1)

= Pt1,...,ti+1Y

= Xβ̂
(i)

+ Pti+1Y

= Xβ̂
(i)

+ X
w̃i+1w̃

T
i+1

w̃T
i+1X

T Xw̃i+1
XT Y .

� �räËì�î¡êEà@îJãÙí@ærß¡ì�ç��@ß[
ráoê�ê����
Â�©�´"´&¹U´&¹*¶C¥�¦9¦�§z� º	I ßÁí@ìoß�äÙà@æKí@îJçÍäËêEà5�0a@êEá m = 1 � ßh_�à@ê � ç��{âHç w1 = bM

�2a@êEá�â����Kß¡æ
m > 1

ë � ßÂî¡êEà@îJãÙí@ærßU�5áoêEé)ç��@ß�äÙà@æKí@îJçÍäËêEà4�/þ7
jêEç��@ß¡ìoäËì
âHà@æ ãËßJé�é%â ñ ç��{âHç¬ßJè7ßJáÍþ=è7ß¡îJçoêEá s
ç��{âHç

ãÙäËß¡ìÅäÙà=ç��@ß�ì�
{âHà3ê��
t1, . . . , tm

äËì�ê���ç��@ß��¤êEáÍé

s = Xv , v ∈
ì�
{âHà

{w1, . . . ,wm} = K(m) . �.- K#�

I ßuî¡êEà@îJãÙí@ærß�ç��{âHç

XT
m+1y = (X −Pt1,...,tmX)T

y = XT y − XTPt1,...,tmy
(27)
= b − XT Xs

âHà@æØç��{âHç
wm+1 = MXT

m+1y = Mb − MAs = bM − AMs ∈ K(m+1) .

(dà�ç��@ß¬áoß¡ìÍçÃê��²ç��@ßuâ�
�
jßJà@æKä
�¶ë � ß
ì��@ê � ç��@ß¸ßiB/íräÙèCâHãËßJà@î¡ß
ê��Y
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�DbEH1ÁâHà@æ�ç��@ß/
ráoß¡î¡êEàKð
æKäÙçÍäËêEà@ß¡æ3î¡êEàEï}írÞ/âHçoß�ÞCátâEæKäËßJà/ç¬é�ßJç��@ê�æq�
��:�?�?!��Q5¢��9¥[¤7§#»�¥

­N°�§Mµ
{d0, . . . ,dm−1} =

­N°�§Mµ
{r0, . . . , rm−1} =

­�°�§Mµ
{x1, . . . ,xm} = K(m) .

� �räËì�îbâHà3ÿPß�
ráoêbè7ßJàÕè�ä£âÒäÙà@æKí@îJçÍäËêEà5�
��:�?�?!��+5¢��9¥[¤7§#»�¥

βm =

m−1∑

i=0

〈di, bM 〉M−1

〈di,AMdi〉M−1

di

- 3



Â�©�´"´&¹ º � �räËìÔî¡êEáÍáoß¡ì�
jêEà@ærìÔçoê�ç��@ßuäÙçoßJátâHçÍäÙè7ßÂærß��@àräÙçÍäËêEàÕê�� βm+1

� I ß�êEàrãÙþ��{â¡è7ßÂçoê�ì��@ê � ç��{âHç

〈di, ri〉M−1 = 〈di, bM 〉M−1 .

ü¬êEçoß
ç��{âHç
ri = b −

i−1∑

j=0

ajAMdj .

�¬ì
di

äËì
AM

ð¨êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHã�êEà/çoêÁâHãÙãlæKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì
dj , j < i

ërç��@ß[
ráoê�ê���äËì�î¡êEéR
rãËßJçoß#�
ü¸ê � � ßuâHáoßuâHÿrãËß
çoêF
ráoê�ê��²ç��@ß
ßiB�íräÙèEâHãËßJà@î¡ßuê��H
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æSDGEH1ØâHà@æÁç��@ß
î¡êEàEï}írÞ/âHçoß
ÞCátâEæKäËßJà/ç

é�ßJç��@ê�æq�
Â�©�´"´&¹U´&¹[¨J¤�¥�´M©�¥�¦ðÎ º �¸ì�ç��@ß�ìoßbâHáoî'��æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì di

ì�
{âHà�ç��@ß � áÍþ�ãËê
è©ì�
{âEî¡ß
K(m) ë � ß-îbâHà�áoß�
rã£âEî¡ß

ç��@ß�é%âHçÍáÍä
�
W
äÙà � ñ�PQ� ÿ�þ!ç��@ß�é%âHçÍáÍä
� D = (d0, . . . ,dm−1)

���¸ì�ç��@ßÁìoßbâHáoî'� æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì�âHáoß
AM

ð¨êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHãZë � ß*�{â¡è7ß

β̂PPLS = D
(
DT AD

)−1
DT b

= D
(
DT M−1AMD

)−1
DT M−1bM

=

m−1∑

i=0

〈di, bM 〉M−1

〈di,AMdi〉M−1

di

âHà@æØç��räËìÔßiB�í{âHãËìÅç��@ß��RêEáÍéÂírã£â�äÙà ãËßJé�é%â ! �

- P


