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Diskussionspapier 48 / 2003

Zusammenfassung

Ké&ufer von Sammelbildern mégen sich bisweilen fragen, wieviele Kdufe sie noch tétigen
miissen, um bestimmte Bilder, die zu Gruppen in Tiiten verpackt sind, zu erhalten. Dies
ist eine gegeniiber dem typischen ”Coupon Collector’s Problem” modifizierte Fragestel-
lung, da es dort vornehmlich um die Anzahl der nétigen Kéufe geht, um alle einzeln
verpackte Bilder zu erhalten. In diesem Beitrag wird ein klassisches Modell aus der Stich-
probentheorie angewandt, um die Wahrscheinlichkeiten fiir solche erfolgreichen Kéufe zu
berechnen. Neben der Annahme eines sog. fairen Spiels werden auch unterschiedliche
Produktionswahrscheinlichkeiten erlaubt und ein Programmecode zur Berechnung der ge-

suchten Wahrscheinlichkeiten entwickelt.

Keyword: Sammelbilder, Auswahl mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten, geome-

trische Verteilung, Ziehen ohne Zuriicklegen, Coupon Collector’s Problem.



1 Einleitung

Der weltweit operierende Panini-Konzern! gibt zu bestimmten Themen Tiiten mit Sam-

melbildern (Sticker) heraus.

Im Rahmen der aktuellen Bundesliga Spiele 2002/2003 sind dies Tiiten von jeweils 7 un-
terschiedlichen Bildern aus einer Gesamtanzahl von 498 Bildern. Im Bundesgebiet soll
es etwa 55000 Einzelhindler geben, die die bunten Tiiten meist in direkter Kassennéhe
anbieten. Die Sticker werden millionenfach produziert und laut Panini zu einer “optima-
len” Mischung zusammengestellt. Unter den Sammlern haben sich teilweise Tauschbérsen
gebildet, das Internet gibt dariiber reichhaltig Auskunft.

Hier wollen wir Fragen nachgehen, die von einigen Bildersammlern an uns gestellt wur-
den. Wieviele Ti{iten miissen im Durchschnitt gekauft werden, um bestimmte Bilder zu
bekommen? Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist noch eine bestimmte Anzahl an Tiiten zu

erwerben, um ein gesuchtes, fehlendes Bild der Sammlung in einer Tiite zu finden?

Dazu werden wir im folgenden Abschnitt erst einige grundlegende Begriffe der Kombina-
torik einfithren. Dann sollen zwei Varianten betrachtet werden. Zunichst wird im dritten
Abschnitt angenommen, daf} alle Bilder mit gleicher Wahrscheinlichkeit in die Tiiten
gepackt werden. Fiir den anderen Fall, dafl es bestimmte Bilder gibt, die mit einer ge-
ringeren Wahrscheinlichkeit produziert werden, bieten wir im vierten Abschnitt ebenfalls
einen Losungsvorschlag an. Der fiinfte Abschnitt gibt dann eine Zusammenfassung, der
fiir diese Analyse implementierte Computercode kann aus dem Internet heruntergeladen

werden.

2 Etwas Kombinatorik

Fiir die Packung einer jeden Tiite mit 7 Bildern bei insgesamt 498 verschiedenen Bildern
148t sich das Vorgehen wie folgt abbilden:

Wir ziehen Elemente aus einer Grundgesamtheit vom Umfang N = 498 ohne Zuriicklegen,
weil in jeder Tiite genau 7 verschiedene Bilder enthalten sind. Jede Tiite entspricht also
einer Stichprobe aus dieser Grundgesamtheit vom Umfang n = 7. Da die Reihenfolge, in
der die Bilder in die Tiiten gepackt werden, zunéchst nicht interessiert, handelt es sich

um sogenannte ungeordnete Stichproben ohne Zuriicklegen. Von diesen gibt es insgesamt

()= v 0

verschiedene Stichproben. Es bezeichne S die Menge der moglichen Stichproben, dann

1Siehe dazu die Website wwww.panini.de.



gilt fiir ungeordnete Stichproben des Umfanges n, S = {s1, $a, . . ., S(N)}.

n

Ist, unter bestimmten Umsténden, die Reihenfolge noch von Interesse, dann kénnen

verschiedene Stichproben betrachtet werden.? Fiir geordnete Stichproben des Umfanges
nist S = {s1,52,...,5 (N)}

» “n!
In der Tabelle 1 sind fiir ein einfaches Beispiel die méglichen Stichproben angegeben. Wir
betrachten die Ziehung von Stichproben vom Umfang n = 2 aus einer Grundgesambheit

vom Umfang N = 4.

Tabelle 1: Stichprobenmuster bei N =4 und n = 2

Unter Beachtung der Reihenfolge || Ohne Beachtung der Reihenfolge

(1,2) (1,2)
(1,3) (1,3)
(1,4) (1,4)
(271) B
(2,3) 2,3)
(2,4) 4)
(371) B
(3.2) -
(3,4) (3,4)
(4,1) -
(4,2) -
(473) B

Wir sehen in diesem einfachen Beispiel, daf§ es unter Beachtung der Reihenfolge genau

2!(;) = (4f—!2)! = 4'3:?'1 = 12 verschiedene Stichproben gibt. Ohne Beriicksichtigung der

Reihenfolge sind es lediglich 6 verschiedene Stichproben.

3 Ein “faires” Spiel

Ist bei einem Wiirfel die Wahrscheinlichkeit, daf} eine bestimmte Zahl fillt, fiir alle Zahlen

gleich, spricht der Statistiker von einem fairen Wiirfel. Dies gilt ebenso fiir eine Miinze.

2Fiir eine Einfiihrung in die Kombinatorik siehe z.B. Casella und Berger (1990), S. 13ff.



Wir sprechen von einem fairen Euro, wenn die Wahrscheinlichkeiten bei einem Miinzwurf
fiir Kopf und Zahl gleich sind.

Wie sieht also die Situation des Kartensammlers bei gleichen “Fiill”-Wahrscheinlichkeiten

aus?

Tritt jedes Element mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf, treten auch die verschiedenen

Stichproben mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf, es ist

1
p(s) = —~,s €S, ungeordnet, d.h. ohne Beachtung der Reihenfolge, (3)

()
1
p(s) = ,s € S, geordnet, d.h. mit Beachtung der Reihenfolge. (4)

n!(y)

N—l)
n—1

Stichproben befinden, da ein Element vorgegeben ist und die restlichen n — 1 Elemente

Wird die Reihenfolge nicht beachtet, kann sich wiederum jedes Element nur in (

wiederum aus N — 1 Elementen zufillig gezogen werden. Die Wahrscheinlichkeit ;, eine
bestimmte Einheit ¢ fiir = 1,2,..., N in einer ungeordneten Stichprobe vom Umfang n

zu finden, 148t sich angeben mit

1=1,2,---,N, (5)

vgl. auch Héajek (81), S. 51.

Wird hingegen die Reihenfolge beachtet, gibt es (n—1)! (]Z;l) =1-(N-1)-(N=2)---(N—
n + 1) giinstige Stichproben, die ein bestimmtes Element ¢ fiir i = 1,2,..., N enthalten.
Die Wahrscheinlichkeit 7;, eine bestimmte Einheit ¢ fiir 7 = 1,2,..., N in einer geordneten
Stichprobe vom Umfang n zu finden, lautet daher

(n=D'G5) _»

ﬂ-i:nW:N’ i:1,2,...,

N. (6)
Bei Auswahl ohne Zuriicklegen mit gleichen Ziehungswahrscheinlichkeiten gibt es beziiglich
der Wahrscheinlichkeiten, mit denen sich eine Einheit in einer Stichprobe befindet, keine

Unterschiede zwischen geordneten und ungeordneten Stichproben.

Betrachten wir nun die Tiiten. Wenn wir von einem gleichwahrscheinlichen Bestiickungs-
algorithmus ausgehen, betrigt die Wahrscheinlichkeit, zufllig eine Tiite zu kaufen, in der
sich ein bestimmtes Bild befindet, gerade

n 7

Ti= N T 108 0.014056 fiir i = 1,2, ...,498 Bilder. (7)



Nun interessiert die Frage, wie lange man im Durchschnitt Tiiten kaufen muf}, bis ein

bestimmtes Bild gefunden ist.?

Eine geeignete Modellierung hierfiir bietet die geometrische Verteilung. Sie gibt an, wie-
viele Versuche (d.h. Tiitenkiufe) mit einer gewissen “Erfolgswahrscheinlichkeit” (d.h.,
daf} ein bestimmtes Bild enthalten ist) durchzufiihren sind, bis endlich auch ein “Erfolg”

eintritt.*

Es sei X eine Zufallsvariable, die die Miflerfolge ziahlt bis zum ersten Kaufakt einer Tiite,
die einen Erfolg bringt, d.h. das gesuchte Bild enthélt. Dann beschreibt p die Erfolgswahr-

scheinlichkeit, dafl ein bestimmtes Bild in einer Tiite enthalten ist,
p=m=n/N,i=1,2,...,N.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, daf} der z-te Kauf endlich das gesuchte Bild enthilt, ergibt

sich

rz—1
p(X:x):pu—p)I*l:%(p%) firz =1,2,... (8)

Fiir die durchschnittlich zu erwartenden Kaufakte gilt
E(X)=-. 9)

Eine besondere Eigenschaft zeichnet die geometrische Verteilung aus, sie hat “kein Gedécht-
nis”. Dies bedeutet, dafl die Wahrscheinlichkeit, nach bereits #; getitigten erfolglosen
Kéufen weitere erfolglose t, Kéufe zu tun, gerade der Wahrscheinlichkeit entspricht, er-

folglose t, Kaufe zu tun, d.h.

Diese Eigenschaft entspricht auch unserem natiirlichen Verstindnis des Kartensammelns.
Beim Kaufakt weifl der Verkidufer weder, welche Karten der Kéaufer bereits hat, noch
welche Karten in den Tiiten sind. Analog zur Situation beim Roulette erhdhen viele

Fehlkdufe die Chance auf ein “gutes” P#ckchen mit der gesuchten Karte nicht.

Schliefilich kénnen wir noch die Wahrscheinlichkeit angeben, mehr als k erfolglose Kéufe

zu tétigen:

P(X>k):1—P(X§k):1—ip(1—p)x1. (11)

r=1

3Beim Coupon Collector’s Problem betrachtet man die Anzahl der insgesamt nétigen Kiufe von
einzelnen Bildern, bis alle Bilder gesammelt sind. Die zusétzliche Komplexitét der 7 unterschiedlichen

Bilder in den Tiiten wird dort nicht beriicksichtigt, vgl. dazu Motwani und Raghavan (1995).
4Fiir weitere Einzelheiten und Beweise siehe hierzu beispielsweise Casella und Berger (1990), S. 98f.



Fiir unsere Tiiten bedeutet dies, da§ im Durchschnitt 1/p = N/n = 498/7 = 71.1428
Kaufe notwendig sind, um eine bestimmte Karte zu erhalten. Die Wahrscheinlichkeit,
mehr als 100 erfolglose Kéaufe zu tétigen, liegt beispielsweise noch bei

100

P(X >100) =1— Y 0.014056(1 — 0.014056)" " = 1 — 0.7606315 = 0.2393685

r=1
also bei etwa 24%.

Erst nach 210 Kiufen wird man mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 95% eine Tiite
kaufen, die das gesuchte Bild enthélt. Voraussetzung dafiir war, daf3 die Bilder mit gleichen
Wahrscheinlichkeiten in die Tiiten kommen. Wie verdndert sich nun diese Situation, wenn
die Tiiten mit ungleichen Wahrscheinlichkeiten bestiickt werden? Dies soll der folgende
Abschnitt klaren.

4 Ein Losungsansatz

Wir betrachten nun die Ziehung von geordneten Stichproben ohne Zuriicklegen vom glei-
chen Umfang n aus einer Grundgesamtheit vom Umfang N. Die Menge & der mogli-
chen Stichproben ist & = {s1, so, .. ., sn!(i\:)}. Um die Wahrscheinlichkeiten bestimmen zu
kénnen, mit denen bestimmte Elemente in den Stichproben auftreten, ist es sinnvoll, sog.
Auswahl- und EinschluBwahrscheinlichkeiten zu definieren.

4.1 Auswahl- und Einschlufiwahrscheinlichkeiten

Die Berechnung der Auswahl- und EinschluSwahrscheinlichkeiten kann sich als schwierig
erweisen, wenn die Einheiten ohne Zuriicklegen fiir eine Stichprobe vom Umfang n > 1
gezogen werden. Es sei z; die Auswahlwahrscheinlichkeit, die i-te Einheit, i =1,2,..., N,

im ersten Zug in eine Stichprobe vom Umfang n aufzunehmen. Es gilt ZZJL zi = L.

Ferner beschreibe wieder

m=>» p(s) ,i=12,...,N, (12)

seS
1€S
die Einschlufiwahrscheinlichkeit, mit der sich die i-te Einheit in einer Stichprobe vom Um-

fang n befindet, wobei iiber alle Stichproben summiert wird, die die i-te Einheit enthalten.

Im weiteren seien die Wahrscheinlichkeiten p(s) > 0 fiir alle Stichproben s € S vom
Umfang n. Ebenso soll z;,7; > 0 fiir : = 1,2,..., N und alle Stichprobenumfinge n =
1,2,..., N gelten. Da die EinschluBwahrscheinlichkeiten von n abhingen, werden diese

im folgenden mit 7;(n) bezeichnet.



Bei Auswahl ohne Zuriicklegen sind Auswahlwahrscheinlichkeiten und Einschlu3wahr-
scheinlichkeiten im allgemeinen ungleich. Eine einmal gewihlte Einheit kann nicht ein
zweites Mal gezogen werden, so dafl jede der Auswahleinheiten hochstens einmal in der
resultierenden Stichprobe vertreten ist. Dies bedingt, dafl die vorherbestimmten Aus-
wahlwahrscheinlichkeiten nicht aufrechterhalten werden kénnen und im Verlauf der Aus-
wahlprozedur monoton wachsen. Die fiir den nachfolgenden Auswahlvorgang verbleibende
Grundgesamtheit schrumpft in dem Mafle, wie Einheiten bereits ausgewihlt und damit

aus der noch verfiigbaren Grundgesamtheit ausgeschieden sind.

Es wird also beim ersten Zug die i-te Einheit mit einer Auswahlwahrscheinlichkeit von
z; entnommen. Die Einschluflwahrscheinlichkeit, mit der sich die i-te Einheit in einer
Stichprobe vom Umfang n = 1 befindet, ist dann m;(1) = z;. Beim zweiten Zug wird
eine der verbleibenden Einheiten mit einer relativen Auswahlwahrscheinlichkeit gezogen,
d.h. die j-te Einheit wird mit einer Wahrscheinlichkeitvon z;/(1 — z;) entnommen. Beim
néchsten, dem dritten Zug wird dann die k-te Einheit mit einer Wahrscheinlichkeit von

2k /(1 — z; — z;) ausgewéhlt. Weitere Ziige werden analog durchgefiihrt.

Die Einschluiwahrscheinlichkeit 7;(2), die i-te Einheit in einer Stichprobe vom Umfang
n = 2 zu finden, berechnet sich aus der Wahrscheinlichkeit z;, diese i-te Einheit im ersten
Zug zu ziehen und aus der bedingten Wahrscheinlichkeit §;(2), die i-te Einheit erst im
zweiten Zug zu ziehen. Um die nachfolgenden Formulierungen zu verallgemeinern, werden
alle Einheiten 7, die in einem k-ten Zug gezogen werden konnen, mit 7, bezeichnet. Die
Wahrscheinlichkeit z;, hingegen gibt immer die Auswahlwahrscheinlichkeit an, die Einheit

i) im ersten Zug zu ziehen. Es ist also

N N
_ R R .
6i(2)_zzlll_zil_zzzl_zil 72_1727"'7N7
i1=1 i1=1
ini i

die Wahrscheinlichkeit, dafl die i-te Einheit beim zweiten Zug in die Stichprobe kommt.
Somit ergibt sich fiir

N
i .
7Ti(2):Zi+iz:IZi1_712il io=1,2,..., N. (13)

1:

in#i
Analoges gilt fiir eine Stichprobe vom Umfang n = 3.

N N
Zi Zi
@3:%5 = Ej——JL—- i=1,2,...,N,
( ) (1_Zz'1 Pt 1—Zi1_Zi2>

11=1

B 274,01

ist die Wahrscheinlichkeit, daf} die i-te Einheit im dritten Zug in die Stichprobe kommt.



Fiir die Einschluflwahrscheinlichkeit gilt dann

Ziy Ziy Zig
mi(3) = z+ 2 + 2 — S T
i12::1 ]-_Zil ; ]._Zil 222::1 ]‘_Zil_zig
i G170 inFiyin

Auf diese Weise 148t sich die EinschluBwahrscheinlichkeit 7;(n), mit der sich die i-te
Einheit in einer Stichprobe des Umfangs n befindet, allgemein formulieren und in ein

rekursives Computerprogramm umsetzen.

Es ist
mi(n) = m(n — 1) + 6;(n) (15)

firn=2,3,...,Nundi=1,2,..., N mit 7;, (1) := z;, und

N N N
) =u > | S (e Y
' ' 1=z = \1—2z, — 2z, L—2y — =2,

i1=1 o= in—1:1 21
Zl;éz i2¢i7il Z.nfl;éi’ilr-"in72

fir n=2,3,..., N und &;(1) := z;.

Die gezeigten Zusammenhinge zwischen Auswahl- und Einschluflwahrscheinlichkeiten ver-
deutlichen, wie mit steigendem Stichprobenumfang n die Berechnung der 7;(n) immer

aufwendiger wird. Weiteres ist ausfiihrlich in Réssler (1996) erldutert.

4.2 Ein einfaches Beispiel

Betrachten wir nochmal eine kleine, endliche Grundgesamtheit von N = 4 unterschied-
lichen (und identifizierbaren) Einheiten, aus der eine Stichprobe vom Umfang n = 2
ohne Zuriicklegen gezogen wird. Die Auswahlwahrscheinlichkeiten werden nach dem oft
zitierten Beispiel von Yates und Grundy® gewihlt, mit 2; = 0.1,2 = 0.2, 23 = 0.3 und
z4 = 0.4. Die Menge S aller Stichproben enthilt n'(]:) = 12 mogliche Stichproben. Die
Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte geordnete Stichprobe s = (i, j) betriigt
<j

1—2z

p(s) = p(i,j) = 2 firi,j=1,2,3,4,i#j.

5Siehe dazu Cochran (1977), S. 259.



Die Tabelle 2 zeigt die Verteilung dieses Stichprobenmusters:

Tabelle 2: Stichprobenmuster fiir N =4 und n = 2

s p(s) s | p(s)
(1,2) | 0.0222 | (3,1) | 0.0429
(1,3) 10.0333 | (3,2) | 0.0857
(1,4) | 0.0444 || (3,4) | 0.1714
(2,1) | 0.0250 || (4,1) | 0.0667
(2,3) | 0.0750 || (4,2) | 0.1333
(2,4) | 0.1000 | (4,3) | 0.2000

Die EinschluBBwahrscheinlichkeiten 7(2) werden dann wie folgt berechnet:

= ZP(S)

SES
l€es

= 0.0222 4 0.0333 + 0.0444 + 0.0250 + 0.0429 + 0.0667

= 0.2345 bzw.

0.2 0.3 0.4

= 0.14+0.1 1 d—
014015 + 0= 0y =57

Ty = 0.4413,

75 = 0.6083,

my = 0.7139.

4.3 Wieviele noch?

Zur Bestimmung der Erfolgswahrscheinlichkeit, eine bestimmte Karte in einer Tiite, d.h.
Stichprobe, vom Umfang n = 7 zu finden, ist die Berechnung der Einschlufiwahrschein-
lichkeit 7;(7) zu implementieren bei beliebig gewéhlten Auswahlwahrscheinlichkeiten. Fiir
diese Berechnungen existieren keine fertigen Softwarelésungen, so daf} eine eigene Routine

implementiert werden muf.®

5Wir wollen schluBendlich eine Java-Losung anbieten, so daf§ jeder interessierte Sammler selber an den
“Stellschrauben” drehen und die Erfahrungen aus seiner Sammelleidenschaft verwenden kann.

9
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Unterstellen wir der Einfachheit halber, dafl eines der 498 Bilder, es sei die Nummer j,
etwa die Ziehungswahrscheinlichkeit z; = 0.5+ = 0.5/498 = 0.001 (wir verwenden hier
die Rundung 0.001) hat, die anderen wiederum mit gleichen Wahrscheinlichkeiten zu je
zi = (1 —0.001)/497 = 0.00201, fiir i = 1,2,..., N,i # j produziert werden.

Aufgrund der ineinander geschachtelten Summen, mufl der Programmcode extra optimiert
werden. Mit der an sich relativ leistungsstarken Statistik-Software S-PLUS, ist zwar die
Progammierung der Einschlulwahrscheinlichkeiten einfach, jedoch aus Speichergriinden
keine Berechnung {iber N = 10 hinaus mehr moglich. Die rekursive Lésung erlaubt zwar
grofle N Werte, liefert jedoch kein Ergebnis mehr fiir Werte iiber n = 5. Wir entwickeln
daher eine schnelle C++ Losung.

Fiir die Einschlufiwahrscheinlichkeiten finden wir schlieffilich folgendes Ergebnis:

m(7) = 0.007022622 (16)
m(7) = 0.01407163 i=1,2,...,N,i # j, (17)

Damit 148t sich eine geometrische Verteilung formulieren fiir die Anzahl der Mif}erfolge
bis zum ersten Treffer, d.h. der ersten Tiite mit der gesuchten Karte j, die Trefferwahr-
scheinlichkeit ist gerade 7;(7).

GeméB (9) sind durchschnittlich 1/p = 1/0.007022622 = 142.3970 ~ 142 K#ufe zu titigen,
bis endlich das gesuchte Bild j enthalten ist.

Die Wahrscheinlichkeit, mehr als 200 erfolglose Kéufe nach dem Bild j zu tétigen, betragt

200
P(X >200) =1- Y _0.007022622(1 — 0.007022622)"~" = 0.242555

r=1
also wiederum etwa 24%.

Um allerdings mit einer 95% Wahrscheinlichkeit, genau dieses Bild zu erhalten, miissen
nach (11) 425 Kéufe getitigt werden. Um eine Sicherheit von 99% fiir den Einkauf dieses

fehlenden Bildes zu garantieren, miissen etwa 653 Kaufakte getéitigt werden.

11



5 Zusammenfassung

Unter Verwendung der Theorie fiir Stichprobenziehungen mit unterschiedlichen Wahr-
scheinlichkeiten ohne Zuriicklegen, gelingt es, die Wahrscheinlichkeit dafiir zu berechnen,
daf} sich ein bestimmtes Element aus der Grundgesambheit in einer Stichprobe befindet.
Ubertragen auf die Sammelbilder kénnen so die Wahrscheinlichkeiten bestimmt werden,
mit denen ein besonderes, dem Sammler fehlendes Bild in einer zufillig gekauften Tiite
steckt. Unter Annahme gleicher Bestiickungswahrscheinlichkeiten sind noch 211 Tiiten
zu kaufen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% ein fehlendes Bild in einer sieben-
Bilder-Tiite zu finden.

Geht man davon aus, dafl ein bestimmtes Bild beispielsweise nur ungefihr halb so oft wie
alle anderen in die Tiiten gepackt wird, erhoht sich diese Anzahl auf ca. das Doppelte,

genauer auf 425 Kaufakte.
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