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Einleitung 1

1 Einleitung

Marktbewertung. Im Unterschied zur Renditebewertung eines Finanzproduktes,
die sich alleine an der Zahlungsreihe orientiert, werden bei der Marktbewertung
(auch: Mark to Market-Bewertung) Informationen des Marktes einbezogen. Aus dem
Arbitragebegriff hergeleitet, ist dieses Bewertungskonzept das Fundament der
Preisfindung, der Ertragsrechnung und der Risikoanalyse von Finanzprodukten.

Die Marktbewertung kennt die Verfahren der Duplikation und Diskontierung, die
beide auf den Barwert/Fairer Preis eines Finanzproduktes fuhren. Tritt an die
Stelle der bloRBen Wertfeststellung eines Produktes die Preisfeststellung fur den
Handel, bezeichnen wir den Barwert auch als Fairen Preis.

Duplikation. Das Duplikationsverfahren konstruiert ein Portfolio aus Handels-
produkten, das die Zahlungen des zu bewertenden Produktes exakt nachbildet.
Der Barwert/Faire Preis ergibt sich dann als Preis des Duplikationsportfolios.
Notwendige Voraussetzung dieses Verfahrens ist — neben einer hinreichenden
Markttiefe — die Arbitragefreiheit der gehandelten Produkte. In ihrer einfachsten
Form ist die Arbitragefreiheit durch das Gesetz des einheitlichen Preises (Law of
One Price) charakterisiert, wonach zwei Portfolios mit gleichen Zahlungen auch
den gleichen Preis haben mussen.

Diskontierung. Das Diskontierungsverfahren bestimmt zundchst aus den
Marktdaten gehandelter Titel Diskontierungsfaktoren zu jedem Zahlungszeit-
punkt des zu bewertenden Produktes. Hierzu wird das System der Konsistenz-
gleichungen angesetzt, das fur jedes Handelsprodukte fordert: Die Summe der
diskontierten Zahlungen ist gleich dem heutigen Preis (vgl. Anwendung 2.4.2). Ist
eine derart konsistente Diskontierungsstruktur bestimmt, ergibt sich in einem ar-
bitragefreien Markt der Barwert als Summe der diskontierten Zahlungen des zu
bewertenden Produktes.

Sicherheit. Welche Form diese Bewertungskonzepte annehmen hangt wesentlich
davon ab, ob die zukinftigen Zahlungen eines Finanzproduktes im Bewertungs-
zeitpunkt festliegen — also in diesem Sinne sicher sind — oder nicht. Im Fall der
Unsicherheit zeigt sich, dal3 es Finanzprodukte gibt (z.B. Optionen), die ohne sto-
chastische Modellbildung nicht zu bewerten sind. Der Barwert/Faire Preis dieser
Produkte wird nun nicht mehr alleine durch den Markt entschieden, sondern
ebenfalls durch die Wahl des Bewertungsmodells (Markt- und Modellbewertung).
Die Bewertungsproblematik impliziert daher die folgende Klasseneinteilung:

FINANZPRODUKTE




2 Optionspreisbestimmung

KLASSE S: SICHER KLASSE U: UNSICHER

KLASSE U ,,, : OHNE MODELLBILDUNG KLASSE U s : MIT MODELLBILDUNG

Preis und Wert. Vom Preis eines Gutes G im Zeitpunkt t, der mit S(t,G) bezeich-
net wird, ist der Wert V(t,G) zu unterscheiden. Wahrend Preise mit der Absicht
des Kaufs bzw. Verkaufs gestellt werden, behéalt das Gut auch dann seinen Wert,
wenn es nicht zum Verkauf steht. Da fur Handelsprodukte standig Preise quotiert
werden, ist fur dieses Produkt mit V(t,G) =S(t,G) stets eine Form der Bewertung
gegeben. Das Problem der Bewertung stellt sich aber nicht nur fiar Nicht-
Handelsprodukte. Auch der Marktpreis eines Handelsproduktes kann hinterfragt
werden. So vergleicht z.B. ein Anlageberater den Borsenpreis S(t,A) einer Aktie A
mit ihrem inneren Wert V(t,A).

Wir nennen den Wert V(t,,G) zum heutigen Zeitpunkt t, Barwert (Present Value)
und bezeichnen ihn mit PV(G). Zielen die Bewertungsverfahren fur G auf die
Preisfindung fur den Handel, so nennen wir den Barwert Fairer Preis (Fair Value)
und schreiben S, (t,,G).

Vertragserfullung. Folgt dem Vertragsabschluf3 unmittelbar (meist unter Berick-
sichtigung einer Wertstellungsfrist) die Erflllung der gegenseitig vereinbarten
Leistungen, sprechen wir von einem Kassaprodukt (auch: Spot Contract). Der ver-
einbarte Preis ist der Kassapreis (auch: Spot Price). Bei einem Terminprodukt (auch:
Forward Contract) fallen Abschlufld und Erfullung zeitlich auseinander. Die Spanne
zwischen diesen beiden Zeitpunkten ist die Laufzeit des Terminkontraktes.

Ein Terminprodukt TP =TP(t,,G,K) ist somit die Vereinbarung zweier Vertrags-
parteien Uber den Kauf/Verkauf eines bestimmten Gutes G (Basiswert oder Un-
derlying), zu einem bestimmten Zeitpunkt t, (Lieferzeitpunkt) und zu einem be-
stimmten festen Preis K (Lieferpreis). Der Kaufer halt eine Long Position, der Ver-
kaufer halt eine Short Position. Je nach Basiswert konnen

Warentermingeschéfte (z.B. Gold oder Kaffee) und

Finanztermingeschéfte (z.B. Wertpapier oder Wahrung)

unterschieden werden. Derjenige Preis S; =S;(t,,t,,G) zahlbar in t, fur G, fur
den der Wert des Terminproduktes in t, null ist, heil3t Terminpreis (auch: Forward
Price). Wahrend der Lieferpreis K Uber die Laufzeit des Kontraktes konstant bleibt,
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andert sich der Terminpreis mit der Zeit t;.

Ist an die Lieferung in t, keine Bedingung geknupft, sprechen wir auch genauer
von unbedingten Termingeschéften. Optionen sind dagegen bedingte Termingeschéfte
(vgl. Anwendung 1.4.1). Eine Kaufoption (Call) bzw. Verkaufsoption (Put) auf ein
bestimmtes Gut G (Basiswert oder Underlying) gibt dem Ké&ufer der Option das
Recht, das Produkt G zu einem bestimmten Termin t, (Verfalltag oder Expiration
Date) und zu einem vorher festgelegten Preis K (Basispreis oder Strike) vom Ver-
kaufer der Option (auch: Stillhalter) zu kaufen bzw. an ihn zu verkaufen. Der K&u-
fer der Option zahlt fur dieses Recht dem Verkaufer eine Pramie (auch: Preis der
Option). Kann die Option nur am Verfalltag ausgeiibt werden, sprechen wir von
einer européischen Option; Kann die Option zu jedem Zeitpunkt wahrend der Lauf-
zeit ausgetibt werden, liegt eine amerikanische Option vor.

Jeder Optionstypus (Call und Put) hat zwei Seiten: Die Option kann gekauft (Long
Position) oder verkauft (Short Position) werden. Wir unterscheiden damit die Po-
sitionen:

Kauf eines Call (Long Call). Gegen Zahlung der Pramie hat der K&ufer das Recht
den Basiswert zum vereinbarten Strike zu erwerben.

Verkauf eines Call (Short Call). Der Verkaufer mul3 den Basiswert zum Strike auf
Abruf liefern und erhalt fur diese Verpflichtung die Optionspramie.

Kauf eines Put (Long Put). Gegen Zahlung der Pramie hat der Kaufer das Recht
den Basiswert zum Strike an den Stillhalter zu verkaufen.

Verkauf eines Put (Short Put). Der Verkaufer eines Put muld den Basiswert zum
Strike auf Abruf abnehmen und erhalt fur diese Verpflichtung die Optionspramie.

Auszahlung. Bei der Erfullung eines Terminproduktes TP =TP(t,,G,K) zahlt
der Kaufer im Zeitpunkt t, den vereinbarten Preis K gegen Lieferung des Basis-
wertes G. Aus Sicht dieser physischen Lieferung ist ein Terminkontrakt ein sicheres
Produkt. Wird statt G der Kassapreis S, =S(t,,G) gezahlt (auch: Cash Settlement),
erhalten wir die Auszahlung (Payoff) des Terminproduktes:

CF(t,,TP)=S, - K fur eine Long Position TP

CF(t,,- TP) =K - S, fur eine Short Position - TP
Bei unbekanntem Kassapreis in t, ist aus dieser Sicht der Terminkontrakt ein un-
sicheres Produkt. Die Bilder 1 und 2 zeigen die Auszahlungsprofile einer Long

und Short Position. Da ein Terminkontrakt im Zeitpunkt des Vertragsabschlusses
keine Kosten verursacht, ist die Auszahlung gleichzeitig der Ertrag aus dem Kon-
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trakt.
AAuszahlung/Ertrag AAuszahlung/Ertrag

/ K S, l\ S,
Bild 1 Long Position Bild 2 Short Position

Da ein Call bzw. Put nur dann ausgetbt wird, wenn der Kassapreis S, =S(t,,G)
des Basiswertes G im Verfall t, Gber bzw. unter dem Strike K liegt, ergeben sich
fur Optionen die folgenden Auszahlungen:

CF(t,,C) =max(S, - K, 0) fur einen Long Call C
CF(t,,-C)=- max(S, - K, 0)  fureine Short Call - C
CF(t,,P)=max(K-S,, 0) fur einen Long Put P

CF(t,,-P)=- max(K-S,, 0) fur eine Short Put - P

Die Auszahlungsprofile finden sich in den Bildern 3 bis 6. Wahrend das Risiko
einer Long Position auf den Kaufpreis (Pramie) beschrankt bleibt, hat die Chance
keine Grenze nach oben. Bei einer Short Position besteht die Chance darin, dal3 die
Option nicht zur Austbung kommt —also die Pramie vereinnahmt werden kann.
Das Risiko dagegen ist unbegrenzt.

AAuszahlung
AAuszahlung

2 |

X
w

\/

Bild 3 Long Call Bild 4 Short Call
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AAuszahlung AAuszahlung

2

Bild 5 Long Put Bild 6 Short Put

Aus der Auszahlungsfunktion erhalt man die Ertragsfunktion durch Subtraktion
(Long Position) bzw. Addition (Short Position) der Optionspramie (vgl. Bild 7)

AErtrag

0

f
/"
Pramie

\/

R

Bild 7 Long Call

Terminprodukte. Terminprodukte mit physischer Lieferung gehéren zur Klasse
S, d.h. sie sind sicher. Wir unterscheiden die Problemstellungen der Bewertung
(eines bestehenden Terminkontraktes) und der Preisfindung (eines neuen Termin-
kontraktes).

Bewertung. Vorgelegt sei ein Terminprodukt TP =TP(t,,G,K) mit Lieferzeit-
punkt t,, Basiswert G und Lieferpreis K, das wahrend der Laufzeit in t, zu be-
werten ist. Gegeben sei weiterhin der aktuelle Terminpreis S; =S;(t,,t,,G) und
die Diskontierungsstruktur df,,...,dfy eines Marktes. Dann bestimmt sich der
Barwert PV(TP) durch Duplikation wie folgt:

ty t,

| >
T T v

Terminprodukt TP - PV(TP) G-K

Kauf Terminprodukt G-S;
Geldanlage - S; o df, St
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Geldaufnahme K xdf, -K

Portfolio - (57 - K)df, G-K

Mit dem Gesetz des einheitlichen Preises gilt somit
PV(TP) =(S; - K)>df,

Bestimmung des Terminpreises. Zu einem Terminkontrakt TP mit Lieferzeit-
punkt t, und Basiswert G ist im Zeitpunkt t, <t, ein Terminpreis
St =S;(t,,t,,G) so zu bestimmen, dal der Wert des Kontraktes heute (in t,) null
ist, d.h.

V(t,,TP(t,,G,S;)) =0

Ist der Kassapreis S, =S(t,,G) von G bekannt und liegt die Diskontierungsstruk-
tur df,,...,dfy eines Marktes vor, so bestimmen wir den Terminpreis mit dem
Duplikationsverfahren (Cash & Carry Duplikation).

ty t
Terminprodukt TP 0 G-S;
Kauf G G-S,
G halten -G G + Ertrage - Kosten
Finanzierung Sy AT
Portfolio 0 G- (S, >zf, - Ertrage + Kosten)

Dabei ist zf, =1/df, der Aufzinsungsfaktor des Marktes. Das Halten von G wah-
rend der Laufzeit des Terminkontraktes kann sowohl Kosten verursachen (z.B.
Lagerhaltungskosten eines Warentermingeschaftes) als auch Ertréage erwirtschaf-
ten (z.B. der Stlckzinsertrag eines Couponbonds). Mit dem Gesetz des einheitli-
chen Preises gilt dann fur den Terminpreis

S; =S, >zf, - Ertrage + Kosten

Man bezeichnet die Differenz zwischen Terminpreis und Kassapreis als Halteko-
sten (auch: Cost of Carry oder Bruttorefinanzierungskosten), also

Haltekosten =S; - S, =S, (zf, - 1)- Ertrage + Kosten

Der reine Finanzierungsanteil S,(zf, - 1) stellt dagegen die Nettorefinanzierungsko-
sten dar. Mit annualisierter, kontinuierlicher Haltekostenrate b schreibt sich der
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Terminpreis auch in der Form

S; =S, eha(t.t,)

Entstehen aus dem Basiswert G wéahrend der Laufzeit (t,,t,) weder Kosten noch
Ertrage, so ist der Terminpreis gleich dem aufgezinsten Kassapreis

St =S, 3,
Fur den Barwert des Terminproduktes TP gilt dann

PV(TP) = (SO >Zf,€ - K) >df,€ :SO - K )de

Bewertung unsicherer Finanzprodukte. Sind Zeitpunkte oder Betrage zukunfti-
ger Zahlungen unbekannt, sprechen wir von einem unsicheren Produkt. Beispiele
unsicherer Finanzprodukte sind:

Terminprodukt TP =TP(t,,G,K) auf den Basiswert G mit Lieferpreis K und
Barausgleich im Lieferzeitpunkt t,, d.h. mit der Auszahlung

CF(t,,TP) =S(t,,G)- K

Calloption C =C(t,,G,K) auf den Basiswert G mit Strike K und Verfall in t,,
d.h. mit der Auszahlung

CF(t,,C) = max(S(t,,G) - K, 0)

Die Unsicherheit dieser Produkte hat ihre Ursache in dem —aus Sicht von t, - un-
bekannten Preis S(t,,G). Leistet G keine Zahlungen im Zeitraum (t,,t,), so erzielt
der Kauf von G in t, die Auszahlung S(t,,G) im Zeitpunkt t,

to t,

-S(t,6)  S(t,,G)

\/

Damit kann die Auszahlung des Terminproduktes dupliziert werden

t0 t(
Kauf G - S(t,,G) S(t,,G)
Geldaufnahme K:df, -K

Gesamt - (S(t,,G) - K»df,)  S(t,,G)- K
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und wir erhalten den Barwert

PV(TP) =S(t,,G) - Kdf,

der mit dem Barwert des entsprechenden Terminproduktes mit physischer Liefe-
rung Ubereinstimmt. Die Duplikation gelingt dabei ohne eine stochastische Mo-
dellbildung der unsicheren Zahlung S(t,,G). Die Begrindung liegt in der linearen
Beziehung zwischen Auszahlung f(S,) =CF(t,, TP) und Preis S, =S(t,,G):

fS,)=S,-K

Die Auszahlung g(S,) =CF(t,,C) des Calls dagegen ist eine konvexe Funktion des
Preises S, :

a(S,) =max(S, - K, 0)

Es ist genau diese Konvexitat, die eine einfache Duplikation, d.h. eine Duplikation
ohne ein stochastisches Modell des Preises S(t,,G) unmdglich macht. Wir unter-
scheiden also in der Klasse U aller unsicheren Produkte die Klasse U, derjeni-
gen Produkte, die ohne stochastische Modellbildung zu bewerten sind und die
Klasse U, derjenigen Produkte, deren Bewertung ein stochastisches Modell er-
fordert.

Bewertung von Optionen. Optionen gehdren zur Klasse U ., der unsicheren
Produkte, die nur mit stochastischer Modellbildung zu bewerten sind. Der Faire
Preis der Option hangt neben den Marktdaten auch von der Wahl des Modells ab
(Markt- und Modellbewertung). Bevor wir spezielle Optionspreismodelle behandeln,
sollen Problemstellung und Lodsung am einfachen Beispiel eines Ein-
Periodenmodells aufgezeigt werden. Insbesondere wird deutlich, wie die Bewer-
tungskonzepte der Duplikation und Diskontierung in der vorliegenden Produkt-
klasse zu modifizieren sind.

2 Ein-Periodenmodell

Markt. Ein Finanzmarkt M handelt im Zeitpunkt t, einen Bond B und eine Aktie
A. Wir betrachten den Zeitraum (t,,t,) eines Monats und nehmen an, da3 A und
B in diesem Zeitraum keine Zahlungen leisten. Die Preise der Wertpapiere A und
B im Zeitpunkt t, sind mit S(t,,A)= S(t,,B) =100 GE festgelegt. Wahrend der
Bondpreis in t, mit SE =S5(t,,B) = 101 GE bereits im Zeitpunkt t, bekannt ist, ist
der Aktienpreis Sf =S5(t,,A) aus Sicht t, eine zufallige GroRRe. Zu bewerten ist ein
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Call C auf die Aktie mit Basispreis K =105 GE und Verfall in t,. Die Zahlung des
Callsin t, ist CF(t,,C) =max(S; - K, 0) =max(S;* - 105, 0) und somit unsicher.
Gesucht ist der Faire Preis S, (t,,C) des Calls im Zeitpunkt t, (Optionspramie).
Das folgende Cashflow Diagramm faf3t die Daten der Problemstellung nochmals
zusammen:

t0 t,é
Aktie A -100 sp
Bond B - 100 101

CallC -Sg,(t,,C) max(S; - 105, 0)

Duplikation. Wir stellen zunéachst fest, dal3 keine Portfoliokombination aus Aktie
und Bond moglich ist, welche die Callzahlung im Zeitpunkt t, nachbildet. Ohne
eine Modellannahme des zuklnftigen Aktienkurses SyéA ist der Call nicht dupli-
Zierbar.

Ein einfaches Modell der Aktienbewegung ist in Bild 8 dargestellt. Danach be-
schreiben nur zwei Zustande den Kurs der Aktie in t,: Im Zustand u (up) steigt
die Aktie auf SZA(u):llo GE und im Zustand d (down) fallt die Aktie auf
SyéA(d) =90 GE. W={u,d} ist somit die Zustandsmenge des Modells. Da der Bond
eine deterministische Preisentwicklung hat, gilt unabhdngig vom Zustand
SP(u)=Sp(d) =101 GE.

Aktie Call

u 110 5
Bild 8 d 90 0

Far die Auszahlung CF(t,,C) des Calls ergibt sich in Abhangigkeit der Zustande
uundd

CF(t,,C,u) =max(S;*(u)- 105, 0)=5GE
CF(t,,C,d) =max(S;'(d)- 105, 0)=0 GE
Eine Handelsstrategie PF =q,A +qzB bestehend aus Aktie und Bond ist ein Du-

plikationsportfolio zu C, wenn im Zeitpunkt t, fur jeden Zustand wi W gilt:
S(t,,PF,w) =CF(t,,C,w), d.h.
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0S/ (u) +0;S/ (u) = CF(t,,C,u)
0S7(d) +0gS/ (d) =CF(t,,C,d)

Einsetzen der Modellvorgaben ergibt das Gleichungssystem

1100, +101q, =5
900, + 101, =0

mit den Losungen g, =0,25 und g =-0,2228. Damit zahlt das Portfolio
PF =0,25A - 0,2228B und der Call C im Zeitpunkt t, in jedem Zustand den glei-
chen Betrag. Wir setzen fur Markt und Modell Arbitragefreiheit im Sinne des Law
of One Price voraus: Zwei Portfolios, die im Zeitpunkt t, fUr alle Zustande den
gleichen Preis haben, stimmen in ihrem Preis auch im Zeitpunkt t, tberein. Der
Preis des Duplikationsportfolios PF im Zeitpunkt t, ist dann der Faire Preis (Bar-
wert) des Calls, also

Sev (ty,C) =S(ty, PF) =qAS(ty, A) +qgS(t,, B)
=0,25x100- 0,2228 X100 = 2,72 GE

Bemerkung. Das Modell S/*(u) =125 GE und S;*(d)=85 GE fiihrt auf den er-
héhten Optionspreis Sg, (t,,C) =7,92 GE. Der Optionspreis ist somit von dem
gewahlten Modell abhangig.

Diskontierung. Im Markt M ist mit dem Bond ein risikofreier Diskontierungs-
faktor gegeben. Dieser ist zustandsunabhangig und berechnet sich zu

Fur den zustandsabhangigen Preis S;* =S(t,,A) der Aktie A wahlen wir wieder
das Modell mit Zustandsmenge W={u,d}, S;*(u) =110 GE und S;*(d) =90 GE,
erganzen aber die stochastische Modellbildung durch die Angabe eines Wahr-
scheinlichkeitsmalles Q. Dabei bestimmen wir die Wahrscheinlichkeiten
Q{u})=qg und Q{d})=1- g derart, dal} der Erwartungswert des diskontierten
Aktienpreises in t, gleich ist dem Preis der Aktie in t,, also

Eo(S7)xdf, =S¢ U S7(u)xqxdf, +S7(d)X(1- q)df, =S¢
U  110>g>df, +90X1- g)>df, =100

mit der L6sung q =0,55 und 1- q =0,45. Wir schreiben das W-Mal? Q auch in der
Form
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Q_é u du
&,55 0,458

Der Callpreis berechnet sich nun als diskontierter Erwartungswert der Auszah-
lung des Calls im Zeitpunkt t,, denn wegen der Duplizierbarkeit des Calls durch
Aktie und Bond gibt es ein Portfolio PF =q,A +qzB, das im Zeitpunkt t, in allen
Zustanden den gleichen Preis hat wie der Call. Folglich stimmen auch die Preise in
t, Uberein und es gilt

Sev (t5,C) =S(ty, PF) =q4Sp" +0Sp = @aEq (S™) +0gEq (SP)) »df,

@)
=Eo(AaS) +05S7)xdf, = Eq(S(t,, PF))xdf, = Eo(CF(t,,C))xf,

Mit CF(t,,C,u) =5 und CF(t,,C,d) =0 berechnen wir dann weiter

Eo(CF(t,,C))>df, =(5q+0>(1- g))>df, =5:0,45:0,9901 = 2,72 GE

also S, (t,,C)=2,72 GE, d.h. Duplikation und Diskontierung fuhren auf den
gleichen Callpreis.

3 Konzept der risikoneutralen Bewertung

Das Konzept. Wir fassen die Resultate der Diskontierung zusammen und geben
fur die folgenden Modelle einen Ausblick.

1. Neben dem riskanten Basiswert der Option, dessen zukinftiger Preis aus Sicht
t, unbekannt (stochastisch) ist, wird ein risikofreier Titel mit bekannter (determini-
stischer) zukunftiger Preisentwicklung gehandelt. Dies kann ein risikofreier Bond
B oder ein risikofreier Zins r sein. Mit einer kontinuierlichen Verzinsung, die in
der Optionspreistheorie meist gewahlt wird, gilt fir die Diskontierungsfaktoren
entsprechend

f = S(tO’B)

¢ = oder df, =e "9l t)
S(t,,B)

2. Der zukunftige Preis S, =S(t,,F) des Basiswertes F wird in einem stochasti-
schen Modell (W,Q) abgebildet. Dabei liegt der Bestimmung des W-Mal3es Q kei-
ne subjektive Einschatzung des Eintretens der Modellzusténde zugrunde. Q be-
stimmt sich im Ein-Periodenmodell des Abschnitts A alleine aus der risikoneutralen
Bedingung, daR der diskontierte Erwartungswert des Preises S, gleich ist dem
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Preis S, =S(t,,F) des Basiswertes in t;, d.h. Ey(S,)>df, =S, oder
EQ (S,)=S,zf, =S, et t,)

mit kontinuierlichem Zins r. Ergeben sich aus dem Basiswert F wahrend der Opti-
onslaufzeit Ertrage oder Kosten, ersetzen wir die reinen Finanzierungskosten r
(Nettofinanzierungskosten) durch die gesamten Haltekosten b (Cost of Carry oder
Bruttofinanzierungskosten) und bestimmen das Wahrscheinlichkeitsmal® Q durch

(2)  Eq(S,) =S,

d.h. der erwartete Preis von F im Zeitpunkt t, ist gleich dem Terminpreis aus
heutiger Sicht. Im Sinne der Spieltheorie liegt somit ein faires Spiel vor, d.h. der
Einsatz ist gleich dem Erwartungswert der Auszahlung. Da man Spieler eines fai-
ren Spiels als risikoneutral bezeichnet, verlangt Gleichung (2) eine risikoneutrale
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit. Q heif3t risikoneutrales Mal3 und die Bewer-
tung eines Derivats mit diesem Mald wird risikoneutrale Bewertung genannt. Stocha-
stische Modelle ftir den Preis S, sind:

Ein—Periodenmodell: Zweipunktverteilung
Black/Scholes—Modell: Logarithmische Normalverteilung
Cox/Ross/Rubinstein-Modell:  Binomialverteilung

Monte Carlo Simulation: Logarithmische Normalverteilung

Die freien Parameter der Verteilungen sind dabei jeweils geeignet zu bestimmen
und (2) ist stets eine der Bestimmungsgleichungen.

3. Wesentlich fur die Optionspreisbestimmung ist nun der fur das Ein-
Periodenmodell und die Modelle von Black/Scholes und Cox/Ross/Rubinstein
gultige Schluf3, dal3 sich mit dem risikoneutralen Maf3 Q auch der Faire Preis der
Option als diskontierter Erwartungswert der Auszahlung in t, berechnet:

(3) Sey (o, Option) = E4 (CF(t,, Option)) >df,

Waéhrend der Nachweis dieser Beziehung im einfachen Ein—Periodenmodell un-
problematisch ist (vgl. die Herleitung (1) oben), verlangt die Begriindung in den
Modellen von Black/Scholes und Cox/Ross/Rubinstein tiefer liegende mathema-
tische Verfahren. Hier muf} unsere statische Betrachtung, die nur den Preis S, im
Zeitpunkt t, modelliert, durch ein dynamisches Preismodell t® S; ersetzt wer-
den. Dies ist entweder ein Zeit-diskreter Proze3 t, ® S; mit n=0,1,...,N und
ty =t, oder ein kontinuierlicher ProzeR t® S, mit ti [t,,t,]. Notwendige Vor-
aussetzung fur den Nachweis von (3) ist in beiden Féllen die Duplizierbarkeit der
Option im jeweiligen Modell. Die Duplikation gelingt jedoch nicht, ohne das Port-
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folio standig den neuen Preisen anzupassen, d.h. die Duplikationsstrategie basiert
wesentlich auf der stochastischen Preisentwicklung. In den folgenden Modellen
werden wir (3) ohne Beweis verwenden.

Die Monte Carlo Simulation verlangt den Nachweis (3) nicht. Aus den Simulatio-
nen S,,...,S, des Preises S, bestimmt sie zunachst die simulierten Auszahlungen
CF,(t,, Option),...,CF,(t,, Option) der Option und damit —ohne Erwartungswert-
bildung — den Fairen Preis:

n
(4)  Sgy(ty,Option) » 1 a CF, (t,, Option) xdf,
N k=1

Modellvoraussetzungen. Wir unterstellen einen reibungslosen Markt ohne Steu-
ern und Transaktionskosten. Alle Produkte sind beliebig teilbar und Leerverkaufe
sind bei gleichen Angebots- und Nachfragepreisen zugelassen. Der Zins ist wéah-
rend der Optionslaufzeit konstant (risikofreier Zins) und gleich fur alle Laufzeiten.

Tageberechnung. In den folgenden Abschnitten beziehen sich die annualisierten
ModellgréRen (Zeit und Volatilitat) auf einen einheitlichen Tageoperator — etwa:
Tg = actual/365 oder Tg = actual/365,25. In den Zahlenbeispielen wahlen wir zur
Vereinfachung stets Tg =30E/360. Zudem vereinbaren wir die abkirzende Nota-
tion T =Tg(t,,t,).

4 Optionspreisbestimmung mit Black/Scholes: Theorie

Exkurs: Logarithmische Normalverteilung. Die Zufallsvariable X besitzt eine
logarithmische Normalverteilung (auch Lognormalverteilung) mit den Parametern
ni R und s 2 >0, wenn InX normalverteilt ist mit den Parametern n und s 2,
d.h. InX ~ N (mr,s 2). Sie hat demzufolge die Dichtefunktion

& (Inx- m? 90

1
fy (X) = ————expge- =
x() J2psx pé 25?5

fur x>0

und fy,(x)=0 far x £0. Bezeichnung: X ~LN (rr;s 2). Folgerung: Ist die Zufalls-
variable X normalverteilt, so ist €* lognormalverteilt. Erwartungswert und Vari-
anz geben wir ohne Rechenweg an.

EX)=e™ 2 und V(X)=e*™ (&5 - 1)
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xy

Bild 9 0

Lognormal-verteiltes Preismodell. Gegeben ist der Basiswert F einer Option mit
der Laufzeit t, - t,. Bei bekanntem Preis S, =S(t,,F) ist ein stochastisches Modell
far den Preis S, =S(t,,F) im Verfall t, gesucht. Die kontinuierliche Rendite R der
Preisentwicklung S, ® S, ist definiert durch

R =In§: InS, - In§,
S0

Mit dem zentralen Grenzwertsatz treffen wir fur R die Annahme einer Normal-
verteilung N(n,t?) mit Erwartungswert n und Varianz t?2. Wegen
InS, =InS, +R hat somit der Preis

eine Lognormalverteilung mit den Parametern InS; +n und t 2. Erwartungswert
und Varianz berechnen sich zu

E(S,) =S =g 2

V(SZ) — e2(|nso+n)+t 2 (et 2 _ 1) — SS e2n+t 2 (et 2 _ 1)

Preismodell von Black und Scholes. Im Black/Scholes- Modell erhalten die Pa-
rameter n und t ? eine spezielle Interpretation. Fiir den Parameter t ? wird

t?=s?T

gesetzt. s 2 ist somit die Varianz der kontinuierlichen Jahresrendite R. Die Stan-
dardabweichung s wird Volatilitat des Finanzproduktes F genannt und bleibt ein
exogen zu bestimmender Parameter des Black/Scholes- Modells.

Den Parameter n bestimmen wir tGber den Ansatz (2) der risikoneutralen Bewer-
tung
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See" =g e p n+li=pT p n=F-5"°

2 "2 5
Setzen wir fur die N(n,t?)-verteilte Rendite R=n+tZ mit einer N(0,1)-
verteilten Zufallsvariablen Z, so ergibt sich fur den Preis S, das folgende Modell:

2 s e
() S, =S,eR =S,e™Z =5, expéag%- S r+s TZ°
é 2 g 2

Dies ist der Wert eines geometrischen Prozesses mit normalverteilten Storvaria-
blen im Endzeitpunkt t, =t,. Folglich ist S, lognormalverteilt mit den Parame-
tern InSy +(b- s 2/2)T und s *T und hat die Dichtefunktion

@ (In(x/S)- (b-52/2)T)? 6

©) fs,(x)= mexpg 2s 2T =

Fur den Erwartungswert und die Varianz gilt
() E@S,)=See”

(8) V(SZ) = @2InSo+2(b-s 2/2)T+s 2T (es 7T 1) = Sg 20T (es 2T 1)

Optionspreisbestimmung. Ziel ist die Bewertung (Preisbestimmung) eines euro-
paischen Call C und Put P auf den Basiswert F mit Basispreis K und Verfall in t,.
Call und Put leisten somit in t, die Zahlungen

CF(t,,C) =max(S, - K, 0) und CF(t,,P)=max(K-S,, 0)

Der Markt erlaubt Geldanlagen und - aufnahmen zum kontinuierlichen Zinssatz r.
Far den Diskontierungsfaktor gilt somit

df, ="

Black und Scholes (1973) haben gezeigt, da in ihrem Modell unter der Annahme
einer konstanten Zins- und Volatilitatsentwicklung, die Option durch ein geeig-
netes Portfolio aus Basiswert F und Zins r dynamisch dupliziert werden kann -
und weiter: Der Faire Preis der Option bestimmt sich als diskontierter Erwar-
tungswert der Auszahlungen in t,, wobei der Erwartungswert bezuglich der Lo-
gnormalverteilung (6) zu bilden ist (Konzept der risikoneutralen Bewertung); also

Sey (t,, Option) = E(CF(t,,Option)) e "
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} g max(x- K, 0)fs (x)dx>e " (Call)
_%QmaX(K- x, 0)fs, (x)dx>e" (Put)

Fuhren wir die Integration durch (vgl. Anhang), erhalten wir folgende Options-
preisformeln:

Call Sg,(t,,C)=S,e® T F(d,)- Ke " F(d,)
Put Sp,(t,,P)=Ke " F(-d,)- Soe® T F(-d,)
_In(Sy/K) +(b+s ?/2)T

mit d, = N und d, =d,-sT
S

F =Verteilungsfunktion der N (0,1) - Verteilung

Die Beziehung zwischen Call- und Putpreis regelt die Put-Call-Paritét
Skv (to,C) - Spy (to,P) =S e®T- Ke ™™

Die Haltekosten b konkretisieren sich mit der Wahl des speziellen Basiswertes F
der Option:
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Haltekosten b Basiswert F

b=r Aktie ohne Dividendenzahlungen

b=r-q Aktie mit kontinuierlicher Dividendenrate q

b=r-r; Devise mit Auslandszinssatz r;

b=0 Terminprodukt und Bond; ersetze S, durch S} =S, e"”

(vgl. hierzu den folgenden Abschnitt 5). Ist der Basiswert ein Terminprodukt, wird
anstelle des Kassapreises S, der Terminpreis S| =S, e”T"*) modelliert. Da im
Verfalltag t, Kassapreis S, und Terminpreis S; Ubereinstimmen, ergibt der An-
satz (2) der risikoneutralen Bewertung

Eq(S/)=Eo(S,)=Se"” =5§

also b =0. Folglich gilt: In einer risikoneutralen Welt ist der Terminpreis in t,
gleich dem erwarteten Kassapreis in t, und die erwartete Wachstumsrate b eines
Terminproduktes ist null.

5 Optionspreisbestimmung mit Black/Scholes: Praxis

Je nach Basiswert F sind die Haltekosten b der allgemeinen Black/Scholes-Formel
des letzten Abschnittes entsprechend zu modifizieren.

Aktien ohne Dividendenzahlungen. Zur Bewertung europaischer Optionen auf
eine Aktie, die wahrend der Laufzeit keine Dividenden zahlt, erhalten wir mit
b =r die Optionspreisformeln (Black und Scholes, 1973)

Call Sp(t,,C)=S,F(d;)- Ke ™ F(d,)

Put Sgy(ty,P)=Ke " F(-d,)- SoF(-d;)

IS, /K) +(r +s ?/2)T
sVT

Put-Call-Paritat S, (t,,C)- Sg, (t,,P)=S, - Ke ™"

mit d;, = und d, =d;-s~T

Beispiel. Betrachte einen europaischen Call und Put mit Verfall in 6 Monaten und
Strike 400 GE. Der Aktienpreis im Bewertungszeitpunkt betragt 420 GE bei einer
Volatilitat von 20%. Der kontinuierliche 6-Monatszins ist 10%. Also S, =420;
K=400; T=0,5;r=0,1unds =0,2. Wir berechnen zunéchst
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4. = In(420/400) +(0,10 + 0,22/2)>0,5
' 0,2%/0,5

d, =d, - 0,2x/0,5 =0,6278

=0,7693

Damit gilt weiter
Sy (tg,C) = 42050,7791 - 400e*%>0,7349 = 47,59 GE

Spy (ty,P) = 400e %%x0,2651 - 420 X0,2209 = 8,09 GE

Ist der Callpreis Sg, (t,,C) bestimmt, kann der Putpreis auch tber die Put- Call-
Paritat berechnet werden

Sy (t,,P) = 47,59 - 420 +400e %% =8,09 GE

1507 1507
100/ 1007
50 50 |
%50 350 450 550 550 350 450 550
Bild 10 Call Bild 11 Put

Die Geradenstiucke

iS,-400e-005 fir S, 3 400e-0.05
Call max(S, - 400e-0.05 Q)=
10 sonst

1400e-005-S, fur S, £400e-0.05
Put max(400e-005-S,, 0)=j
10 sonst

beschreiben dabei den inneren Wert der Option. Dies ist eine untere Wertgrenze
der Option. Die Differenz zwischen Optionspreis und innerem Wert wird Zeitwert
der Option genannt.

Aktien mit kontinuierlicher Dividendenzahlung. Zur Bewertung europaischer
Optionen auf eine Aktie oder einen Aktienindex mit bekannter kontinuierlicher
Dividendenrate ¢, erhalten wir mit b=r- g die Optionspreisformeln (Merton,
1973)
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Call S, (t;,C)=S,e 9 F(d;)- Ke ™ F(d,)
Put Spy(ty,P)=Ke " F(-d,)- S,e % F(-d,)
_In(Sy /K)+(r- q+s 2/2)T

mit d;, = 7 und d, =d;-s~T
S

Put-Call-Paritat S, (t,,C)- Sq,(ty,P)=S,e % - Ke "™

Beispiel. Betrachte einen europaischen Call und Put mit Verfall in 3 Monaten und
Strike 135 GE. Der Aktienpreis im Bewertungszeitpunkt betragt 130 GE bei einer
Volatilitat von 32%. Die Aktie zahlt eine kontinuierliche Dividendenrate von 4%
per annum. Der kontinuierliche 3-Monatszins liegt bei 8%. Also S, =130 GE,
K=135 GE; T =0,25; 9g=0,04; r =0,08 und s =0,32. Wir berechnen zunachst

4 = In(130/135)+(0,08- 0,04+ 0,32%/2)>0,25
' 0,32 %,/0,25

d, =d, - 0,32x/0,25 = - 0,2534

=-0,0934

Damit gilt weiter

Sy (t,,C) = 130e 2%1>0,4628 - 135e2%2>0,4000 = 6,64 GE
Spy (tg,P) =135 %%2x0,6000 - 130e °%1>0,5372 = 10,26 GE

Aktien mit Cash Dividendenzahlungen. Zur Bewertung europaischer Optionen
auf eine Aktie A, die mehrere Cash-Dividenden wahrend der Optionslaufzeit
zahlt, verwenden wir die Optionspreisformel mit b =r und ersetzen S, durch

SO :S(tO,A)- Dle'rﬁ-g(toh)_ D2 e'rﬁ-g(toiz)_ o Dn e"”Tg(tOvtn)
mit t; <t, <---<t, <t,

In den folgenden Formeln bezeichnet S; somit den Preis der Aktie minus dem
Barwert aller Dividendenzahlungen:

Call Sg,(t,,C)=S;F(d,)- Ke "W F(d,)

Put Sy (t,,P)=Ke ™ F(-d,)- SyF(-d,)

InS; /K) +(r +s */2)T
sT

mit d;, = und d, =d;-sT

Beispiel. Betrachte einen europdaischen Call und Put auf eine Aktie, die in 3 Mo-
naten und in 6 Monaten jeweils eine Dividende von 1,5 GE zahlt. Verfall ist in
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9 Monaten; der Strike wird auf 90 GE festgesetzt. Der Aktienpreis im Bewertungs-
zeitpunkt betragt 100 GE bei einer Volatilitdét von 28%. Der kontinuierliche 9-
Monatszins ist 10%. Also S=100; K=90; T=0,75; r=0,1; s =0,25;
D, =D, =1,5; Tg(ty,,t;) =0,25 und Tg(t,,t,) =0,5. Wir berechnen zunachst den
bereinigten Aktienpreis

S; =100- 1,5 %% 15¢%% =97 11 GE
und damit

4 = In(97,1102/90) +(0.1 + 0,282/2)>0,75
' 0,28%,/0,75

d, =d, - 0,28x/0,75 = 0,5016

=0,7441

Folglich gilt

Sy (t,,C) =97,1102>0,7716 - 90e %%°x0,6920 = 17,15 GE
Sy (tg,P) =90e %9%x0,3080 - 97,1102 50,2284 = 3,53 GE

Devisen. Sei S, =S(t,,1GE;) der Preis fur eine Geldeinheit der Auslandswah-
rung zahlbar in Geldeinheiten GE der Inlandswahrung (Preisnotierung). r be-
zeichne den Inlandszins und r; den Auslandszins. Zur Bewertung europaischer
Devisenoptionen erhalten wir mit b =r - r; die Optionspreisformeln (Garman und
Kohlhagen, 1983)

Call Sq,(t;,C)=S,e " F(d;)- Ke " F(d,)

Put Spy(ty.P)=Ke W F(-d,)- Spe " F(-d,)

N IN(Sy /K)+(r- r; +s 2/2)T
! sAT

Put-Call-Paritat Sg, (t;,C)- Sy (t;,P)=S,e " - Ke T

und d, =d,-s~T

Beispiel. Betrachte eine europdaische Call USD/Put Euro Option mit 6 Monaten
Laufzeit mit Strike 0,83. Der Preis fur einen US-Dollar ist im Bewertungszeitpunkt
mit 0,85 Euro festgelegt bei einer Volatilitdt von 10,3%. Der 6-Monatszins des In-
lands ist 3%, der des Auslands 5%. Also S, =0,85; K=0,83; T =0,5; r=0,03;
r, =0,05 und s =0,103. Wir berechnen zuné&chst
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_In(0,85/0,83) +(0,03 - 0,05 +0,1032/2)0,5
0,103%/0,5

d, =d, - 0,103%/0,5 =0,1532

d; =0,2260

Damit gilt weiter
Sy (t,,C) = 0,85e7%9%°x0,5894 - 0,83e™°%"°>0,5609 = 0,0300 GE

Fur den entsprechenden Put USD/Call Euro gilt S, (t,,P) =0,0187 GE.

Terminprodukte. Bewertung europdischer Optionen auf ein Terminprodukt ver-
wenden wir die Optionspreisformel mit b =0 und ersetzen S, durch den Termin-
preis S; =S,e"" (Black, 1976, kurz: Black 76)

Call S (t;,C)=e" (SgF (d;)- KF(d,))

Put SFv(to:P)ze_rT(KF(' dz)'S(T)F('dl))

In(Sg /K)+(s ?/2)T
ST

Put-Call-Paritat S (t,,C)- Sg, (ty,P)=(Sg - K)e™""

mit d;, = und d, =d;-s~T

Beispiel. Betrachte einen europaischen Call und Put auf ein Terminprodukt mit
Verfall in 1,5 Monaten und Strike 110. Der Terminpreis im Bewertungszeitpunkt
betragt 110 GE bei einer Volatilitat von 25%. Der kontinuierliche 1,5-Monatszins
ist 10%. Also S; =K =110; T =0,125; r=0,1 und s =0,25. Wir berechnen zu-
nachst

4 = In(110/110) + (0,252 /2) X0,125
. 0,25%/0,125

d, =d, - 0,25%/0,125 =-0,0484

=0,0484

und damit weiter

Sy (t,,C) =e7%%(1100,5193 - 110>0,4807) = 4,18 GE
Sy (tg,P) =€ 2%%(110>0,5193 - 110 X0,4807) = 4,18 GE

Bonds. Europdaische Bondoptionen mit einer deutlich langeren Restlaufzeit des
Bonds gegenuber der Laufzeit der Option kénnen mit dem Modell Black 76 fur
Terminprodukte bewertet werden. Dabei ist zu beachten, daf3 dieses Modell nicht
den Pull-to—Par-Effekt des Bonds bericksichtigt. Am Laufzeitende ist der Preis
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des Bonds gleich dem Nennwert plus einer Couponzahlung. Folglich steigt die
Unsicherheit eines Bonds zunéachst und fallt dann wieder. Dies steht im Wider-
spruch zu der Annahme des Black 76 Modells, dal? die Unsicherheit (Varianz) mit
zunehmender Laufzeit des Basiswertes linear zunimmt. Die Bewertung von
Bondoptionen ist daher einzuschranken auf Optionen mit kurzer Laufzeit gegen-
Uber der Restlaufzeit des Bonds. Eine Handlerregel besagt, da’ die Optionslauf-
zeit hochstens 1/5 der Restlaufzeit des Bonds betragen sollte.

Zur Bewertung europaischer Optionen auf einen Bond verwenden wir also die
Optionspreisformel mit b =0 und ersetzen S, durch den Terminpreis S; =S, e"" .
Far einen Couponbond CB ist der Preis S, =S(t,,CB) die Summe aus dem Kurs
S« (ty, CB) und den Sttickzinsen STZ, also

S5 = (Sex(to,CB) +STZ(ty,t,))e"
Dann gilt fur den Optionspreis

Call Sgy(t,,C)=e " (SjF(d;)- KF(d,))

Put S (t,,P)=e " (KF(-d,)- SgF(-d,))

In(Sg /K) +(s /2)T
sVT

Put-Call-Paritat S (t,,C)- Sgy (ty,P) =(Sg - K)e™ "’

mit d, = und d, =d,-s~T

Beispiel. Betrachte einen europaischen Call auf einen Couponbond CB mit
3 Jahren Restlaufzeit; die Laufzeit der Option betragt 3 Monate; der Strike ist 100.
Der Kurs des Bonds (clean price) betragt im Bewertungszeitpunkt 97,80 GE bei
einer Volatilitat von 4%. Der kontinuierliche 3-Monatszins mit Tg = 30E/360 be-
rechnet sich fur 91 Tage aus dem Geldmarktsatz zu 7% wie folgt:
r=In@ +0,07 2L 830 _ 7 15906
& 3605 90

FUr den Terminpreis gilt somit
Sy =(97,80+4,2123)e” %7192 = 103,82 GE

Alsoist S; =103,82; K=100; T =0,25; r =0,070159 und s =0,04. Wir berechnen
zunéachst
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In(103,82/100) + (0,047 /2)>0,25
0,04 /0,25

d, =d, - 0,04x/0,25 = 1,8632

d, = =1,8832

und damit weiter

Sey (ty,C) = 7207018925103 82 »0,9702 - 100 x0,9688) = 3,77 GE

Fur den entsprechenden Put berechnet sich ein Preis von S, (t,,P) = 0,02 GE.

6 Optionssensitivitaten

Die folgenden Sensitivitaten einer Option (auch »Greeks« genannt) sind die parti-
ellen Ableitungen der allgemeinen Black/ Scholes-Formel. Sie bestimmen die An-
derung des Optionspreises bei kleinen Bewegungen der jeweiligen EinfluRgroRe.
Fur die Berechnung der Ableitungen wird auf dem Anhang verwiesen.

Notationen. Wir verwenden in diesem Abschnitt die folgenden Notationen :
S=S,=S(t,,F); T =Tg(ty,t,); C =S, (t,,C) und P =S, (t,,P).

Zahlenbeispiel. Die folgenden Beispiele und Graphiken beziehen sich samtlich
auf eine Aktienoption ohne Dividendenzahlungen mit sechs Monaten Laufzeit
und Strike 200 GE. Der Aktienpreis betragt 210 GE bei einer Volatilitat von 20%.
Der 6-Monatszins ist 6%. Also S =210; K=200; T=0,5; b=r=0,06 und s =0,2.
Damit gilt

In(210/200) + (0,06 +0,2% /2)x0,5
0,2%/0,5
d, =d, - 0,2%/0,5 =0,4864

f(d,)=0,3276 ; F(d,)=0,7349; F(d,)=0,6867; F(-d,)=0,3133

d, = =0,6278

Delta. Die Sensitivitat des Optionspreises bei kleinen Preisdnderungen des Ba-
siswertes wird Delta der Option genannt.

Call Dy, —%—e(b T F(d,)>0

Put Dput_f]—z e® T (F(d,)- 1)<0

Beispiel. D,; =F(d;)=0,7349 und D;, =F(d;)- 1=-0,2651
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1,04 Delta

0,57

Bild 12 Delta 100 150 200 250 300 S

Gamma. Die Sensitivitat des Deltas einer Option bei kleinen Preisdnderungen des
Basiswertes wird Gamma der Option genannt. Gamma ist fur Call- und Put-
optionen gleich.

12C _ 1°P _f(d)e® T
G= = = = >0
C"'(:aII,Put ﬂsz ﬂsz Ss /—T

f(d,) _ 03276

Beispiel. G= = =0,0110
P Ss VT 210x0,2%/0,5
0.02 Gamma
0.01
Bild 13 Gamma 100 150 200 250 300 S

Bild 14 zeigt das Verhalten von Gamma bei abnehmender Restlaufzeit. Ist die Op-
tion am Geld, d.h. S» Ke '", so kann das Gamma Uber alle Schranken wachsen.
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Bild 14 Gamma

Vega. Die Sensitivitat des Optionspreises bei kleinen Anderungen der Volatilitat
wird Vega der Option genannt. (Wéahrend die anderen Sensitivitaten entsprechen-
de griechische Buchstaben haben, ist Vega der Name eines Sterns.) Vega ist fur
Call- und Putoptionen gleich.

Beispiel. Vega = Sf (d, VT =210x0,3276 /0,5 = 48,6461
g0 h Vega

401

207

Bild 15 Vega 100 150 200 250 300 S

Rho. Die Sensitivitat des Optionspreises bei kleinen Anderungen des Zinssatzes
wird Rho der Option genannt.

_qC _1TKe " F(d,)>0 fir bt 0

Call rey=-—2=
TS ;- TC <0 fur b=0
i_ -rT _ < - 1
PuL rPutZEZI TKe " F(-d,)<0 fl..-ll’ b1 0
S ;-TP<O fur b=0

Beispiel. 1., =0,5x200x %%>0,6867 = 66,6405
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[ oy = - 0,500 %%x0,3133 = - 30,4041

100 4Rho

50 71

Bild 16 Rho 100 150 200 250 300 S

Theta. Die Sensitivitiat des Optionspreises bei kleinen Anderungen der Restlauf-
zeit wird Theta der Option genannt. Da die Restlaufzeit abnimmt, wird Theta
meist als negative Ableitung des Optionspreises nach der Zeit dargestellt.

1C _ se®Tf(d,)s

Call Qg =- 'n_T:' il (b- r)S®ITE(d,)- rke W F(d,)
(b-n)T
PUt Qpy, =- %z- Se 2\/;@1)5 +(b- NS ITE(-d,) +rKe T F(-d,)
Beispiel. Qcan =- ng(fj/lf)s -rKe T F(d,)
__ 210 ’255_756’0’2 - 0,06 00> %%>0 6867 =- 17,7261
Sf(d,)s i
Qpyc = Z(ﬁ) +rke T F(-d,)
_2100,3276>0,2

+0,06 X200 > %0 3133 = - 6,0807

2,/0,5

Bild 17 Theta



Optionspreisbestimmung mit Cox/Ross/Rubinstein 27

7 Optionspreisbestimmung mit Cox/Ross/Rubinstein

Gegeben ist der Basiswert F einer Option mit der Laufzeit t, - t,. Wir bestimmen
ein stochastisches Modell der Preisentwicklung t ® S(t,F), das sowohl in der Zeit
als auch in den Zustanden diskret ist.

Binomial-verteiltes Preismodell. Zunachst zerlegen wir die Laufzeit
T =Tg(ty,t,) in n gleiche Teilintervalle der Lange Dt =T/n (vgl. Bild 18). In dem
folgenden Modell kann der Preis innerhalb eines Teilintervalls Dt nur um einen
bestimmten Betrag steigen oder fallen. Um dies genauer zu fassen, setzen wir
S, =S(t,,F) fur den Preis im Zeitpunkt t,. Ausgehend von S, im Zeitpunkt t,
entwickelt sich der Preis S,,, im Zeitpunkt t,,, in einen der folgenden beiden Zu-
stande

Sis1 =Sgu, u>1 oder S,,; =S,d, 0<d<1

Dabei sind u (fur »up«) und d (fir »down) feste, zeitunabhangige Multiplikatoren
(vgl. Bild 19). Wir setzen p =P(S,,; =S,u) fur die Wahrscheinlichkeit einer Auf-
wartsbewegung; entsprechend ist 1- p =P(S,,; =S,d) die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Abwartsbewegung. Bei gegebenem S, ist folglich S,,; eine Zweipunkt-
verteilte, d.h. genauer eine ZP (S,u, S,d, p) -verteilte Zufallsvariable.

p Sk =SeU

Dt Dt Dt 1-p s —sd
k+1 — Yk

Bild 18 Bild 19

Startet der Preis im Zeitpunkt t, in S, so gibt jede Folge (b,,...,b,) bestehend aus
up 3 und down’s einen konkreten Preisverlauf an. Ist etwa n=4 und (b, b,, bs,
b,) = (up, down, up, up), so beschreibt der zugehdrige Preis in den Zeitpunkten
t,.t,,t,,t, die Bewegung: S,, S, =S,u, S, =S,ud, S;=S,u’d, S, =S,u’d.
S0,5;,S,,... ist damit ein geometrischer Random Walk (vgl. Basiswissen, Lektion
13, Abschnitt 13.4.2) Die Gesamtheit der moglichen Preisverlaufe ist in Bild 20
dargestellt. Die spezielle Baumstruktur wird rekombinierend genannt: Wegen
Soud = Sydu ist das Preisresultat einer Aufwartsbewegung gefolgt von einer Ab-
wartsbewegung gleich dem Resultat bei umgekehrter Reihenfolge.
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Sou’d®
S,ud

S,ud?

_ Sou’d?
Bild 20

Jeder der n+1 Endpreise S, =S,u'd™" ist charakterisiert durch die Anzahl i der
Aufwaértsbewegungen, d.h. durch die Anzahl der up % in der Folge (b,,...,b,); die
Reihenfolge ist dabei unerheblich. Die zuféllige Wahl einer Folge (b,,...,b,) ent-
spricht aber dem Behéaltermodell einer Binomialverteilung versehen mit den Ku-
geln »up« und »down« im Mischungsverhéltnis p = Anzahl up-Kugeln : Gesamt-
zahl. Die Zufallsvariable S, ist folglich B(n, p)-verteilt, d.h.

P(sn:souioln'i)=’§"‘-§'gpi(1-p)”'i fur i=01,....n

(Zur Binomialverteilung vgl. Basiswissen, Lektion 13)

Beispiel. Mit den Parameterwerten n=4, S, =100, p=0,6, u=1,1 und d=0,9
ergeben sich die Endpreise mit den zugehdrigen Binomial-Wahrscheinlichkeiten
zu

k | Sou'd™! P(S, =S,u'd™ ")
0 65,61 0,0256
1 80,19 0,1536
2 98,01 0,3456
3 | 119,79 0,3456
4 | 146,41 0,1296

Binomialmodell von Cox/Ross und Rubinstein. Drei Bestimmungsgleichungen
legen die Modellparameter u, d und p fest. Die erste Gleichung stellt eine Symme-
triebeziehung zwischen den Multiplikatoren u und d her.

-1
9) u—d

Interpretation. Wegen u:d =1 kehrt der Preis nach einer Aufwartsbewegung ge-
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folgt von einer Abwartsbewegung (und vice versa) stets zum Ausgangswert zu-
ruck. Die Preisentwicklung S,,S;,S,,... ist somit ein symmetrischer Random
Walk. Die zweite Bestimmungsgleichung lautet

(10)  Syup+S,d(L- p) =S, e™

Interpretation. Bedingung (10) ist der Ansatz der risikoneutralen Bewertung (2)
des Abschnitts B und wir werden die zugehdrige Wahrscheinlichkeit im folgenden
mit Q bezeichnen. Dazu beachten wir, dal3 die Preisentwicklung S, ® S,,; eines
Teilschrittes Dt Zweipunkt-verteilt —genauer: ZP (S,u,S,d, p) - verteilt - ist. Nach
dem Konzept der risikoneutralen Bewertung ist aber aus Sicht des Zeitpunktes t,
der erwartete Preis Eq(Sy,;) gleich dem Terminpreis S, e"™ . Division durch S,
und Auflésen nach p ergibt
(11) »p S84 it a=et™

u-d
Zur Herleitung einer dritten Bestimmungsgleichung bemerken wir, dal3 die Para-
meter u und d die Schwankungsbreite, d.h. genauer die Varianz des Preismodells
festlegen. Grollere u-Werte implizieren starkere Preisbewegungen. Ausgehend
vom Preis S, im Zeitpunkt t, ergibt sich fur die Varianz V(S,,,) der ZufallsgroRRe
S,.; einerseits SZ e?™(e°"™- 1) (vgl. hierzu Gleichung (8) im Modell von Black
und Scholes; s - auch Volatilitat genannt —ist dabei die Standard-abweichung der
kontinuierlichen Jahresrendite und wird meist auf empirischem Wege bestimmt).
Andererseits ist im vorliegenden Modell der zuféllige Preis S,,; ZP (S,u,S,d, p)-
verteilt; also

Sfu”p+S7d’(1- p)- S{(up+d(1- p))* =Sf ™ (e ™~ 1)
oder mit Gleichung (10)
(12) u’p+d’(1- p)=e®™e
Eine (approximative) Lésung der Gleichungen (9), (10) und (12) ist mit

:eS«/ﬁ d:e-S«/ﬁ e

u

gegeben (vgl. Anhang). Zusammenfassend stellen wir fest, dal3 bei n Teilinterval-
len Dt -also Dt =T/n - der Preis S, im Zeitpunkt t, eine binomialverteilte —ge-
nauer: B(n, p) -verteilte — Zufallsvariable ist mit Trdgermenge

Trs, ={Sou®, d", Seu'd™ ", Spu?d“ ?,...,S,u"d’}
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und Dichtefunktion

fS((Souid“'i):g'%J(l-p)“'i fur i=0,1,...,n

Optionspreisbestimmung. Ziel ist die Bewertung (Preisbestimmung) eines euro-
paischen Call C und Put P auf den Basiswert F mit Basispreis K und Verfall in t,.
Call und Put leisten somit in t, die Zahlungen

CF(t,,C) =max(S, - K, 0) und CF(t,,P)=max(K-S,, 0)

Analog zum Vorgehen von Black und Scholes zeigen nun Cox, Ross und Rubin-
stein, dal sich der Faire Preis der Option als diskontierter Erwartungswert der
Auszahlungen in t, bestimmt. Abgezinst wird wieder mit einem kontinuierlichen
Zinssatz r; der Erwartungswert wird bezuglich der Binomialverteilung B(n,p)
gebildet, d.h.

(13) Sy (t,, Option) = E(CF(t,, Option))e "

- o o
-,}é max(Syu'd™' - K, 0)xfg (Seu'd™ ') (Call)
— +i=0
=1
18 max(K - Seu'd"™", 0)xfg (Sou'd™")>e™ (Put)
i=0 '
Zur Berechnung des Optionspreises bieten sich zwei Verfahren an:

1. Iteration. Wahrend der Binomialbaum durch VVorwartsiteration bestimmt wird,
ergibt sich der Optionspreis durch iteratives Ruckwartsrechnen.

1Seu fur up

Vorwartsiteration: S,,, =
ki1 71, d fiir down

Ruckwartsiteration: Mit den Notationen C, ; und P, ; fur den Callpreis bzw. Put-
preis im Zeitpunkt t, bei i Aufwartsbewegungen und entsprechend S, ; fir den
Preis des Basiswertes —also Sy =Spuidk-i - gilt

Cpi =max(S,; - K, 0) und Cy; =[Cysy 1P +Ciuyi(1- P)le™ fur k<n
P =max(K - S, 0) und Py; =[Py P +Peuy(L- p)le”™ fur k<n

2. Erwartungswert. Gemall Formel (13) werden die zustandsabhangigen Aus-
zahlungen der Option mit den Binomialwahrscheinlichkeiten gewichtet und dann
aufsummiert. Diskontieren des Erwartungswertes ergibt dann den Optionspreis.
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Beispiel. Eine Aktie A ohne Dividendenzahlungen notiert in t, mit dem Preis
100 GE. Zu bewerten ist ein europaischer Call C auf A mit Basispreis 105 GE und
Verfall in 3 Monaten. Der kontinuierliche Zins fur 3 Monate betragt 10%; die Aktie
besitzt eine Volatilitat von 40%. Also S, =100; K=105; T =0,25; b=r=0,1 und
s =0,4. Wir bestimmen den Callpreis durch ein Binomialmodell mit n=3
Schritten (um den Rechenaufwand Uberschaubar zu halten). Mit
Dt =0,25/3 =1/12 berechnen wir die Modellparameter:

u=e®¥12 =1 1224 und d===0,8909

_ e%¥12_0,8909
1,1224 - 0,8909

p =0,5073 und 1- p=0,4927

Mit diesen Angaben kann der Binomialbaum konstruiert werden (vgl. Bild 21).

141,40

100

Bild 21

1. Losungsverfahren (Iteration). Beginnend mit den Callpreisen im Zeitpunkt t,
werden diese iterativ rickwarts gerechnet; z.B.

Cy 5 =max(141,40 - 105, 0) = 36,40
C,, =[36,40p +7,24(1- p)le ™" =(36,40>0,5073 +7,24>0,4927)e *'? = 21,85
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Aktien- Call
preis t, t; t, t,
141,40 36,40
125,98 21,85
112,24 12,77 7,24
100,00 7,32 3,64
89,09 1,83 0
79,38 0
70,72 0

Der Faire Callpreis ist damit S, (t,,C) =7,32 GE..

2. Losungsverfahren (Erwartungswert). Die Erwartungswertbildung ist in der
folgenden Tabelle aufgearbeitet:

i S =Souids_i C;i =max(S;; - 105,0)  p; =§gpi(1' ¥ Csi P

0 70,72 0 0,1196 0
1 89,09 0 0,3694 0
2 112,24 7,24 0,3804 2,75
3 141,40 36,40 0,1306 475
Summe 1,0000 7,50

Der Faire Callpreis ergibt sich durch Abzinsen des Erwartungswertes in t, auf
den Zeitpunkt t;:

Sey (t,C) =Eq(CF(t,,C))> " =750 %% =732 GE

Abschliel3end vergleichen wir dieses Resultat mit dem Ergebnis aus n=5 Teilin-
tervallen und dann mit dem exakten Ergebnis aus der Black/Scholes—+ormel. Zu-
nachst gilt mit den Modellgrofien

Dt=0,05, u=1,0936, d=0,9144, p=0,5056

und dem Iterationsverfahren:
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Aktien- Call
preis t, t, t, t, t, ts
156,39 51,39
143,01 38,54
130,78 26,82 25,78
119,59 17,77 15,11
109,36 11,35 8,68 4,36
100,00 7,06 4,91 2,19
91,44 2,74 1,10 0,00
83,62 0,55 0,00
76,47 0,00 0,00
69,92 0,00
63,94 0,00

Der Faire Callpreis ist damit Sp, (t,,C)=7,06 GE. Zur Berechnung des Options-
preises mit Black/Scholes bestimmen wir

4. = In(100/105) +(0,1 + 0,42/2)>0,25 _

1

0,4 %/0,25

d, =d, - 0,4x/0,25 =-0,2190

und damit weiter

=-0,0190

Sey (ty,C) = 100F (- 0,0190) + &% F (- 0,2190)
=100(1- 0,5080)- 105e %®#*x1- 0,5871) = 6,92 GE

Die Resultate zeigen bei steigender Anzahl n der Teilintervalle eine Verbesserung
des Optionspreises im Binomialmodell. In der Praxis erzielen n =30 bis 50 Unter-
teilungen in der Regel eine hinreichende Genauigkeit.

Zusammenhang zum Black/Scholes-Modell.

Mit dem zentralen Grenzwertsatz

kann gezeigt werden: Bei feiner werdender Zerlegung der Laufzeit T konvergieren
die Optionspreise nach Cox/Ross/Rubinstein gegen die entsprechenden Options-
preise nach Black/Scholes.
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8 Bewertung amerikanischer Optionen

Gegenuiber der europaischen Option (Notationen: CE = Call und PF = Put) er-
laubt eine amerikanische Option (Notationen: C* = Call und P* = Put) die Aus-
Ubung wahrend der gesamten Laufzeit t, - t,. Bei sonst gleichen Ausstattungen
gelten somit fur den Fairen Preis die Beziehungen

SFV(tO1CE) £ Spy (1 |CA) und SFv(to:PE) ESFV(tO1PA)

Calloption. Ubt der Kaufer eines amerikanischen Calls die Option im Zeitpunkt
t<t, vorzeitig aus und leistet der Basiswert wahrend der Optionslaufzeit keine
Zahlungen (etwa eine Aktie ohne Dividendenzahlungen), so erhéalt er die Aus-
zahlung S, - K. Halt der Kaufer den Basiswert bis zum Verfalltermin t,, so ver-
fligt er Uiber den Betrag S, - Ke"™"") ‘Wegen

S, - Ke™Itt) <5, - K £max(S, - K, 0)

ist dies bei positivem Zins r weniger, als die Option im Verfall auszahlt. Ein vor-
zeitiges Optieren flhrt somit zu einem schlechteren Ergebnis und folglich gilt

SFv(tofCA) :SFv(tofCE)

Leistet der Basiswert im Zeitpunkt t <t, eine Zahlung B und tbt der Kaufer den
Call noch vor der Zahlung aus, so ist bei entsprechend hoher Zahlung ein Ergeb-
nis

S, - Ke™Mtt) £ Be™9th) > max(s, - K, 0)

denkbar. Ein vorzeitiges Optieren ist dann vorteilhaft und der Preis des amerika-
nischen Calls ist héher als der Preis des europaischen Calls.

Putoption. Bei einer Putoption kann vorzeitiges Ausuben selbst dann vorteilhaft
sein, wenn der Basiswert keine Zahlungen wahrend der Optionslaufzeit leistet. Ist
z.B. der Strike K =20 Euro und der Preis des Basiswertes nahe 0, so erzielt der
Kaufer bei sofortiger Ausubung einen Ertrag von 20 Euro. Wartet der Investor da-
gegen bis zum Verfalltermin, so kann der Ertrag nur weniger werden, wobei ne-
gative Preise ausgeschlossen sind. AulRerdem ist es gunstiger, jetzt 20 Euro als
spater zu erhalten. Folglich gilt nur

SFV(tO1I:)A) 3 SFV(tO'F)E)

Bild 22 zeigt, dal? es bei positivem Zins r stets einen genugend kleinen Preis S*
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des Basiswertes gibt, der ein vorzeitiges Austben lohnend erscheinen lal3t. Sinkt
der Preis auf diesen kritischen Wert, wird der Put ausgetbt und nimmt sofort den
Wert K- S* an.

Preis und Auszahlung

SV

Bild 22

Beziehungen zwischen Callpreis und Putpreis. Leistet der Basiswert keine Zah-
lungen wahrend der Optionslaufzeit (der Fall b =r), gilt fir europaische Optionen
die Put-Call-Paritat

Skv (tg,C")- Sey (tg,P7) =S, - Ke™™T

Da die Callpreise einer amerikanischen und europdischen Option ubereinstim-
men, folgt

Sky (to,P™) 3 Spy (tg,P®) =Sy (tg,CF) - Sy +Ke ™ =Sp (t;,C")- Sy +Ke
und damit
Skv(tg,C*)- Sey (tg,P*)£S, - Ke™"

Halt ein Investor ein Portfolio PF aus amerikanischem Put und Basiswert, so gilt
fur den Wert V(t,,PF) im Verfalltermin

jmax(K-S,, 0)+S, =max(S,,K) bei Nicht-Austibung vort,
1K erToctt) bei Austibung int <t,
<max(S, - K, 0)+Ke"™ ) =CF(t,,CF)+Ke"ott)
£CF(t,,CF)+Ke'™ =CF(t,,C")+Ke"

V(t,,PF)=

Dies ist die Zahlung eines amerikanischen Calls und einer Geldanlage K in t,.
Nach dem Gesetz des einheitlichen Preises muf} dann fir die Preise in t, gelten

Sky (tg,P™) +Sg £Sry (t,,C*) +K
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und damit
SFv(tofCA)' SFv(to'PA)3 So- K

Insgesamt erhalten wir somit die »Put-Call-Paritat fur amerikanische Optionen«

Sy - KESH, (t5,C")- Spy (t, P ES, - Ke™™T

Bewertung. Da die Black/Scholes-Formel und die spater behandelte Monte Car-
lo-Simulation nur fur européische Optionen gelten, sind wir bei der Bewertung
amerikanischer Putoptionen auf das Modell von Cox/Ross/Rubinstein verwiesen.
Beachten wir, daf® ein amerikanischer Put stets ausgeuibt wird, wenn

Sey (1,P?) <K - S,
gilt, so mussen wir das Iterationsverfahren wie folgt andern:

PkA,i =max(K - Souidk_i , [Pkﬁ\-l,i+lp + Pkél,i (1- p)le o

Beispiel. Eine Aktie A ohne Dividendenzahlungen notiert in t, mit dem Preis
100 GE. Zu bewerten ist ein amerikanischer Put auf A mit Basispreis 95 GE und
Verfall in 6 Monaten. Der kontinuierliche Zins fiir 6 Monate betragt 7%; die Aktie
besitzt eine Volatilitat von 40%. Also S, =100; K=95; T =0,5; b=r=0,07 und
s =0,4. In einem Binomialmodell mit n =5 Teilintervallen —also Dt =0,5/5=0,1
- berechnen sich die Modellparameter wie folgt:

u=e%01 =11348 und d=e "0 =0 8812

0= e%91_ 08812
1,1348- 0,8812

=0,4961 und 1- p=0,5039

Durch Vorwartsiteration konstruieren wir zuerst den Binomialbaum und berech-
nen dann rtckwarts die Putpreise.
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Aktien- Amerikanischer Put
preis t, t, t, t, t, ts
188,22 0,00
165,86 0,00
146,15 0,00 0,00
128,79 0,86 0,00
113,48 3,45 1,72 0,00
100,00 7,80 6,04 3,44
88,12 12,19 10,38 6,88
77,65 18,41 17,35
68,42 26,58 26,58
60,29 34,71
53,13 41,87

Der Faire Preis ist damit S, (t,,P”)=7,80 GE. Wir beachten dabei, daR z.B. im
Zeitpunkt t, bei i =0 Aufwartsbewegungen der erwartete Putpreis

[Py1p+Pyo(L- p)le ™ =[17,35>0,4961 + 34,71>0,5039]e "7 = 25,92
kleiner ist als die Auszahlung
K- S,u’d® =95- 68,42 = 26,58

und damit in diesem Zeitpunkt und Zustand der Put zur Austibung kommt. Wir
vergleichen den Preis des amerikanischen Put noch mit dem Preis des entspre-
chenden europaischen Put:
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Aktien- Europdischer Put
preis t, t, t, t, t, ts
188,22 0,00
165,86 0,00
146,15 0,00 0,00
128,79 0,86 0,00
113,48 3,37 1,72 0,00
100,00 7,51 5,88 3,44
88,12 11,70 10,05 6,88
77,65 17,59 16,69
68,42 25,26 26,58
60,29 34,04
53,13 41,87

und stellen fest:
Sy (t,,PF)=7,51GE <7,80 GE =S (t,,P*)

Da fur den entsprechenden amerikanischen Call gilt (wieder bei u=5 Teilinter-
vallen)

Sey (t;,C*) =Sq, (t,,CF)=15,78 GE
kdnnen wir auch die »Put-Call-Paritat fur amerikanische Optionen« bestatigen:

100- 95 £15,78- 7,80 £100- 91,73

9 Monte Carlo Simulation

Lognormal-verteiltes Preismodell. Gegeben ist der Basiswert F einer Option mit
der Laufzeit t, - t,. Analog zum Black/Scholes—Modell bestimmen wir den Preis
S, =S(t,,F) durch

o 6
T +sVTZ2
@ 2

S, —Soexpg)- >

mit dem heutigen Preis S, =S(t,,F), dem risikofreien kontinuierlichen Zins r, der
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Volatilitat s und einer N (0,1)-verteilten Zufallsvariablen Z. S, ist der Wert eines
geometrischen Prozesses mit normalverteilten Stoérvariablen im Endzeitpunkt
t, =t,.

Optionspreisbestimmung. Ziel ist die Bewertung (Preisbestimmung) eines euro-
paischen Call C und Put P auf den Basiswert F mit Basispreis K und Verfall in t,.
Call und Put leisten somit in t, die Zahlungen

CF(t,,C) =max(S, - K, 0) und CF(t,,P)=max(K-S,, 0)

Der Markt erlaube Geldanlagen und —aufnahmen zum kontinuierlichen Zinssatz r.
Fir den Diskontierungsfaktor gilt somit

df, ="

Die Monte Carlo Simulation verlauft nun in funf Schritten:
Simuliere U(0,1)-verteilte Zufallszahlen x,,..., X, .

Transformiere die x-Werte in N (0,1)-verteilte Zufallszahlen:

z, =F'(x,) fur k=1,...,n

Transformiere die z-Werte in MeRwerte des Preises S, :

20 o)
Sk =Soexp§§%- %ﬂ +s ﬁzkj far k=1,...,n
2} 2}

Berechne die zugehdrigen Auszahlungen der Option

¢, =max(s, - K, 0) (Call) und p, =max(K- s,, 0) (Put)

Bestimme den fairen Preis der Option
i 1 CI;] -rT
;l;—ack xe (Call)

Sev (to, Option) » { [kt

il poe™  (Put)
T Ny=1

Beispiel. Eine Aktie A ohne Dividendenzahlungen notiert in t, mit dem Preis
100 GE. Zu bewerten ist ein europaischer Call C auf A mit Basispreis 105 GE und
Verfall in 3 Monaten. Der kontinuierliche Zins fur 3 Monate betragt 10%; die Aktie
besitzt eine Volatilitat von 40%. Also S, =100; K=105; T =0,25; b=r=0,1 und
s =0,4 (vgl. das Beispiel in Abschnitt 7). Ist z, eine Realisierung der ZufallsgrofRe
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Z, so gilt fur den Preis S, im Zeitpunkt t,
s, =S, p(b-s 2[2)T+s Tz — :LOOe(o,l-0,42/2)>0,25+0,4></0,25>zk — 100 @0:005+0,22

Mit den Angaben der Tabelle 1 (beachte: statt n=20 mufiten mindestens
n =10 000 Werte simuliert werden) ergibt sich dann der faire Callpreis zu

20
Sey (t,,C) = 2—10 ac,e %% =685 GE

k=1

k X Z, Sk Ck k X Z, Sk Ck

1 01396 -1,0820 80,9449 0,0000| 11 0,5226 0,0567 101,6476  0,0000
2 04633 -0,0921 98,6667 0,0000| 12 0,7754 0,7568 116,9257 11,9257
3 03230 -0,4592 91,6823 0,0000| 13 0,6870 0,4874 110,7917  5,7917
4 08155 0,8984 120,2824 152824| 14 0,3953 -0,2655 95,3038  0,0000
5 0,2770 -0,5917 89,2856  0,0000| 15 0,5672 0,1692 103,9607  0,0000
6 00426 -1,7218 71,2230 0,0000| 16 0,5486 0,1221 102,9854  0,0000
7 01435 -1,0645 81,2284  0,0000| 17 0,8588 1,0751 124,6104 19,6104
8 09721 1,9120 147,3152 42,3152| 18 0,8477 1,0267 123,4096 18,4096
9 0,8466 1,0220 123,2929 18,2929| 19 0,6468 0,3766 108,3641  3,3641
10 0,6832 04766 110,5514 55514| 20 0,2138 -0,7932 85,7589  0,0000

Tabelle 1

Bemerkung. lhre eigentliche Anwendung bei der Preisbestimmung hat die Monte
Carlo Simulation im Bereich exotischer pfadabhéangiger Optionen (vgl. Cremers,
Monte Carlo Simulation).

10  Berechnung der Volatilitat

Bezogen auf das Modell ist die Volatilitat eine extern zu bestimmende Marktgro-
Re. Sie ist ein MalR fir die Streuung der kontinuierlichen Rendite des Basiswertes
F. Anders als der heutige Preis S, =S(t,,F) oder Marktzins r =r(t,,t,) ist die
Volatilitdt nicht unmittelbar aus den Marktdaten abzulesen. Fur ihre Bestimmung
gibt es folgende Mdoglichkeiten:

Historische Volatilitat. Bei diesem Ansatz wird die Volatilitat aus der vergange-
nen Preisentwicklung bestimmt. Dazu beobachtet man wahrend eines bestimmten
Zeitraumes (etwa 1 oder 2 Jahre) die Preise S, =S(t,,,F), n=1,2,...,N +1, in den
Zeitpunkten t,,...,ty,, =heute. Die Zeitabstande t,,, - t,, n=1,...,N, sind dabei

n?
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gleich (etwa 1 Tag oder 1 Monat). Im néachsten Schritt werden die kontinuierlichen
Renditen

R, —InSmL g n=1,...,N
Sn

bestimmt. Mit der Schatzfunktion fur die Standardabweichung (vgl. Lektion 12,
Gleichungen (12.29) —(12.31)) bestimmt sich die Volatilitat dann wie folgt

Multiplizieren wir diesen Wert mit dem Faktor +250 bei Tagesrenditen, v52 bei
Wochenrenditen und +/12 bei Monatsrenditen, so erhalten wir die annualisierte
Volatilitat, die in den Optionspreismodellen verlangt ist.

Implizite Volatilitat.. Gibt es eine gehandelte Option mit &hnlichem Basiswert,
Laufzeit und Strike, so kann diejenige Volatilitat bestimmt werden, die in eine ge-
gebene Bewertungsformel (Black/Scholes- oder Binomialmodell) eingesetzt, auf
den Marktpreis der Option fuhrt. Diese implizite Volatilitdt wird dann auf den Ba-
siswert F tbertragen.

11  Anhang

Black/Scholes-Formel. Zur Herleitung der Black/Scholes-Formel fir eine Cal-
loption ist die folgende Integrationsaufgabe zu l6sen:

+¥ +¥

E(CF(t,,C)) = gmax(x- K, 0)fg (x) dx = x- K)fg, (x) dx
-¥ K

+¥

+¥
= @(fsé, (x) dx - d(fsé, (x) dx
K K

Wir berechnen zunéchst das zweite Integral und verwenden dabei die Substituti-
onsregel (vgl. Basiswissen, Lektion 9):

b g7 (b)
of (x) dx = Of(f(z)g((z)dz mit x=9g(z) und z= g'l(x)
a g (a)

fur bestimmte Integrale. Setze
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In(x/S,)- (b-s 2/2)T

z=9'(x)= bzw. x =g(z) =S, es /AT Tz
9 (x) ST 9(2) =S,
also
dz 1 1
Z__ 1 b =1 4
dx s JTx s JTx

Mit der Abkiirzung f(z) =(1/+2p )exp(- z?/2) fur die Dichtefunktion der Stan-
dardnormalverteilung folgt

¥ ¥ 2@ (In(x/S,)- (b-s2/2)T)? 6 ¥
Kfe (X)dX =K )—————expt- Tdx =K (z)dz
s O O 7as vx P8 LN SN 1S

Wir nutzen die Symmetrie der Standardnormalverteilung und schlieRen weiter

+ d,
é«& (x)dx =K ¢f (z)dz =KF(d,)
K -¥

IN(S, /K)+(b-s?/2)T

wobei d, =-g }(K)=
2 g() S\/T

Zur Berechnung des ersten Integrals verwenden wir die gleiche Substitution und
erhalten

+¥ +¥
Ofs, () dx = (S, e® = /AT T2 (7)
K g (K)
g (@syTY

=S,e" @ —e 2 dz

g (k) V2P

Mit der weiteren Substitution y =z- s +T und der Symmetrie der Standardnor-
malverteilung gilt schlieBlich

+¥ d,
O¢fs, (X)dx =S, T of (y)dy =S, e X (d,)
K -¥

wobei d; =- (g Y(K)- sVT)=d, +s VT

Durch Diskontieren erhalten wir fur den Preis eines europaischen Call — und mit
analoger Rechnung fur den Put - die Formel von Black und Scholes

Sey (t5,C) =S, e T F(d;)- Ke ™ F(d,) (Call)
Sey (ty,P)=Ke M F(-d,)- S, e® T F(-d,) (Put)
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Dabei ist

4 = INGSe/K)+(b+s */2)T

und d, =d,-sT
1 Sﬁ 2 1

Cox/Ross/Rubinstein-ModellgréRen. Vorgegeben sind die Bestimmungsglei-
chungen

9) u=1/d

(11) p:'—;l mit a=e™
(12) u2p+d2(1_ p)zeZth+Sth
Zur Bestimmung der Modellgrdfien u, d und p. Mit (11) folgt aus (12)

u’a- u?d+d%u- d%a _ (u®- d?*)a- ud(u- d)
u-d u-d

=(u+d)a- ud=(u+d)a- 1=a2es™
( ) ( )

u’p+d*(1- p)=

Dies ist dquivalent zu

1 2
u+d=-+ae® ™
a

Wegen u = 1/d folgt weiter

2
:£+,/C—-1 mit c=+aes’™
2 4 a

Damit sind die Parameter u, d und p bestimmt: Zunachst wird u aus dem vorgege-
benen Marktdaten r und s 2 berechnet; dann ergibt sich d einfach aus (9) und
schliel3lich p aus (11).

Approximative Bestimmung der Parameter u, d und p. Werden in der Reihenent-
wicklung der e-Funktion (vgl. Basiswissen, Lektion 8, Beispiel 8.3.7)

Xk 2 X3
=14+ x+ =+ 4.
k! 2 3

e* =

Qo

k

1

alle Terme der Ordnung x? und hoher vernachlassigt (dies ist zulassig fir kleine
x-Werte), so folgt
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¢ =g Dty ghDes Dt 1 pDt+(1+bDt)(1+s 2Dt)
»1- bDt+1+bDt+s ?Dt=2+s 2Dt

Damit gilt ndherungsweise fur u

2 2M\2 _
u»1+32Dt+\/(2+s Et) 4

2 21y _ 2
»1+52Dt+\/4+4s4Dt 4:1+Sﬁ+%»es B

Far kleine Zeitintervalle Dt kann also vereinfachend angenommen werden:

:esﬁ d:e_Sﬁ €

u , p=

)

Sensitivitaten. Mit den Notationen der Abschnitte 4 und 6 gilt:

d, =d, - sT

d? =d? - 2d;s VT +s °T
=d? - 2[In(S/K)+(b+s 2/2)T]+s T
=d? - 2In(Se" /K)

F(x) = e 12

V2p

_ 1 @faemeeTky) — 1 d2/2_ In(setT/k) _ bT
f(d,)=——e™ ™ =—e e =f(d,)Se"" /K
(dy) 2 2 (d;)se’"/

f(d) =f(d,)K/Se"

F(x)= %p_)éﬁxp(- z%/2)dz und x =x(S)
1S 1S
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Delta
Dean :E =e®-0T F(d1)+Se(b' nt TF(d;) _Ke T TF(d,)
TS 1S 1S
NGl (b-1)T fd, T 1d,
=e F(d,)+Se f(d)——=- Ke " f(d,)—=
(dy) (dy) 7S (dy) 0
=e® T F(d,)+Se® T f(dl)%- Ke ™ f(dl)SebT/K%
=eTF(d;)>0
DPut =E — Ke—I‘T 1-“:(- dZ) _ e(b—r)T F(_ d]_)' Se(b—r)T 1-“:(- d]_)
15 s 1S
- = ﬂd _ _ - ﬂd
=Ke Tf(-d,)—2- e®INTEd.)-Se® T f(-d 1
(-d;) 1S (-d;) ( 1)—115
=Ke'”f(-d1)SebT/K%- e T F(-d1)+Se(b‘r)Tf(-dl)1]|?—Sl
=-e® M F(-d;)<0
Gamma
_1?°C _ Dy _ 1T F(d,) _f(d;)e® T
al = g = = >0
1S fs 1 SsT
_TP Dy _ - 1e®TR(dy) _f(dy)e™ ™
GPut - 2 = - = >O
1S 1S s SsT
Rhofir bt 0
o = 4 =TSEC T R (d,)- Tel T (¢,) + s TR
.
+TKe " F(d,)- Ke T ﬂFédz)
r

=5e T f(dl)%wKe-” F(d,)- Ke™™™ f(dl)SebT/Kﬂ;'—1
r

=TKe " F(d,)>0

:1111—?=-TKe'rT F(-dy)+Ke' ™ _ﬂFEH-rdZ)
- TSe® T E(-d,)+TSe® )T F(-d,)- Se® T F(-d,)

Ir
=-TKe " F(-d,) <0
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furb=0

1C

e = 10 = TSe® T F(d,) + 50T I ( 1)+TKe TEd,)- Ke'T TLd2)
i

ir
= _Tse(b— nNT F(dl) +Se(b—r)T f(dl)ﬂ—

+TKe " F(d,)- Ke™™T f(dl)SebT/Kﬂ;Tj_l
"

=-Tse®™ T F(d,) +TKe ™ F(d,)
=-TC<0

rPut::[.[_I:—'TKe rTF( d )+Ke rTM

I
+TSel-NT F(-d,)- Sel- r)TM
ir
=TP <0
Vega

C _gew-nr JF( o TF(d
Vegacm-% Se® )T%_ Ke T%

v Td b 1d
=se )Tf(dl)ﬂ—sl- Ke Tf(dZ)ﬂ_Sz

' A ke fd
=Se® T f(d,) 1L . Ke T f(d,)se" fk 1z
@) @se k1

- d, Td,6
=Se® T f(d aéL_z_
(1)8118 W 5

=Se® T §(d,)VT >0

1P

Vegin, = 2 =i LG, gqoor FEC0)

ﬂs ﬂs
e Tf(-d )& ﬂdzo Se® T (g )& ﬂdlo
Ts o Yy
- odd; 1d, 6
:Se(b r)de _1__2+
( 1)8115 0 o

=Se® T f(d)VT >0

1d, 1d, aeln(SebT/K) 1 =0 ®Inse/K) 1
s s s VT 2\/_fzj CsAUT \/— =T
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Theta
¢ : oy TF(d
Qcan =- ﬂﬁ:-(b- r)S(b r)TF(dl)_ Se-nT (dy)
- rKe'rT F(d2)+Ke_rT T“:(dz)
L
= (b-n)T (b-1)T 1d,
=-(b- NS ITF(d;)- se® T f(d;)*
T
-rKe T F(d2)+Ke'fo(d1)SebT/K"]"‘f'r_2
: d, 1,0 _ _
:Se(b I’)Tf d %_ _1+_ b_ r S(b r)TF d _ rKe T F d
( 1)8111_ T o (b-1) (dy) (d;)
Se® " f(dy)s
= - (b- nNS®ITE,)- rKe T F(d
w0 (dy) (d;)
TP = ke o TF(-dy)
=-—=rKe"" F(-d,)- Keo" —==
Qput T (-dy) o
+(b- )S®TE(-d,)+se 0T TEL A1)
' - - d, 91d;6
:rKerTF-d +b_rs(br)TF_d +Se(br)de &__l+
(-dy)+( ) (-dy) ( 1)81“_ T o
Se® T f(d,)s
= + b'rS(b_r)TF -d +rKe-rTF -d
24T ( ) (-dy) (-dy)
T, T, _@InGK), b s g @IS, b s o s
T T & 25T 25T 4T g & 25T 25T 4Tg 24T
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