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Abstract

Pareto-improving tax coordination, and even tax harmonization, are Nash 
implementable between sovereign countries without any supranational tax 
authorities. Following Schelling’s approach, we consider voluntary commitment, which 
constrains countries’ respective tax rate choices. We develop a commitment game 
where countries choose their strategy sets in preliminary stages and play consistently 
during the final one. We determine the set of tax rates, which are implementable by 
commitment. This allows countries to reach Pareto-improving equilibriums. We also 
establish that complete tax harmonization may emerge as the subgame perfect Nash 
equilibrium of the commitment game as long as the asymmetry between countries 
remains limited. Our analysis contributes to the rationale of tax ranges and, more 
broadly, of non binding but self-enforcing commitments (not equivalent to cheap 
talk) in the context of tax competition.

Classification JEL : H30; H86; C72.

Mots-clés: Tax competition; tax coordination; commitment.
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▼②❡+.♦♥ ✭✷✵✵✾✮ ✇+✐(❡.✿ ✧❙!"❛!❡❣② ♦❢ ❈♦♥✢✐❝! ❞❡♠♦♥.(+❛(❡❞ ❜♦(❤ (❤❡ ✐♠♣♦+(❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❝♦♦♣❡+❛(✐✈❡ ❡3✉✐❧✐❜+✐✉♠ ❛♥❛❧②.✐. ❛♥❞

(❤❡ ✐♥❛❞❡3✉❛❝② ♦❢ ❞♦✐♥❣ ✐( ♦♥❧② ✐♥ (❤❡ ♥♦+♠❛❧ ❢♦+♠✳✧ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ✐♥ ❤✐. .❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡+ ♦♥ ❛.②♠♠❡(+✐❝ (❛① ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥✱ ❇✉❝♦✈❡(.❦②

✭✶✾✾✶✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤(. (❤❛( (❤❡ ✧❣♦✈❡+♥♠❡♥( ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡((❡+ ❛❜✐❧✐(② (❤❛♥ ❝♦❧❧✉❞✐♥❣ ✜+♠. (♦ ♠❛❦❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✐(♠❡♥(.✳✧
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❙♦♠❡ ❛✉(❤♦+. ❤❛✈❡ ❢♦+♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♠✐(♠❡♥(. ✐♥ ♣❛+(✐❝✉❧❛+ ❣❛♠❡.✳ ❋♦+ ✐♥.(❛♥❝❡✱ ❈+❛✇❢♦+❞ ✭✶✾✽✷✮ ❛♥❞ ❍❛+( ❛♥❞ ▼♦♦+❡ ✭✷✵✵✹✮

❞❡♠♦♥.(+❛(❡ (❤❡ +♦❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✐(♠❡♥( ✐♥ ❜❛+❣❛✐♥✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❍❛♠✐❧(♦♥ ❛♥❞ ❙❧✉(.❦② ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ✈❛♥ ❉❛♠♠❡ ❛♥❞ ❍✉+❦❡♥. ✭✶✾✾✻✮

.(✉❞② (❤❡ ❡✛❡❝( ♦❢ ✉♥✐❧❛(❡+❛❧ ❝♦♠♠✐(♠❡♥( ♦♥ ❛ .✐♥❣❧❡ ♣✉+❡ .(+❛(❡❣② ✐♥ ❞✉♦♣♦❧②✳
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❝♦♠♠✐$♠❡♥$'✱ ✇❤❡+❡ ♦♥❡ ♣❧❛②❡+ ❡♥❣❛❣❡' ❤✐♠'❡❧❢ ✐♥ ❛ ✉♥✐3✉❡ ❛❝$✐♦♥ ❛$ $❤❡ ✜+'$ '$❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ❣❛♠❡✳
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❚❤✐' +❡'✉❧$

♠❛❦❡' $❤❡ ❧❡❛❞❡+✬' ❜❡❤❛✈✐♦+ ✐♥ $❤❡ ❙$❛❝❦❡❧❜❡+❣ ❣❛♠❡ ❝+✉❝✐❛❧ ❢♦+ ♦✉+ ❛♥❛❧②'✐'✱ '✐♥❝❡ $❤❡ ❝♦♠♠✐$$✐♥❣ ♣❧❛②❡+

❜❡❤❛✈❡' ❛' $❤❡ ❧❡❛❞❡+ ♦❢ ❛ ❙$❛❝❦❡❧❜❡+❣✿ ■$ ♠❛①✐♠✐③❡' ❛ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐$❧② $❛❦❡' ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$

$❤❡ +❡❛❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡+✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ♦✉+ ❛♥❛❧②'✐' ❞❡♣❛+$' ❢+♦♠ ❛ '$❛♥❞❛+❞ ❙$❛❝❦❡❧❜❡+❣ ❣❛♠❡ '✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦$

+❡'$+✐❝$ ❝♦♠♠✐$♠❡♥$ $♦ ♠♦✈✐♥❣ ✜+'$ ♦+ '❡❝♦♥❞✳ ❲❡ ❞❡$❡+♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ $❛① +❛$❡' ❛+❡ ◆❛'❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ $❤+♦✉❣❤

❝♦♠♠✐$♠❡♥$ ✐♥ ❣❡♥❡+❛❧✱ ❛♥❞ ❛+❡ E❛+❡$♦✲✐♠♣+♦✈✐♥❣ ✇✐$❤ +❡'♣❡❝$ $♦ $❤❡ '$❛♥❞❛+❞ '$❛$✐❝ $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❣❛♠❡✳

❖✉+ ❛♥❛❧②'✐' ❝♦♥$+✐❜✉$❡' $♦ $❤❡ ❧✐$❡+❛$✉+❡ ♦♥ $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✴❝♦♦+❞✐♥❛$✐♦♥ ✐♥ '❡✈❡+❛❧ ✇❛②'✳ ❋✐+'$✱ ✇❡ ❛❞♦♣$

❛ ♠♦♥♦$♦♥❡ ❝♦♠♣❛+❛$✐✈❡ '$❛$✐❝' ❛♣♣+♦❛❝❤ ❛' ❢♦+♠❛❧✐③❡❞ ❜② ▼✐❧❣+♦♠ ❛♥❞ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✾✹✮✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ ✐♥❞✉'$+✐❛❧ ♦+❣❛♥✐③❛$✐♦♥ ❧✐$❡+❛$✉+❡ ✭'❡❡ ❱✐✈❡'✱ ✶✾✾✾✮✳ ❆''✉♠✐♥❣ ♣♦'✐$✐✈❡ $❛① '♣✐❧❧♦✈❡+'
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❛♥❞ $❤❡ '$+❛$❡❣✐❝

❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛+✐$✐❡' ♦❢ $❛① +❛$❡'✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ '❡✈❡+❛❧ ♣+❡❧✐♠✐♥❛+② +❡'✉❧$'✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞ ❢♦+ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧' ♦❢ $❛①

❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ✭❝❛♣✐$❛❧ ♦+ ❝♦♠♠♦❞✐$② $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤$ $❤❡ ♣♦✐♥$ $❤❛$ $❤❡ ♣❡+❢❡❝$ '✉❜✲

❣❛♠❡ ◆❛'❤ ❡3✉✐❧✐❜+✐✉♠' ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♠✐$♠❡♥$ ❣❛♠❡ ❛+❡ E❛+❡$♦✲'✉♣❡+✐♦+ $♦ $❤❡ ◆❛'❤ ❡3✉✐❧✐❜+✐✉♠ ♦❢ $❤❡ '$❛♥❞❛+❞

✭'$❛$✐❝✮ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♥$❛+② ❝♦♠♠✐$♠❡♥$ $♦ +✉❧❡ ♦✉$ '♦♠❡ ❧❡✈❡❧' ♦❢ $❛① +❛$❡' ❛❧❧♦✇' ❝♦✉♥$+✐❡' $♦ ❡'$❛❜❧✐'❤

'♦♠❡ E❛+❡$♦✲✐♠♣+♦✈✐♥❣ ❝♦♦+❞✐♥❛$✐♦♥✳ ❖✉+ ❛♣♣+♦❛❝❤ ♣+♦✈✐❞❡' '♦♠❡ +❛$✐♦♥❛❧❡ +❡❣❛+❞✐♥❣ $❛① +❛♥❣❡' ❛' ❞❡'❝+✐❜❡❞

✐♥ E❡+❛❧$❛ ❛♥❞ ✈❛♥ ❨♣❡+'❡❧❡ ✭✷✵✵✻✮✱ ♦+ ♦$❤❡+ ✈♦❧✉♥$❛+② +❡'$+✐❝$✐♦♥' ❛♠♦♥❣ ❥✉+✐'❞✐❝$✐♦♥' ✇✐$❤ $❛① '♦✈❡+❡✐❣♥$②✳

❚❤✐+❞✱ $❛① ❤❛+♠♦♥✐③❛$✐♦♥ ✐' ◆❛'❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛❜❧❡ $❤+♦✉❣❤ ❝♦♠♠✐$♠❡♥$' ✇❤❡♥ ❝♦✉♥$+✐❡' ❛+❡ ♥♦$ $♦♦ ❛'②♠✲

♠❡$+✐❝✳
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❍❡+❡✱ ❤❛+♠♦♥✐③❛$✐♦♥ ✐' ❡♥❞♦❣❡♥♦✉' ❛♥❞ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉'❧② E❛+❡$♦✲✐♠♣+♦✈✐♥❣✱ ❝♦♥$+❛'$✐♥❣ ✇✐$❤ ❛ ❧❛+❣❡

♣❛+$ ♦❢ $❤❡ +❡❧❛$❡❞ ❧✐$❡+❛$✉+❡✱ ✇❤❡+❡ ❤❛+♠♦♥✐③❛$✐♦♥ ✐' ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ❤②♣♦$❤❡'✐' ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ '♦♠❡ +❡❞✐'$+✐❜✉$✐♦♥

❛♠♦♥❣ ❝♦✉♥$+✐❡' ✭❑❛♥❜✉+ ❛♥❞ ❑❡❡♥✱ ✶✾✾✸❀ ❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ❑+✉❣♠❛♥✱ ✷✵✵✹❀ ♦+ ❩✐''✐♠♦' ❛♥❞ ❲♦♦❞❡+'✱ ✷✵✵✽✮✳

❚❤✐' ❛+$✐❝❧❡ ❝♦♠♣❧❡$❡' ♣+❡✈✐♦✉' ✇♦+❦ ♦♥ $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✳ ■♥ ♣❛+$✐❝✉❧❛+✱ E❡+''♦♥ ❛♥❞ ❚❛❜❡❧❧✐♥✐ ✭✶✾✾✷✮ ❞❡✈❡❧♦♣

❛ ♣♦❧✐$✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧ ♦❢ $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✱ ✇❤❡+❡ $❤❡ ❞❡❝✐'✐✈❡ ✭♠❡❞✐❛♥✮ ✈♦$❡+ '$+❛$❡❣✐❝❛❧❧② ❞❡❧❡❣❛$❡' $❛①

♣♦❧✐❝② $♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐$❤ ❞✐✛❡+❡♥$ ♣+❡❢❡+❡♥❝❡'✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐$♠❡♥$ ❣❛♠❡ ✇❡ ♣+♦♣♦'❡ ❤❡+❡ ✐' ❡3✉✐✈❛❧❡♥$

✐♥ $❤❡♦+② $♦ ❛ ✈♦❧✉♥$❛+② '$+❛$❡❣✐❝ ❞❡❧❡❣❛$✐♦♥ ❣❛♠❡ ✉♥❞❡+ ❝♦♠♣❧❡$❡ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥✱ ✇❤❡+❡ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡+✴❝♦✉♥$+②

❞❡❧❡❣❛$❡' ✐$' $❛①✐♥❣ ♣♦✇❡+ $♦ ❛♥ ❛❣❡♥$ ✇❤♦ ❤❛' ❛❝❝❡'' $♦ ❛ ♥❛++♦✇❡+ '❡$ ♦❢ ❛❝$✐♦♥'✳ ❉❤✐❧❧♦♥✱ E❡++♦♥✐✱ ❛♥❞

❙❝❤❛+❢ ✭✶✾✾✾✮ ♣+♦♣♦'❡ ❛ $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ✇❤❡+❡ $❤❡ ♣+❡❢❡+❡♥❝❡ ❢♦+ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❥✉+✐'❞✐❝$✐♦♥

✐' ♣+✐✈❛$❡ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥✳ ❚❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ♠❛② $❤❡♥ '✉+✈✐✈❡ ❞❡'♣✐$❡ $❛① +❛$❡ ❝♦♦+❞✐♥❛$✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ $❤❡✐+ ❛♥❛❧②'✐'

✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐'♠ ❞❡'✐❣♥ ❧✐$❡+❛$✉+❡ ✉♥❞❡+ ✐♠♣❡+❢❡❝$ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞♦♣$ ❛ ❞✐✛❡+❡♥$ ❛♣♣+♦❛❝❤ ❜②

❝♦♥'✐❞❡+✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♥$❛+② ❝♦♠♠✐$♠❡♥$ ❞❡✈✐❝❡ ✉♥❞❡+ ♣❡+❢❡❝$ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①$❡♥❞ ❑❡♠♣❢ ❛♥❞ ❘♦$❛✲
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❞'❛#$✐❝❛❧❧② $❤❡ ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ '❡❧❡✈❛♥$ ❝♦♠♠✐$♠❡♥$# $♦ #$✉❞②✳

✾

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊❛$♦♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉#❡ $❤❡ $❡'♠ ♦❢ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛'✐$② ♦❢ $❛① '❛$❡#✳

✶✵

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞✐#$✐♥❣✉✐#❤ ❝♦✉♥$'✐❡# ❜② $❤❡✐' ❡B✉✐❧✐❜'✐✉♠ $❛① '❛$❡# ✐♥ $❤❡ #$❛♥❞❛'❞ ✭#$❛$✐❝✮ $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ♦✉' ❛♣♣'♦❛❝❤

❛❧❧♦✇# ✉# $♦ ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ❞✐✛❡'❡♥$ #♦✉'❝❡# ♦❢ ❤❡$❡'♦❣❡♥❡✐$② ❜❡$✇❡❡♥ ❝♦✉♥$'✐❡# ✭#✐③❡✱ ❝❛♣✐$❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥$✱ ♣'♦❞✉❝$✐✈✐$②✱ ♣'❡❢❡'❡♥❝❡ ❢♦'

♣✉❜❧✐❝ #♣❡♥❞✐♥❣✱ ❡$❝✳✮✳

✹



♣!♦♣♦#❡❞ ❜② ❍❛♠✐❧-♦♥ ❛♥❞ ❙❧✉-#❦② ✭✶✾✾✵✮✱ !❡#♣❡❝-✐✈❡❧② -♦ ❝❛♣✐-❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐-② -❛① ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥✳ ❇♦-❤

❛!-✐❝❧❡# ❝♦♥❝❧✉❞❡ -❤❛- -❤❡ ◆❛#❤ ❡?✉✐❧✐❜!✐✉♠ ♦❢ -❤❡ #✐♠✉❧-❛♥❡♦✉# ❣❛♠❡ ✐# ♥♦- ❝♦♠♠✐-♠❡♥- !♦❜✉#-✳ ❍♦✇❡✈❡!✱

-❤❡ #-✉❞✐❡❞ ❝♦♠♠✐-♠❡♥- ❞❡✈✐❝❡ !❡♠❛✐♥# !❡#-!✐❝-❡❞ -♦ #✐♥❣❧❡ ❛❝-✐♦♥# ✭♠♦✈✐♥❣ ❡❛!❧② ♦! ❧❛-❡✮ ❛♥❞ -❤❡ ✐##✉❡ ♦❢

-❛① !❛-❡ ❝♦♦!❞✐♥❛-✐♦♥✴❤❛!♠♦♥✐③❛-✐♦♥ ✐# ♥♦- ❝♦♥#✐❞❡!❡❞✳

❚❤❡ !❡#- ♦❢ -❤❡ ♣❛♣❡! ✐♥❝❧✉❞❡# -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ #❡❝-✐♦♥ ✷ ♣!❡#❡♥-# -❤❡ #-❛♥❞❛!❞ -❛① ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ✐-#

♠❛✐♥ ❛##✉♠♣-✐♦♥#✱ ❛♥❞ #♦♠❡ ♣!❡❧✐♠✐♥❛!② !❡#✉❧-#❀ #❡❝-✐♦♥ ✸ ❞❡✈❡❧♦♣# -❤❡ ❝♦♠♠✐-♠❡♥- ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♦✉! ♠❛✐♥

!❡#✉❧-#❀ #❡❝-✐♦♥ ✹ ♣!♦♣♦#❡# ❛♥ ❛♥❛❧②-✐❝❛❧ ✐❧❧✉#-!❛-✐♦♥ ♦❢ ♦✉! ❛♥❛❧②#✐# ✇✐-❤ ?✉❛❞!❛-✐❝ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝-✐♦♥#✱ ✇❤✐❝❤

❡♥❝♦♠♣❛##❡# #❡✈❡!❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧# ✐♥ -❤❡ ❧✐-❡!❛-✉!❡ ♦♥ ❝❛♣✐-❛❧ -❛① ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥❀ #❡❝-✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡#✳

✷ ❚❤❡ $%❛♥❞❛)❞ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ❣❛♠❡

✷✳✶ ❚❤❡ &❡'✲✉♣ ♦❢ '❤❡ ❢-❛♠❡✇♦-❦

❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢!❛♠❡✇♦!❦ ♦❢ -❛① ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥ ❛#❝!✐❜❡❞ -♦ ❩♦❞!♦✇ ❛♥❞ ▼✐❡#③❦♦✇#❦✐ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❲✐❧#♦♥ ✭✶✾✽✻✮

✐# ❛ ♦♥❡✲♣❡!✐♦❞ -✇♦✲❝♦✉♥-!② ❣❛♠❡ ✇❤❡!❡ ❛ #✐♥❣❧❡ ❣♦♦❞ ✐# ♣!♦❞✉❝❡❞ ❢!♦♠ -✇♦ ❢❛❝-♦!#✿ ❧❛❜♦!✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ✐♠♠♦❜✐❧❡

❛❝!♦## ❝♦✉♥-!✐❡#✱ ❛♥❞ ❝❛♣✐-❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ♣❡!❢❡❝-❧② ♠♦❜✐❧❡✳ ❚❤✐# ♠♦❜✐❧✐-② ✐♥❞✉❝❡# ❛ -❛① #♣✐❧❧♦✈❡! ❛♥❞ -❛① ♣♦❧✐❝②

✐♥-❡!❛❝-✐♦♥# ❜❡-✇❡❡♥ ❝♦✉♥-!✐❡#✳

■♥ ♦!❞❡! -♦ ❝❛♣-✉!❡ -❤❡#❡ -❛① ✐♥-❡!❛❝-✐♦♥#✱ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡! -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #-!❛-❡❣✐❝✲❢♦!♠ ❣❛♠❡✱ ❞❡♥♦-❡❞ ❜② G✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ G ≡
〈

{1, 2} ,
(

[0, 1] ,W i
)

i∈{1,2}

〉

✱ ✇❤❡!❡ -❤❡ ✐♥-❡!✈❛❧ [0, 1] ✐# -❤❡ #❡- ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ -❛① !❛-❡# ❢♦! ❡❛❝❤

❝♦✉♥-!② ❛♥❞ W i (ti, tj) : [0, 1]
2 → R ✐# -❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥-!② i✳ ❚❤✐# ❢✉♥❝-✐♦♥ ♠❛② ❝♦!!❡#♣♦♥❞ -♦ ❛

✇❡❧❢❛!❡ ❢✉♥❝-✐♦♥✱ ♦! ❝♦❧❧❡❝-❡❞ -❛① !❡✈❡♥✉❡✳ ■- ✐# ❛##✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ❝♦♥-✐♥✉♦✉# ✐♥ ❜♦-❤ ❛!❣✉♠❡♥-# ✭ ti ❛♥❞ tj✮ ❛♥❞

❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ti
(

W i
11 (ti, tj) ≡ ∂2W i (ti, tj) /∂t

2
i < 0

)

✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ -❤❡ ♠♦♥♦-♦♥❡ ❝♦♠♣❛!❛-✐✈❡ #-❛-✐❝# ❛♣♣!♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛##✉♠❡ -❤❛- ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥# ❛♥❞✱ ❝♦♥#❡?✉❡♥-❧②✱

-❤❡ -❛① ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ❡①❤✐❜✐- -✇♦ ♣!♦♣❡!-✐❡# ❢♦! ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ -❛① !❛-❡# ✐♥ [0, 1]✳ ❚❤❡ ✜!#- ♣!♦♣❡!-②

✐# ♣♦#✐-✐✈❡ -❛① #♣✐❧❧♦✈❡! ♦!✱ ❡?✉✐✈❛❧❡♥-❧②✱ -❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥-❛!✐-② ♦❢ -❛① !❛-❡# ❛# ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊❛-♦♥ ✭✷✵✵✹✮✳

❆!!✉♠♣%✐♦♥ ✭✶✮✿ ❲❡ ❛##✉♠❡ -❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥-❛!✐-② ♦❢ -❛① !❛-❡#✱ ♦! ❡?✉✐✈❛❧❡♥-❧②

W i
2 (ti, tj) ≡

∂W i (ti, tj)

∂tj
> 0. ✭✶✮

❚❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥-❛!✐-② ♣!♦♣❡!-② #✉♠# ✉♣ #❡✈❡!❛❧ ❡✛❡❝-#✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥-✐✜❡❞ ✐♥ -❤❡ -❛① ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥

❧✐-❡!❛-✉!❡✳ ❋♦! ✐♥#-❛♥❝❡✱ ❝♦♥#✐❞❡!✐♥❣ -❤❡ #-❛♥❞❛!❞ ❝❛♣✐-❛❧ -❛① ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡!❡ -❤❡ ❝♦✉♥-!②✬# ♣❛②♦✛

❢✉♥❝-✐♦♥ ✐# ✐-# ✇❡❧❢❛!❡ ❢✉♥❝-✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈❡# ❛- ❧❡❛#- -❤!❡❡ ❡✛❡❝-#✿ ❛ -❛① ❜❛#❡ ❡✛❡❝-✱ ❛ ❝❛♣✐-❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝-

✺



✭❛❧#♦ ❝❛❧❧❡❞ (❤❡ (❡*♠# ♦❢ (*❛❞❡ ❡✛❡❝(✮✱ ❛♥❞ (❤❡ ♣*♦❞✉❝(✐✈✐(② ❡✛❡❝( ♦❢ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❢❛❝(♦*#✳ ❚❤❡ (❛① ❜❛#❡ ❡✛❡❝(

❝♦**❡#♣♦♥❞# (♦ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❛♥ ✐♥❝*❡❛#❡ ✐♥ ❝♦✉♥(*② j✬# (❛① *❛(❡ ❞❡❝*❡❛#❡# (❤❡ ♥❡( *❡(✉*♥ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✐♥ (❤✐#

❝♦✉♥(*② ❛♥❞ ❞*✐✈❡# ♦✉( ❝❛♣✐(❛❧ ❢*♦♠ (❤✐# ❝♦✉♥(*② ✐♥(♦ ❝♦✉♥(*② i✳ ❚❤✐# ✢♦✇ ❜*♦❛❞❡♥# (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ (❛① ❜❛#❡ ♦❢

❝♦✉♥(*② i ❛♥❞ ✐♥❝*❡❛#❡# ✐(# (❛① *❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝(✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝( ✐♥✈♦❧✈❡# ❛♥ ♦♣♣♦#✐(❡

*❡❧❛(✐♦♥#❤✐♣✿ ❞✉❡ (♦ (❤❡ ♣❡*❢❡❝( ♠♦❜✐❧✐(② ♦❢ (❤❡ (❛① ❜❛#❡ ✭❝❛♣✐(❛❧✮✱ ❛♥ ✐♥❝*❡❛#❡ ✐♥ tj ❞❡❝*❡❛#❡# (❤❡ ✇♦*❧❞✇✐❞❡

♥❡( *❡(✉*♥ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧✱ ❛♥❞ ❛✛❡❝(# (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ ♦✇♥❡*# ✐♥ ❜♦(❤ ❝♦✉♥(*✐❡# ♥❡❣❛(✐✈❡❧②✳ ■❢ (❤❡ ✇❡✐❣❤( ♦❢ (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧

♦✇♥❡*# ✐♥ (❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐# #✉✣❝✐❡♥(❧② ✐♠♣♦*(❛♥(✱

✶✶

✇❡ ♠❛② ♦❜(❛✐♥ (❤❡ ♣❧❛✐♥ #✉❜#(✐(✉(❛❜✐❧✐(② ♣*♦♣❡*(②

❢♦* (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ ❡①♣♦*(❡* ❝♦✉♥(*②

(

W i
2 (ti, tj) < 0

)

✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ (❤❡ ♣*♦❞✉❝(✐✈✐(② ❡✛❡❝( *❡❧✐❡# ♦♥ (❤❡ #❤❛♣❡ ♦❢ (❤❡

♣*♦❞✉❝(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥✿ ❆♥ ✐♥❝*❡❛#❡ ✐♥ tj *❛✐#❡# (❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✐♥ ❝♦✉♥(*② i✱ ❛♥❞ (❤❡♥ ✐♥❝*❡❛#❡# (❤❡ *❡♥(

❢*♦♠ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❢❛❝(♦*#✱ #✐♥❝❡ (❤❡ ♣*♦❞✉❝(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐# ✉#✉❛❧❧② ❛##✉♠❡❞ (♦ ❜❡ ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❇② ❛##✉♠✐♥❣ ♣❧❛✐♥

❝♦♠♣❧❡♠❡♥(❛*✐(②✱ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡* (❤❛( (❤❡ (❛① ❜❛#❡ ❡✛❡❝( ❛♥❞ (❤❡ ♣*♦❞✉❝(✐✈✐(② ❡✛❡❝( ❞♦♠✐♥❛(❡ (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ ✐♥❝♦♠❡
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W i
12 (ti, tj) ≡

∂2W i (ti, tj)

∂ti∂tj
> 0. ✭✷✮
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(❤❡ ♦(❤❡* ❝♦✉♥(*②✱ ✇❤✐❝❤ *❡❞✉❝❡# ✐(# ♦✇♥ (❛① *❛(❡ ✭❛♥❞ (❤❡♥✱ ✐(# *❡✈❡♥✉❡✮ ❛# ❛ ❜❡#( *❡♣❧②✳

✶✹

✶✶

❚❤❡ ✐♥%❡&♥❛%✐♦♥❛❧ ❞✐+%&✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐%❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥%+ ♣❧❛②+ ❛ ❝&✉❝✐❛❧ &♦❧❡ ❤❡&❡✳

✶✷

❖✉& ♠❛✐♥ &❡+✉❧%+ ♠❛② ❛❧+♦ ❜❡ ❡+%❛❜❧✐+❤❡❞ ✇✐%❤ ♣❧❛✐♥ +✉❜+%✐%✉%❛❜✐❧✐%② +✐♥❝❡ %❤❡ ❝♦♠♠✐%♠❡♥% ❣❛♠❡ ♣&♦♣♦+❡❞ ❜② ❇❛❞❡ ❡% ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮ ❞♦❡+ ♥♦% ❛++✉♠❡❞ %❤✐+ ♣&♦♣❡&%②✳

✶✸

❘♦%❛✲●&❛③✐♦+✐ ✭✷✵✶✻✮ ❡+%❛❜❧✐+❤ +✉✣❝✐❡♥% ❝♦♥❞✐%✐♦♥+✿ %❤❡ ❧♦❣✲❝♦♥❝❛✈✐%② ❛♥❞ %❤❡ ✶✴✷✲❝♦♥✈❡①✐%② ♦❢ %❤❡ ♠❛&❣✐♥❛❧ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥

❢✉♥❝%✐♦♥ %♦ ❡+%❛❜❧✐+❤ %❤❡ +%&❛%❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥%❛&✐%② ♦❢ %❛① &❛%❡+ ✐♥ ❛ +%❛♥❞❛&❞ ❝❛♣✐%❛❧ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥%&✐❡+ ♠❛①✐♠✐③❡

%❤❡✐& &❡+♣❡❝%✐✈❡ %❛① &❡✈❡♥✉❡+✳ ❆♥ ❡①%❡♥+✐♦♥ %♦ ✇❡❧❢❛&❡ ♠❛①✐♠✐③❡&+ ✐+ ♥♦% ✐♠♠❡❞✐❛%❡ ✭+❡❡ %❤❡ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ ❱&✐❥❜✉&❣ ❛♥❞ ▼♦♦✐❥✱

✷✵✶✻✱ ✇❤♦ ❡+%❛❜❧✐+❤ %❤❡ +%&❛%❡❣✐❝ +✉❜+%✐%✉%❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❛① &❛%❡+✮✳

✶✹

❚❤❡ &❛❝❡ %♦ %❤❡ %♦♣ ✐+ ❛❧+♦ ♣♦++✐❜❧❡ ✐♥ %❤✐+ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥✳

✻



❙❡✈❡#❛❧ ❡♠♣✐#✐❝❛❧ ✇♦#❦- ✭❆❧0-❤✉❧❡# ❛♥❞ ●♦♦❞-♣❡❡❞✱ ✷✵✵✷❀ ❘❡✈❡❧❧✐✱ ✷✵✵✺❀ ❉❡✈❡#❡✉①✱ ▲♦❝❦✇♦♦❞✱ ❛♥❞ ❘❡❞♦❛♥♦✱

✷✵✵✽❀ ❑❛♠♠❛-✱ ✷✵✶✶✮ ❝♦♥✜#♠ 0❤❡ ❛--✉♠♣0✐♦♥ ♦❢ -0#❛0❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥0❛#✐0② ❜② ❤✐❣❤❧✐❣❤0✐♥❣ ❛ ♣♦-✐0✐✈❡ -❧♦♣❡

♦❢ ❝♦✉♥0#✐❡-✬ #❡❛❝0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥- ✐♥ 0❛① #❛0❡-✳ J❧❛✐♥ ♣#♦♣❡#0② ❤❛- #❡❝❡✐✈❡❞ ❧❡-- ❛00❡♥0✐♦♥ ❢#♦♠ 0❤❡ ❡♠♣✐#✐❝❛❧

❧✐0❡#❛0✉#❡✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❛ #❡❝❡♥0 ❛♥❛❧②-✐- ✭■▼❋✱ ✷✵✶✹✮ ❡-0✐♠❛0❡- 0❤❡ ✐♠♣❛❝0 ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦#✐♥❣ ❝♦✉♥0#✐❡- ♦♥ 0❤❡

❈♦#♣♦#❛0❡ ■♥❝♦♠❡ ❚❛① ✭❈■❚✮ ❜❛-❡ ❢♦# ✶✵✸ ❝♦✉♥0#✐❡- ♦✈❡# 0❤❡ ♣❡#✐♦❞ ✶✾✽✵✲✷✵✶✸✳ ■0 ❝♦♥❝❧✉❞❡- ✇✐0❤ ❛ -✐❣♥✐✜❝❛♥0

❛♥❞ ♣♦-✐0✐✈❡ -♣✐❧❧♦✈❡# ❜❛-❡ ❡✛❡❝0✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ❡V✉✐✈❛❧❡♥0 0♦ ♦✉# ❛--✉♠♣0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥0❛#✐0② ♦❢ 0❛①

#❛0❡-✳

■❢✱ ❜② ❝♦♥0#❛-0✱ 0❛① #❛0❡- ❛#❡ ♣❧❛✐♥ -✉❜-0✐0✉0❡- ❛♥❞ -0#❛0❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥0-✱ 0❛① ❝♦♠♣❡0✐0✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ -0✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡-

❛ #❛❝❡ 0♦ 0❤❡ ❜♦00♦♠ ❞✉❡ 0♦ 0❤❡ -❡❝♦♥❞ ♣#♦♣❡#0②✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦# ❜♦0❤ ❝♦✉♥0#✐❡-✱ -✐♥❝❡ 0❤❡ ❞❡❝#❡❛-❡ ✐♥

0❛① #❛0❡- ♠❡❛♥- ❛♥ ✐♥❝#❡❛-❡ ✐♥ 0❤❡ ♣❛②♦✛ ❢♦# ❜♦0❤ ❝♦✉♥0#✐❡-✳ J❧❛✐♥ -✉❜-0✐0✉0❛❜✐❧✐0② ❛♥❞ -0#❛0❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥✲

0❛#✐0② ♠❛② ❛❧-♦ ❜❡ ❝♦♥-✐❞❡#❡❞ ❛- ❛ #❡❞✉❝❡❞ ❢♦#♠ ♦❢ 0❤❡ ❇#❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❇✉❝❤❛♥❛♥ ✭✶✾✽✵✮ ❛♣♣#♦❛❝❤✱ ✇❤❡#❡ 0❛①

❝♦♠♣❡0✐0✐♦♥ ✐- ❛♥ ❡①♣❡❞✐❡♥0 ❢♦# 0❛♠✐♥❣ 0❤❡ ▲❡✈✐❛0❤❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ 0❤❡ J✉❜❧✐❝ ❈❤♦✐❝❡ -❝❤♦♦❧ ✉-✉❛❧❧② ✐♥0#♦❞✉❝❡-

❛ ❝#✐0✐❝❛❧ ❞✐-0✐♥❝0✐♦♥ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥✬- ✇❡❧❢❛#❡ ❛♥❞ 0❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ 0❤❡ ❞❡❝✐-✐♦♥ ♠❛❦❡#✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ❜❡②♦♥❞

0❤❡ -❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉# ❛♥❛❧②-✐-✳ ❚❤❡ -0#❛0❡❣✐❝ -✉❜-0✐0✉0❛❜✐❧✐0② ♦❢ 0❛① #❛0❡- ✐- ♠♦#❡ ❞❡❜❛0❛❜❧❡ ✐♥ 0❛① ❝♦♠♣❡0✐0✐♦♥✳

❚❤✐- ♣#♦♣❡#0② ✇♦✉❧❞ ♣#❡✈❡♥0 0❤❡ #❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ 0❛① ❝♦♦#❞✐♥❛0✐♦♥✱ -✐♥❝❡ ❛ ❞❡❝#❡❛-❡ ✐♥ 0❤❡ 0❛① #❛0❡ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦✉♥0#②

②✐❡❧❞- ❛♥ ✐♥❝#❡❛-❡ ✐♥ 0❤❡ 0❛① #❛0❡ ♦❢ 0❤❡ ♦0❤❡#✳

●✐✈❡♥ ❆--✉♠♣0✐♦♥- ✭✶ ✮ ❛♥❞ ✭✷ ✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 0❤❡ ◆❛-❤ ❡V✉✐❧✐❜#✐✉♠✱ ❞❡♥♦0❡❞ ❜② tN ≡
(

tN1 , tN2
)

✱ ♦❢ 0❤❡ 0❛①

❝♦♠♣❡0✐0✐♦♥ ❣❛♠❡ G✿














tN1 ≡ argmax
t1∈[0,1]

W 1 (t1, t2) t2 ❣✐✈❡♥✱

tN2 ≡ argmax
t2∈[0,1]

W 2 (t2, t1) t1 ❣✐✈❡♥✳

✭✸✮

❚❤❡ ❋✐#-0✲❖#❞❡# ❝♦♥❞✐0✐♦♥- ✭❋❖❈-✮ ♦❢ ✭✸✮ ❞❡0❡#♠✐♥❡ 0❤❡ ❜❡-0 #❡♣❧② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥0#②✱ ❞❡♥♦0❡❞ ❜② τi : [0, 1] →

[0, 1] -✉❝❤ 0❤❛0

τi (tj) =
{

tj ∈ [0, 1] : W i
1 (τi (tj) , tj) = 0

}

.

❋#♦♠ ❆--✉♠♣0✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ 0❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐0② ♦❢ 0❤❡ W i (.) ✇✐0❤ #❡-♣❡❝0 0♦ ti✱ 0❤❡ ❜❡-0 #❡♣❧② τi (tj) ✐- -0#✐❝0❧②

✐♥❝#❡❛-✐♥❣ ✐♥ tj ✿

dτi (tj)

dtj
= −

W i
12 (τi (tj) , tj)

W i
11 (τi (tj) , tj)

> 0.

❆♥ ✐♠♠❡❞✐❛0❡ ❝♦♥-❡V✉❡♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ -0#❛0❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥0❛#✐0② ♦❢ 0❛① #❛0❡- ✐- 0❤❡ -✉♣❡#♠♦❞✉❧❛#✐0② ♦❢ 0❤❡ 0❛①

❝♦♠♣❡0✐0✐♦♥ ❣❛♠❡ ❛♥❞ 0❤❡ ❡①✐-0❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❛-❤ ❡V✉✐❧✐❜#✐✉♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❯♥❞❡& ❆((✉♠♣,✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ,❤❡&❡ ✐( ❛❧✇❛②( ❛, ❧❡❛(, ♦♥❡ ♣✉&❡✲(,&❛,❡❣② ◆❛(❤ ❡;✉✐❧✐❜&✐✉♠ ✐♥ ,❤❡ ,❛①

❝♦♠♣❡,✐,✐♦♥ ❣❛♠❡✳

✼



 !♦♦❢✳ ❙❡❡ ❚♦♣❦✐' ✭✶✾✾✽✮✱ ❚❤❡♦/❡♠ ✹✳✷✳✶ ✭4❛❣❡ ✶✽✶✮✱ ♦/ ❱✐✈❡' ✭✶✾✾✾✮✱ ❚❤❡♦/❡♠ ✷✳✺ ✭4❛❣❡ ✸✸✮✳

❙❡✈❡/❛❧ ❛✉=❤♦/' ❤❛✈❡ '=✉❞✐❡❞ =❤❡ ❡①✐'=❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❛'❤ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡/❛❧ '=❛♥❞❛/❞ =❛① ❝♦♠♣❡=✐=✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❋♦/ ✐♥'=❛♥❝❡✱ ❇✉❝♦✈❡='❦② ✭✶✾✾✶✮✱ ❲✐❧❞❛'✐♥ ✭✶✾✾✶✮✱ ♦/ ❲✐❧'♦♥ ✭✶✾✾✶✮ '♣❡❝✐✜❡❞ =❤❡✐/ ♦❜❥❡❝=✐✈❡ ❢✉♥❝=✐♦♥' ✐♥ '✉❝❤

❛ ✇❛② =❤❛= ❝♦✉♥=/✐❡'✬ ❜❡'= /❡♣❧✐❡' ❛/❡ ❧✐♥❡❛/ ❛♥❞ ❝/♦'' ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❡♥'✉/✐♥❣ =❤❡ ❡①✐'=❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐D✉❡♥❡'' ♦❢ =❤❡

◆❛'❤ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠✳ ▲❛✉''❡❧ ❛♥❞ ▲❡ ❇/❡=♦♥ ✭✶✾✾✽✮ ❡'=❛❜❧✐'❤ =❤❡ ❡①✐'=❡♥❝❡ ♦❢ =❤❡ ◆❛'❤ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠ ✐♥ ❛ ♠♦/❡

❣❡♥❡/❛❧ ❢/❛♠❡✇♦/❦✱ ❜✉= '=✐❧❧ ✉♥❞❡/ '♦♠❡ /❡'=/✐❝=✐✈❡ ❛''✉♠♣=✐♦♥'✿ ✭i✮ =❤❡ ❝♦♥✈❡①✐=② ♦❢ =❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧ ♣/♦❞✉❝=✐♦♥

❢✉♥❝=✐♦♥✱ ✭ii✮ =❤❡ ❧✐♥❡❛/✐=② ♦❢ =❤❡ ♦❜❥❡❝=✐✈❡ ❢✉♥❝=✐♦♥' ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣/✐✈❛=❡ ❝♦♥'✉♠♣=✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭ iii✮ =❤❡ ❛❜'❡♥❝❡

♦❢ ❛ ❝❛♣✐=❛❧ ♦✇♥❡/ ✐♥ =❤❡'❡ ❢✉♥❝=✐♦♥'✳

❇② ❛❞♦♣=✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦=♦♥❡ ❝♦♠♣❛/❛=✐✈❡ '=❛=✐❝' ❛♣♣/♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛''✉♠✐♥❣ =❤❡ '=/❛=❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥=❛/✐=② ♦❢ =❛①

/❛=❡'✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ =❤❡ ❞✐✣❝✉❧=✐❡' ♦❢ ❡'=❛❜❧✐'❤✐♥❣ =❤❡ ❡①✐'=❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❛'❤ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ♣/❡✈✐♦✉'

❛♥❛❧②'❡' ✐♥ ✐♥❞✉'=/✐❛❧ ♦/❣❛♥✐③❛=✐♦♥✱ ✇❤❡/❡ =❤❡ ♥♦=✐♦♥ ♦❢ '✉♣❡/♠♦❞✉❧❛/✐=② ❤❛' ♣/♦✈❡❞ =♦ ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ =♦♦❧ ✭'❡❡

=❤❡ '✉/✈❡②' ♦❢ ❆♠✐/✱ ✷✵✵✺❀ ❛♥❞ ❱✐✈❡'✱ ✷✵✵✺✮✳ 4❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥=❛/✐=② ♦/ '✉❜'=✐=✉=❛❜✐❧✐=② ❞♦❡' ♥♦= ❛✛❡❝= =❤✐'

/❡'✉❧=✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥=✐♥✉❡' =♦ ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♦❜❥❡❝=✐✈❡ ❢✉♥❝=✐♦♥' ❞♦ ♥♦= ❞✐'♣❧❛② =❤❡ ✉'✉❛❧ ❝♦♥=✐♥✉✐=② ♣/♦♣❡/=✐❡'

❛' =❤❡② ❞♦ ❢♦/ ✐♥'=❛♥❝❡ ✐♥ ❑❛♥❜✉/ ❛♥❞ ❑❡❡♥ ✭✶✾✾✸✮✳

❋♦/ =❤❡ '=❛❦❡ ♦❢ '✐♠♣❧✐❝✐=②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ /❡'=/✐❝= ♦✉/ ❛♥❛❧②'✐' ❜② ❛''✉♠✐♥❣ =❤❡ ✉♥✐D✉❡♥❡'' ♦❢ =❤❡ ◆❛'❤ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠✳

❆&&✉♠♣*✐♦♥ ✭✸✮✿ ❚❤❡ ◆❛'❤ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠ ♦❢ =❤❡ ❣❛♠❡ G ✐' ✉♥✐D✉❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥'✐❞❡/ =❤❡ ❙=❛❝❦❡❧❜❡/❣ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠ ♦❢ =❤❡ ♣/❡❝❡❞✐♥❣ =❛① ❝♦♠♣❡=✐=✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥=/② i

❧❡❛❞' ❛♥❞ ❝♦✉♥=/② j ❢♦❧❧♦✇'✳ ❲❡ ❞❡♥♦=❡ =❤❡ ❡D✉✐❧✐❜/✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ =❤✐' ❣❛♠❡ ❜②

(

tLi , t
F
j

)

✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ =❤❡ ♣❛②♦✛

❢✉♥❝=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ❧❡❛❞❡/ i ❜② Li (ti) ≡ W i (ti, τj (ti))✳ ❚❤❡ /❡'✉❧= ✐' ❣✐✈❡♥ ❜②











tLi ≡ argmax
ti∈[0,1]

Li (ti) ,

tFj ≡ max
{

min
{

τj
(

tLi
)

, 1
}

, 0
}

.

❲❡ ❛''✉♠❡ ❛♥ ✐♥=❡/✐♦/ '♦❧✉=✐♦♥ =♦ =❤❡ ❙=❛❝❦❡❧❜❡/❣ ❣❛♠❡✳

❆&&✉♠♣*✐♦♥ ✭✹✮✿ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ❧❡❛❞❡/ ✐' ❝♦♥❝❛✈❡✱ ♦/ ❡D✉✐✈❛❧❡♥=❧②

∀ti ∈ [0, 1] ,
d2Li (ti)

dt2i
< 0. ✭✹✮

❚❤❡ ❙=❛❝❦❡❧❜❡/❣ ♣/♦❜❧❡♠ ✐' ❛ '♣❡❝✐❛❧ ❝❛'❡ ♦❢ =❤❡ ❜✐❧❡✈❡❧ ♦♣=✐♠✐③❛=✐♦♥ ♣/♦❣/❛♠✱ ✇❤❡/❡ =❤❡ ❧❡❛❞❡/ ♠❛①✐♠✐③❡'

✐=' ♦❜❥❡❝=✐✈❡ ❢✉♥❝=✐♦♥ ✉♥❞❡/ =❤❡ ❝♦♥'=/❛✐♥= ♦❢ =❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡/✬' ♠❛①✐♠✐③❛=✐♦♥ ♣/♦❣/❛♠✳ ❆ '✐❣♥✐✜❝❛♥= ♣✐❡❝❡ ♦❢

❧✐=❡/❛=✉/❡ ✐♥ ♦♣❡/❛=✐♦♥❛❧ /❡'❡❛/❝❤ ❛❞❞/❡''❡' =❤✐' ✐''✉❡ ✭'❡❡ =❤❡ '✉/✈❡② ♦❢ ❈♦❧'♦♥✱ ▼❛/❝♦==❡✱ ❛♥❞ ❙❛✈❛/❞✱ ✷✵✵✼✮✳

✽



❍♦✇❡✈❡%✱ '♦ ♦✉% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ '❤❡%❡ ✐0 ♥♦ ❣❡♥❡%❛❧ ♣%♦♦❢ ♦❢ '❤❡ ❡①✐0'❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥'❡%✐♦% 0♦❧✉'✐♦♥✳

✶✺

✷✳✷ "❛$❡&♦ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥&

■♥ '❤✐0 0✉❜0❡❝'✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ :❛%❡'♦ ✐♠♣%♦✈❡♠❡♥' ✇✐'❤ %❡0♣❡❝' '♦ '❤❡ 0'❛'✉0 <✉♦✱ '❤❛' ❜❡✐♥❣ '❤❡ ◆❛0❤

❡<✉✐❧✐❜%✐✉♠ ♦❢ '❤❡ 0'❛♥❞❛%❞ '❛① ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ❣❛♠❡✳ ❲❡ ♣%♦❝❡❡❞ ✐♥ 0❡✈❡%❛❧ 0'❡♣0✳ ❆ ♣%❡❧✐♠✐♥❛%② ▲❡♠♠❛ ✐0

❡0'❛❜❧✐0❤❡❞✱ %❡❧②✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐'② ♦❢ '❤❡ ❧❡❛❞❡%✬0 ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ Li (ti) ≡ W i (ti, τj (ti)) ✐* *'+✐❝'❧② ✐♥❝+❡❛*✐♥❣ ✐♥ ti ∈
[

0, tLi
[

❛♥❞ *'+✐❝'❧② ❞❡❝+❡❛*✐♥❣

✐♥ ti ∈
]

tLi , 1
]

✳

2+♦♦❢✳ ❚❤✐0 %❡0✉❧' ❞❡%✐✈❡0 ❞✐%❡❝'❧② ❢%♦♠ '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ tLi ❛0 '❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞✱ ❢%♦♠ '❤❡ ❛00✉♠❡❞

❝♦♥❝❛✈✐'② ♦❢ Li (.) ✭❆00✉♠♣'✐♦♥ ✷✳✶✮✳

❲❡ '❤❡♥ ❡0'❛❜❧✐0❤ ❛ %❛♥❦✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❡<✉✐❧✐❜%✐✉♠ '❛① %❛'❡0✱ ✇❤✐❝❤ %❡0✉❧'0 ❢%♦♠ ♦✉% ❛00✉♠♣'✐♦♥0 ♦❢ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞

0'%❛'❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥'❛%✐'✐❡0✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❯♥❞❡+ ❆**✉♠♣'✐♦♥* ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ❛♥❞ ✭✹✮✱ '❤❡+❡ ❛+❡ '❤+❡❡ ♣♦**✐❜❧❡ +❛♥❦✐♥❣*✿











tN1 < tF1 6 tL1

tN2 < tF2 6 tL2

,











tN1 < tL1 < tF1

tN2 < tF2 < tL2

, ❛♥❞











tN1 < tF1 < tL1

tN2 < tL2 < tF2

,

✇❤❡+❡ tFi ≡ τi
(

tLj
)

.

2+♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

❲❡ ♥♦'❡ '❤❛' ◆❛0❤ ❡<✉✐❧✐❜%✐✉♠ '❛① %❛'❡0 ❛%❡ ❛❧✇❛②0 ❧♦✇❡% '❤❛♥ '❤❡ ❙'❛❝❦❡❧❜❡%❣ ❧❡❛❞❡%✬0 '❛① %❛'❡✳ ❇② ❞❡'❡%✲

♠✐♥✐♥❣ ✐'0 '❛① %❛'❡✱ '❤❡ ❧❡❛❞❡% ❛♥'✐❝✐♣❛'❡0 '❤❡ %❡❛❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡%✳ ❉✉❡ '♦ '❤❡ ♣%♦♣❡%'✐❡0 ♦❢ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞

0'%❛'❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥'❛%✐'✐❡0✱ ❛♥② ✐♥❝%❡❛0❡ ✐♥ '❤❡ '❛① %❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❧❡❛❞❡% ✐♥❞✉❝❡0 '❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡% '♦ ✐♥❝%❡❛0❡ ✐'0

♦✇♥ '❛① %❛'❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦✈❡ ✐♥❝%❡❛0❡0 '❤❡ ✇❡❧❢❛%❡ ♦❢ '❤❡ ❧❡❛❞❡% ❜❡❝❛✉0❡ '❤❡ '❛① %❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡% ✐0 ❛ ♣❧❛✐♥

❝♦♠♣❧❡♠❡♥'✳ ❚❤✐0 %❛♥❦✐♥❣ ❤❛0 ❜❡❡♥ ❛❧%❡❛❞② ❡0'❛❜❧✐0❤❡❞ ✐♥ ❑❡♠♣❢ ❛♥❞ ❘♦'❛✲●%❛③✐♦0✐ ✭✷✵✶✵✮✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ▲❡♠♠❛0 ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✱ ✇❡ ♦❜'❛✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❯♥❞❡+ ❆**✉♠♣'✐♦♥* ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ❛♥❞ ✭✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∀ti ∈
[

tNi , tLi
]

, W i (ti, τj (ti)) > W i
(

tNi , tNj
)

.

✶✺

❙✐♠❛❛♥ ❛♥❞ ❈'✉③ ✭✶✾✼✸✮ ❡12❛❜❧✐1❤ 2❤❡ ❡①✐12❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❙2❛❝❦❡❧❜❡'❣ ❡<✉✐❧✐❜'✐✉♠ ✇❤❡♥ 2❤❡ ❛❝2✐♦♥1✬ 1❡21 ❛'❡ ❝♦♠♣❛❝2✳ ❚❤✐1 '❡1✉❧2

❛♣♣❧✐❡1 2♦ ♦✉' ❝♦♥2❡①2 1✐♥❝❡ 2❤❡ 1❡2 ♦❢ 2❤❡ 12✉❞✐❡❞ ❛❝2✐♦♥1 ✐1 [0, 1]✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✐2 '❡♠❛✐♥1 ✐♥❛❞❡<✉❛2❡ ❢♦' ❡12❛❜❧✐1❤✐♥❣ 2❤❡ ❡①✐12❡♥❝❡

♦❢ ❛♥ ✐♥2❡'✐♦' 1♦❧✉2✐♦♥✱ 1✐♥❝❡ ❝♦'♥❡' 1♦❧✉2✐♦♥1 ♠❛② ♦❝❝✉' ✭tLi = 0 ♦' tLi = 1✮✳

✾



 !♦♦❢✳ ■♠♠❡❞✐❛&❡ ❢(♦♠ ▲❡♠♠❛+ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✳

❆ ❝♦✉♥&(② ❛❧✇❛②+ ♣(❡❢❡(+ &♦ ❧❡❛❞ &❤❛♥ &♦ ♣❧❛② &❤❡ +✐♠✉❧&❛♥❡♦✉+ ❣❛♠❡✳ ❋♦( ti = tLi ✱ ▲❡♠♠❛ ✭✹✮ ❝♦((❡+♣♦♥❞+

&♦ &❤❡ ✜(+&✲♠♦✈❡( ✐♥❝❡♥&✐✈❡ ✭W i
(

tLi , τj
(

tLi
))

> W i
(

tNi , tNj
)

✮✳ ▲❡♠♠❛ ✭✹✮ ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛+ ❛♥ ❡①&❡♥+✐♦♥ ♦❢

&❤❡ ✜(+&✲♠♦✈❡( ✐♥❝❡♥&✐✈❡✳

❲❡ &❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ D(♦♣♦+✐&✐♦♥ ❝♦♥❝❡(♥✐♥❣ &❤❡ D❛(❡&♦ ✐♠♣(♦✈❡♠❡♥& ✇✐&❤ (❡+♣❡❝& &♦ &❤❡ +&❛&✉+ E✉♦✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳ ❯♥❞❡! ❆**✉♠♣.✐♦♥* ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ❛♥❞ ✭✹✮✱ ❛ ♣!♦✜❧❡ ♦❢ ❛❝.✐♦♥* (ti, tj)✱ *✉❝❤ .❤❛. ti ∈
[

tNi , tLi
]

❛♥❞ tj = τj (ti)✱ ✐*  ❛!❡.♦✲✐♠♣!♦✈✐♥❣✳

 !♦♦❢✳ ❋♦( ❝♦✉♥&(② i✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✭✹✮✳

❋♦( ❝♦✉♥&(② j✱ ✇❡ ❤❛✈❡

W j (τj (ti) , ti) ≡ max
tj∈[0,1]

W j (tj , ti) > W j
(

tNj , ti
)

> W j
(

tNj , tNi
)

.

✇❤❡(❡ &❤❡ ✜(+& ✐♥❡E✉❛❧✐&② ✐+ ❞❡(✐✈❡❞ ❢(♦♠ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ (❡❛❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥✱ ❛♥❞ &❤❡ +❡❝♦♥❞ ✐♥❡E✉❛❧✐&②

❢(♦♠ &❤❡ ♣(♦♣❡(&② ♦❢ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥&❛(✐&②

(

W j
2 (., .) > 0

)

✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ ❢(♦♠ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ti > tNi ✳

D❛(❡&♦ ✐♠♣(♦✈❡♠❡♥& ✐+ &♦ ❜❡ ✉♥❞❡(+&♦♦❞ ✇✐&❤ (❡+♣❡❝& &♦ &❤❡ ◆❛+❤ ❡E✉✐❧✐❜(✐✉♠ ♦❢ &❤❡ +&❛♥❞❛(❞ &❛① ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥

❣❛♠❡✳ D(♦♣♦+✐&✐♦♥ ✶ ❝♦♥&(✐❜✉&❡+ &♦ &❤❡ ❜(♦❛❞❡( ❛♥❛❧②+✐+ ❞♦♥❡ ❜② ❑❡❡♥ ❛♥❞ ❲✐❧❞❛+✐♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡&❡(✲

♠✐♥❡+ &❤❡ ❝❤❛(❛❝&❡(✐③❛&✐♦♥ ♦❢ D❛(❡&♦✲❡✣❝✐❡♥& &❛① +&(✉❝&✉(❡+ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼♦&③❦✐♥✬+ &❤❡♦(❡♠✳ ❖✉( (❡+✉❧& ❞❡(✐✈❡+

❞✐(❡❝&❧② ❢(♦♠ &❤❡ ♠♦♥♦&♦♥❡ ❝♦♠♣❛(❛&✐✈❡ +&❛&✐❝+ ❛♥❞ &❤❡ ♣(♦♣❡(&✐❡+ ♦❢ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞ +&(❛&❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥&❛(✐&②✱

✇❤✐❝❤ ❞❡&❡(♠✐♥❡ &❤❡ (❛♥❦✐♥❣ ♦❢ &❛① (❛&❡+✳ ■♥ &❤❡ ♣(❡+❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛✐♥ +✉❜+&✐&✉&❡+✱ ❢♦( ✐♥+&❛♥❝❡ ✭❛♥❞ +&(❛&❡❣✐❝

❝♦♠♣❧❡♠❡♥&+✮✱ &❤❡ ❧❡❛❞❡(✬+ &❛① (❛&❡ ❛& &❤❡ ❙&❛❝❦❡❧❜❡(❣ ❡E✉✐❧✐❜(✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡(✐♦( &♦ &❤❡ ◆❛+❤ ❡E✉✐❧✐❜(✐✉♠

&❛① (❛&❡✳

✶✻

✸ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐(♠❡♥( ❣❛♠❡

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♠♠✐&♠❡♥& ❣❛♠❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛❞❡ ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❘❡♥♦✉ ✭✷✵✵✾✮✳ ❲❡ ✜♥❞ &❤❛& ❝♦✉♥&(✐❡+

❛(❡ ❛❜❧❡ &♦ ❝♦♠♠✐& ❜② (❡+&(✐❝&✐♥❣ &❤❡✐( ❢✉&✉(❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡+✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♠♠✐&♠❡♥& ✐+ +❡❧❢✲❡♥❢♦(❝✐♥❣✿ ■❢ ❝♦✉♥&(② i

(❡+&(✐❝&+ ✐&+ &❛① (❛&❡ +❡& &♦ Ti ⊂ [0, 1]✱ ❛♥② ❛❝&✐♦♥ ❝❤♦+❡♥ ❧❛&❡( ♦♥ ♠✉+& ❜❡❧♦♥❣ &♦ Ti✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐❧❛&❡(❛❧

❝♦♠♠✐&♠❡♥& ❛+ ❛ ♣❛✐( (T1, T2) ✇❤❡(❡ Ti ✐+ ❛ ♥♦♥ ❡♠♣&②✱ ❝♦♠♣❛❝&✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① +✉❜+❡& ♦❢ [0, 1]✳ ❈♦✉♥&(② i ❝♦♠✲

♠✐&+ &♦ ❝❤♦♦+❡ ❛ &❛① (❛&❡ ti ✐♥ Ti ≡
[

ti, ti
]

✱ ✇❤❡(❡ ti
(

ti
)

✐+ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❢ ❝♦✉♥&(② i✬+ (❡+&(✐❝&❡❞

✶✻

❙❡❡ ❆♠✐% ❛♥❞ ❙)❡♣❛♥♦✈❛ ✭✷✵✵✻✮ ♦% ❍♦✛♠❛♥♥ ❛♥❞ ❘♦)❛✲●%❛③✐♦8✐ ✭✷✵✶✷✮ ✐♥ ❞✐✛❡%❡♥) ❝♦♥)❡①)8✳

✶✵



❛❝"✐♦♥ &♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❜✐❧❛"❡.❛❧ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" T ≡ (T1, T2) ✐♥❞✉❝❡& "❤❡ ❣❛♠❡ G (T ) ≡
〈

{1, 2} ,
(

Ti,W
i
)

i∈{1,2}

〉

✱

✇❤✐❝❤ .❡&✉❧"& ❢.♦♠ ❣❛♠❡ G ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣.❡❝❡❞✐♥❣ &❡❝"✐♦♥✮ ❜② ❧✐♠✐"✐♥❣ "❤❡ ❛❝"✐♦♥ &❡" ♦❢ ♣❧❛②❡. i "♦ Ti✳ ❆

✉♥✐❧❛"❡.❛❧ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ✐& ❛ ♣❛."✐❝✉❧❛. ❝❛&❡ ♦❢ ❜✐❧❛"❡.❛❧ ❝♦♠♠✐"♠❡♥"&✱ ✇❤❡.❡ ♦♥❡ ❝♦✉♥".② ❞♦❡& ♥♦" ❝♦♠♠✐" ♦.✱

❡;✉✐✈❛❧❡♥"❧②✱ ❝♦♠♠✐"& "♦ ❝❤♦♦&❡ Ti = [0, 1]✳ ❆ ✉♥✐❧❛"❡.❛❧ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ✐& "❤❡♥ ❡;✉✐✈❛❧❡♥" "♦ ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ "✇♦

❙"❛❝❦❡❧❜❡.❣ ❣❛♠❡& ❛♥❞ "❤❡♥ "❤❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ❣❛♠❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦..❡&♣♦♥❞ "♦ "❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉& "✐♠✐♥❣ ❣❛♠❡ &"✉❞✐❡❞

✐♥ ❑❡♠♣❢ ❛♥❞ ❘♦"❛✲●.❛③✐♦&✐ ✭✷✵✶✵✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ❣❛♠❡✱ ❞❡♥♦"❡❞ ❜② ΓN (G)✱ ✐& ❛ ♠✉❧"✐♣❡.✐♦❞ ❣❛♠❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡.✐♦❞ n = 1, ..., N ✱ ❝♦✉♥".✐❡&

&✐♠✉❧"❛♥❡♦✉&❧② ♠❛❦❡ &♦♠❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ❜② .❡&".✐❝"✐♥❣ "❤❡✐. &❡"& ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ "❛① .❛"❡& (Tn
i )✳ ❆" "❤❡ ✜♥❛❧ &"❛❣❡✱

❝♦✉♥".✐❡& ♣❧❛② "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡ G
(

TN
)

❀ "❤❡② ❞❡"❡.♠✐♥❡ "❤❡✐. "❛① .❛"❡& ✐♥ Tn
i ♥♦♥❝♦♦♣❡.❛"✐✈❡❧②✳ ❇❛❞❡ ❡" ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮ ❡&"❛❜❧✐&❤ ❛♥ ❡;✉✐✈❛❧❡♥❝❡ "❤❡♦.❡♠ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♠✉❧"✐♣❡.✐♦❞ ❣❛♠❡ ❛♥❞ "❤❡ "✇♦✲♣❡.✐♦❞ ❣❛♠❡✳

✶✼

❚❤✉&✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❢♦❝✉& ♦✉. ❛♥❛❧②&✐& ♦♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "✇♦✲&"❛❣❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ❣❛♠❡✱ ❞❡♥♦"❡❞ ❜② Γ (G)
(

≡ Γ2 (G)
)

✳ ■♥ "❤❡

✜.&" &"❡♣✱ ❜♦"❤ ❝♦✉♥".✐❡& &✐♠✉❧"❛♥❡♦✉&❧② ❝❤♦♦&❡ "❤❡✐. "❛① ♣♦❧✐❝② &❡"& Ti ≡
[

ti, ti
]

✳ ■♥ "❤❡ &❡❝♦♥❞ &"❡♣✱ "❤❡②

♣❧❛② "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ &".❛"❡❣✐❝ ❢♦.♠ ❣❛♠❡ G (T )✱ ✇❤❡.❡ T ≡ T1 × T2✳

❆ &".❛"❡❣② ✐♥ "❤❡ ❣❛♠❡ Γ (G) ✐& ❛ ♣❛✐.

(

Ti, τ
Ti

i

)

✱ ✇❤❡.❡ "❤❡ &❡" Ti ✐& ❛♥ ✐♥"❡.✈❛❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ [0, 1]✱ ❝❤♦&❡♥ ❛"

"❤❡ ✜.&" &"❛❣❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ τTi

i ✐& "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡&" .❡♣❧② ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡. i "♦ "❤❡ "❛① .❛"❡

♦❢ "❤❡ ♣❧❛②❡. j✱ ❣✐✈❡♥ "❤❡✐. .❡&♣❡❝"✐✈❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥"&✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❚❤❡ ❜❡$% &❡♣❧② ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥%&② i ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②

τTi

i : Tj → Ti

τTi

i (tj) =























ti ✐❢ W i
1

(

ti, tj
)

< 0

τi (tj) ✐❢ W i
1 (τi (tj) , tj) = 0

ti ✐❢ W i
1

(

ti, tj
)

> 0

2&♦♦❢✳ ❈♦✉♥".② i .❡&".✐❝"& ✐"& "❛① .❛"❡ "♦ Ti =
[

ti, ti
]

✳ ■❢ W i
1 (t

′
i, tj) = 0 ❢♦. t′i < ti✱ "❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ W i

1 (ti, tj) < 0

❢♦. ❛♥② ti > t′i✱ &✐♥❝❡ W i
11 (ti, tj) < 0✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ "❤❛" ∀ti ∈ Ti✱ W

i
1 (ti, tj) < 0✳ ❈♦✉♥".② i ❝❛♥♥♦" ♣❧❛② t′i ❞✉❡

"♦ ✐"& ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ❛♥❞ ∀ti ∈ Ti, W
i (ti, tj) 6 W i

(

ti, tj
)

✳ ❚❤✉&✱ "❤❡ ❜❡&" .❡♣❧② "♦ tj ✱ ❣✐✈❡♥ "❤❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥"

♦♥ Ti✱ ✐& τ
Ti

i (tj) = ti✳ ■❢ W
i
1 (t

′
i, tj) = 0 ❢♦. t′i > ti✱ "❤❡♥ ∀ti < t′i✱ W

i
1 (ti, tj) > 0✳ ■♥ ♣❛."✐❝✉❧❛.✱ ❢♦. ❛♥② ti ∈ Ti✱

✇❡ ❤❛✈❡ W i
1 (ti, tj) > 0✱ ❛♥❞ W i (ti, tj) 6 W i

(

ti, tj
)

✳ ❚❤✉&✱ "❤❡ ❜❡&" .❡♣❧② ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥".② i "♦ tj ♦♥ Ti ✐&

τTi

i (tj) = ti✳

❇❡&" .❡♣❧✐❡& ❛.❡ ❝♦♥&".❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ❝♦♠♠✐"♠❡♥" ❣❛♠❡✳ ❚❤❡&❡ ❝♦♥&".❛✐♥"& ❛.❡ ♥♦" ✐♠♣♦&❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉&❧②✱ ❜✉"

"❤❡② ❛.❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉&❧② ❝❤♦&❡♥ ❛" "❤❡ ♣.❡✈✐♦✉& &"❛❣❡& ♦❢ "❤❡ ❣❛♠❡✳ ❆❞♦♣"✐♥❣ ❛♥ ❛❧"❡.♥❛"✐✈❡ ❛♣♣.♦❛❝❤✱ ❑❛❧❛✐

✶✼

❚❤❡♦$❡♠ ✷ ✐♥ ❇❛❞❡ ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ 3,❛,❡3 ,❤❛, ❢♦$ ❛♥② ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 3,❛❣❡3 (N)✱ ❛ ♣$♦✜❧❡ ♦❢ ❛❝,✐♦♥3 t∗ ✐3 ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛❜❧❡ ✐♥ ΓN (G)
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐, ✐3 ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛❜❧❡ ✐♥ Γ2 (G)✳

✶✶



❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❞❡✜♥❡ !❤❡ ❣!❛♥❞ .❡❛❝!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥ Ti✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦♠♣❛88❡8 !❤❡ 8❡! ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ 8!.❛!❡❣✐❡8 ❛♥❞ !❤❡

.❡8!.✐❝!✐♥❣ ❜❡8! .❡♣❧② ❛8 Ti ≡
(

Ti, τ
Ti

i (tj)
)

✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡!❡.♠✐♥❡ !❤❡ 8❡! ♦❢ !❛① .❛!❡8✱ ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ◆❛8❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥!❛❜❧❡ !❤.♦✉❣❤ ❛ ❜✐❧❛!❡.❛❧ ❝♦♠♠✐!♠❡♥!✱ !❤❛!

✐8✱ !❤❡ 8♦❧✉!✐♦♥✭8✮ ♦❢ !❤❡ ♣.❡❝❡❞✐♥❣ ❝♦♠♠✐!♠❡♥! ❣❛♠❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ !❤❡ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ♦❢ ❇❛❞❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❡ ♥❛♠❡

❛♥② ❜✐❧❛!❡.❛❧ ❝♦♠♠✐!♠❡♥! T ✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛8 !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦.♠ ({ti} , [0, τj (ti)]) ♦. ({ti} , [τj (ti) , 1])✱ ❛8 8✐♠♣❧❡✳

❚❤❡8❡ ❛✉!❤♦.8 ❡8!❛❜❧✐8❤ ❛ !❤❡♦.❡♠✱ ✇❤✐❝❤ 8!❛!❡8 !❤❛! ❛♥② ❛❝!✐♦♥ ♣.♦✜❧❡ ✐8 ✐♠♣❧❡♠❡♥!❛❜❧❡ !❤.♦✉❣❤ ❛ ❜✐❧❛!❡.❛❧

❝♦♠♠✐!♠❡♥! ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐! ✐8 ✐♠♣❧❡♠❡♥!❛❜❧❡ ❜② ❛ 8✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠✐!♠❡♥!✳ ❚❤✐8 !❤❡♦.❡♠ 8✐❣♥✐✜❝❛♥!❧② 8✐♠♣❧✐✜❡8

♦✉. ❛♥❛❧②8✐8 ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉8 !♦ ❢♦❝✉8 ♦♥❧② ♦♥ 8✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠✐!♠❡♥!8✳ ❲❡ ❡8!❛❜❧✐8❤ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣.♦♣♦8✐!✐♦♥✿

✶✽

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳ ❆♥② '❛① ❝♦♦!❞✐♥❛'✐♦♥ ♦♥ !❛'❡-

(

tci , t
c
j

)

✱ ✇✐'❤ tci ∈
[

tNi , tLi
]

❛♥❞ tcj ≡ τj (t
c
i )✱ ✐- ✭✐✮ ◆❛-❤

✐♠♣❧❡♠❡♥'❛❜❧❡ '❤!♦✉❣❤ ❜✐❧❛'❡!❛❧ ❝♦♠♠✐'♠❡♥' ❛♥❞ ✭✐✐✮ 9❛!❡'♦✲✐♠♣!♦✈✐♥❣ ✇✐'❤ !❡-♣❡❝' '♦ '❤❡ -'❛'✉- <✉♦✳

9!♦♦❢✳ (i) ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷❀ (ii) ■♠♠❡❞✐❛!❡ ❢.♦♠ I.♦♣♦8✐!✐♦♥ ✭✶✮✳

❈♦♥8✐❞❡.✐♥❣ !❤❡ 8✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠✐!♠❡♥! ✇❡ ♠❛② ♣.♦✈✐❞❡ 8♦♠❡ ✐♥8✐❣❤! ✐♥!♦ !❤✐8 .❡8✉❧!✿ ❈♦✉♥!.② i ❝♦♠♠✐!8 !♦ !❤❡

!❛① .❛!❡ tci ∈
[

tNi , tLi
]

✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦✉♥!.② j ❝♦♠♠✐!8 !♦ !❤❡ 8❡! [0, τj (t
c
i )]✳ ❈♦✉♥!.② j ❤❛8 ♥♦ ✐♥❝❡♥!✐✈❡ !♦ ❞❡✈✐❛!❡✱

8✐♥❝❡ ✐! ❝❛♥ ❛❧✇❛②8 ♣❧❛② ✐!8 ✉♥❝♦♥8!.❛✐♥❡❞ ❜❡8! .❡♣❧② τj (t
c
i ) !♦ ❛♥② ❝♦♠♠✐!!❡❞ !❛① .❛!❡ tci ✳ ■❢ ❝♦✉♥!.② i ❝❤♦♦8❡8

!♦ ❞❡✈✐❛!❡ ❢.♦♠ tci !♦ ❛ ❧♦✇❡. !❛① .❛!❡ t′i (t′i < tci )✱ ❝♦✉♥!.② j ❝♦♥!✐♥✉❡8 !♦ ♣❧❛② ✐!8 ✉♥❝♦♥8!.❛✐♥❡❞ ❜❡8! .❡♣❧②

τj (t
′
i)✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥!.② i✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝!8 ❛8 ❛ ❧❡❛❞❡.✱ ✇♦✉❧❞ ♦❜!❛✐♥ ❛ ❧♦✇❡. ♣❛②♦✛✱ 8✐♥❝❡✱ ❜② ❛88✉♠♣!✐♦♥✱ !❤❡ ❧❡❛❞❡.✬8

♣❛②♦✛ ❢✉♥❝!✐♦♥ ✐8 ❝♦♥❝❛✈❡✱ !❤✉8 ✐♥❝.❡❛8✐♥❣ ♦✈❡.

[

0, tLi
]

❛♥❞ ❞❡❝.❡❛8✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ✭Li (t′i) < Li (tci )✮✳ ■❢ ❝♦✉♥!.② i

❝❤♦♦8❡8 !♦ ❞❡✈✐❛!❡ ❢.♦♠ tci !♦ !❤❡ ❤✐❣❤❡. !❛① .❛!❡ t′i✱ !❤❡♥ ❝♦✉♥!.② j ✐8 ❝♦♥8!.❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐!8 .❡❛❝!✐♦♥ ❜② ✐!8 ✐♥✐!✐❛❧

❝♦♠♠✐!♠❡♥!✳ ■♥ ♦!❤❡. ✇♦.❞8✱ ❝♦✉♥!.② i .❛✐8❡8 ✐!8 !❛① .❛!❡✱ ✇❤✐❧❡ !❤❡ ♦!❤❡. ❞♦❡8 ♥♦! ♠♦❞✐❢② ✐!8 ♦✇♥ ♣♦❧✐❝②✳

❚❤✐8 ②✐❡❧❞8 ❛ ❞❡❝.❡❛8❡ ✐♥ !❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❝♦✉♥!.② i ✭W i
1 (t

′
i, τj (t

c
i )) < W i

1 (t
c
i , τj (t

c
i ))✮✳

❋.♦♠ I.♦♣♦8✐!✐♦♥ ✭✷✮✱ ✇❡ ♦❜!❛✐♥ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛!❡ ❈♦.♦❧❧❛.②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡8 !❛① .❛!❡8 ❛8 ✐♠♣❧❡♠❡♥!❛❜❧❡ !❤.♦✉❣❤

❝♦♠♠✐!♠❡♥!8✳

❈♦!♦❧❧❛!② ✶✳ ❚❛① !❛'❡- ti✱ -✉❝❤ ❛- ti < min
{

tN1 , tN2
}

✱ ♦! ti > max
{

tL1 , t
F
1 , t

L
2 , t

F
2

}

✱ ❛!❡ ♥♦' ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ '❤!♦✉❣❤

❝♦♠♠✐'♠❡♥'-✳

9!♦♦❢✳ ❋.♦♠ !❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ I.♦♣♦8✐!✐♦♥ ✭✷✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ !❤❛! !❤❡ ❝♦♠♠✐!♠❡♥! !♦ ❝❤♦♦8❡ ti < tNi ♦. ti > tLi ✐8

♥♦! 8❡❧❢✲❡♥❢♦.❝✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦✉♥!.② i ✐8 ❛❧✇❛②8 ✐♥❝✐!❡❞ !♦ ❞❡✈✐❛!❡ ❢.♦♠ ✐!8 ❝♦♠♠✐!♠❡♥!✳ ❙✐♠✐❧❛.❧②✱ ❛♥② !❛① .❛!❡

ti > max
{

tL1 , t
F
1 , t

L
2 , t

F
2

}

✐8 ♥♦! 8❡❧❢✲❡♥❢♦.❝✐♥❣✳

✶✽

❚❤❡ ❝♦♠♠✐'♠❡♥' ❣❛♠❡ Γ (G) ❛❧✇❛②. ❤❛. ❛♥ ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ '❤❡ ◆❛.❤ ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠ ♦❢ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❣❛♠❡G ✐. ❛♥ ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠

♦❢ '❤❡ ❝♦♠♠✐'♠❡♥' ❣❛♠❡✳ ■❢ ❜♦'❤ ❝♦✉♥'2✐❡. ❝♦♠♠✐' '♦ ♣❧❛②✐♥❣ '❤❡✐2 ◆❛.❤ ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠ '❛① 2❛'❡.✱ ♥♦ ❝♦✉♥'2② ✇♦✉❧❞ ❣❛✐♥ ❜②

❞❡✈✐❛'✐♥❣ ❢2♦♠ ✐'. ❝♦♠♠✐'♠❡♥'✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡2 ✇♦✉❧❞ '❤❡♥ ❝❤♦♦.❡ '❤❡ .'2❛'❡❣②

({

tNi
}

, τNi (T )
)

✱ ✇❤❡2❡ T =
{

tNi
}

×

{

tNj

}

✱ ❛♥❞

τNi (T ) = tNi ✳ ●✐✈❡♥ '❤❡ 2❡.'2✐❝'✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥'2② i '♦ ♣❧❛②
{

tNi
}

✱ ❝♦✉♥'2② j ❝❛♥♥♦' ✐♥❝2❡❛.❡ ✐'. ✇❡❧❢❛2❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❤✐. ❛❝'✐♦♥ .♣❛❝❡

(Tj)✳

✶✷



❆ ♠✐♥✐♠✉♠ %❛① (❛%❡✱ ❞❡♥♦%❡❞ ❜② tmin✱ ✐/ %❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛❜❧❡ %❤(♦✉❣❤ ✈♦❧✉♥%❛(② ❝♦♠♠✐%♠❡♥% ✐❢ tmin ∈
[

tNi , tLi
]

∩
[

tNj , tLj
]

✳ ❙✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐/♠ ❛❧❧♦✇/ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉/❧② ❛ :❛(❡%♦ ✐♠♣(♦✈✐♥❣ %❛① ❝♦♦(❞✐♥❛%✐♦♥✳ ❚❤✐/ (❡/✉❧%

❤✐❣❤❧✐❣❤%/ ❛ ♥♦%✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❝♦♠♠✐%♠❡♥% ❣❛♠❡/ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐%❡❧② (❡♣❡❛%❡❞ ❣❛♠❡/ ♦❢ %❛① ❝♦♠♣❡✲

%✐%✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❑✐// ✭✷✵✶✷✮ /❤♦✇/ ❤♦✇ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ %❛① (❛%❡ ✇♦✉❧❞ (❡❞✉❝❡ %❤❡ %❤(❡❛% ♦❢ ♣✉♥✐/❤♠❡♥% ❛♥❞

❥❡♦♣❛(❞✐③❡ %❤❡ /✉/%❛✐♥❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❛① ❝♦♦♣❡(❛%✐♦♥✳ ❘❛%❤❡(✱ ✈♦❧✉♥%❛(② ❝♦♠♠✐%♠❡♥% ♦♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ %❛① (❛%❡ ❞♦❡/

♥♦% ❛✛❡❝% ❝♦✉♥%(✐❡/✬ ❝❛♣❛❝✐%② %♦ ❝♦♦(❞✐♥❛%❡✳

❇❡②♦♥❞ %❛① ❝♦♦(❞✐♥❛%✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ %❛① (❛%❡/✱ %❛① ❤❛(♠♦♥✐③❛%✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛❧/♦ ❧❛(❣❡❧② /%✉❞✐❡❞ ✐♥ %❤❡

%❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ❧✐%❡(❛%✉(❡✳ ■% ❝♦♥/✐/%/ ♦❢ ❡/%❛❜❧✐/❤✐♥❣ %❤❡ /❛♠❡ %❛① (❛%❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦✉♥%(✐❡/ ❛♥❞ ✐% ❛♣♣❡❛(/

♣❛(%✐❝✉❧❛(❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❜❡%✇❡❡♥ /♦✈❡(❡✐❣♥ ❝♦✉♥%(✐❡/✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐%✐♦♥✱ ❤❛(♠♦♥✐③❛%✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛%❡/ %❛①

/♣✐❧❧♦✈❡( ✇✐%❤♦✉% ❛♥② ❝❡♥%(❛❧✐③❛%✐♦♥✱ %❤❛% ✐/✱ ❛♥② ❞❡❧❡❣❛%✐♦♥ ♦❢ %❛①✐♥❣ ♣♦✇❡( %♦ ❛ /✉♣(❛♥❛%✐♦♥❛❧ ❛✉%❤♦(✐%②✳

❍♦✇❡✈❡(✱ ❤❛(♠♦♥✐③❛%✐♦♥ ❞❡(✐✈❡/ ✉/✉❛❧❧② ❢(♦♠ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ❛//✉♠♣%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ❧✐%❡(❛%✉(❡✱ (❛(❡❧② ❢(♦♠ ❣♦✈❡(♥♠❡♥%

❜❡❤❛✈✐♦(✳ ❯/✐♥❣ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉/ /✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠✐%♠❡♥% ♠❡❝❤❛♥✐/♠✱ ✇❡ ❞❡%❡(♠✐♥❡ ✉♥❞❡( ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐%✐♦♥/ ❛ ❝♦✉♥%(②

❝❛♥ ❝♦♠♠✐% %♦ ❛ /♣❡❝✐✜❝ %❛① (❛%❡ /✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ❜❡/% (❡♣❧② ♦❢ %❤❡ ♦%❤❡( ❝♦✉♥%(② ❝♦((❡/♣♦♥❞/ ❡①❛❝%❧② %♦ %❤✐/ /❛♠❡

%❛① (❛%❡✳ ❚❛① ❤❛(♠♦♥✐③❛%✐♦♥ ♦❝❝✉(/ ❤❡(❡ ❛% %❤❡ ❙:◆❊ ♦❢ ♦✉( ❝♦♠♠✐%♠❡♥% ❣❛♠❡✳ ❲❡ ♦❜%❛✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

:(♦♣♦/✐%✐♦♥✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳ ❆ !❛① ❤❛%♠♦♥✐③❛!✐♦♥ ♦♥ !❤❡ !❛① %❛!❡ th ✐, ◆❛,❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥!❛❜❧❡ ❜② ❝♦♠♠✐!♠❡♥! ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢











th ∈
[

tN1 , tL1
]

∩
[

tN2 , tL2
]

∃i ∈ {1, 2} ✱ ,✉❝❤ ❛, τTi

i

(

th
)

= th.

7%♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜(/% ♣❛(% ♦❢ %❤❡ :(♦♣♦/✐%✐♦♥ ❞❡(✐✈❡/ ❞✐(❡❝%❧② ❢(♦♠ :(♦♣♦/✐%✐♦♥ ✭✷✮✿ ❆ ❤❛(♠♦♥✐③❡❞ %❛① (❛%❡ th ✐/

◆❛/❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛❜❧❡ %❤(♦✉❣❤ ❜✐❧❛%❡(❛❧ ❝♦♠♠✐%♠❡♥%/ ✐❢

(

th, th
)

∈
[

tNi , tLi
]

×
[

tNj , τj
(

tLi
)]

♦(✱ ❡Q✉✐✈❛❧❡♥%❧②✱ ✐❢

th ∈
[

tN1 , tL1
]

∩
[

tN2 , tL2
]

✳ ❚❤❡ /❡❝♦♥❞ ♣❛(% ♦❢ %❤❡ :(♦♣♦/✐%✐♦♥ ❞❡✜♥❡/ %❤❡ ❤❛(♠♦♥✐③❡❞ %❛① (❛%❡✳

■% ✐/ ♥♦% ♣♦//✐❜❧❡ %♦ ❛/❝❡(%❛✐♥ %❤❡ ❡①✐/%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤❛(♠♦♥✐③❡❞ %❛① (❛%❡ ✐♥ ❣❡♥❡(❛❧✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡%(✐❝ ❛♣♣(♦❛❝❤ ♦❢

%❛① ❤❛(♠♦♥✐③❛%✐♦♥ ♣(♦✈✐❞❡/ /♦♠❡ ✐♥/✐❣❤%✳ ❍❛(♠♦♥✐③❛%✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡/ ✐❞❡♥%✐❢②✐♥❣ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ %❛① (❛%❡✱ ✇❤❡(❡

❛% ❧❡❛/% ♦♥❡ ❝♦✉♥%(②✬/ ❜❡/% (❡♣❧② ✐♥%❡(/❡❝%/ %❤❡ ✜(/% ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸ ❞❡/❝(✐❜❡/ %✇♦ ❝❛/❡/✿ %❤❡ ✜(/% ♦♥❡

❝♦((❡/♣♦♥❞/ %♦ %❤❡ /✐%✉❛%✐♦♥✱ ✇❤❡(❡ ♥♦ ❝♦✉♥%(②✬/ ❜❡/% (❡♣❧② ✐♥%❡(/❡❝%/ %❤❡ ✜(/% ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✭❡✳❣✳✱ tN1 < tN2 ✱ t
L
1 <

tL2 ✱ ❛♥❞ t
L
1 < tF2 ✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ %❤❡ /❡❝♦♥❞ ❝❛/❡✱ ❜♦%❤ ❜❡/% (❡♣❧✐❡/ ✐♥%❡(/❡❝% %❤❡ ✜(/% ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭❡✳❣✳✱ t

N
1 < tN2 ✱ t

L
1 < tL2 ✱

❛♥❞ tL1 > tF2 ✮✳ ❆//✉♠✐♥❣ %❤❛% (❡❛❝%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥/ ❛(❡ ❝♦♥%(❛❝%✐♦♥/✱
✶✾

✐/ /%✐❧❧ ✐♥/✉✣❝✐❡♥% ❢♦( /♦❧✈✐♥❣ %❤✐/ ✐//✉❡✳

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛♥❛❝❤✬/ ✜①❡❞✲♣♦✐♥% %❤❡♦(❡♠✱ ❡✈❡(② ❝♦♥%(❛❝%✐♦♥ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥❡♠♣%② ❝♦♠♣❧❡%❡ ♠❡%(✐❝

/♣❛❝❡✱ ✐♥ %❤✐/ ❝❛/❡ ❛♥② ✐♥%❡(✈❛❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ [0, 1]✱ ❤❛/ ❛ ✉♥✐Q✉❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥%✳ ❈♦♥/❡Q✉❡♥%❧②✱ %❤❡ ❤❛(♠♦♥✐③❡❞ %❛①

✶✾

❚❤✐# $❡❧✐❡# ♦♥ ❆##✉♠♣-✐♦♥ ✭✸✮✱ $❡❧❛-✐♥❣ -♦ -❤❡ ✉♥✐4✉❡♥❡## ♦❢ ❣❛♠❡ G✬# ◆❛#❤ ❡4✉✐❧✐❜$✐✉♠✳

✶✸



 ❛"❡ th ❡①✐&"& ❢♦ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥" ②✳ ❍♦✇❡✈❡ ✱ ✐" ♠❛② ♥♦" ❜❡❧♦♥❣ "♦ "❤❡ ✐♥"❡ ✈❛❧ I ≡
[

tN1 , tL1
]

∩
[

tN2 , tL2
]

✱ ❛♥❞ ✐& ♥♦"

❛❧✇❛②& ◆❛&❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛❜❧❡ "❤ ♦✉❣❤ ❛ ❜✐❧❛"❡ ❛❧ ❝♦♠♠✐"♠❡♥"✳

❋ ♦♠ "❤❡ ♣ ❡❝❡❞✐♥❣ ; ♦♣♦&✐"✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦ ♦❧❧❛ ②✿

❈♦"♦❧❧❛"② ✷✳ ■❢

[

tN1 , tL1
]

∩
[

tN2 , tL2
]

= ∅✱ #❤❡♥ #❛① ❤❛)♠♦♥✐③❛#✐♦♥ ✐. ♥♦# ♣♦..✐❜❧❡ #❤)♦✉❣❤ ❛ ❜✐❧❛#❡)❛❧ ❝♦♠♠✐#♠❡♥#✳

❍❡ ❡✱ "❛① ❝♦♦ ❞✐♥❛"✐♦♥ ❛♥❞ "❛① ❤❛ ♠♦♥✐③❛"✐♦♥  ❡&✉❧" ❢ ♦♠ ♥♦♥❝♦♦♣❡ ❛"✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦ &✳ ❚❤❡② ❛ ❡ ;❛ ❡"♦✲

✐♠♣ ♦✈✐♥❣ ❛♥❞ &❡❧❢✲❡♥❢♦ ❝✐♥❣ "❤ ♦✉❣❤ ✈♦❧✉♥"❛ ②  ❡&" ✐❝"✐♦♥&✳ ❲❤✐❧❡ "❛① ❝♦♦ ❞✐♥❛"✐♦♥ ✐& ❛❧✇❛②& ❢❡❛&✐❜❧❡ ❛&

❧♦♥❣ ❛& ♦✉ ❛&&✉♠♣"✐♦♥& ❤♦❧❞✱ "❛① ❤❛ ♠♦♥✐③❛"✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦&&✐❜❧❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦✉♥" ✐❡& ❞✐✛❡ "♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥ &✐③❡✱

✐♥✐"✐❛❧ ❢❛❝"♦ ❡♥❞♦✇♠❡♥"&✱ ♣ ♦❞✉❝"✐✈✐"②✱ ♦ ♣ ❡❢❡ ❡♥❝❡& ❢♦ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞&✱ ❛♥② ❡C✉✐❧✐❜ ✐✉♠ "❛①  ❛"❡& ❛ ❡ &✉❝❤

"❤❛" "❤❡ ✐♥"❡ ✈❛❧ I ✐& ❡♠♣"②✳ ❆♥ ❡①❝❡&&✐✈❡ ❛&②♠♠❡" ② ♣ ❡✈❡♥"& "❛① ❤❛ ♠♦♥✐③❛"✐♦♥✳
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❛ &✐♠✐❧❛ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❜② ❢♦❝✉&✐♥❣ ♦♥ ❤❛ ♠♦♥✐③❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❛♥②  ❛"❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❙"❛❝❦❡❧❜❡ ❣ ❡C✉✐❧✐❜ ✐✉♠  ❛"❡&
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❙"❛❝❦❡❧❜❡ ❣ ❢♦❧❧♦✇❡ ✬&✱ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ♠♦ ❡ ❤❛ ♠❢✉❧ "❛① ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡"❡ "❤❡&❡  ❡&✉❧"& ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
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 ❡&♣❡❝"✐✈❡ ♣❛②♦✛&✱ ❜✉" ❛❧&♦ "❤❛" "❤❡&❡  ❛"❡& ❛ ❡ ◆❛&❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛❜❧❡ "❤ ♦✉❣❤ ❝♦♠♠✐"♠❡♥"&✳ ❈♦♠♣❧❡"❡ ❤❛ ✲
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"❛① ❝♦♦ ❞✐♥❛"✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ "❤❡  ❡❧❡✈❛♥" ❧✐"❡ ❛"✉ ❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ &❛② "❤❛" ❝❤❡❛♣ "❛❧❦✱ ♦ ❝♦&"❧❡&& ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥✱ ✐&
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✐♥ b > 0✳ ■♥❤❛❜✐#❛♥#) ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥#(② ♣✉(❝❤❛)❡ ❣♦♦❞) ❛# ❤♦♠❡ ♦( ❛❜(♦❛❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ✐♥ #❛①
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W 1 (t1, t2) = t1

(

1 + b+
t2 − t1

d

)

, W 2 (t2, t1) = t2

(

1− b+
t1 − t2

d

)

.
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❆✉"❤♦%& ❞✐✛❡% ❜② "❤❡✐% ♠❡❛&✉%❡& ♦❢ "❤❡ ❞✐&"❛♥❝❡ ❢✉♥❝"✐♦♥✱ "❤❛" ✐&✱ "%❛♥&♣♦%"✬& ❝♦&"✳ ❋♦% ✐♥&"❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❑❛♥❜✉% ❛♥❞ ❑❡❡♥

✭✶✾✾✸✮ ❝♦♥&✐❞❡% "❤❡ ❛❜&♦❧✉"❡ ✈❛❧✉❡✱ ◆✐❡❧&❡♥ ✭✷✵✵✶✮ ✉&❡& ❛ C✉❛❞%❛"✐❝ ❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❚❤✐& ❧❛""❡% &♣❡❝✐✜❝❛"✐♦♥ ❞✐&♣❧❛②& "❤❡ ♥✐❝❡ ♣%♦♣❡%"②

"♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉&❧② ❞✐✛❡%❡♥"✐❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❲❡ ❛&&❡%" "❤❛" ♦✉% ❛♥❛❧②&✐& %❡♠❛✐♥& ✈❛❧✐❞ ✇✐"❤ "❤❡ &♣❡❝✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢

❑❛♥❜✉% ❛♥❞ ❑❡❡♥ ✭✶✾✾✸✮✱ &✐♥❝❡ "❤❡✐% ❣❛♠❡ ✐& &✉♣❡%♠♦❞✉❧❛%✳

✷✶

❑❡❡♥ ❛♥❞ ❑♦♥%❛❞ ✭✷✵✶✷✮ ♣%♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧"❡%♥❛"✐✈❡ ✈✐❡✇ "♦ "❤✐& ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡%❡ ❝♦✉♥"%✐❡& ❝♦♠♣❡"❡ ✇✐"❤ %❡❣❛%❞& "♦ "❛①

%❛"❡✱ ❛♥❞ ✜%♠& ❛%❡ ❛❜❧❡ "♦ "%❛♥&❢❡% "❤❡✐% ♣%♦✜"& ❢%♦♠ ♦♥❡ ❥✉%✐&❞✐❝"✐♦♥ "♦ ❛♥♦"❤❡%✱ ♣%♦✜"✲&❤✐❢"✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❝♦&"❧②✳

✷✷

❙❡❡ ❡①♣%❡&&✐♦♥& ✭✷✱ ♣✳ ✻✵✸✮ ✐♥ ◆✐❡❧&❡♥ ✭✷✵✵✶✮✳

✶✺



❚❤❡ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠ *❛① (❛*❡- ❛(❡ *❤❡♥

✷✸

tN1 = d
3 (3 + b), tN2 = d

3 (3− b),

tL1 = d
2 (3 + b), tL2 = d

2 (3− b).

❚❛① ❤❛(♠♦♥✐③❛*✐♦♥ ✐- ♣♦--✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥*❛❜❧❡ *❤(♦✉❣❤ ❝♦♠♠✐*♠❡♥*- ✐♥ *❤❡ ◆✐❡❧-❡♥ ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❞❡( *❤❡

❝♦♥❞✐*✐♦♥ *❤❛* *❤❡ *✇♦ ❝♦✉♥*(✐❡- ❞♦ ♥♦* ❞✐✛❡( ❞(❛♠❛*✐❝❛❧❧② ✐♥ -✐③❡✱ ♠♦(❡ -♣❡❝✐✜❝❛❧❧② b ≤ 1/3✳ ❚❤✉-✱ ✉♥❞❡(

*❤✐- ❝♦♥❞✐*✐♦♥✱ *❤❡ ✉♥✐#✉❡ ❤❛(♠♦♥✐③❡❞ *❛① (❛*❡ th = d(1 + b) ✐- ✐♠♣❧❡♠❡♥*❛❜❧❡ *❤(♦✉❣❤ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -✐♠♣❧❡

❜✐❧❛*❡(❛❧ ❝♦♠♠✐*♠❡♥*✿ ❝♦✉♥*(② ✷ ✭*❤❡ -♠❛❧❧❡( ❝♦✉♥*(②✮ ❝♦♠♠✐*- *♦ th✱ ❝♦✉♥*(② ✶ ❝♦♠♠✐*- ❝❤♦♦-✐♥❣ ✐*- *❛①

(❛*❡ ✐♥ T 1 = [0, τ1(t
h)]✳ ❙✐♥❝❡ τ1

T 1(th) = th✱ *❛① ❤❛(♠♦♥✐③❛*✐♦♥ ♦❝❝✉(- ❛♥❞ ✐- C❛(❡*♦✲✐♠♣(♦✈✐♥❣✿

W 1
(

th, th
)

= (1 + b) 2d > (1 + b/3)2d = W 1
(

tN1 , tN2
)

,

W 2
(

th, th
)

=
(

1− b2
)

d > (1− b/3)2d = W 2
(

tN2 , tN1
)

for b ∈ [0, 1/3].

❲❤❡♥ ❝♦✉♥*(✐❡- ❞✐✛❡( ♠♦❞❡(❛*❡❧② ✐♥ -✐③❡ ✭1/3 < b < 3/5✮✱ *❛① ❤❛(♠♦♥✐③❛*✐♦♥ ✐- ♥♦* (❡❛❝❤❛❜❧❡ *❤(♦✉❣❤

✈♦❧✉♥*❛(② ❝♦♠♠✐*♠❡♥*-✱ ✇❤✐❧❡ C❛(❡*♦✲✐♠♣(♦✈✐♥❣ *❛① ❝♦♦(❞✐♥❛*✐♦♥ (❡♠❛✐♥- ♣♦--✐❜❧❡ ♦♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❛① (❛*❡-✿

(tc1, t
c
2) ∈ [d(3 + b)/3, d(3 + b)/2]× [d(3− b)/3, d(3− b)/2]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❛-②♠♠❡*(② ✐- -✉✣❝✐❡♥*❧② ✐♠♣♦(*❛♥*

✭b > 3/5✮✱ ❝♦♠♠✐*♠❡♥* ✐- ✉-❡❧❡-- ❢♦( ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥② *❛① ❝♦♦(❞✐♥❛*✐♦♥✳ ■♥ ♦*❤❡( *❡(♠-✱ *❤❡ ◆❛-❤ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠

♦❢ *❤❡ -*❛♥❞❛(❞ ❝♦♠♠♦❞✐*② *❛① ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ❛- ❞❡-❝(✐❜❡❞ ✐♥ ◆✐❡❧-❡♥ ✭✷✵✵✶✮✱ ✐- ❝♦♠♠✐*♠❡♥* (♦❜✉-*✳

✹✳✷ ❈❛♣✐'❛❧ '❛① ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥

❲❡ ❝♦♥-✐❞❡( ❛ *✇♦✲❝♦✉♥*(② ✈❡(-✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✇♦(❦❤♦(-❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡(♥❛*✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐*❛❧ *❛① ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥

♣(♦♣♦-❡❞ ❜② ❑❡❡♥ ❛♥❞ ❑♦♥(❛❞ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚✇♦ ❝♦✉♥*(✐❡- ❝♦♠♣❡*❡ ❜② *❛① (❛*❡ *♦ ❛**(❛❝* ❝❛♣✐*❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ♣❡(❢❡❝*❧②

♠♦❜✐❧❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡♠ ❛♥❞ ✐- ✜①❡❞ ✐♥ *♦*❛❧ -✉♣♣❧②✳ ❚❤❡ (❡♣(❡-❡♥*❛*✐✈❡ (❡-✐❞❡♥* ✐♥ ❝♦✉♥*(② i ✐- ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐*❤

❛ -❤❛(❡ ✭θi✮ ♦❢ ✇♦(❧❞✇✐❞❡ ❝❛♣✐*❛❧✱ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② k✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ∀i ∈ {1, 2} , 0 6 θi 6 1✱ ❛♥❞ θ1 + θ2 6 1✳ ❆ -✐♥❣❧❡

❤♦♠♦❣❡♥♦✉- ❣♦♦❞ ✐- ♣(♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥*(② ✉-✐♥❣ ✐♥♣✉*- ♦❢ ❧❛❜♦( ❛♥❞ ❝❛♣✐*❛❧✳ ❚❤❡ (❡♣(❡-❡♥*❛*✐✈❡ (❡-✐❞❡♥*

✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥*(② -✉♣♣❧✐❡- ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢ ❧❛❜♦(✳ ❚❤❡ ♣(♦❞✉❝*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ❛--✉♠❡❞ *♦ ❜❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ✐*-

*✇♦ ✐♥♣✉*-✱ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉- ♦❢ ❞❡❣(❡❡ ♦♥❡✱ ✐- (❡♣(❡-❡♥*❡❞ ✐♥ *❡(♠- ♦❢ *❤❡ ❝❛♣✐*❛❧✲❧❛❜♦( (❛*✐♦✱ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② ki✳

❲❡ ❝♦♥-✐❞❡( *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #✉❛❞(❛*✐❝ ❢♦(♠✿ fi (k) = (ai − bk) k✱ ✇✐*❤ a1 > a2 > 0 ❛♥❞ bi > 0✳

❚❤❡ ♣❡(❢❡❝* ♠♦❜✐❧✐*② ♦❢ ❝❛♣✐*❛❧ ✐♥✈♦❧✈❡- *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♣✐*❛❧ ♠❛(❦❡* ❝❧❡❛(✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥-✿











f ′
1 (k1)− t1 = f ′

1 (k2)− t2 = r

k1 + k2 = k
, ✭✺✮

✷✸

 ❧❛✐♥ ❛♥❞ &'(❛'❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥'❛(✐'✐❡& ❛(❡ ❛❧✇❛②& (❡&♣❡❝'❡❞✳

✶✻



✇❤❡#❡ r ✐% &❤❡ ♥❡& #❡&✉#♥ ♦❢ ❝❛♣✐&❛❧✳ ❚❤❡ &♦&❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ &❤❡ #❡♣#❡%❡♥&❛&✐✈❡ ✐♥❤❛❜✐&❛♥& ✐♥ ❝♦✉♥&#② i ✐% &❤❡♥

xi = fi (ki)− f ′
i (ki) ki + rθik.

❈❛♣✐&❛❧ ✐% &❛①❡❞ ❛& &❤❡ %♦✉#❝❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❣♦✈❡#♥♠❡♥& #❡✈❡♥✉❡ ✐% %♣❡♥& ♦♥ &❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✿ gi = tiki✳ ❲❡ %✐♠♣❧✐❢②

♦✉# ❛♥❛❧②%✐% ❜② ❛%%✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥%&❛♥& ♠❛#❣✐♥❛❧ #❛&❡ ♦❢ %✉❜%&✐&✉&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ ♣#✐✈❛&❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥%✉♠♣&✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐% ❡<✉❛❧ &♦ 1 + λi✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥&#② ✐% ❣✐✈❡♥ ❜② Ui (xi, gi) ≡ xi + (1 + λi) gi✳

❙✉❜%&✐&✉&✐♥❣ xi ❛♥❞ gi ❜② &❤❡✐# ♣#❡✈✐♦✉% #❡%♣❡❝&✐✈❡ ❡①♣#❡%%✐♦♥ ✇❡ ♦❜&❛✐♥

W i (ti, tj) = fi (ki)− f ′
i (ki) ki + rθik + (1 + λi) tiki.

●✐✈❡♥ &❤❡ ♠❛#❦❡& ❝❧❡❛#✐♥❣ ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ✭✺✮ #❡❛❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥% ❛#❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ti (tj) ≡ argmaxti∈[0,1]W
i (ti, tj) =

3

3 + 4λ

[

(1 + 2λ) tj + (1 + 2λ)
(

ai − aj + 2bk
)

+ bθik
]

.

❋♦# &❤❡ %❛❦❡ ♦❢ %✐♠♣❧✐❝✐&②✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡# &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡% ♦❢ &❤❡ ♣❛#❛♠❡&❡#%✿ λ = 1 ❛♥❞ k = 1✳ ❘❡❧❡✈❛♥&

❡<✉✐❧✐❜#✐✉♠ &❛① #❛&❡% ❛#❡

tNi =
3 (ai − aj) + b (15− 7θi − 3θj)

10
, tLi =

12 (ai − aj) + b (60− 35θi − 12θj)

26
. ✭✻✮

H❛#❡&♦✲✐♠♣#♦✈✐♥❣ &❛① ❝♦♦#❞✐♥❛&✐♦♥ ✐% ♣♦%%✐❜❧❡ ❛% ❧♦♥❣ ❛% tNi < tLj ♦!✱ ❡$✉✐✈❛❧❡♥+❧②✱

ai − aj
b

>
105 + 31θi − 136θj

99
.

▼♦!❡♦✈❡!✱ ✐❢ a1 > a2✱ ❛ ❤❛!♠♦♥✐③❡❞ +❛① !❛+❡ ❡$✉❛❧ +♦ th = 3
4 (a1 − a2 + 2b) + bθ1 ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥+❡❞

+❤!♦✉❣❤ ❝♦♠♠✐+♠❡♥+✳

✷✹

❲❡ +✉!♥ +♦ ♥✉♠❡!✐❝❛❧ :✐♠✉❧❛+✐♦♥: :✐♥❝❡ +❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ♣❛!❛♠❡+❡!: ✐♥✈♦❧✈❡: +❡❞✐♦✉:

❡①♣!❡::✐♦♥:✳

✷✺

❋✐❣✉!❡ ✶ ❞✐:♣❧❛②: ❝♦✉♥+!✐❡:✬ !❡❛❝+✐♦♥ ❢✉♥❝+✐♦♥: ❢♦! +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ :❡+ ♦❢ ♣❛!❛♠❡+❡!:✿ a1 =
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▼❛❥♦♥❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❉✐❧❡♠♠❛& ♦❢ ❊✉*♦♣❡❛♥ ✐♥)❡❣*❛)✐♦♥✿ ❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐)✐❡& ❛♥❞ ♣✐)❢❛❧❧& ♦❢ ✐♥)❡❣*❛)✐♦♥ ❜② &)❡❛❧)❤ ✳

❖①❢♦#❞ ❯♥✐✈❡#:✐8② R#❡::✳

▼✐❧❣#♦♠✱ R✳ ❛♥❞ ❈✳ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✾✹✱ ❏❛♥✉❛#②✮✳ ▼♦♥♦8♦♥❡ ❝♦♠♣❛#❛8✐✈❡ :8❛8✐❝:✳ ❊❝♦♥♦♠❡)*✐❝❛ ✻✷ ✭✶✮✱ ✶✺✼✕✽✵✳

▼②❡#:♦♥✱ ❘✳ ❇✳ ✭✷✵✵✾✱ ❉❡❝❡♠❜❡#✮✳ ▲❡❛#♥✐♥❣ ❢#♦♠ :❝❤❡❧❧✐♥❣✬: :8#❛8❡❣② ♦❢ ❝♦♥✢✐❝8✳ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

▲✐)❡*❛)✉*❡ ✹✼ ✭✹✮✱ ✶✶✵✾✕✷✺✳

◆✐❡❧:❡♥✱ ❙✳ ❇✳ ✭✷✵✵✶✱ ❉❡❝❡♠❜❡#✮✳ ❆ :✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐8② 8❛①❛8✐♦♥ ❛♥❞ ❝#♦::✲❜♦#❞❡# :❤♦♣♣✐♥❣✳ ❙❝❛♥✲

❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝& ✶✵✸ ✭✹✮✱ ✺✾✾✕✻✷✸✳

❖❛8❡:✱ ❲✳ ❊✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ❋✐&❝❛❧ ❢❡❞❡*❛❧✐&♠✳ ◆❡✇ ❨♦#❦✿ ❍❛#❝♦✉#8 ❇#❛❝❡ ❏♦✈❛♥♦✈✐❝❤✳

R❛❧❢#❡②✱ ❚✳ ❘✳ ✭✷✵✵✷✱ ✵✵✮✳ ■♠♣❧❡♠❡♥8❛8✐♦♥ 8❤❡♦#②✳ ■♥ ❘✳ ❆✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙✳ ❍❛#8 ✭❊❞:✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡✲

♦*② ✇✐)❤ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥&✱ ❱♦❧✉♠❡ ✸ ♦❢ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦*② ✇✐)❤ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥&✱

❈❤❛♣8❡# ✻✶✱ ♣♣✳ ✷✷✼✶✕✷✸✷✻✳ ❊❧:❡✈✐❡#✳

R❡#❛❧8❛✱ ❙✳ ❛♥❞ ❚✳ ✈❛♥ ❨♣❡#:❡❧❡ ✭✷✵✵✻✱ ◆♦✈❡♠❜❡#✮✳ ❈♦♦#❞✐♥❛8✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐8❛❧ 8❛①❛8✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛:②♠♠❡8#✐❝

❝♦✉♥8#✐❡:✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯*❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝& ✸✻ ✭✻✮✱ ✼✵✽✕✼✷✻✳

R❡#::♦♥✱ ❚✳ ❛♥❞ ●✳ ❚❛❜❡❧❧✐♥✐ ✭✶✾✾✷✱ ❖❝8♦❜❡#✮✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐8✐❝: ♦❢ ✶✾✾✷✿ ❋✐:❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❡✉#♦♣❡❛♥ ✐♥8❡❣#❛8✐♦♥✳

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙)✉❞✐❡& ✺✾ ✭✹✮✱ ✻✽✾✕✼✵✶✳

❘❛❞❛❡❧❧✐✱ ❈✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝8 ❛❣❛✐♥:8 ❤❛#♠❢✉❧ 8❛① ❝♦♠♣❡8✐8✐♦♥✿ ❖♣❡♥ ♠❡8❤♦❞ ♦❢ ❝♦✲♦#❞✐♥❛8✐♦♥ ✐♥

❞✐:❣✉✐:❡❄ N✉❜❧✐❝ ❆❞♠✐♥✐&)*❛)✐♦♥ ✽✶✱ ✺✶✸✕✺✸✶✳

❘❡♥♦✉✱ ▲✳ ✭✷✵✵✾✱ ▼❛②✮✳ ❈♦♠♠✐8♠❡♥8 ❣❛♠❡:✳ ●❛♠❡& ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦* ✻✻ ✭✶✮✱ ✹✽✽✕✺✵✺✳

❘❡✈❡❧❧✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✺✱ ❆✉❣✉:8✮✳ ❖♥ :♣❛8✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ✜♥❛♥❝❡ ❡♠♣✐#✐❝:✳ ■♥)❡*♥❛)✐♦♥❛❧ ❚❛① ❛♥❞ N✉❜❧✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✷ ✭✹✮✱

✹✼✺✕✹✾✷✳

❘♦❜✐♥:♦♥✱ ▲✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙❧❡♠#♦❞ ✭✷✵✶✷✱ ❆♣#✐❧✮✳ ❯♥❞❡#:8❛♥❞✐♥❣ ♠✉❧8✐❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ 8❛① :②:8❡♠:✳ ■♥)❡*♥❛)✐♦♥❛❧ ❚❛①

❛♥❞ N✉❜❧✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✾ ✭✷✮✱ ✷✸✼✕✷✻✼✳

❘♦8❛✲●#❛③✐♦:✐✱ ●✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ :✉♣❡#♠♦❞✉❧❛#✐8② ♦❢ 8❤❡ 8❛① ❝♦♠♣❡8✐8✐♦♥ ❣❛♠❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ #❡♣♦#8✱ ♠✐♠❡♦✳

❙❝❤❡❧❧✐♥❣✱ ❚✳ ✭✶✾✻✵✮✳ ❚❤❡ &)*❛)❡❣② ♦❢ ❝♦♥✢✐❝)✳ ❈❛♠❜#✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ❍❛#✈❛#❞ ❯♥✐✈❡#:✐8② R#❡::✳

❙✐♠❛❛♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ❈#✉③ ✭✶✾✼✸✮✳ ❖♥ 8❤❡ :8❛❝❦❡❧❜❡#❣ :8#❛8❡❣② ✐♥ ♥♦♥③❡#♦✲:✉♠ ❣❛♠❡:✳ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❖♣)✐♠✐③❛)✐♦♥

❚❤❡♦*② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥& ✶✶ ✭✺✮✱ ✺✸✸✕✺✺✺✳

❙8❛❝❦❡❧❜❡#❣✱ ❙✳ ❱✳ ✭✶✾✸✹✮✳ ▼❛*❦)❢♦*♠ ✉♥❞ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤)✳ ❉f::❡❧❞♦#❢✿ ❱❡#❧❛❣ ❲✐#8:❝❤❛❢8 ✉♥❞ ❋✐❛♥③❡♥✳

❚❛♥③✐✱ ❱✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❉♦❡: 8❤❡ ✇♦#❧❞ ♥❡❡❞ ❛ ✇♦#❧❞ 8❛① ♦#❣❛♥✐③❛8✐♦♥❄ ■♥ ❆✳ ❘❛③✐♥ ❛♥❞ ❊✳ ❙❛❞❦❛ ❉✉#❧❛✉❢ ✭❊❞:✳✮✱
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❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ♦❢ ●❧♦❜❛❧✐③❛0✐♦♥✳ ❈❛♠❜%✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡%-✐.② 0%❡--✳

❚♦♣❦✐-✱ ❉✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❙✉♣❡4♠♦❞✉❧❛4✐0② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥0❛4✐0②✳ 0%✐♥❝❡.♦♥✱ ◆❡✇ ❏❡%-❡②✿ 0%✐♥❝❡.♦♥ ❯♥✐✈❡%-✐.②

0%❡--✳

✈❛♥ ❉❛♠♠❡✱ ❊✳ ❛♥❞ ❙✳ ❍✉%❦❡♥- ✭✶✾✾✻✱ ❆✉❣✉-.✮✳ ❈♦♠♠✐.♠❡♥. %♦❜✉-. ❡G✉✐❧✐❜%✐❛ ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉- .✐♠✐♥❣✳

●❛♠❡) ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦4 ✶✺ ✭✷✮✱ ✷✾✵✕✸✶✶✳

❱✐✈❡-✱ ❳✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❖❧✐♣♦❧② ♣4✐❝✐♥❣✳ ❖❧❞ ✐❞❡❛) ❛♥❞ ♥❡✇ 0♦♦❧)✳ ❈❛♠❜%✐❞❣❡✱ ▼❛--❛❝❤✉-❡..-✿ ❚❤❡ ▼■❚ 0%❡--✳

❱✐✈❡-✱ ❳✳ ✭✷✵✵✺✱ ❏✉♥❡✮✳ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥.❛%✐.✐❡- ❛♥❞ ❣❛♠❡-✿ ◆❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥.-✳ ❏♦✉4♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐0❡4❛✲

0✉4❡ ✹✸ ✭✷✮✱ ✹✸✼✕✹✼✾✳

❱%✐❥❜✉%❣✱ ❍✳ ❛♥❞ ❘✳ ▼♦♦✐❥ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❛① %❛.❡- ❛- -.%❛.❡❣✐❝ -✉❜-.✐.✉.❡-✳ ■♥0❡4♥❛0✐♦♥❛❧ ❚❛① ❛♥❞ F✉❜❧✐❝ ❋✐✲

♥❛♥❝❡ ✷✸ ✭✶✮✱ ✷✕✷✹✳

❲❛♥❣✱ ❨✳✲◗✳ ✭✶✾✾✾✱ ❙❡♣.❡♠❜❡%✮✳ ❈♦♠♠♦❞✐.② .❛①❡- ✉♥❞❡% ✜-❝❛❧ ❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥✿ ❙.❛❝❦❡❧❜❡%❣ ❡G✉✐❧✐❜%✐✉♠ ❛♥❞

♦♣.✐♠❛❧✐.②✳ ❆♠❡4✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✽✾ ✭✹✮✱ ✾✼✹✕✾✽✶✳

❲✐❧❞❛-✐♥✱ ❉✳ ❊✳ ✭✶✾✾✶✱ ◆♦✈❡♠❜❡%✮✳ ❙♦♠❡ %✉❞✐♠❡.❛%② ✬❞✉♦♣♦❧✐.②✬ .❤❡♦%②✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯4❜❛♥ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝) ✷✶ ✭✸✮✱ ✸✾✸✕✹✷✶✳

❲✐❧-♦♥✱ ❏✳ ❉✳ ✭✶✾✽✻✱ ▼❛②✮✳ ❆ .❤❡♦%② ♦❢ ✐♥.❡%%❡❣✐♦♥❛❧ .❛① ❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥✳ ❏♦✉4♥❛❧ ♦❢ ❯4❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✶✾ ✭✸✮✱

✷✾✻✕✸✶✺✳

❲✐❧-♦♥✱ ❏✳ ❉✳ ✭✶✾✾✶✱ ◆♦✈❡♠❜❡%✮✳ ❚❛① ❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥ ✇✐.❤ ✐♥.❡%%❡❣✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡%❡♥❝❡- ✐♥ ❢❛❝.♦% ❡♥❞♦✇♠❡♥.-✳ ❘❡✲

❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯4❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✷✶ ✭✸✮✱ ✹✷✸✕✹✺✶✳

❩✐--✐♠♦-✱ ❇✳ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦♦❞❡%- ✭✷✵✵✽✱ ❏✉♥❡✮✳ 0✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❞✐✛❡%❡♥.✐❛.✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡ ✐♥.❡♥-✐.② ♦❢ .❛① ❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥✳

❏♦✉4♥❛❧ ♦❢ F✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✾✷ ✭✺✲✻✮✱ ✶✶✵✺✕✶✶✷✶✳

❩♦❞%♦✇✱ ●✳ ❘✳ ❛♥❞ 0✳ ▼✐❡-③❦♦✇-❦✐ ✭✶✾✽✻✱ ▼❛②✮✳ 0✐❣♦✉✱ .✐❡❜♦✉.✱ ♣%♦♣❡%.② .❛①❛.✐♦♥✱ ❛♥❞ .❤❡ ✉♥❞❡%♣%♦✈✐-✐♦♥

♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞-✳ ❏♦✉4♥❛❧ ♦❢ ❯4❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✶✾ ✭✸✮✱ ✸✺✻✕✸✼✵✳

✷✹



❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ▲❡♠♠❛ ✭✸✮

❋!♦♠ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❙$❛❝❦❡❧❜❡!❣ ❛♥❞ ◆❛4❤ ❡5✉✐❧✐❜!✐✉♠4✱ ✇❡ ❛❧✇❛②4 ❤❛✈❡

Li
(

tLi
)

= W i
(

tLi , τj
(

tLi
))

≡ max
ti∈[0,1]

W i (ti, τj (ti)) > W i
(

tNi , τj
(

tNi
))

= W i
(

tNi , tNj
)

. ✭✼✮

❲❡ ❡4$❛❜❧✐4❤ $❤❛$ tNj < τj
(

tLi
)

✳ ▲❡$ ✉4 ❝♦♥4✐❞❡! ❜② ❝♦♥$!❛❞✐❝$✐♦♥✱ $❤❛$ tNj > τj
(

tLi
)

≡ tFi ✳ ■♥ $❤❛$ ❝❛4❡✱ $❤❡

♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛!② ❛44✉♠♣$✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞

W i
(

tNi , tNj
)

≡ max
ti∈[0,1]

W i
(

ti, t
N
j

)

> W i
(

tLi , t
N
j

)

> W i
(

tLi , t
F
j

)

,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥$!❛❞✐❝$4 ✭✼✮✳ ❚❤✉4✱ ✇❡ ❛❧✇❛②4 ❤❛✈❡✱

τj
(

tLi
)

= tFi > tNj , i = A,B. ✭✽✮

❚❤❡ ❋❖❈ ♦❢ $❤❡ ❧❡❛❞❡!✬4 ♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣!♦❣!❛♠ ✐♥ $❤❡ ❙$❛❝❦❡❧❜❡!❣ ❣❛♠❡ ✐4

dLi (ti)

dti
= 0 ⇔ W i

1

(

tLi , τj
(

tLi
))

+W i
2

(

tLi , τj
(

tLi
)) dτj (ti)

dti

∣

∣

∣

∣

tL
i

= 0.

❋!♦♠ $❤❡ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞ 4$!❛$❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛!✐$② ❛44✉♠♣$✐♦♥4✱ ✇❡ ❤❛✈❡

W i
2

(

tLi , τj
(

tLi
)) dτj (ti)

dti

∣

∣

∣

∣

tL
i

> 0,

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡4

W i
1

(

tLi , τj
(

tLi
))

6 0 = W i
1

(

tNi , tNj
)

. ✭✾✮

❋!♦♠ $❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐$② ♦❢ W i (ti, tj) ✇✐$❤ !❡4♣❡❝$ $♦ ti✱ ✐♥❡5✉❛❧✐$✐❡4 ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮ ✐♥✈♦❧✈❡

tLi > tNi . ✭✶✵✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛!❞ ✐♥❞✉❝$✐♦♥ $♦ 4♦❧✈❡ $❤❡ ❙$❛❝❦❡❧❜❡!❣ ❣❛♠❡✱ $❤❡ ❋❖❈ ♦❢ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡! ✐4

∀tj ∈ [0, 1] , W i
1

(

tFi , tj
)

= 0. ✭✶✶✮

✷✺



❋!♦♠ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ 0❤❛0

W i
1

(

tLi , t
F
j

)

6 0 = W i
1

(

tFi , t
L
j

)

. ✭✶✷✮

❲❡ ❝♦♥4✐❞❡! 0✇♦ ❝❛4❡4✿

■❢ tLi < tFi ✱ 0❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐0② ♦❢ W
i (.) ✇✐0❤ !❡4♣❡❝0 0♦ ti ✐♥✈♦❧✈❡4

W i
1

(

tLi , t
F
j

)

> W i
1

(

tFi , t
F
j

)

.

❋!♦♠ ✭✶✷✮✱ ✇❡ ♦❜0❛✐♥

W i
1

(

tFi , t
F
j

)

< W i
1

(

tFi , t
L
j

)

,

❛♥❞ 0❤❡ 40!❛0❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥0❛!✐0② ♦❢ W i (.) ②✐❡❧❞4

tFj < tLi .

■❢ tLi > tFi ✱ ✐♥❡?✉❛❧✐0② ✭✶✷✮ ❛♥❞ 0❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐0② ♦❢ W
i (.) ✇✐0❤ !❡4♣❡❝0 0♦ ti ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉4 !❡4✉❧0✿

tLj ≷ tFj .

❚❤✉4✱ 0❤!❡❡ ♣♦44✐❜❧❡ !❛♥❦✐♥❣4 ❛!❡ ♣♦44✐❜❧❡✿











tN1 < tF1 6 tL1

tN2 < tF2 6 tL2

,











tN1 < tL1 < tF1

tN2 < tF2 < tL2

❛♥❞











tN1 < tF1 < tL1

tN2 < tL2 < tF2

❆✳✷ #$♦♦❢ ♦❢ #$♦♣♦(✐*✐♦♥ ✭✷✮

❆✳✷✳✶ $%❡❧✐♠✐♥❛%② %❡-✉❧/-

❙❡✈❡!❛❧ ♣!❡❧✐♠✐♥❛!② !❡4✉❧04 ♠❛② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢!♦♠ 0❤❡ 0❤!❡❡ ❛44✉♠♣0✐♦♥4 ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉4❡❢✉❧

✐♥ ❡40❛❜❧✐4❤✐♥❣ ♦✉! ♠❛✐♥ D!♦♣♦4✐0✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❲❡ ❤❛✈❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣/❡00✐♦♥0✿

❋♦/ ti 6 τi (tj) , W i
1 (ti, tj) > 0,

❋♦/ ti > τi (tj) , W i
1 (ti, tj) < 0.

✷✻



❚❤✐# ▲❡♠♠❛ ❞❡)✐✈❡# ❢)♦♠ -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❜❡#- )❡♣❧② ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐-② ♦❢ W i (ti, tj) ✇✐-❤ )❡#♣❡❝-

-♦ ti✳

▲❡♠♠❛ ✼✳ ❲❡ ❤❛✈❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣/❡00✐♦♥0✿























∀t ∈
[

0, tNi
[

, τi (τj (t)) > t,

∀t ∈
]

tNi , 1
]

, τi (τj (t)) < t,

t = tNi , τi (τj (t)) = t.

2/♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛❞❡ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ✇❡ ❡#-❛❜❧✐#❤ -❤✐# )❡#✉❧- ❜② ❝♦♥-)❛❞✐❝-✐♦♥✳ ❆❝❝♦)❞✐♥❣ -♦ -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢

-❤❡ ◆❛#❤ ❡B✉✐❧✐❜)✐✉♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ τi
(

τj
(

tNi
))

= τi
(

tNj
)

= tNi ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ τi (τj (t)) − t ✐# ③❡)♦ ❛- -❤❡ ◆❛#❤

❡B✉✐❧✐❜)✐✉♠ ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ✐# ❡✐-❤❡) ♣♦#✐-✐✈❡ ♦) ♥❡❣❛-✐✈❡ ❢♦) t 6= tNi ✳ ❆##✉♠❡ -❤❛- τi (τj (t))− t < 0 ❢♦) ❛♥② t < tNi ✳

❲❡ -❤❡♥ ❤❛✈❡ ❢♦) t = 0✱ τi (τj (0))− 0 = τi (τj (0)) < 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥-)❛❞✐❝-# τi (t) > 0 ❢♦) ❛♥② t✳

▲❡♠♠❛ ✽✳ W i (t, τj (ti)) ✐0 ✐♥❝/❡❛0✐♥❣ ✐♥ t ∈ [0, τi (τj (ti))] ❛♥❞ ❞❡❝/❡❛0✐♥❣ ✐♥ t ∈ [τi (τj (ti)) , 1]✳

2/♦♦❢✳ ▲❡- ✉# ❝♦♥#✐❞❡) W i (t, τj (ti))✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ )❡❛❝-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ τi (.) ✐♥✈♦❧✈❡#

W i
1 (τi (τj (ti)) , τj (ti)) = 0.

❋)♦♠ -❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐-② ♦❢ W i
11 (., .) ✇✐-❤ )❡#♣❡❝- -♦ ti✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ -❤❛-

W i
1 (t, τj (ti)) > 0 ⇔ t < τi (τj (ti)) ,

W i
1 (t, τj (ti)) < 0 ⇔ t > τi (τj (ti)) .

❆✳✷✳✷ )*♦♦❢ ♦❢ -❤❡ ♣*♦♣♦0✐-✐♦♥

❈♦♥#✐❞❡) -❤❛- ❝♦✉♥-)② i ❝♦♠♠✐-# -♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❛① )❛-❡ ti ∈
[

tNi , tLi
]

❛♥❞ ❝♦✉♥-)② j ❝♦♠♠✐-# -♦ ❛♥ ✐♥-❡)✈❛❧ ♦❢

-❛① )❛-❡ [0, τj (ti)]✳

✶✳ ❋✐)#-✱ ✇❡ ❡#-❛❜❧✐#❤ -❤❛- ❝♦✉♥-)② j ❤❛# ♥♦ ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❞❡✈✐❛-❡ ❢)♦♠ ✐-# ❝♦♠♠✐-♠❡♥-✳ ■❢ ❝♦✉♥-)② i ❝♦♠♠✐-#

-♦ ti ❛♥❞ ♣❧❛②# ti✱ ❝♦✉♥-)② j ✐# ❛❜❧❡ -♦ ♣❧❛② ✐-# ✉♥❝♦♥#-)❛✐♥❡❞ ❜❡#- )❡♣❧②✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐-# ✇❡❧❢❛)❡ ❧❡✈❡❧✿

τj (ti) = argmax
ti∈[0,1]

W j (tj , ti) .

✷✼



✷✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❡,-❛❜❧✐,❤ -❤❛- ❝♦✉♥-3② i ❤❛, ♥♦ ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❞❡✈✐❛-❡ ❢3♦♠ ✐-, ❝♦♠♠✐-♠❡♥- {ti} ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

ti ∈
[

tNi , tLi
]

✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛❞❡ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❡ ❢♦❝✉, ♦♥ ,✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠✐-♠❡♥-,✱ ✐♥ ♣❛3-✐❝✉❧❛3✱ ❝♦✉♥-3② i✬,

❝♦♠♠✐-♠❡♥- -♦ {ti} ❛♥❞ ❝♦✉♥-3② j✬, ❝♦♠♠✐-♠❡♥- -♦ [0, τj (ti)]✳

✭❛✮ ❲❤❡♥ ❝♦✉♥-3② i ❝♦♠♠✐-, -♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❛① 3❛-❡ ti ∈
[

tNi , tLi
]

✱ ✐- ,❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❞❡✈✐❛-❡✳

✐✳ ■❢ t′i < ti✱ -❤❡♥ τ
[0,τj(ti)]
j (t′i) = τj (t

′
i)✳ ❋3♦♠ ti ∈

[

tNi , tLi
]

⊂
[

0, tLi
]

✱ ✐- ②✐❡❧❞,

Li (t′i) = W i (t′i, τj (t
′
i)) < W i (ti, τj (ti)) = Li (ti) ,

,✐♥❝❡ Li (.) ✐, ✐♥❝3❡❛,✐♥❣ ♦✈❡3

[

0, tLi
]

✭,❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✮✱ ❛♥❞ t′i < ti 6 tLi ✳

✐✐✳ ■❢ t′i > ti✱ -❤❡♥ τ
[0,τj(ti)]
j (t′i) = τj (ti)✳ ❋3♦♠ ▲❡♠♠❛ ✭✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ti > τi (τj (ti)) ❛♥❞ ✇❡

❦♥♦✇ ❢3♦♠ ▲❡♠♠❛ ✭✼✮ -❤❛- W i (t, τj (ti)) ✐, ❞❡❝3❡❛,✐♥❣ ✐♥ t ❢♦3∀t > τi (τj (ti))✳ ■♥ ❝♦♥,✐❞❡3✐♥❣

t′i > ti > τi (τj (ti))✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ -❤❛-

W i (t′i, τj (ti)) < W i (ti, τj (ti)) .

✭❜✮ ❲❤❡♥ ❝♦✉♥-3② i ❝♦♠♠✐-, -♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❛① 3❛-❡ ti < tNi ✱ ✇❡ ,❤♦✇ -❤❛- ✐- ❤❛, ❛♥ ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❞❡✈✐❛-❡

❢3♦♠ -❤✐, ❧❡✈❡❧ ✐♥ -❤❡ ❝♦♠♠✐-♠❡♥- ❣❛♠❡ Γ (G)✳ ❙✐♥❝❡ ti < tNi ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❛✈❡ ❢3♦♠ ▲❡♠♠❛ ✭✼✮✿

ti < τi (τj (ti))✳ ▲❡- ❝♦♥,✐❞❡3 t
′
i ,✉❝❤ -❤❛- ti < t′i < τi (τj (ti))✱ ✇❡ ❤❛✈❡ τ

[0,τj(ti)]
j (t′i) = τj (ti) ,✐♥❝❡

ti < t′i✳ ❋3♦♠ ▲❡♠♠❛ ✭✽✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ -❤❛-

W i (t′i, τj (ti)) > W i (ti, τj (ti)) .

❈♦✉♥-3② i ❤❛, ❛♥ ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❞❡✈✐❛-❡ ❢3♦♠ ti ❜② ✜①✐♥❣ t′i (> ti)✳

✭❝✮ ❲❤❡♥ ❝♦✉♥-3② i ❝♦♠♠✐-, -♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❛① 3❛-❡ ti > tLi ✱ ✇❡ ,❤♦✇ -❤❛- ✐- ❤❛, ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❞❡✈✐❛-❡

❢3♦♠ -❤✐, ❧❡✈❡❧ ✐♥ -❤❡ ❝♦♠♠✐-♠❡♥- ❣❛♠❡ Γ (G)✳ ❈♦♥,✐❞❡3 t′i < ti✱ -❤❡♥ τ
[0,τj(ti)]
j (t′i) = τj (t

′
i)✳ ❙✐♥❝❡

-❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ Li (.) ✐, ❞❡❝3❡❛,✐♥❣ ♦✈❡3

[

tLi , 1
]

✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ -❤❛-✿②

Li (t′i) > Li (ti) .

❈♦✉♥-3② i ❤❛, ❛♥ ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❞❡✈✐❛-❡ ❢3♦♠ ti ❜② ✜①✐♥❣ t′i < ti✳

✷✽



❆✳✸ ❖♥ %❤❡ ❡①✐*%❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❤❛/♠♦♥✐③❡❞ %❛① /❛%❡

▲❡" ✉$ ❝♦♥$✐❞❡* "❤❛" tN1 < tN2 ✱ t
L
1 < tL2 ✱ ❛♥❞ tL1 < tF2 ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ I =

[

tN1 , tL1
]

∩
[

tN2 , tL2
]

=
[

tN2 , tL1
]

✳ ❲❡ ❡$"❛❜❧✐$❤

"❤❛" ♥♦ ❜❡$" *❡♣❧② ✐♥"❡*$❡❝"$ "❤❡ ✜*$" ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦✈❡* "❤❡ ✐♥"❡*✈❛❧ I✳ ❇② ❛$$✉♠♣"✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

τ I1
(

tN2
)

= tN1 < tN2 .

❋*♦♠ ▲❡♠♠❛$ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✸✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ "❤❛"

tL1 > tN1 ⇒ tL1 > τ I1
(

τ I2
(

tL1
))

= τ I1
(

tF2
)

.

❙✐♥❝❡ τ I1 (.) ✐$ ✐♥❝*❡❛$✐♥❣✱ ❛♥❞ tF2 > tL1 ✱ ❜② ❛$$✉♠♣"✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜"❛✐♥

tL1 > τ I1
(

tF2
)

> τ I1
(

tL1
)

.

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ "❤❛" "❤❡ ❜❡$" *❡♣❧② ♦❢ ❝♦✉♥"*② 1 ✐$ ❛❧✇❛②$ ❜❡❧♦✇ "❤❡ ✜*$" ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥"❡*✈❛❧ I✿

∀t ∈ I, τ I1 (t) < t✳ ✭✶✸✮

▲❡" ✉$ ❝♦♥$✐❞❡* ❝♦✉♥"*② 2✳ ❇② ❛$$✉♠♣"✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

τ I2
(

tN1
)

= tN2 > tN1 .

❙✐♠✐❧❛*❧②✱ ❜② ❛$$✉♠♣"✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

τ I2
(

tL1
)

= tF2 > tL1 .

❚❤✉$✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ "❤❛" "❤❡ ❜❡$" *❡♣❧② ♦❢ ❝♦✉♥"*② 2 ✐$ ❛❧$♦ ❛❧✇❛②$ ❜❡❧♦✇ "❤❡ ✜*$" ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥"❡*✈❛❧ I✿

∀t ∈ I, τ I2 (t) < t.

❈♦♥$✐❞❡* tN1 < tN2 ✱ t
L
1 < tL2 ✱ ❛♥❞ tL1 > tF2 ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ I =

[

tN2 , tL1
]

✳ ❋✐*$"✱ ❜② ❛$$✉♠♣"✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡











τ I2
(

tN1
)

= tN2 > tN1

τ I2
(

tL1
)

= tF2 < tL1

.

✷✾



■♥ ♦#❤❡& ✇♦&❞)✱ #❤❡ ❜❡)# &❡♣❧② ♦❢ ❝♦✉♥#&② 2 ✐♥#❡&)❡❝#) #❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥#❡&✈❛❧ I✳ ❋♦& ❝♦✉♥#&② 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

τ I1
(

tN2
)

= tN1 < tN2 .

❋&♦♠ ▲❡♠♠❛) ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✸✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ #❤❛#

tL1 > tN1 ⇒ tL1 > τ I1
(

τ I2
(

tL1
))

= τ I1
(

tF2
)

.

❙✐♥❝❡ τ I1 (.) ✐) ✐♥❝&❡❛)✐♥❣✱ ❛♥❞✱ ❜② ❛))✉♠♣#✐♦♥ tF2 < tL1 ✇❡ ♦❜#❛✐♥

τ I1
(

tF2
)

< τ I1
(

tL1
)

.

❚❤✉)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

τ I1
(

tL1
)

≷ tL1 .

❚❤❡ ❜❡)# &❡♣❧② ♦❢ ❝♦✉♥#&② 1 ♠❛② ✐♥#❡&)❡❝# #❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

❆✳✹ ❈♦%♦❧❧❛%② ✭✸✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛❧✐❣❛ ❛♥❞ ▼♦&&✐) ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤♦ )#✉❞② ❣❛♠❡) ✇✐#❤ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞ )#&❛#❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥#❛&✐#✐❡) ✐♥ ✐♥❞✉)#&✐❛❧

♦&❣❛♥✐③❛#✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡& #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐#✐♦♥)✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳ ❆❝#✐♦♥ ti ✐) )❡❧❢✲❝♦♠♠✐##✐♥❣ ✐❢

W i (ti, τj (ti)) > W i (t′i, τj (t
′
i)) ❢♦& ∀t′i ∈ [0, 1] .

❇② ❞❡✜♥✐#✐♦♥✱ ♦♥❧② #❤❡ ❧❡❛❞❡&✬) #❛① &❛#❡ ❛# #❤❡ ❙#❛❝❦❡❧❜❡&❣ ❡K✉✐❧✐❜&✐✉♠ tLi ✐) )❡❧❢✲❝♦♠♠✐##✐♥❣ ♦♥ [0, 1]✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳ ❆❝#✐♦♥ ti ✐) )❡❧❢✲)✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐❢

W i (ti, τj (ti)) > W i (t′i, tj) ❢♦& ∀ (t′i, tj) ∈ [0, 1]
2
.

●✐✈❡♥ #❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥#❛&✐#②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

W i (ti, τj (ti)) < W i (ti, t
′
i) ❢♦& t′i > τj (ti) .
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❯♥❞❡$ %❤❡ ❛((✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞ (%$❛%❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥%❛$✐%✐❡(✱

✸✶

❡❛❝❤ ❝♦✉♥%$② ✐( ❛❧✇❛②( ✐♥❝✐%❡❞ %♦ ✐♥❞✉❝❡

%❤❡ ♦%❤❡$ ❝♦✉♥%$② %♦ $❛✐(❡ ✐%( %❛① $❛%❡✳ ❚❤❡ (❡❧❢✲(✐❣♥❛❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❞♦❡( ♥♦% ❤♦❧❞ ❤❡$❡✳

✸✶
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“Sur quoi la fondera-t-il l’économie du monde qu’il veut 
gouverner? Sera-ce sur le caprice de chaque particulier? Quelle 
confusion! Sera-ce sur la justice? Il l’ignore.” 

Pascal

Créée en 2003, la Fondation pour les études et recherches 
sur le développement international vise à favoriser 
la compréhension du développement économique 
international et des politiques qui l’influencent.

Contact
www.ferdi.fr
contact@ferdi.fr
+33 (0)4 73 17 75 30


