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❋♦. %❤✐* ♣✉.♣♦*❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡❧✐♠✐♥❛%❡ ❛♥② ❡✛❡❝% ♦❢ ❛❣❣.❡❣❛%✐♦♥ ♦✈❡. *❡✈❡.❛❧

♣❡.✐♦❞* ♦❢ ♣❧❛②✱ ❜✉% ♦❜*❡.✈❡ %❤❡ ✐♠♣✉❧*❡ ✐♥ ❛ ❣❛♠❡ %❤❛% ✐* ♣❧❛②❡❞ %✇✐❝❡ ♦♥❧②✳

❆* ❛ ❝♦♥*❡4✉❡♥❝❡✱ ♦✉. .❡*✉❧%* ❛.❡ ♥❡✐%❤❡. ❜❛*❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✐♠♣✉❧*❡* .❡*✉❧%✐♥❣

❢.♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡. ♦❢ t ✐♥%❡.❛❝%✐♦♥* ♥♦. ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛ *✐♥❣❧❡ ✐♠♣✉❧*❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡.✱
.❡✢❡❝%* %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% ❛ ♥✉♠❜❡. ♦❢ t− 2 ✐♥%❡.❛❝%✐♦♥* ❛.❡ *%✐❧❧ %♦ ❝♦♠❡✳

✶

❈♦♠♣❧❡♠❡♥'❛)② ❡+✉✐❧✐❜)✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣'0 ❛)❡ ♣)♦✈✐❞❡❞ ❜② ❇❡❣❣0 ✭✷✵✵✺✮ ❢♦) )❡✐♥❢♦)❝❡♠❡♥'

❧❡❛)♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❙❡❧'❡♥ ✫ ❈❤♠✉)❛ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦) ✐♠♣✉❧0❡✲♠❛'❝❤✐♥❣ ❧❡❛)♥✐♥❣ ✭❖❝❦❡♥❢❡❧0 ✫ ❙❡❧'❡♥✱

✷✵✵✺✱ ❛♥❞ ❙❡❧'❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ ❛♣♣❧② '❤❡ 0❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣' '♦ )❡♣❡❛'❡❞ ❛✉❝'✐♦♥0✮✳

✷

❲❡ ✇✐❧❧ ❝❧❛)✐❢② '❤❡ '❡)♠0 0✉♣❡)✐♦) ❛♥❞ ✐♥❢❡)✐♦) ♣❛②♦✛0 ❜❡❧♦✇✳

✷



✷ ❚❤❡ ●❛♠❡

❲❡ ❝♦♥%✐❞❡( )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %✐♠✉❧)❛♥❡♦✉%✲♠♦✈❡ ❣❛♠❡ ❢♦( )✇♦ ♣❧❛②❡(%✳ ❖♥❡ ♦❢

)❤❡♠✱ A✱ ❤❛% )❤(❡❡ ❛❧)❡(♥❛)✐✈❡ ❛❝)✐♦♥% {❯♣✱ ▲❡❢)✱ ❘✐❣❤)}❀ )❤❡ ♦)❤❡(✱ B✱ ✐%
❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐)❤ ✶✵✵ ♣♦✐♥)%✳ B ❤❛% )♦ ❛❧❧♦❝❛)❡ )❤❡ ♣♦✐♥)% ♦♥ )❤(❡❡ ♦♣)✐♦♥%✱
{x, y, 100 − x − y}✳ ❉❡♥♦)✐♥❣ A✬% ❝❤♦✐❝❡ ❛% δA✱ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝)✐♦♥% πA ❛♥❞ πB

❢♦( A ❛♥❞ B✱ (❡%♣❡❝)✐✈❡❧②✱ ❛(❡

πA =











0.5x+ 2y + (100− x− y) ✐❢ δA = ❯♣✱

0.5x+ 0.5y + (100− x− y) ✐❢ δA = ▲❡❢)✱

2x+ y + 1.5(100− x− y) ✐❢ δA = ❘✐❣❤)✱

✭✶✮

❛♥❞

πB =











x+ 1.5y + 0.5(100− x− y) ✐❢ δA = ❯♣✱

2x+ y + 0.5(100− x− y) ✐❢ δA = ▲❡❢)✱

x+ 0.5y + 2(100− x− y) ✐❢ δA = ❘✐❣❤)✳

✭✷✮

❆♥♦)❤❡( ✐♥)❡(♣(❡)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❣❛♠❡ ✐% )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❜♦)❤ ♣❧❛②❡(% ❢❛❝❡

✶✵✵ ✐❞❡♥)✐❝❛❧ ❣❛♠❡%✳ A ❤❛% )♦ ❞❡❝✐❞❡ ✉♥✐❢♦(♠❧② ❢♦( ❛❧❧ ✶✵✵ ❣❛♠❡%✱ ✇❤✐❧❡ B
❝❛♥ ❝❤♦♦%❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥)❧② ❢♦( ❡❛❝❤ ♦❢ )❤❡ ✶✵✵ ❣❛♠❡% ✇❤❡(❡ )♦ ❛❧❧♦❝❛)❡ ♦♥❡

♣♦✐♥)✳ ❖❜✈✐♦✉%❧②✱ ▲❡❢) ✐% ❞♦♠✐♥❛)❡❞ ❢♦( A✱ ✇❤❡(❡❛% x = 100 ♠❛①✐♠✐③❡% )❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛②♦✛ ❢♦( B✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛% )❤(❡❡ ◆❛%❤ ❡L✉✐❧✐❜(✐❛✱ {❯♣✱ y = 100}✱
{❘✐❣❤)✱ x = y = 0}✱ ❛♥❞ ❛ ♠✐①❡❞ ♦♥❡ ✇❤❡(❡ A ♠✐①❡% ❯♣ ✇✐)❤ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)② 3/5
❛♥❞ ❘✐❣❤) ✇✐)❤ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)② 2/5✱ ❛♥❞ B ♠✐①❡% x = 0, y = 100 ✇✐)❤ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)②
1/3 ❛♥❞ x = y = 0 ✇✐)❤ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)② 2/3✳
❆% ♠❡♥)✐♦♥❡❞ ❡❛(❧✐❡(✱ ❝❡♥)(❛❧ ❡❧❡♠❡♥)% ♦❢ ✐♠♣✉❧%❡ ❧❡❛(♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧% ❛(❡ )❤❡

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇✐)❤ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡( ❝❤♦♦%❡% ❛ ♣✉(❡ %)(❛)❡❣② k ❛♥❞ )❤❡ ✐♠♣✉❧%❡
❝❛✉%❡❞ ❜② )❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❧❛②❡(% (❡❝❡✐✈❡ ♦♥ )❤❡✐( ♣(❡✈✐♦✉% ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ k✳ ❚②♣✐✲
❝❛❧❧②✱ ✐♠♣✉❧%❡ ❧❡❛(♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧% ✐♥)❡(♣(❡) )❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢♦( k ❛% )❤❡ ❞❡♥%✐)② ♦❢
k ✭✐✳❡✳✱ k✬% ❛))(❛❝)✐♦♥✮ )♦ ❜❡ ❝❤♦%❡♥ ✐♥ )❤❡ ❝♦♥%❡❝✉)✐✈❡ ♣❡(✐♦❞✳ ❋♦( ♦✉( ❛♥❛❧②%✐%✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♦✛❡( ❛ ❞✐✛❡(❡♥) (❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✿ ✇❡ ❛%%✉♠❡ )❤❛) B✬% ✐♥❝(❡❛%✐♥❣
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢♦( k ❝♦((❡%♣♦♥❞% ✇✐)❤ ❛♥ ✐♥❝(❡❛%✐♥❣ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ♣♦✐♥)% B ❛%%✐❣♥%
❢♦( k✳ ❚❤❛) ✐%✱ ♣❧❛②❡(% ❛%%✐❣♥ ♣♦✐♥)% ✐♥ ❛❝❝♦(❞❛♥❝❡ )♦ )❤❡✐( ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ❙✐♠✐✲
❧❛( ❜❡❤❛✈✐♦( ✐% ❞♦❝✉♠❡♥)❡❞ ❡❧%❡✇❤❡(❡ ❛♥❞ (❡❢❡((❡❞ )♦ ❛% ♣(♦❜❛❜✐❧✐)② ♠❛)❝❤✐♥❣

✭❡✳❣✳✱ ❱✉❧❦❛♥✱ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ )✉(♥✱ ❝❤❛♥❣❡% ✐♥ )❤❡ ♣♦✐♥)% ❛%%✐❣♥❡❞ ♦♥ k %❤♦✇ ✉%
)❤❡ ❡✛❡❝) ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ )❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢♦( k ✕ ✐♥ ♦)❤❡( ✇♦(❞%✱ )❤❡ ✐♠♣✉❧%❡✳

✸ ❊①♣❡+✐♠❡♥.❛❧ 0+♦❝❡❞✉+❡ ❛♥❞ ❊①♣❡❝.❛.✐♦♥5

❚❤❡ ❣❛♠❡ ✐% (❡♣❡❛)❡❞ )✇✐❝❡ ✇✐)❤ ❝♦♥%)❛♥) (♦❧❡%✱ ❜✉) ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❛()♥❡(%✳ ❲❡

❤❛✈❡ )✇♦ )(❡❛)♠❡♥) ❝♦♥❞✐)✐♦♥% ✐♥ )❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥)✿ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐)❤ ♥♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦

✸



✭◆❋✮✱

✸

❛♥❞ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐-❤ ♣❛0-✐❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭6❋✮✳ ■♥ -❤❡ ◆❋ -0❡❛-♠❡♥-✱ ♥❡✐-❤❡0

♣❧❛②❡0 A ♥♦0 ♣❧❛②❡0 B 0❡❝❡✐✈❡< ❛♥② ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ♣❛②♦✛< ♦0 -❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥-✬<

❞❡❝✐<✐♦♥ ✉♥-✐❧ -❤❡ ❡♥❞ ♦❢ -❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥-❀ ◆❋ <❡0✈❡< ❛< ❛ ❜❛<❡❧✐♥❡✳ ■♥ -❤❡

6❋ -0❡❛-♠❡♥-✱ ♣❧❛②❡0 A 0❡❝❡✐✈❡< ♥♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐❦❡ ✐♥ ◆❋✱ ✇❤✐❧❡ ♣❧❛②❡0 B ✐<

✐♥❢♦0♠❡❞ ❛❜♦✉- -❤❡ δA ✐♥ ❤❡0 ✜0<- ❣❛♠❡ ❜❡❢♦0❡ -❤❡ <❡❝♦♥❞ <-❛0-<✳ ❈♦♠♠♦♥

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛0❡ -❤❡ ❝♦♥<-❛♥- 0♦❧❡<✱ -❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ <❡--✐♥❣✱ -❤❡ 0❛♥❞♦♠ 0❡♠❛-❝❤✲

✐♥❣ ✇✐-❤ ❛ ♥❡✇ ♣❛0-♥❡0<✱ ❛♥❞ -❤❛- ♦♥❡ ♦❢ -❤❡ -✇♦ ❣❛♠❡< ✐< 0❛♥❞♦♠❧② ❞0❛✇♥

❛- -❤❡ ❡♥❞ ♦❢ -❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥- ❛♥❞ ♣❛✐❞ ♦✉-✳

❚❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥-< ✇❡0❡ 0✉♥ ✐♥ -❤❡ ❲✐<♦▲❛❜ ❛- -❤❡ ❯♥✐✈❡0<✐-② ♦❢ ❍❛♠❜✉0❣

✐♥ ♠✐❞ ✷✵✶✶✳ ■♥ -❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥-✱ ✇❡ ✉<❡ ❛ ❣0❛♣❤✐❝❛❧ 0❡♣0❡<❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ ✭✶✮ ❛♥❞

✭✷✮ ✭<❡❡ -❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥-❛❧ ✐♥<-0✉❝-✐♦♥< ✐♥ -❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ 60✐♥-❡❞ ✐♥<-0✉❝-✐♦♥<

✇❡0❡ ❞✐<-0✐❜✉-❡❞ ❛♠♦♥❣ -❤❡ ♣❛0-✐❝✐♣❛♥-< ✭✐♥ -♦-❛❧✱ ✶✸✻ <-✉❞❡♥-< ❢0♦♠ ✈❛0✐♦✉<

❞✐<❝✐♣❧✐♥❡< ❛- -❤❡ ❯♥✐✈❡0<✐-② ♦❢ ❍❛♠❜✉0❣✱ ✺✸ ♣❡0❝❡♥- ❢❡♠❛❧❡<✱ ♠❡❞✐❛♥ ❛❣❡

✷✸✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥- ✇❛< ❝♦♥❞✉❝-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ <♦❢-✇❛0❡ ❩✲❚0❡❡ ✭❋✐<❝❤❜❛❝❤❡0✱

✷✵✵✼✮❀ -❤❡ ♣❛0-✐❝✐♣❛♥-< ✇❡0❡ 0❡❝0✉✐-❡❞ ✇✐-❤ ❖❘❙❊❊ ✭●0❡✐♥❡0✱ ✷✵✵✹✮✳ ❊❛❝❤

<❡<<✐♦♥ ❧❛<-❡❞ ❛❜♦✉- ✸✵ ♠✐♥✉-❡<✱ ❛✈❡0❛❣❡ ❡❛0♥✐♥❣< ✇❡0❡ ✻✳✶✵ ❊✉0♦<✱ ♣❧✉< ❛

<❤♦✇✲✉♣ ❢❡❡ ♦❢ ✹ ❊✉0♦<✳

❇❡❢♦0❡ ❢♦❝✉<✐♥❣ ♦♥ ♣❧❛②❡0 B✬< ❧❡❛0♥✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ -♦ ❞✐<-✐♥❣✉✐<❤ ✐♥ ❛ ✜0<-

<-❡♣ ❜❡-✇❡❡♥ ✏❣♦♦❞ ♥❡✇<✑ ❛♥❞ ✏❜❛❞ ♥❡✇<✑ ❢♦0 B✬< <-0❛-❡❣②✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ ✇❡

❤❛✈❡ -♦ ❞❡✜♥❡ ❛ 0❡❢❡0❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ -❤❛- ❞✐✈✐❞❡< -❤❡ 0❡-✉0♥ 0❛-❡< ♣❡0 ♣♦✐♥- ✐♥-♦

<✉♣❡0✐♦0 ❛♥❞ ✐♥❢❡0✐♦0 ♦✉-❝♦♠❡<✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❧-❡♥ ❛♥❞ ❈❤♠✉0❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❡ ✉<❡

-❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ B✬< ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡< ✭✏♠❛①✐♠✐♥ ✈❛❧✉❡✑✮ ❢♦0 -❤✐< ♣✉0♣♦<❡✳

❚❤❛- ✐<✱ ✇❡ ❝❤♦♦<❡ -❤❡ 0❡-✉0♥ 0❛-❡ B 0❡❝❡✐✈❡< ❢♦0 <✉0❡ ❛< -❤❡ 0❡❢❡0❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

■♥ ♦✉0 ❣❛♠❡✱ ❛♥② ♣♦✐♥- ❞✐<-0✐❜✉-❡❞ ♦♥ x ②✐❡❧❞< ❛- ❧❡❛<- ♦♥❡ ♣♦✐♥- ✭✐✳❡✳✱

∂πB

∂x
≥

1✮✱ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ♦-❤❡0 -✇♦ ❛❧-❡0♥❛-✐✈❡< ♠❛② ❧❡❛❞ -♦ ❧♦✇❡0 0❡-✉0♥<✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱

B✬< ♠❛①✐♠✐♥ ✈❛❧✉❡ ✐< ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ 0❡-✉0♥ 0❛-❡< <♠❛❧❧❡0 ✭❣0❡❛-❡0✮ -❤❛♥ ♦♥❡ ❛0❡

❞❡♥♦-❡❞ ❛< ✐♥❢❡0✐♦0 ✭<✉♣❡0✐♦0✮✳ ❈♦♥<❡]✉❡♥-❧②✱ ✏❣♦♦❞ ♥❡✇<✑ ❢♦0 x ❛0❡ δA =
▲❡❢-✱ ❢♦0 y δA = ❯♣✱ ✇❤✐❧❡ ✏❜❛❞ ♥❡✇<✑ ❢♦0 y ❛0❡ δA = ❘✐❣❤-✳

✹

■- ❢♦❧❧♦✇< ❢♦0

♣♦<✐-✐✈❡ ✐♠♣✉❧<❡ ❧❡❛0♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧< ✭❡✳❣✳✱ 0❡✐♥❢♦0❝❡♠❡♥- ❧❡❛0♥✐♥❣ ❧✐❦❡ ❊0❡✈ ✫

❘♦-❤✱ ✶✾✾✽✱ ♦0 ❡①♣❡0✐❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤-❡❞ ❛--0❛❝-✐♦♥ ❧❡❛0♥✐♥❣✱ ❧✐❦❡ ❍♦ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮

-❤❛- ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ δA = ▲❡❢- ✭δA = ❯♣✮ ✐♥ -❤❡ ✜0<- ♣❡0✐♦❞ ✐♥❝0❡❛<❡< -❤❡ ♥✉♠❜❡0

♦❢ ♣♦✐♥-< ❛<<✐❣♥❡❞ ♦♥ x ✭y✮ ✐♥ -❤❡ <❡❝♦♥❞ ♣❡0✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ♥❡❣❛-✐✈❡ ✐♠♣✉❧<❡✲

❧❡❛0♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧< ✭❡✳❣✳✱ ✐♠♣✉❧<❡ ♠❛-❝❤✐♥❣ ❧❡❛0♥✐♥❣ ❧✐❦❡ ❈❤♠✉0❛ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮

❛<<✉♠❡ -❤❛- ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ δA = ❘✐❣❤- ✐♥ -❤❡ ✜0<- ♣❡0✐♦❞ ❞❡❝0❡❛<❡< -❤❡ ♥✉♠❜❡0

✸

◆♦"✐❝❡ "❤❛" ❲❡❜❡* ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❙❝♦"" ✫ ❲❡❜❡* ✭✷✵✶✵✮ ✜♥❞ 6②6"❡♠❛"✐❝ ❧❡❛*♥✐♥❣ ✐♥ ❛

❣❛♠❡ ✇✐"❤♦✉" ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

✹

❚❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ♣♦✐♥"6 ❛66✐❣♥❡❞ "♦ 100− x− y ✐6 6♣❡❝✐❛❧ ✐♥ "❤❡ 6❡♥6❡ "❤❛" ✐" ✐6 ❜② ✐"6❡❧❢

❛ *❡6✐❞✉❛❧ *❛"❤❡* "❤❛♥ ❛ ❝❧❡❛*✲❝✉" ♦♣"✐♦♥✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ 6✉❜❥❡❝"6 ♠❛② ♥♦" ❧❡❛*♥ ✇✐"❤ *❡6♣❡❝"

"♦ "❤✐6 ❛❧"❡*♥❛"✐✈❡ ❛6 "❤❡② ❧❡❛*♥ ♣*❡❞♦♠✐♥❛♥"❧② ♦♥ x ❛♥❞ y✳ ◆♦♥❡"❤❡❧❡66✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥6✐❞❡*

✏❣♦♦❞ ♥❡✇6✑ ✭✏❜❛❞ ♥❡✇6✑✮ ❢♦* 100 − x − y ❛6 δA = ❘✐❣❤" ✭δA = ❯♣ ❛♥❞ δA = ▲❡❢"✮✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ "❤❡ 6♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛*❛❝"❡* ♦❢ "❤✐6 ❛❧"❡*♥❛"✐✈❡ ✐♥ "❤❡ ❝♦♥6❡❝✉"✐✈❡ ❛♥❛❧②6✐6✳

✹



♦❢ ♣♦✐♥%& ❛&&✐❣♥❡❞ ♦♥ y ✐♥ %❤❡ &❡❝♦♥❞ ♣❡-✐♦❞✳ ◆♦%✐❝❡ %❤❛% ♥♦ ✐♠♣✉❧&❡ ♠♦❞❡❧

♣-♦✈✐❞❡& &♣❡❝✐✜❝ ♣-❡❞✐❝%✐♦♥& ❝♦♥❝❡-♥✐♥❣ %❤❡ ❛❧%❡-♥❛%✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ❧♦&❡& ♣♦✐♥%&

✭%♦ ❝♦✉♥%❡-❜❛❧❛♥❝❡ ❛ ♣♦&✐%✐✈❡ ✐♠♣✉❧&❡✮✱ ♦- ❣❛✐♥& ♣♦✐♥%& ✭%♦ ❝♦✉♥%❡-❜❛❧❛♥❝❡ ❛

♥❡❣❛%✐✈❡ ✐♠♣✉❧&❡✮✳

✹ ❘❡#✉❧&#

▲❡% ✉& ✜-&% ❝♦♥&✐❞❡- B✬& ❞❡❝✐&✐♦♥& ✐♥ %❤❡ ✜-&% ❣❛♠❡✳ ❖♥ ❛✈❡-❛❣❡✱ B ✐♥✈❡&%&

❛♣♣-♦①✐♠❛%❡❧② ✺✵ ♣♦✐♥%& ❛❧%♦❣❡%❤❡- ♦♥ x ❛♥❞ y✱ ❜♦%❤ ✐♥ ◆❋ ❛♥❞ B❋✳ ▼❡❛♥ x ✐&

✸✶✳✶ ✭✷✺✳✾✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ y ✐& ✷✻✳✼ ✐♥ ◆❋ ✭✸✵✳✸ ✐♥ B❋✮❀ %❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡& ❜❡%✇❡❡♥ ◆❋

❛♥❞ B❋ ❛-❡ ♥♦% &✐❣♥✐✜❝❛♥% ✭❲✐❧❝♦①♦♥✲❘❛♥❦✲❙✉♠✲❚❡&%✱ %✇♦✲%❛✐❧❡❞✱ p = 0.33
❢♦- x✱ ❛♥❞ p = 0.59 ❢♦- y✮✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ x ❛♥❞ y ❛-❡ &✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ♣♦&✐%✐✈❡

❝♦--❡❧❛%❡❞ ❜♦%❤ ✐♥ ◆❋ ❛♥❞ B❋✳

✺

❚❤✉& ✐% &❡❡♠& %❤❛% B& ❞✐✈✐❞❡ ♣♦✐♥%& -♦✉❣❤❧②

❡R✉❛❧❧② ❜❡%✇❡❡♥ x ❛♥❞ y✳
❚❤❡ ♠❛❥♦-✐%② ♦❢ A& ❢❛✈♦-& ❘✐❣❤% ✭✺✾✪ ✐♥ ◆❋✱ ✺✻✪ ✐♥ B❋✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❢❡✇

❝❤♦♦&❡ ❯♣ ✭✶✽✪ ✐♥ ◆❋✱ ✷✸✪ ✐♥ B❋✮ ♦- ▲❡❢% ✭✷✸✪ ✐♥ ◆❋✱ ✷✶✪ ✐♥ B❋✮ ✐♥ %❤❡

✜-&% ♣❡-✐♦❞ ✐♥ ❜♦%❤ %-❡❛%♠❡♥%& ✭❛❣❛✐♥✱ ♥♦ &%❛%✐&%✐❝❛❧ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡

%-❡❛%♠❡♥%&✿ p = 0.83✱ ❝❤✐✲&R❛-❡ %❡&%✱ %✇♦ %❛✐❧❡❞✮✳ ❚❤✐& ♣❛%%❡-♥ ✐& &✐♠✐❧❛- ✐♥

%❤❡ &❡❝♦♥❞ ♣❡-✐♦❞✳ ❨❡%✱ ❛❧%❤♦✉❣❤ %❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %-❡❛%♠❡♥%& ✐&

✐♥&✐❣♥✐✜❝❛♥% ✭p = 0.26✱ ❝❤✐✲&R✉❛-❡ %❡&%✱ %✇♦ %❛✐❧❡❞✮✱ ✐% &❡❡♠& %❤❛% A& ❝❤♦♦&❡

♠♦-❡ ❝♦♥&✐&%❡♥%❧② ✐♥ %❤❡ &❡❝♦♥❞ ❛♥❞ %❤❡ ✜-&% ♣❡-✐♦❞ ♦❢ B❋ ✭✻✺✪ ❘✐❣❤%✱ ✶✷✪

❯♣✱ ✷✸✪ ▲❡❢%✮ %❤❛♥ ✐♥ ◆❋ ✭✽✷✪ ❘✐❣❤%✱ ✻✪ ❯♣✱ ✶✷✪ ▲❡❢%✮✳ A& ♠❛② ✇❛♥%

%♦ ❢❛❝✐❧✐%❛%❡ ❝♦♦-❞✐♥❛%✐♦♥ ♦♥❝❡ %❤❡✐- ❞❡❝✐&✐♦♥& ❛-❡ ♦❜&❡-✈❡❞✱ ❞❡&♣✐%❡ %❤❡ -❡✲

♠❛%❝❤✐♥❣ ❜❡%✇❡❡♥ ❣❛♠❡&✳

❙✐♥❝❡ B✬& ❞❡❝✐&✐♦♥& ♦♥ x ❛♥❞ y ❛-❡ ✐♥%❡-❞❡♣❡♥❞❡♥%✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ %❤❡ ❝❤❛♥❣❡&

♦❢ ♣♦✐♥%& ♦♥ x ❛♥❞ y ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✜-&% ❛♥❞ &❡❝♦♥❞ ♣❡-✐♦❞ ❜② ♠❡❛♥& ♦❢ ❛

&✐♠✉❧%❛♥❡♦✉& ❡R✉❛%✐♦♥ ❡&%✐♠❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥% ✈❛-✐❛❜❧❡& x ❛♥❞ y ✐♥ %❤❡

&❡❝♦♥❞ ♣❡-✐♦❞✱ ❞❡♥♦%❡❞ ❛& x2 ❛♥❞ y2✱ ❛-❡ -❡❣-❡&&❡❞ ♦♥ x1 ❛♥❞ y1✱ -❡&♣❡❝%✐✈❡❧②
✭✐✳❡✳✱ x ❛♥❞ y ✐♥ %❤❡ ✜-&% ♣❡-✐♦❞✮✱ ✐♥ ♦-❞❡- %♦ %❡&% ❢♦- %❤❡ ♣❛%❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

♦❢ ❧❡❛-♥✐♥❣✳

✻

■♥ ❛❞❞✐%✐♦♥✱ ✇❡ %❡&% %❤❡ ✐♠♣✉❧&❡ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ x2 ❛♥❞ y2✿ ❋♦-
%❤✐& ♣✉-♣♦&❡✱ ❧❡% ✉& ❞❡✜♥❡ %❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛-✐❛❜❧❡& fu✱ fl ❛♥❞ fr ✇❤✐❝❤ ❛-❡ ♦♥❡ ✐❢

B -❡❝❡✐✈❡& ✐♥ B❋ %❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ %❤❛% δA = ❯♣✱ δA = ▲❡❢%✱ ❛♥❞ δA = ❘✐❣❤% %❤❡

✜-&% ♣❡-✐♦❞✱ -❡&♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ③❡-♦ ♦%❤❡-✇✐&❡✳ ❘❡❣-❡&&✐♦♥ -❡&✉❧%& ❛-❡ &❤♦✇♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

✼

✺

❈♦""❡❧❛&✐♦♥) ❛"❡ ✵✳✸✾ ✐♥ ◆❋ ❛♥❞ ✵✳✸✾ ✐♥ 1❋✱ p = 0.02 ❛♥❞ p = 0.02✱ &✇♦✲&❛✐❧❡❞ ❝♦""❡✲

❧❛&✐♦♥ &❡)&✳

✻

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❧❛✐♠ &❤❛& ✇❡ ❞♦ ♥♦& ♦❜)❡"✈❡ )♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧❡❛"♥✐♥❣✱ ❜✉& )✐♠♣❧② ❤❡❞❣✐♥❣

❜❡&✇❡❡♥ "✐)❦② ❛❝&✐♦♥)✳ ■♥ &❤✐) ❝❛)❡✱ ✇❡ )❤♦✉❧❞ ♦❜)❡"✈❡ )✐❣♥✐✜❝❛♥&❧② ♥❡❣❛&✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&) x1

❛♥❞ y1✳
✼

❙&❛♥❞❛"❞ ❡""♦") ✐♥ ♣❛"❡♥&❤❡)❡)❀ ❛)&❡"✐)❦) ✐♥❞✐❝❛&❡ ❧❡✈❡❧) ♦❢ )✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✿

∗
)✐❣♥✐✜❝❛♥&

❛& ❛ ✶✵✪ ❧❡✈❡❧✱

∗∗
)✐❣♥✐✜❝❛♥& ❛& ❛ ✺✪ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞

∗∗∗
)✐❣♥✐✜❝❛♥& ❛& ❛ ✶✪ ❧❡✈❡❧❀ ♥✉♠❜❡" ♦❢

✺



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊!"✐♠❛"❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥"! ❢♦- "❤❡ ✐♠♣✉❧!❡ ♦♥ x2 ❛♥❞ y2

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ❞❡♣❡♥❞❡♥+

x2 y2
x1 .789∗∗∗ ✭✳✶✷✻✮
y1 .258∗∗ ✭✳✶✸✶✮
fu −12.31 ✭✶✵✳✾✾✮ 7.04 ✭✶✶✳✽✸✮
fl −1.28 ✭✼✳✶✽✮ −.51 ✭✼✳✹✻✮
fr 10.09∗ ✭✻✳✵✽✮ −13.34∗∗ ✭✻✳✹✽✮

constant 9.17∗ ✭✺✳✹✹✮ 26.67∗∗∗ ✭✺✳✷✾✮
nob ✻✽ ✻✽

8✲:;✉❛8❡ ✳✸✹ ✳✵✾

❝❤✐✲:;✉❛8❡✲+❡:+ 46.13∗∗∗ 8.94∗

❚❤8❡❡ 8❡:✉❧+: ♦❢ +❤❡ ❡:+✐♠❛+✐♦♥ ❛8❡ 8❡♠❛8❦❛❜❧❡✿ ✜8:+✱ +❤❡ :✐❣♥✐✜❝❛♥+ ♣♦:✐✲

+✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+: ♦❢ x1 ❛♥❞ y1 :❤♦✇ +❤❡ ♣❛+❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ B✬: ❞❡❝✐:✐♦♥✳ ❚❤✉:✱
+❤❡8❡ ✐: ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦8 ❣8❛❞✉❛❧ ❛❞❥✉:+♠❡♥+: ♦❢ ♣♦✐♥+: ✭✐✳❡✳✱ ❧❡❛8♥✐♥❣✮ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛

+✇♦✲♣❡8✐♦❞ ❣❛♠❡ ❛♥❞ :+✐❧❧ ✇✐+❤♦✉+ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ +❤❡ :✐❣♥✐✜❝❛♥+ ♥❡❣❛+✐✈❡

❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ fr ✐♥ +❤❡ ❡;✉❛+✐♦♥ ♦♥ y2 :✉❣❣❡:+: +❤❛+ ✐♠♣✉❧:❡ ❧❡❛8♥✐♥❣ ❜❛:❡❞ ♦♥
♥❡❣❛+✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ +❛❦❡: ♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ +❤❡8❡ ✐: ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦8 ✐♠♣✉❧:❡ ❧❡❛8♥✐♥❣

❜❛:❡❞ ♦♥ ♣♦:✐+✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

✽

❋✐♥❛❧❧②✱ +❤❡8❡ ✐: ❛+ ❧❡❛:+ ✇❡❛❦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳✱ +❤❡

✇❡❛❦❧② :✐❣♥✐✜❝❛♥+ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ fr ✐♥ +❤❡ ❡;✉❛+✐♦♥ ♦♥ x2✮ +❤❛+ +❤❡ ❛❧+❡8♥❛+✐✈❡

x✱ ❡♥:✉8✐♥❣ ❛+ ❧❡❛:+ +❤❡ 8❡❢❡8❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ ❝♦✉♥+❡8❜❛❧❛♥❝❡: +❤❡ ♥❡❣❛+✐✈❡ ✐♠♣✉❧:❡
♦♥ y✳ ❚❤✐: ✐: 8❡♠❛8❦❛❜❧❡ :✐♥❝❡ ✐♥❝8❡❛:✐♥❣ x ✐♥ ♥♦+ ❛ ✭♠②♦♣✐❝✮ ❜❡:+ 8❡:♣♦♥:❡
+♦ δA =❘✐❣❤+ ✐♥ +❤❡ ✜8:+ ❣❛♠❡✳

✺ ❉✐#❝✉##✐♦♥

▲❡+ ✉: :✉♠♠❛8✐③❡ ♦✉8 8❡:✉❧+:✿ ❋✐8:+✱ ✇❡ ❛8❡ ❛❜❧❡ +♦ :❤♦✇ +❤❛+ +❤❡ ✐♠♣✉❧:❡ ✐:

+8✐❣❣❡8❡❞ ♣8❡❞♦♠✐♥❛♥+❧② ❜② ✏❜❛❞ ♥❡✇:✑✳ ❚❤❛+ ✐:✱ ♣❧❛②❡8: ✇❤♦ 8❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❛②♦✛

❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡8+❛✐♥ 8❡❢❡8❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❜② ❝❤♦♦:✐♥❣ ❛❝+✐♦♥ k ❞❡❝8❡❛:❡ +❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✇✐+❤ ✇❤✐❝❤ k ✐: :❡❧❡❝+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❝♦♥:❡❝✉+✐✈❡ ♣❡8✐♦❞✳ ■♥ +❤❡ ♠❡❛♥+✐♠❡✱ +❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢♦8 +❤❡ ❛❧+❡8♥❛+✐✈❡ ❛❝+✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞: +❤❡ 8❡❢❡8❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦8 :✉8❡

✐♥❝8❡❛:❡: ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❧② :✐❣♥✐✜❝❛♥+ ✇❛②✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦+ ❣❡♥❡8❛❧✐③❡ ♦✉8 8❡:✉❧+:

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ♦❜(❡)✈❛%✐♦♥( ✭nob✮✱ %❤❡ )✲(1✉❛)❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝❤✐✲(1✉❛)❡✲%❡(% ❢♦) %❤❡ ❣♦♦❞♥❡((✲♦❢✲✜%

❛)❡ )❡♣♦)%❡❞✳

✽

◆♦%✐❝❡ %❤❛% %❤❡)❡ ✐( ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ♣♦(✐%✐✈❡ ♥♦) ♥❡❣❛%✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧❡❛)♥✐♥❣ ❢♦) 100−
x− y✳ ❚❤✐(✱ ❤♦✇❡✈❡)✱ ♠❛② )❡(✉❧% ❢)♦♠ ✐%( (♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛)❛❝%❡) ✭(❡❡ ❢♦♦%♥♦%❡ ✹✮✳

✻



 ♦  ❤❡ $❝❡♥❛(✐♦ ♦❢ ♠✉❧ ✐♣❧❡ (❡♣❡❛ ❡❞ ✐♥ ❡(❛❝ ✐♦♥$ ✭♣❡(❤❛♣$ ✐♠♣✉❧$❡$ ❜❛$❡❞ ♦♥

✏❣♦♦❞ ♥❡✇$✑ (❡6✉✐(❡ $❡✈❡(❛❧ $ ✐♠✉❧✐✮✱ ✐ $❡❡♠$  ❤❛ ❧❡❛(♥✐♥❣ ❛ ❧❡❛$ ✐♥ $❤♦( 

$❡6✉❡♥❝❡$ ♦❢ (❡♣❡❛ ❡❞ ♣❧❛② ✐$ ❢❛❝✐❧✐ ❛ ❡❞ ❜② ♥❡❣❛ ✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ (❛ ❤❡(  ❤❛♥

♣♦$✐ ✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❘❡❢❡#❡♥❝❡&

❬✶❪ ❇❡❣❣$✱ ❆❧❛♥ ❲✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❖♥  ❤❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ (❡✐♥❢♦(❝❡♠❡♥ ❧❡❛(♥✐♥❣✱

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦#② ✶✷✷✱ ✶✕✸✻✳

❬✷❪ ❈❛♠❡(❡(✱ ❈♦❧✐♥ ❋✳ ✫ ❚❡❝❦ ❍✳ ❍♦ ✭✶✾✾✾✮✱ ❊①♣❡(✐❡♥❝❡✲✇❡✐❣❤ ❡❞ ❛  (❛❝ ✐♦♥

❧❡❛(♥✐♥❣ ✐♥ ♥♦(♠❛❧ ❢♦(♠ ❣❛♠❡$✱ ❊❝♦♥♦♠❡0#✐❝❛ ✻✼✱ ✽✸✼✕✽✼✹✳

❬✸❪ ❈❤♠✉(❛✱ ❚❤♦($ ❡♥✱ ❙❡❜❛$ ✐❛♥ ❏✳ ●♦❡(❣ ✫ ❘❡✐♥❤❛(❞ ❙❡❧ ❡♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ▲❡❛(♥✲

✐♥❣ ✐♥ ❡①♣❡(✐♠❡♥ ❛❧ ✷ ① ✷ ❣❛♠❡$✱ ●❛♠❡2 ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦# ✼✻✱

✹✹✲✼✸✳

❬✹❪ ❊(❡✈✱ ■❞♦ ✫ ❆❧✈✐♥ ❊✳ ❘♦ ❤ ✭✶✾✾✽✮✱ \(❡❞✐❝ ✐♦♥ ❤♦✇ ♣❡♦♣❧❡ ♣❧❛② ❣❛♠❡$✿

❘❡✐♥❢♦(❝❡♠❡♥ ❧❡❛(♥✐♥❣ ✐♥ ❣❛♠❡$ ✇✐ ❤ ✉♥✐6✉❡ $ (❛ ❡❣② ❡6✉✐❧✐❜(✐✉♠✱

❆♠❡#✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✽✽✱ ✽✹✽✕✽✽✶✳

❬✺❪ ❊(❡✈✱ ■❞♦ ✫ ❊(♥❛♥ ❍❛(✉✈② ✭✷✵✶✷✮✱ ▲❡❛(♥✐♥❣ ❛♥❞  ❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝$ ♦❢ $♠❛❧❧

❞❡❝✐$✐♦♥✳ ❋♦( ❤❝♦♠✐♥❣ ✐♥✿ ❏♦❤♥ ❍✳ ❑❛❣❡❧ ❛♥❞ ❆❧✈✐♥ ❊✳ ❘♦ ❤ ✭❡❞$✳✮✱ ❚❤❡

❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❊①♣❡#✐♠❡♥0❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝2✱ ✷♥❞ ❊❞✐ ✐♦♥✱ \(✐♥❝❡ ♦♥ ❯♥✐✈❡(✲

$✐ ② \(❡$$✳

❬✻❪ ❋✐$❝❤❜❛❝❤❡(✱ ❯($ ✭✷✵✵✼✮✱ ❩✲❚(❡❡✿ ❩✉(✐❝❤  ♦♦❧❜♦① ❢♦( (❡❛❞②✲♠❛❞❡ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❡①♣❡(✐♠❡♥ $✱ ❊①♣❡#✐♠❡♥0❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝2 ✶✵✱ ✶✼✶✕✶✼✽✳

❬✼❪ ●(❡✐♥❡(✱ ❇❡♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ❆♥ ♦♥❧✐♥❡ (❡❝(✉✐ ✐♥❣ $②$ ❡♠ ❢♦( ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❡(✐✲

♠❡♥ $✳ ■♥✿ ❑✉( ❑(❡♠❡( ❛♥❞ ❱♦❧❦❡( ▼❛❝❤♦ ✭❡❞$✳✮✱ ❋♦#2❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ✇✐2✲

2❡♥2❝❤❛❢0❧✐❝❤❡2 ❘❡❝❤♥❡♥ ✷✵✵✸✱ ●c  ✐♥❣❡♥✱ ✼✾✕✾✸✳

❬✽❪ ●(♦$$❦♦♣❢✱ ❇(✐ ✭✷✵✵✸✮✱ ❘❡✐♥❢♦(❝❡♠❡♥ ❛♥❞ ❞✐(❡❝ ✐♦♥❛❧ ❧❡❛(♥✐♥❣ ✐♥  ❤❡

✉❧ ✐♠❛ ✉♠ ❣❛♠❡ ✇✐ ❤ (❡$♣♦♥❞❡( ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥✱ ❊①♣❡#✐♠❡♥0❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝2

✻✱ ✶✹✶✕✶✺✽✳

❬✾❪ ❍♦✱ ❚❡❝❦ ❍✳✱ ❈♦❧✐♥ ❋✳ ❈❛♠❡(❡( ✫ ❏✉✐♥✲❑✉❛♥ ❈❤♦♥❣ ✭✷✵✵✽✮✱ ❙❡❧❢✲ ✉♥✐♥❣

❡①♣❡(✐❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤ ❡❞ ❛  (❛❝ ✐♦♥ ❧❡❛(♥✐♥❣ ✐♥ ❣❛♠❡$✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❚❤❡♦#② ✶✸✸✱ ✶✼✼✲✶✾✽✳

❬✶✵❪ ▼❛(❝❤✐♦(✐✱ ❉❛✈✐❞❡ ✫ ▼❛$$✐♠♦ ❲❛(❣❧✐❡♥ ✭✷✵✵✽✮✱ \(❡❞✐❝ ✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❜❡✲
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❢❡3 ♦❢ ❧❡❛3♥✐♥❣ ✐♥ ❣❛♠❡* ♣❧❛②❡❞ 3❡♣❡❛6❡❞❧② ✇✐6❤♦✉6 ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ●❛♠❡$ ❛♥❞

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦. ✻✽✱ ✼✶✻✕✼✸✵✳

❬✶✸❪ ❘♦6❤✱ ❆❧✈✐♥ ❊✳ ✫ ■❞♦ ❊3❡✈ ✭✶✾✾✺✮✱ ▲❡❛3♥✐♥❣ ✐♥ ❡①6❡♥*✐✈❡✲❢♦3♠ ❣❛♠❡*✿

❊①♣❡3✐♠❡♥6❛❧ ❞❛6❛ ❛♥❞ *✐♠♣❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧* ✐♥ 6❤❡ ✐♥6❡3♠❡❞✐❛6❡ 6❡3♠✱

●❛♠❡$ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦. ✽✱ ✶✻✹✕✷✶✷✳

❬✶✹❪ ❙❡❧6❡♥✱ ❘❡✐♥❤❛3❞✱ ❑❧❛✉* ❆❜❜✐♥❦ ✫ ❘✐❝❛3❞❛ ❈♦① ✭✷✵✵✺✮✱ ▲❡❛3♥✐♥❣ ❞✐3❡❝✲

6✐♦♥ 6❤❡♦3② ❛♥❞ 6❤❡ ✇✐♥♥❡3✬* ❝✉3*❡✱ ❊①♣❡.✐♠❡♥1❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝$ ✽✱ ✺✕✷✵✳

❬✶✺❪ ❙❡❧6❡♥✱ ❘❡✐♥❤❛3❞ ✫ ❚❤♦3*6❡♥ ❈❤♠✉3❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ❙6❛6✐♦♥❛3② ❝♦♥❝❡♣6* ❢♦3

❡①♣❡3✐♠❡♥6❛❧ ✷①✷✲❣❛♠❡*✱ ❆♠❡.✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✽✱ ✾✸✽✕✾✻✻✳

❬✶✻❪ ❱✉❧❦❛♥✱ ◆✐3 ✭✷✵✵✵✮✱ ❆♥ ❡❝♦♥♦♠✐*6✬* ♣❡3*♣❡❝6✐✈❡ ♦♥ ♣3♦❜❛❜✐❧✐6② ♠❛6❝❤✐♥❣✱

❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙✉.✈❡②$ ✶✹✱ ✶✵✶✕✶✶✽✳
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❣✉❡**✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ●❛♠❡$ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦. ✹✹✱ ✶✸✹✕✶✹✹✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ■♥)*+✉❝*✐♦♥)
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●❡♥❡)❛❧ ❘✉❧❡.
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❖♥❡ ♦❢ 6❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥6❡3* ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ 6♦ ②♦✉ ❛♥❞ ❝❧❛3✐❢② 6❤❡ ✐**✉❡*✳

■♥ 6❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥6 ②♦✉ ❛3❡ ❛*❦❡❞ 6♦✐♥6❡3❛❝6 ❛♥♦♥②♠♦✉*❧② ✇✐6❤ 6❤❡ ♦6❤❡3

♣❛36✐❝✐♣❛♥6* ♦❢ 6❤✐* ❡①♣❡3✐♠❡♥6✳ ❆❧❧ ♣❛36✐❝✐♣❛♥6* 3❡❝❡✐✈❡❞ ✐❞❡♥6✐❝❛❧ ✐♥*63✉❝✲

6✐♦♥*✳ ❆6 ♥♦ 6✐♠❡ ❝❛♥ ❛♥② ♦6❤❡3 ♣❛36✐❝✐♣❛♥6 ❧✐♥❦ ②♦✉3 ❞❡❝✐*✐♦♥* ✇✐6❤ ②♦✉3

✐❞❡♥6✐6②✳
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❚❤❡ ❣❛♠❡

■♥ "❤✐% ❡①♣❡)✐♠❡♥"✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ♣❧❛② "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❛♠❡ "✇✐❝❡✳ ❚♦ ❞✐%"✐♥❣✉✐%❤

"❤❡ ❣❛♠❡%✱ ✇❡ ❝❛❧❧ "❤❡ ✜)%" ❣❛♠❡ "❤❡ ✏❜❧✉❡ ❣❛♠❡✑ ❛♥❞ "❤❡ %❡❝♦♥❞ ❣❛♠❡ "❤❡

✏❣)❡❡♥ ❣❛♠❡✑✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡ "✇♦ ❣❛♠❡%✱ "❤❡)❡ ❛)❡ "✇♦ )♦❧❡% "❤❛" ❛)❡ ♣❧❛②❡)

A ❛♥❞ ♣❧❛②❡) B✳ ❆" "❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥"✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ )❛♥❞♦♠❧②

❛%%✐❣♥❡❞ ❛ )♦❧❡✳ ■♥ ❜♦"❤ ❣❛♠❡%✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ "❤❡ %❛♠❡ )♦❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣❛♠❡✱

②♦✉ ❛)❡ )❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ❛♥♦♥②♠♦✉%❧② ♠❛"❝❤❡❞ ✇✐"❤ ♦♥❡ ♣❧❛②❡) ♦❢ "❤❡ ♦"❤❡)

)♦❧❡✳ =❧❛②❡) A ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛"❝❤❡❞ ✇✐"❤ ♣❧❛②❡) B✳ =❧❛②❡) B ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛"❝❤❡❞

✇✐"❤ ♣❧❛②❡) A✳ ❨♦✉ ♥❡✈❡) ✐♥"❡)❛❝" ✇✐"❤ "❤❡ %❛♠❡ ♣❧❛②❡) "✇✐❝❡✳ ❚❤❛" ✐%✱ ❢♦)

❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡ "✇♦ ❣❛♠❡% ②♦✉ ❛)❡ ❛%%✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣❛)"♥❡)✳ ❋♦) ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡ "✇♦

❣❛♠❡% ②♦✉ ♦♥❧② ❣❡" ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❜♦✉" "❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ "❤❡ ♦"❤❡) ♣❛)"② ❛❢"❡) ②♦✉

❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❢♦) ❜♦"❤ ❣❛♠❡%✳ ❬❆❢"❡) ♣❧❛②❡) B ❤❛% ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ "❤❡ ❜❧✉❡ ❣❛♠❡✱

%❤❡ ❧❡❛)♥% ❤♦✇ ♣❧❛②❡) A ❜❡❤❛✈❡❞ ✐♥ ❛ ❜❧✉❡ ❣❛♠❡✳ =❧❛②❡) A )❡❝❡✐✈❡% ❢❡❡❞❜❛❝❦

❛❜♦✉" "❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ "❤❡ ♦"❤❡) ♣❛)"② ♦♥❧② ❛❢"❡) %❤❡ ❤❛% ❞❡❝✐❞❡❞ ❢♦) ❜♦"❤

❣❛♠❡%✳❪

❉✉)✐♥❣ "❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥"✱ ✇❡ %♣❡❛❦ ♦❢ ♣♦✐♥"%✳ ❨♦✉) "♦"❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ✜)%" ✐♥ ♣♦✐♥"%✳ ❆" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥"✱ ❛❧❧ "❤❡ ♣♦✐♥"% ②♦✉ ❡❛)♥

✐♥ "❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥" ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡)"❡❞ ✐♥"♦ ❊✉)♦% ✇✐"❤ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡

)❛"❡✿

✷✵ ♣♦✐♥"% ❂ ✶ ❊✉)♦

❆" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥"✱ ♦♥❡ ❣❛♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ )❛♥❞♦♠❧② ❞)❛✇♥ ❢)♦♠ "❤❡

"✇♦✳ ❖♥❧② "❤❡ ♣❛②♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ❞)❛✇♥ ❣❛♠❡ ✐% ♣❛②♦✛✲)❡❧❡✈❛♥"✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② "❤❡
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❨♦✉ ✇✐❧❧ )❡❝❡✐✈❡ "❤❡ "♦"❛❧ ❛♠♦✉♥" ❢)♦♠ ✉% ✐♥ ❝❛%❤✳ ❖♥ "❤❡ ♥❡①" ♣❛❣❡✱ ✇❡

❡①♣❧❛✐♥ "❤❡ %♣❡❝✐❛❧ )✉❧❡% ♦❢ "❤✐% ❡①♣❡)✐♠❡♥"✳

❚❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛% "✇♦ %"❛❣❡%✿

❙"❛❣❡ ✶✿ ❚❤❡ ♣❧❛②❡) ✐♥ "❤❡ )♦❧❡ ♦❢ A ❝❤♦♦%❡% ❯♣✱ ▲❡❢"✱ ♦) ❘✐❣❤"✳

❙"❛❣❡ ✷✿ ❚❤❡ ♣❧❛②❡) ✐♥ "❤❡ )♦❧❡ B )❡❝❡✐✈❡% ✶✵✵ ♣♦✐♥"%✳ ❲✐"❤♦✉" ❦♥♦✇✐♥❣ "❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❧❛②❡) A✱ ♣❧❛②❡) B ♠✉%" ♥♦✇ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣♦✐♥"% x ♦✉" ♦❢ "❤❡

✶✵✵ ♣♦✐♥"% %❤❡ ♣✉"% ✐♥ "❤❡ ✜)%" ❛❝❝♦✉♥"✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣♦✐♥"% y ♦✉" ♦❢ "❤❡

✶✵✵ ♣♦✐♥"% %❤❡ ♣✉"% ✐♥ "❤❡ %❡❝♦♥❞ ❛❝❝♦✉♥" ✭x ❛♥❞ y ❛)❡ ❜♦"❤ ♥✉♠❜❡)% ❜❡"✇❡❡♥

✵ ❛♥❞ ✶✵✵❀ "❤❡ %✉♠ ♦❢ x ❛♥❞ y ❝❛♥♥♦" ❡①❝❡❡❞ ✶✵✵✮✳ B )❡"❛✐♥% "❤❡ )❡%"✱ "❤❛"

✐%✱ 100− x− y✳
❚❤❡ ♣❛②♦✛% ♦❢ "❤❡ ♣❧❛②❡)% ❛)❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

■❢ ♣❧❛②❡) A ❝❤♦♦%❡% ❯♣✱ ♣❧❛②❡) A ❡❛)♥% (100 − x − y) + qx + ry ♣♦✐♥"% ❛♥❞

♣❧❛②❡) B ❡❛)♥% q(100− x− y) + x+ py ♣♦✐♥"%✳

■❢ ♣❧❛②❡) A ❝❤♦♦%❡% ▲❡❢"✱ ♣❧❛②❡) A ❡❛)♥% (100− x− y) + qx + qy ♣♦✐♥"% ❛♥❞

♣❧❛②❡) B ❡❛)♥% q(100− x− y) + rx+ y ♣♦✐♥"%✳

✾



■❢ ♣❧❛②❡' A ❝❤♦♦+❡+ ❘✐❣❤/✱ ♣❧❛②❡' A ❡❛'♥+ p(100− x− y) + rx+ y ♣♦✐♥/+ ❛♥❞

♣❧❛②❡' B ❡❛'♥+ r(100− x− y) + x+ qy ♣♦✐♥/+✳

■♥ /❤❡ ❛❝/✉❛❧ ❣❛♠❡+✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ +❡❡ ♥✉♠❜❡'+ ✐♥+/❡❛❞ ♦❢ ❧❡//❡'+ p, q✱ ❛♥❞ r✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡'+ '❡♠❛✐♥ /❤❡ +❛♠❡ ✐♥ /❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣'❡❡♥ ❣❛♠❡+✱ ✐✳❡✳✱ /❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞

/❤❡ ❣'❡❡♥ ❣❛♠❡+ ❛'❡ ✐❞❡♥/✐❝❛❧✳ ❨♦✉ ✇✐❧❧ ♣❧❛② /❤❡ ❣❛♠❡ /✇✐❝❡ ✇✐/❤ ❞✐✛❡'❡♥/

♣❡♦♣❧❡✱ ❜✉/ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②+ ♣❧❛② /❤❡ +❛♠❡ '♦❧❡✳ ;❧❡❛+❡ ❝❤♦♦+❡ ✜'+/ ❢♦' /❤❡

❜❧✉❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ /❤❡♥ ❢♦' /❤❡ ❣'❡❡♥ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉'❡ +❤♦✇+ /❤❡ ❣❛♠❡

❛❣❛✐♥ +❝❤❡♠❛/✐❝❛❧❧②✿

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❨♦✉# ♣❛②♠❡♥*

❆/ /❤❡ ❡♥❞ ♦❢ /❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥/✱ ♦♥❡ ❣❛♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ '❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦+❡♥ ❛+ ②♦✉'

✜♥❛❧ ♣❛②♦✛✳

■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛♥② A✉❡+/✐♦♥+✱ ♣❧❡❛+❡ ❝♦♥/❛❝/ ✉+ ♥♦✇✳

✶✵


