
Habis, Helga; Csercsik, Dávid

Working Paper

Cooperation with Externalities and Uncertainty

Working Paper, No. 2012:27

Provided in Cooperation with:
Department of Economics, School of Economics and Management, Lund University

Suggested Citation: Habis, Helga; Csercsik, Dávid (2012) : Cooperation with Externalities and
Uncertainty, Working Paper, No. 2012:27, Lund University, School of Economics and Management,
Department of Economics, Lund

This Version is available at:
https://hdl.handle.net/10419/260052

Standard-Nutzungsbedingungen:

Die Dokumente auf EconStor dürfen zu eigenen wissenschaftlichen
Zwecken und zum Privatgebrauch gespeichert und kopiert werden.

Sie dürfen die Dokumente nicht für öffentliche oder kommerzielle
Zwecke vervielfältigen, öffentlich ausstellen, öffentlich zugänglich
machen, vertreiben oder anderweitig nutzen.

Sofern die Verfasser die Dokumente unter Open-Content-Lizenzen
(insbesondere CC-Lizenzen) zur Verfügung gestellt haben sollten,
gelten abweichend von diesen Nutzungsbedingungen die in der dort
genannten Lizenz gewährten Nutzungsrechte.

Terms of use:

Documents in EconStor may be saved and copied for your personal
and scholarly purposes.

You are not to copy documents for public or commercial purposes, to
exhibit the documents publicly, to make them publicly available on the
internet, or to distribute or otherwise use the documents in public.

If the documents have been made available under an Open Content
Licence (especially Creative Commons Licences), you may exercise
further usage rights as specified in the indicated licence.

https://www.econstor.eu/
https://www.zbw.eu/
http://www.zbw.eu/
https://hdl.handle.net/10419/260052
https://www.econstor.eu/
https://www.leibniz-gemeinschaft.de/


 
Working Paper 2012:27 
 
Department of Economics 
School of Economics and Management 

 
 

 

Cooperation with Externalities and 
Uncertainty 
 
 
 
Helga Habis 
Dávid Csercsik 
 
October 2012 



����������	 
��� ����	������� �	� �	������	��

����� �����∗ �	
 ���
 ��������†

������� �� ����

��������

�� ������	
� � ��� 
��� �� 
���������� ����� ����� ��� ����� �� � 
�������

������� �� ��� �������� �� ����� ������ ��� �� ��� ����� �� ���	�� �� ��� �� ���

��� 
�������� �� ���� ���� ������ ��� ����� ��� ����	���� �� 	�
��������� ���
� ������

����� �	�� �� ����� ������� ���� ����� �� ����������� ��� ����������� ��������� ��

��� 
����
� 
��� 
��
���� ��� ���������	
 ��
� �� ������ ��� ���� ��� ���	� �� ����

��� �������� �� ��
������ �� �	
� � 
����� ������������

� ��������� ����
������ � ���� �� 
���	���� ��� ���������� �� �� ��
���
�

������ ������������ ������� �� �������� �� ������� ����� ��� ����� ��� ��� �	����

�� ��� ����� ���� �� �� ���������� �� � ���� ���� �� ��� ��� �����������	�� �����

���� �� ��� ��������� ���� ��� �� ���������� �� ���� ���� �	���� ���� ������

���	������� �� � �	�	�� �

������ ��� 
�� �� �
������ �� 
������� �� ������ ��

���  	�������� !����

�
������ �������� �������� ��� ���
�� ���
������� ��
� ����������	���

��� �	������������ ���� ����  !"� ��#� �$#

∗���������� 	
 ��	�	���� ���� ��������� ��� ���������� 	
 ���	��	�	���� �	����� ��������

	
 ��������� ��� �������� 	
 ��	�	���� �������� ������ 
	� ��	�	�� ��� ���	��� ������� ��������

 ������ 	
 �������! �"���# �����!��$�%��"�	�����!��!
†�������� 	
 ��	�	���� �������� ������ 
	� ��	�	�� ��� ���	��� ������� ��������  ������

	
 �������! ����# ������&%���!�'��&!��! (������ ����	�� 
�	� ��� �������� �����)� ��������

(��� *+,- .�"/0//01 ��� +,- 2("/034015� 
	�� ��� �	������ .�	������ *��"003670/05 	


��������  ������ 	
 ������� ��� ��� �8�������� � ��������  9��� 	
 �	����� �������� 	
 ��������

��� �����
���� ��&�	9������!

�



� �������	�
��

��������	
� ���� ����� �������� �� �� ��	�� �� ��������	�� 	� �� �� �	
	��� ����� ��

������� �� � ����	�	��� �� ���� ������ �����	�� �� �	� ������� 	� �� ���� ��	��	��� ���� �

!� � �����	���� ����	� ��������	
� ���� 	� 	� 	���	�	��� ������� ��� ������� ��� ��"� �	��	��

���������� ������	�� �� �������	�� �� �� 
���� �� � ����	�	�� 	� ��� ����������� !� ����

���� �	�� �	����	��� �� ���� 	� ��� ����	������ �	��� 	�� �������	��� ��� ��� �����	��	
�� #�

�� ���� �	�� ��������	
� ���� ����� 	� ����� ��	�	�	��� ��� ��� ��	�� ���� �� 	����������

�$������	�	�� �������	������ !� �	� ����� �� 	�������� � ��� ����� �� ������������ ��	�	��

������ ���� �� ����� ��� �����	��� �������	��� ��� �$������	�	�� �� ����� ��� �������

�� �$������ ���	�� �� �� ���� �� � �����	�� �� �	� ���� �	� ����$�� 	�� �����	��	
�

�������	����

%����	� ��������	�� �� ������� ���� ����	�� �� � ������ �� ������� �� 	�������&

�	�� �� �����	�� ����� ������� ��	��� � ����	�� '����	��( ������ ��� ��� �� �����'������

�� � ������� ��
	��	�� ��� �� ������� �� ���� ����	����� �� �� ��)�� � ���)����� ��
	&

��	��* %	+����� ������� �� �	� '����	�� ���� �� �	+����� �����	�� ��������( �� ,��	��

-�� .��	��� ���������� ��// � �� ���� �0������ ��12 � �� ,��������� ���� �3�������

��11 � �� ���&����� ���� �4������������ ���1 � �� ,����� ,�'����	�� ���� �5�������	�&

�"	� 6��	���� ��� 5������ 7887 ��� �� 9��" ,�'����	�� ���� �4���	�� 5����� ��� 5������

788�( 6��	� ��� 6��	���� 78�8 � 6��	� ��� 6��	��� �78��� �	
� � ������	��� �� ��� ����

�������� 	� � ���&���	�� ������� �'�	�	��	�� ����	�� ��� �������� ��� �� 9��" ,�'���&

�	�� ���� 	� �� ���� ���	�������� ������� �� ���� 6��	� ��� 6��	��� �78��� 	��������

�����	���
�� ����� ����� ��� ����������� ��)�� �� 9��" ,�'����	�� ���� 	� �	� �����

��� �	
� 	�� ��������	���	���

!� ���� ����� �� 
���� �� � ����	�	�� ��� ���� ������ �� �� ���
	�� �� �� ����

�� �� �������� ��� �� ��� �
� �$������	�� ����� ����	�	���� �	� �	����	��� ��� ��

������� �� � ������� 	������ 	��� ����� 	��������� �� ����� ��� :���� ���;< � ���

��"� �� ����	�	��	� ������� ��� ���	���� ������� �	� �� �	�	�	�� �� ����+ �� ��

��
	������ �	� 	��� 	� 	� �� ��	�	� �� �� α&���� �#����� ��� 5����� ��;8 � ��)��� ���

-�=&������ ���� 	� 	� ������� ��� � ����	�	�� ��
	���� ���� 	� 	� ���� � 	��� ����+

	��������	
� �� �� 	������ ����	�	�� �� �� ���� �� �� �������� !�� �������� �����	�� 	�

�� ���	�	��	� ������� �� �� ω&���� �,����� ��18 � ���� ��
	����� �$���� �� �� �����

�� ���	������ # ���� ���	���� �����	�� 	� ����	�� 	� �� γ&���� ������� ��� ���"����

7



���/ � ���� �� ��
	��	�� ����	�	�� ���� ���� 	��	
	������ ���� ���������� 6��� 	� 	� ����

���	�� ��� �	+����� �������	��� ������	�� ���	���� ���
	�� ��� ���� �� ������ �	+�����

�����	�� ��������( ���� 6��� ��� 4��� ���12 ( 
�� ��� :��� ��� ������ ����1 ( 6���� ���

,>?���?� �788< � 6��� �� �	�� ����������� �� �� 3�����	
� ���� �� 4@��� �788/ � �	���

	� 	� ���� ����	�	
� �� ���	�	�� �� ����	�	�� ��� �� α& ��� ω&������ ���������� ������

� ���	���� ���	���� �������� �� �� γ&����� ��� �	� �������� 	� �������� ���������� ���

����	����� �	� �� �����	�� �� �� ��	� ������

!� �	� ����� �� �	�� ����	�� �� ���
� ��� �	����	��� �� �������� ��� ����� ��� ��

�������� �� �������	��� ��� �$������	�	�� �� �� ���� �	�� �� 	�������	�� �� �������

	������ 	��� ���� ��� ���������� ��������� 5A=&���� � # 5A=&���� ����	��� �� ���

�	�� ���	���� 8 ��� �� !� ���	�� � ��� ��� �� � )�	�� ������ �� ������ �� ������ ���

�����	��	�� ��� ����	�	���� �� �� ������ �� ������� ��� 	�
��
�� 	� � ����	����� ����	�	��

�����	�� ���� ����� #� ������� �������� ����	)�� � ����+&����	�	�� ���)�����	�� ���&

�	�	���� �� ��� ����	��� ����� �� ������� # ��	�	�� �����	�� 	� ��� ���� �� ���	�� � ��	�	��

��
�� �� ��� ���)�� �� �����&����	����� ����+��

9� ��� 	��������� 	� �� �������	��� ��)�	�	�� �� �� ���� �� � 5A=&����� !� �	� ����	��

����	�	��� �����	�� ���� ����	�	�� ��� ������� �� ���� 	� ��� �	�� ���	���� ,���	�	��

��'�	��� ��� � ��������� �������	�� ������ �� ����"�� �� ��� ����	�	�� �� ��� ���	���

	��� ��� ������ ��� ����� �� �������	�� �� �������	���� 0	��	�� ���������� ��� �������

��� ������� 	� ��� �� ��
	�������� ��� ���� ����&������	�� ���������� ����� �� �������

���� ���� ����	�����	��� ���� �� �� ������� �� �� �������
�� ����� B$����	�� ��

��������	���	�� �� �� 9��" ,�'����	�� ���� �6��	� ��� 6��	���� 78��� � �� ��� ��� ��

�������	�� ������� �� �� ,����	����� ���� ���� 	� ����	�	���� �� �� ����� �� ������ 	�

������� �� �� 3�����	
� ���� �� �� 5AA&���� ������� �� ��� ������ ��� �����
�� ����

	� �� ����	�	�� �����	�� ���� ����	�	�� 	� ���	�� 8 ��� ��� ������� �����&����	�����

3�����	
� ���� �������� �� �� ���� �����	���� �� ��� ����	�	��� �	� �	
�� 	�� �������

	��� ��	�	���

#� 	�������� ����	���	�� �� �� 5A=&���� 	� �� ������	��� ������ ������	��	�� ���&

���"� ���� ��������� ��� ���������� ���� �� )�� � ������ �������	�� �� ����� 	�& ���

�������� ��"	�� 	��� ������� ����	��� �	�� ��	������ ������	" ��� 4@��� �78�� ��� ���

��� �����	
� ��� ���	�	
� �$������	�	�� �$	�� 	� � ����	� ������	��� ������ ������	��	�� ���&

���" ���� �� ���������� ��� ���������� ��� �������� ������� �� 3�����	
� ���� �� �

�(������ �����$�� ��	������ ��� �������� � *-:�'�� 70015!

<



�����	�� �������� 6��� �� �$���� ��	� �$����� �� �� ����	�	�	�� �� �	�� ��	����� 	� ��

��	�� �	� ������� �� �������	���� 9� ��� ��� �� ,����	����� ���� ��� �� ���� ��

)�� � �����	�� �� �	� �$������ �����

�� �����	���	�� �� �� ����� 	� �� �������� A	��� �� 	�������� �� �����	�� ��� ��

��)�	�	�� �� �� ���� ��� �� 5AA&���� 	� ,���	�� 7 �������� �� �� ��)�	�	�� �� ��

5A=&���� ��� ��� �����	�� ������� 	� ,���	�� <� �� ����	���	�� �� �� ������	��� ������

������	��	�� ������" 	� �������� 	� ,���	�� 2 	� ����	�� )����� ,���	�� � ����������

� ���
�
���
�

:�� N = {1, 2, . . . , n} �� �� ��� �� �������� ��� 	�� ���&����� ������� ��� �� ����	�	����

������� �� C� # ��������	
� ���� �	� ������������ ��	�	��� �� ��������	��	� �����	�� ����

����� 	� � ��	� (N, v)� ���� v : 2N → R 	� � ��������	��	� �����	�� �	� ���	��� �� ���

����	�	�� C ⊆ N 	�� ����� v(C)� �	� �� ���
���	�� ��� v(∅) = 0�

��� �������	
 ��
��	
 �	�� �����

# ������� P 	� � ��� �� �	�>�	�� ����	�	���( P = {C1, C2, . . . , Cm}� ���� ��	� ��	��

	� N ( 	���� ������� 	� ��� K ��������� 	� ��� ���� 	� K ∈ P � �� ��� �� ����	�	��� 	� P
��� �� ��� �� ����	�	��� �� C ∈ N 	� P�C)� �	� � ���	��� ������� PC � # ����	�	��

�����	��( w : P → (2N → R) ���	��� � ��������	��	� �����	�� �� ��� ����	�	��� #

���������� ���� ��� �����	���
�� ����� � ������� 	������ 	���� �� ��	�C� ���������

	� � ��	� (N,w)� ��� 	� 	� �� �$����	�� �� �� ��������	���	�� �����	�� ���� ���� ����

�� ����� ��� �$������	�	�� ������ ������� ��� ����	�	���( ����� �� ���� �� � ����	�	��

��� �� �	+����� 	� ��� ����	�	��� A�� C ∈ P � ��� �� ���� w(C, P ) ������ �� ������

��� �� ������� 	� C ��� ��������� ������
�� �� ��������	��� ��� �� ����	�	�� C 	�

�������� 	� �� ����	�	�� P � #� ������� 	� � ��	� ω = (x, P )� ����	��	�� �� � ����+


����� x = (x1, . . . , xn) ∈ RN ���	���	�� ����	�	�	��(
∑

i∈(C∈P ) x
i ≤ w(C, P ) ��� ��� C ∈ P �

��� � ����	�	�� P ∈ P� �� ����+ ��� � ����	�	�� C 	� � 
����� xC = (xi)i∈C ∈ RC � :�� ��

������ �� �� ��� �� �������� 	� (N,w) �� Ω(N,w)�

!� � 5AA&���� ����� � ����	�	�� �� � ���)����� ��
	��	��� ������� �� �� 	������

����	�	�� �� �� �������� ���� ��� � ������ �� ���� �� ����� �� �����	�� �� �� ����	�	��

2



�������� �	� ���� �� �	+����� �����	�� ��������� 6��� �� ����������� �� �� ��������

���� �� 4@��� �788/ � ��� ������ �� ����	�	��� ���	���� ������� �� ������ ������ ��� ����

� ����&������ ����	�	�� ������ �� ����+ �� �� ��
	��	�� ����	�	�� 	� �
�������� ���� �	
��

� ��
	��	��� �� ���	���� ������� ���� �� ������� �� ���
	�� ������� ������� 5AA&�����

9� ���� �	� � ������� �����

��������� �	
	 ����	��� � ���� (N,w) ��� � ������ ��� R � N � #����� R = N \ R

�
� ������ �� ����	�	�� PR ∈ P(R)� ��� �� ���	���� ���� (R,wPR
) 	� �� 5AA ����

�
�� �� ������ ��� R �	� �� ����	�	�� �����	�� �	
�� �� wPR
(C, PR) = w(C, PR ∪ PR)�

.����
� ��� �� ������ �� ������� 	� �� ���	���� ���� ��	�� �$���	���� �� �$������	�	��

���� �� ������� 	� R� 6����� 	� �� ���� 	� �� �����	�� ��� (N,w)� ��� �� ���� ���
�� ��

���	���� ���� (R,wPR
) �� ����� �� ��)�	�	�� �� �� ���	���� ���� 	� �	�	��� �� ��� �� ��

������� ���� �D���	�� ��1� � ���� �� ����+ ��������� �� �� ������ ���� 	� ���������

���� ��� �� �	��	)����� �� �� ����	�	�� �� R 	� ��� ����	������

-�$� �� ��)�� �� 3�����	
� ���� 	� �� ��	�	� �� �4@���� 788/ � �� 	�����	�� �� ��

������ �� ��������

��������� �	� ��������� ���� 	 �� ��)�	�	�� ����	��� �� ���� ������ ����	��� �

5AA&���� (N,w)�

�� ����� ���� A�� � �	����&������ ���� N = {1} �� 3�����	
� ���� 	� ��	
	���� ��)����

7� �������� ��� �������� -�� ������ ��� �� 3�����	
� ���� �� ���� ��)��� ���

��� ����� �	� k − 1 �������� ��� ��� � k&������ ���� N = Q ∪ Q �� �������

ω = (x, P ) 	� ���	����� ����� � ����	�	�� Q ����	�� ����	�	�� PQ ��� �� �������

(y, PQ ∪ PQ) ∈ Ω(N,w)� 	�

�� ��� 3�(Q,wPQ
) 	= ∅ ��� ��� ��� PQ ���	���	�� (yQ, PQ) ∈ 3�(Q,wPQ

) ���

��� ��� i ∈ Q 	� ���� ��� yi > xi� ���

�� ��� 3�(Q,wPQ
) = ∅ ��� ��� ��� PQ ��� ��� ��� i ∈ Q 	� ���� ��� yi > xi�

<� ���� �� 3�����	
� ���� �� �� 5AA ���� (N,w)� ������� �� 3�(N,w)� 	� �� ���

�� �����	����� ���������

#�����	�� �� %�)�	�	�� 7�7 � ��
	��	�� ����	�	�� Q �� �� �
������ �� ���)� 	� ���

��	�
� ����� �� �� ������� �� �� ���	���� ����� ���� � ���	���� ���	���� ���
	�� 	�

�



�$������� 9� ������ ������
��	�� �� �� ��
	����� ���� ����� �� ����	�	�� ����	���

�������� 	� �� ������	�� ������ !� �� 3�����	
� ���� �� �� ���	���� ���� 	� ���������

��� �� ������� �� ����	�	�� Q �$���� �� ������ ����	��� ����+� �� �� ���
�� ��������

(y, PQ∪PQ) ∈ Ω(N,w) �	� (yQ, PQ) ∈ 3�(Q,wPQ
)� !� �� 3�����	
� ���� �� �� ���	����

���� 	� ������ ��� �� ����+ �� �� ������� �� �� ��
	��	�� ����	�	�� ���� �� 	���

��� �� �	
�� ��� ���������� �� �� ����	�	�� ��������� �� �� ���	���� ��������

�� 3�����	
� ���� 	� ����&��)���� ���� 	� ��� �� ������ .����
� ��� ��� ��������

ω = (x, P ) ∈ 3�(N,w) ��� 5����� �E�	���(
∑

i∈(C∈P ) x
i = w(C, P ) ��� ��� C ∈ P �

0���� �� �� ������� �� �� 3�����	
� ����� � ����� ���� �����	�� ��� �� ��)����

�	� �����	��� �� �	�	��� ���	� �� ��� ����	�	�� 	� �� ����������	�� 5AA ���� �������

�� ��� ����	�	��� �	� �����	��� ������ vmc 	� �� ������	��� ��� �� ����	�� 	� �� ����

��	�	� �� � ��������	��	� �����	��� �	��� 	� ���	��� � ��	'�� 
���� �� ��� ����	�	��� �	�

��� ��� ������ ��� ������
�� 	� ��� ��
	����� �� ������ ��)�	�	�� �� vmc 	� �� ��������

��������� �	�	 :�� �� ����	��� �� ���	���� ���� (C̄, wC) �
�� �� ������ ��� C ��)��� ��

�� ����	�	�� �����	�� wC(K,PC) = w(K,PC ∪ C) ���� K ∈ PC ∈ P(C)� :�� �� ������

�� 3�����	
� ���� �� �� ���	���� ���� �� �� (C̄, wC)� �� �	�	��� ���	� �����	�� vmc

��� �� ��)��� ��

vmc(C) =

{
min∑

i∈C xi{Ω(N,w)|(x, PC) ∈ 3�(C̄, wC)} if 3�(C̄, wC) 	= ∅
min∑

i∈C xi{Ω(N,w)} if 3�(C̄, wC) = ∅

���� vmc(C) 	� �� �	�	��� ���	� �� ����	�	�� C�

9	� �� ��� �� �� �	�	��� ���	� �����	��� � ��������	���	�� �� �� 3�����	
� ����

��� �� �	
�� �� ��������

����� �	�	 ��� �������� ���� ��(N,w) �	 ��� ���� (N,w) � � ��������� �	 ������

������ �������� (x, P ) ∈ Ω(N,w)� ���� ���� ����� � �� ������� C ��� vmc(C) >∑
i∈C xi�

�����	 6���� �� ���������	��� �

=�	�� �� �	�	��� ���	� �����	�� ��� ��� )�� �� 3�����	
� ���� �� �� ���� 
���

�E�	����� �	���� ����	�� �� ����	��� �� ��
	��	��� �� ��� ����	��� ����	�	��� ��� ����	&

�	���� 9� 	��������� �	� ����� �� �&������ ���� �$����� �� 4@��� �788; � 9� ��� ��

;



�	���	)�� �����	�� ��� ������	�� �� ��	�	��� ���� �� ��	�� �� ����	�	���� 
����� ��� �

����	�	�� �� � 
����� �� "��� �� �$����� �� ����������� �� ����	����

������� �	�	 ����	��� � ���� �	� N = {1, 2, 3, 4, 5}� ��� w �	
�� ��(

w(123, 4, 5) = (10, 1, 1),

w(123, 45) = (0, 5),

w(12, 3, 4, 5) = (0, 1, 0, 0),

w(12, 3, 45) = (0, 1, 0),

w(1, 2, 3, 45) = (0, 0, 1, 0),

w(12, 345) = (5, 0),

w(1, 2, 345) = (1, 1, 8),

�	� ��� ���� ����+� ��	�� �����

�� �	�	��� ���	� �����	�� ��� �� ���	
�� �� �������F �� ��
	��	�� �� �� ����	&

�	�� C = {1} ��� 	������� 	������ �� ����� ������ ����	�	�� P̃ = {{2}, {3, 4, 5}} ∈
P({2, 3, 4, 5}) 	� �� ���	���� ���� ({2, 3, 4, 5}, w{1})� ���� �� ���� �� 5����� � 	�

w({1}, P̃ ∪ {1}) = 1� ���� vmc(1) = 1� �� �	�	��� ���	�� �� �� ���� �� �� ����	�	����

���� 	� ����� �� ��� �� ���	
�� 	� �� ���� �������

����� �F D	�	��� ���	� �����	��
C G�H G7H G<H G2H G�H G��7H G2��H G��7�<H G<�2��H ����

vmc(C) � � 8 � � 8 8 8 8 8

-��� ��� � 3�����	
� ���� ������� 	� ���� �� ���� ��� ��� ����	�	�� ����	
�� �� �����

	�� ���� �� � ����+( x1, x2, x4, x5 ≥ 1� �	� ���
�� �� �	� ��� ����	��� ������ ����	�	���(

P1 = {{1, 2, 3}, {4}, {5}} �	� � ����� ����+ �� �7 ��� P2 = {{1}, {2}, {3, 4, 5}} �	� �

����� ����+ �� �8 �� �� �	
	��� �������	������

� ���� �
�� ��	���
���

9� ����� �������	��� 	� � �����	� �����( �� ����	��� � ���� �	� ��� ���	���� t ∈ T =

{0, 1}� !� ���	�� 1, ��� ����� �� ������ s ��� �� � )�	�� ��� �� ������ �� ������ S ������� 9�

��)�� �� ����� �� ������ ��� ���	�� 8 �� ����� 0� �� �� ��� �� ��� ������ 	� S ′ = {0}∪S. .��

/



	������� 	� ������� 	� �� ����� �	� ���&���������� �������	���( |S| > 1� !� ���	�� � ��

������� ��� 	�
��
�� 	� � 5AA&���� Γs = (N,ws)� ���� �� ���� 	����� 	� ������� �� ��

�����&���������� 5��	�� 8 ���
�� �� � ��	�� 	� �	�� ��	�� �� �� �������	�� �� �������	����

5����� i ∈ N �
������� 	� ����+� �� � ��	�	�� �����	�� ui : RS → R� �	� ���	��� ��

�
��� ���)�� �� ����+� xi = (xi
1, . . . , x

i
S) ∈ RS � ��	�	�� ��
�� ui(xi) ��� 	� ������� �� ��

����	����� ��� �����&���������� 	��� ui(xi) =
∑

s∈S u
i
s(x

i
s)� ���� ui

s(x
i
s) 	� �������	�����

	������	��� # ����&"���� �$����� �� ��	�	�� �����	��� ���	���	�� ���� �������	��� 	� ��


�� -������&D���������� ��	�	�� �����	���

��� ��� �	���

# 5AA&���� �	� �������	��� 	� ��)��� �� ��������

��������� �	
	 # ����	�	�� �����	�� ���� ���� �	� �������	��� �5A=&���� Γ 	� � �����

(N, S ′, w, u) ���� w = (w1, . . . , wS) ��� u = (u1, . . . , un)�

-��� ��� ����� 8 ������ ���
�� �� � ��	�� 	� �	�� ���� ������� ���� ������ �������	���

��� ��� ���	�� �� ��������� ��� ���� �	�" ��� 	������� �

�� ������� �� �� ���� 	� �� ������� ��	� (x, P )� ���� �� x = (x1, . . . , xn) ∈ RS×N

����	$ 	� ������ �� ���������� ��� P = (P1, . . . , Ps) � ����	�	�� ��� ��� �������� :��

Ω(x, P ) ������ �� ��� �� �������� 	� Γ� �� �����&s ��������� xs = (x1
s, . . . , x

n
s ) ∈ RN

�� �� �������	�� 	� �������� �� �� �� �������	�� 	� ����� s ∈ S. �� ��� �� ����	�	��� 	� Γs

	� Ps ��� �� ��� �� ����	�	��� 	� Γs �� C ∈ N 	� Ps(C) �	� � ���	��� ������� PC
s � :��

ΓR
s ������ �� ���	���� 5AA&���� ������ 	� ����� s �� ������ ��� R� �� ����+ �������	��

����	$ ���� ���	��� � ����	�	�	�� �������	��( �	
�� �� ����	�	�� P � ��� ��� C ∈ P �� �
�∑
i∈C xi

s ≤ ws(C, P ) ��� ��� s ∈ S� �� ������� '����	�� �� � 5A=&���� 	� )��	�� � ������

��������

9� ����� �	� �������� �� �� ���� Γ ��� ������� !� ������� �� ������� 	� ������ 	�

�� ����	�	�� �
�� ��� ����)� ���� � ��
	��	��� ��� 	�� �� ��'�	�� ��� ���� ����� �� ��

����"	�� ����	��� 	� �� �������� 	� t = 1 �� ������ �� �������	�� �� �� �������	��� 	�

t = 0�

��� �� �	�� ��'�	�� ���� � ������ ������� (x, P ) �� �� ���� Γ ��� ��� �� 	��

���������� (xs, Ps) ������� �� �� 3�����	
� ���� �� �� ������� Γs �� ���
��� ���

������ ��
	��	���

1



-�� �� ��� ����� �� ��)�� �� ,����	����� ���� �� ����� �� �� 3�����	
� ���� ��

��	����� ����� ���������

��������� �	� ����������� ���� 	 #� ������� (x, P ) ������� �� �� ,����	����� ����

�� �� ���� Γ� ������� �� ,��Γ � 	� ��� ���� 	�

�� (x, P ) 	� ��� ��� (xs, Ps) ∈ 3�(Γs) ��� ��� s ∈ S,

�� ��� ���� 	� �� ����	�	�� R ∈ N ����	�� ���� ����	�	�� P̃R ∈ P(R) ��� �������

(x̃R, P̃R) ��� ��� (x̃R
s , P̃

R
s ) ∈ 3�(ΓR

s ) ��� ��� s ∈ S� ��� ui(x̃i) > ui(xi) ��� ��� i ∈ R�

!� ����� ��� ��� �� ������� �� ������ �� �� ,����	����� ���� �� �� 5A=&���� Γ,

�� ������� ����� ������ �� �� 3�����	
� ���� �� �� 5AA&���� Γs 	� �
��� ����� s ∈ S.

D����
��� �� ����	�	�� �����	�� ���� ����	�	�� ����� �� ���� �� �	�" �� ������� �� ��

3�����	
� ���� �� �� ���� �����	���� �� R 	� �
��� ������ ��� 	� ��	�� �� 	����
� ��	�	��

	� �� �$ ���� ������ ,	��� �� ��'�	�� �� ��
	��	�� ����	�	�� �� �	�" � 3�����	
� ����

�������� �� ������ �������&��
	��	�� ���� 	� ��� �� �$������ �� ��� ���&����	�	��( 	���

�� ����"	�� �������	�� 	� 	����� ����&������	���

-���� ��� 	� ���� 	� �� �$������	��� �� ���� ��	�� ���� �� � ������������ ��	�	�� ����

�	� �������	���� ��� �� �� ��)�	�	�� �� �� ,����	����� ���� �	�� ��	��	�� �	� ��� ��

�� 9��" ,�'����	�� ����� ,	�	������ 	� ���� 	� �� �������	���� ��� �� �
� � �	����

5AA&���� �	� �� 3�����	
� ���� �� �� �����	�� �� 	��

!� � 5A=&���� ��� ��� �	��	���	� �$ ���� ��� �$ ���� �E�	�����

��������� �	�	 #� ������� (x̄, P̄ ) 	� � ���� ������ 	� �� ���� Γ 	�F

�	 
∑

i∈N x̄i ≤ w(N, P̄ ), ���

�		 ���� ���� ��� �$	�� �� ������� (x, P ) �	�
∑

i∈N xi ≤ w(N,P ) ��� ��� ui(xi) >

ui(x̄i) ��� ��� i ∈ N �

��������� �	�	 #� ������� (x̄, P̄ ) 	� � ���� ������ 	� �� ���� Γ 	�
∑

i∈N x̄i = w(N, P̄ ).

-���� ��� �� ������� �� �$ ���� �E�	���� ���� ���� ��� �� ����� ����	�	�	�� ����	&

�	��� 	� �=&������ �	��� 	� ��'�	���
∑

i∈N x̄i
s = ws(N, P̄ ). �� ��� �� ��� ������ s ∈ S� ���

�������� �� �$ ���� �E�	���� 	� ���� ��� 	���� 5����� �E�	����� �	��� 	� ���� ��� ����	���

���������	�� ����	�	�	�	�� ������ �������

�� ��$� �����
��	�� ������� ���� �� 5����� �E�	���� �� �� 3�����	
� �����

�



�������� �	�	 !	 (x̄, P̄ ) ∈ RC(Γ) ���� (x̄, P̄ ) � � ���� �������

-���� �� �� ���� ���� ��� �������� ���� ��� �� �$ ���� �E�	���� ,	��� �	��	��

���������� ��� ��� ������� ��� ���� �����	� ��	�	�� ��������� ������ ������ �	�� ��� ��

����	����

� ����
	��
��� ����� ��
�
	�� ��	����
� �� ����!

���� 
� "� #�	��
	�� ���� "�����
��
�� $����%

�� �	�����	���	�� �� �� ������	�	�� ���"���� ��� �� ��	
��	���	�� ��� ����������	�� ��

����� ������� 	� �� ���� ������� �������� 	� �� 	�������� �+��� �� ����� ������	�����

�$���	� �� 	������������� �� �� ����� ��	�� 9	� �	� ������ �� �	�" �� ��	����� ��

	�������� �� ������������ �� �� ����� ����"���� �����
�� �A�	����� 7882( 6	���� I�#���

��� ����"���� 788� � #� �����	��� �� 0�����	� %��	���� #��������� ��� D����	 �78�8 �

�� �	����	�� 	� �����	����� �� �� ���� ��� ������	��� ����� ��	�� ��� ����� 	�������������

������� ��
��	�� ����� ����� ���� �� ������� ���	��� �� � ���	���� �������� ��� ��
������

�+��� ���� ���������� ������� ������� �� "	�������� ����� �	� �����
��	�� ��������

��� �� ������� ��� �� ������� �� � 5AA&�����

�� �
�	� ��� ������	� �����'������ �� �������&�	�� ����"����� ����� ������ ����&

����� ��� 
��	��� ���������	�� �� "��� �� ����� ��	� 	� ���� ������	���� ������ ��

��������� ����	�� 	� ���� ����� �� �����	�� ������������ ��� �+��� �� ������	�	�� ���"���

!� �	� ����	���	�� �� �������� �� �� ����	��� ������	�� ��������� ���������� ��� ��

��"�� 	��� ������� �� �� 
��	��� ���"������� �� �� ������	�	�� ���"�� ���	�� �� �����	��

�� ������	��	�� ���������� A�� �� �	� �� �	���	�	�� �� ����	��� ���� �	�� ��	����� ���

��������� ��	����� � 9� �
� �� ���� ��� �� ����� ������������ ���� �� ����	���	��

�� � 5A=&����� ��� �� ����	����������� ����	�� �� ���� ������	�� �� �������	���( ���

�$����� �� ������" �$����	�� ������	��� 	� �	� �� �������	� �$����	�� 	� ������� ��

�� �����	���� 	���������� �� �� ���"�� ����	�	������ �� ��������� �� ������� �� ��

������	��	�� �����

��� �������� 	
 ��� ���
������	
 ����	��

5��
	������ � 5AA&���� ��� �� ������	��� ������	��	�� ������"� �� ���� ��)��� 	� ������&

�	" ��� 4@���� 78�� � �� ���� 	�������� �������� �� �� ����	�� ������	��	�� ����� ���
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�� ������	��� �� ���	������ 
����� �Y  ��� �� 	�>�����J�������� ������ ������� ��

�� ����� ��	'���� ������	�� �� ������ C��� �� �� ����� �������� �� �	��� �� �� ���&

���"� �	� ��� �� ����	��� �� �� �����	�� �� � ������ �� �	���� �'���	���� !� ���	�	��

�� 	�� ���	������ 
����� ��� ���� 	� ��������	��� �� � �������� �����	�� �q � �	� ���&

�������� �� �� ��$	��� ������ �� ������ �	� ��� �� ����������� �� 	�� A����������

�� � ���� �	���� ������� �� ������� ������	��	�� ������� A�� �� ��"� �� �	���	�	�� ��

�	�� ������ ��� �
��� ���� �� �� ������ ������	��	�� ������" ����������� �� � �����	�

��������� �� ��������� A�� ������ 	�������	�� �� %� ���� C�� ������� ��� .���� ,�	�����

K���	��� ��� 9� ����� ��� ��������� ����/ �

5������ �� �� ���� ���������� �� ����� ����������� �� ��������� � �	�� ����	�	��� ��

�� ���� ���������� �� ������	�� ������ ��� �	� �� ����� 	���� ��� ������ ����� �� ��

�� �'���� # ������� 	���������� ������" ��������� ��� �	�	� �� ����� 	� ��� ������ ��

�� ����	�	��� �	� ���� ����� ��������� �� ���������� ��� �����	� �� ����� 	� ����� ��

��$	�	�� �� ����� ����� ������	���� �� �� ������" ��� ������ �� ���� ������	�� �� ��

������ ��� �
�	� �	�� �
�������� �� 
���� �� � �����	� ����	�	�� 	� �	� ����� 	� ������	���

�� ��	�� �� ����� ������	��	�� �	�	� �� ����	�	���

!� �� ������� ������ ����� �� �� ��)��� ������ �� ������&��	�	��� ��������	�� �� ���&

������� ��� ���� �����	����� 	� �� ���� �� �� 	������������ ��	���� �� � �	���� ������	��	��

�	�� 	� ���������

B�����	��� ����� ������	��	�� ������"� ��� ������ ��	�	��� �������� �	� �
� �� ��

�������� 	� � �����&�������� ������� #����	�� � ���	����� ���� ������	��� 	� �� ���� ��

������ �	�� �� ��������� ��	����� �� C��� 	� �� ������" ����� 	��������������� �����&

�	���� �����	�� �� 
�������	�	�� �� �� ������� !� ��� ����� �� ��������	�� �� ��

������ 	� ������ �� ���
��� ������� ����	��� ���� ������	� ��	����� ����	"������ ���

������ ��/�( 4�������� ��� 6�>��� ��/� �

#� ������������ 	� �	� ���" �� �	�� ����	��� ���� �	�� ��	������ 3�����	�� ��� %�

���� C�� ����� ��)��� 	� �������	" ��� 4@���� 78�� �	� ������ ��� 	� �� ���� �� ���	�

������	��� �� ����� 	� ��� ������� �� �� ����� �
� �� �� ������	��� 	� � ���� ���

	� ��� �	�� 	�������������� ��	��� ���� �� �� ����	�	�� �	��� ��� �� �
��������� 9� �	��

���� �	� � ���� ����� �� �� ������� �	� ������" ����	�	�� ��'�	������ ��� �� 	�������

	� �� :5 ������� �����	��� 	� �'� �< �� �������	" ��� 4@���� 78�� � �� ���	�� ������

	��'���	�� ���� �������	���� �	� �����	�� �������� �	�	���	��� ����� �	�� ��	������

0��	������ 	� �� ���� �� � �	�� ��	����� �� ������ ��� ����� �	� ����	�	�� �������� ���

��



��	���� �� �� ���	�	���� ���� �	�� ��� ���� �� ������" C���� �	� �$���� �� ��$	���

�����	�� �� � �����	� �	��� �� �	��� � !� �	� ���� �� ���������� �� �� ������ ���� �� ��

���������� ��� �� ����� ��� �����	��� �� ��	�� �� ������ 	� � ���� ����� ���	�� �	� ����

�� ���� 	� � ��� �	� 	���	�� �� �	�	��� ����� ����� 	� �������	�� ��� ��������	��


����� �4�������� ��� 6�>��� ��/� � !� �� ������	�� �� �	�� ����������� �� 	���������

�� �� ��	���� 	������ ������ ��	�	��� ��������	�� �� � �	���� 2&���� ������"�

�������

:�� �� ����	��� �� ������" ���	���� 	� A	���� ��

1

2

3

4

(10) (10)

(5) (5)

Y12=1
q12=5

Y13=1
q13=5

Y14=1
q14=5

Y23=0.7
q23=3.5

Y24=1
q24=5

Y12=0.8
q12=4

A	���� �F �� ���	� ��������� ��� ���������� �� �� 2&���� ������"� Yij �����������

�� �� ���	������ 
���� �� �� �	�� ������� i ��� j� �	�� qij ������� �� 
���� �� ��

��$	��� ����	��� ������ �������� �� �� ����������	�� �	�� ������ ������	��	�� �����	�� �

�� ������� 	� ���������� �� �� ����� ���������� �� ��$	��� �������	�� �����	�� ���

���	��� ��������	���

!� �� ������ �� ����� ����	�	�� �� ����� �	� 	���	�� ���� ��� �'���	�� ���� ���&

����	�� ����������	�� �� �� ������� �� ����� 	���� ��� ������ ������ �� � ���� ������"

���)�����	�� ����������	�� �� ��$	��� ����� ������	��	�� ��	� 	� �	� ���� ���	�)�� ���

��������� 	� ���	���� 	� A	���� 7��

,	��� �� ������ � ������ ���	��� ������	��� �� �	�� �����	�	�� ��� ��� �$������ 	� ��

���� �� �� )��� ��	���� ��� ���	���� 	� A	���� 7� � ��� �	���� ��������� ��������	�� ���

���� �����	����� ����� �� ������ ��	���� �� �	�� 7&2� �	�� 7&< 	� �
�������� ��	� �����

���� �� ������ ��	����� � K	� �
�����	�� �� ���� �	���� �	� ��� ���� �� ������ �
������

�� ��	����� ��� ��������� �������� 	� ��	�	��� ����� �	� ��� ���� �� ����� �� �	��	���

�� LJB=3 	� ���� ���	��� ����� �A�	����� 7882 � 9� ������ ��� ��� ���������� ��� ��
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1

2

3

4

5.61 (10)  4.39 (10)

5 (5) 5 (5)

2.87 (5)

0.06 (5)

2.80 (5)

2.05 (3.5)

0.08 (5)

2.28 (4)

1

2

3

4

5.61 (10)  4.39 (10)

5 (5) 5 (5)

1.30 (5)

4.31 (5)

3.29 (3.5)

1.71 (5)

2.40 (4)

1

2

3

4

5.61 (10)  4.39 (10)

5 (5) 5 (5)

1.96 (5)

3.65 (5)
1.35 (4)

5 (3.5)

A	���� 7F 0��	� ����� ������	�� �� �� 2 ���� ������" �	���� ��	������ C��� �	����

��������	�� 	� �� ���� �� �� ��	���� �� �	�� �&7� ��� 	� �� ���� �� �� ��	���� �� �	��

�&7 ��� 7&2F �� )��� ��	���� ���� ��� ���� �� �	�� �
������� ��� �	���� ��������	�� ��

������ ��	���� ������ �� �
������ �� �	�� 7&<�

����������� ��� ��� ����� ��� �� �����	��� & �� ������ �	� 	� ��� �� ���� 	� � ����	��	�

������	�� ���� ���� ��������� ��� ������� �	� ��	��	�� 	� �������� !� �� ��������� ��

���������� ��� ����� ���� �����	����� ����� �� )��� ��	���� �� �	�� �&7 	� ����� �� ��	��

�� ������" 	� ���� ����� ���	� ��� �� �	� ����� �� �������	�� �� 	����	�� �	�	��� �����

����� 	� �������	�� 
����� ��� ����� � �� ������ ��	���� �� �� �	�� 7&2 �	�� ��� �����

�
������ �� ��� ���� �	��� �� ���	���� 	� A	���� <�

1

2

3

4

3.4 (10)  4.1 (10)

3.5 (5) 4 (5)

0.43 (5)

2.97 (5)

2.49 (3.5)

1.01 (5)

2.04 (4)

1

2

3

4

3.4 (10)  4.1 (10)

3.5 (5) 4 (5)

0.82 (5)

2.58 (5)

3.5 (3.5)

1.42 (4)

A	���� <F 3�������	�� �� �� ������" ����� �� ��	���� �� �	�� �&7F �� ������ ��	���� �� �	��

7&2 ���� ��� �
������ �� ����	�	�� �	���� :	�� 7&< ������	�� �� �� ���� �� 	� �����	��

����� ��� �� ��������	�� �� ���������� ��� �� �����	����� �� ����� ��� >���	)���

�<



��� ��� �	��� ���
������	
 ���� ���� ����� !������ "��������

�
�

�� ��)�� � ��������	
� ���� ��"	�� 	��� ������� �� �������	��� ����������	�� �� ��

����	��� ��	���� �� �	���� ��� �� 	���	�� ��������	�� �	� 	� ����	�� ������ 	� ��

�������� �� �����	� ����	�	���� �� ��� �� ������	�� ��)��� 	� ,���	�� 7�

!� �� ���� �� m �	���� ��� �� �	� ��� ��	�� �� �
� S = m + 1 ������ �� ������

�� ������ 	� ���	�� t = 1� �� )��� ������ s1� ����������� �� �� ������ ������&���� 

������	�� �� �� ������"� ��� �� ����	�	�� m ������ �����	�� �� ����	��� ��	����� �� ��

����������	�� m �	���� �	� 	���	�� ��� �� �	�� �
� m + 1 �����&��������� ����	�	��

�����	�� ���� ������

9� �	�� ����������� �� ��������	�� �� �� ,����	����� ���� 	� �� ���� �� �� ���&

���" ���	���� 	� A	���� �� �� �����&��������� �	�	��� ���	� �����	�� ����������	�� ��

�� ������ ������	�� ��� �� �� ��	����� �� �����	� �	���� ��� �� 	���	�� ������ ��	�	���

��������	�� ��� �	���� 	� ����� �� s = 1 ����������� �� �� �����&���� ������	�� �� ��

������"� �	�� s = 2 ����������� �� �� ����� �� �� �	�� �&7� s = 3 �� �� ����� �� �� �	��

�&<� s = 4 �� �� ����� �� �� �	�� �&2� s = 5 �� �� ����� �� �� �	�� 7&<� s = 6 �� �� �����

�� �� �	�� 7&2 ��� s = 7 �� �� ����� �� �� �	�� <&2�

����� 7F D	�	��� ���	� �����	��( vmc
s

��������� s	� s	
 s	� s	� s	 s	� s	�

∅ � � � � � � �

��� � � � � � � �

�
� � � � � � � �

��� � � � � � � �

��� � � � � � � �

���
� �� � �� � �� � ���

����� � � � � � � �

����� �� � �� � ���� � ��

�
��� �� � � � ���
 � �

�
��� � � � � � � �

����� �� � � � � � ��


���
��� �� � �� �� �� � ��

���
��� ����� �� �� �� ����� � ����


������� �� �� �� � �� � ��

�
����� ����
 �� � �
 � ����
 �

���
����� 
� � �� � �� � ��

�� �
������ �� �������M ����+�� �� ������ ��� ��� ���� ������� 	� ��� B$����� �
�

�2



�� ������	�� ��	�	�� �����	��(

ui(xi) = 0.88(1− e−0.001xi
1) +

s=7∑
s=2

0.02(1− e−0.001xi
s) ��� ��� i ∈ N.

.�� ��� 	�������� �	� �$�����	�� �� � 
�� -������&D���������� ��	�	�� �����	��� ����

�� ������	�	�� �� �����&���� ������	�� 	� 11N� ��� �� ������	�	�� �� ��� �	�� ��	�	�� 	� 7N�

-�� ����	��� �� ������	�� �������	��F

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2.91226 7.08774 2.91226 7.08774

2 5 2 6

5.7565 4.2435 2.7565 4.2435

3 4 3 5

5.51228 4.48772 3.21021 4.78979

0 7 0 8

5.53279 4.36166 2.63834 4.46721

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ RS×N .

!� 	� ���� �� ��� ��� �	� �������	�� ������� �� �� ,����	����� ���� �� �� ���
�

��)��� ����� A	���� ��� ��� ���" ��� xs ∈ 3��Γs ���� ��� ��� s ∈ S� ��� ����

	� �� ����"	�� ����	�	�	�� 	� �	�� ���	�� t = 1� -�� �� ���� ���� �� ��� 	� 5��� (b) ��

%�)�	�	�� <�7 ����� 9� ��� ��$� ��� x ��$	�	��� �� ��� �� �� �������M ��	�	�	�� �
��

�������	��� xC �	� xC
s ∈ 3�(ΓC

s ) ��� ��� s ∈ S�

����	��� �� ������	�� �������	��� ��$	�	���	�� ��������

max
xC

∑
i∈C

ui(xi)

����
∑
i∈C

xi
s = vmc

s (C), s ∈ S, �� 

∑
i∈D

xi
s ≥ vmc

s (D), s ∈ S, ∅ 	= D � C, �7 

���� ����	�	�� �� 	� ��'�	��� ��� �$ ���� �E�	���� ��� 	��'���	�� �7 	� � ��&����"	��
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