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robuste Statistik – Small Area Estimation

ZUSAMMENFASSUNG

Small Area Estimation erlaubt die Schätzung regionaler Indikatoren anhand kleiner 
Stichproben. Hierfür werden Survey-Daten mehrerer Regionen in statistischen Model-
len kombiniert. Aufgrund der Digitalisierung der Gesellschaft entstehen immer mehr 
zusätzliche Datenquellen, wie etwa Website- und Social-Media-Daten, welche die Mo-
delle weiter verbessern könnten. Bei der Verwendung dieser Daten ist jedoch zu be-
achten, dass ihre Eigenschaften sich deutlich von Stichprobendaten unterscheiden. 
Sie sind unter anderem mit einer generellen Unsicherheit assoziiert, welche sich nicht 
quantifizieren lässt. Klassische Schätzverfahren können dies nicht antizipieren, was 
zu ungenauen Ergebnissen führt. Dieser Artikel zeigt, dass die Schätzung regionaler 
Indikatoren gegen Unsicherheit mithilfe von Regularisierung robustifiziert werden 
kann.

	 Keywords: internet data – measurement errors – regularised regression –  
robust statistics – small area estimation

ABSTRACT

Small area estimation facilitates the estimation of regional indicators from small sam-
ples. This requires the combination of survey data from multiple regions in statistical 
models. Due to the rapid digitalisation of public life, more and more additional data 
sources arise, such as website and social media data. These data sources can further 
improve the models. However, researchers must be aware that these data have fun-
damentally different properties than sample data. They are often associated with a 
general uncertainty that cannot be quantified. Classical estimators cannot account for 
this, which leads to inaccurate estimates. This paper demonstrates that regularisation 
is a useful tool to robustify small area estimates against uncertainty. 



Joscha Krause

1 

Einleitung

Forschung und Politik benötigen belastbare Zahlen zu 
Bevölkerungsindikatoren auf regionaler Ebene. Sol-
che Informationen liegen häufig nicht vollerhoben in 
amtlichen Registern vor, sie müssen stattdessen von 
Forschenden statistisch geschätzt werden. Hierfür wer-
den in der Regel Stichprobendaten verwendet, welche 
aus Surveys wie dem Mikrozensus stammen. Aufgrund 
hoher Erhebungskosten und des großen personellen 
Aufwands enthalten Stichproben häufig nur wenige 
Beobachtungen in Relation zu Vollerhebungen. Wer-
den auf dieser Basis nun regionale Indikatoren anhand 
direkter Schätzer ermittelt, so sind die Schätzwerte 
mit sehr großen Varianzen assoziiert. Die abgeleiteten 
Ergebnisse sind in der Regel nicht verlässlich.

Small Area Estimation ist ein Sammelbegriff für statisti-
sche Methoden, welche diese Problematik adressieren. 
Sie kombinieren die Stichprobendaten mehrerer Regio
nen (Areas) mit geeigneten Hilfsinformationen in statis-
tischen Modellen. Area-Indikatoren werden anschlie-
ßend anhand von Prädiktionen auf Basis der Modelle 
geschätzt. Dies erlaubt, den effektiven Stichproben-
umfang für die Schätzung eines regionalen Indikators 
zu vergrößern, und reduziert somit die Varianz relativ 
zu klassischen direkten Schätzern. Die Ergebnisse sind 
folglich genauer und verlässlicher. Eine umfassende Ein-
führung in Small Area Estimation bieten Rao und Molina 
(2015) sowie Morales und andere (2021a).

Eine wesentliche Bedingung für den Effizienzgewinn 
gegenüber direkten Schätzern ist die Verfügbarkeit von 
geeigneten Hilfsvariablen. Diese müssen einen mög-
lichst starken statistischen Zusammenhang zu jener 
Zielvariablen aufweisen, anhand dessen der Area-Indi-
kator berechnet wird (Molina und andere, 2015). Je stär-
ker der Zusammenhang ist, desto genauer können die 
Indikatoren mit Small Area Estimation geschätzt werden. 
Hier bietet die fortschreitende Digitalisierung des öffent-
lichen Lebens neue Möglichkeiten für die sozioökono-
mische Forschung. Es entstehen immer mehr alternative 
Datenquellen, etwa Website- und Social-Media-Daten, 
mit neuen Hilfsvariablen. Diese Daten sind in großer 
Zahl verfügbar und gewähren soziale Einblicke, die sich 
mit klassischen Stichprobendaten nur schwer erfassen 

lassen. Sie können statistische Modelle entscheidend 
bereichern und die Schätzung von Area-Indikatoren 
deutlich verbessern. 

Doch bei der Nutzung solcher modernen Datenquellen 
für Small Area Estimation ist zu beachten, dass ihre 
Eigenschaften sich sehr deutlich von Stichprobendaten 
unterscheiden. Internetdaten weisen häufig eine gene-
relle Unsicherheit auf. Sie unterliegen Selektionsverzer-
rungen und sind durch fehlerhafte Angaben kontami-
niert. Diese Probleme werden nachfolgend unter dem 
Begriff Messfehler zusammengefasst.

Messfehler sind keine Eigenheit von Internetdaten, son-
dern treten auch bei Stichprobendaten auf. Deshalb ist 
die Schätzung von Area-Indikatoren mittels fehlerhafter 
Daten eine bereits bekannte methodische Herausfor-
derung. Sie wurde in der Vergangenheit auf Basis von 
Messfehlermodellen gelöst. Das Grundprinzip dieser 
Verfahren ist es, Verteilungsannahmen bezüglich der 
Messfehler einzuführen und anschließend robuste 
Schätzwerte unter dieser Prämisse herzuleiten. Metho-
dische Beiträge hierzu wurden von unter anderem von 
Ybarra/Lohr (2008), Torabi und anderen (2009) sowie 
Burgard und anderen (2020a, 2020b, 2021b) und Mora-
les und anderen (2021b) veröffentlicht.

Internetdaten unterscheiden sich von Stichprobendaten 
jedoch darin, dass bei Surveys der Erhebungsprozess 
kontrollierbar ist. Dies erlaubt eine approximative Quan-
tifizierung der Messfehler, oder zumindest das Ablei-
ten von Verteilungsannahmen bezüglich der Fehler. Bei 
Internetdaten ist dies nicht möglich. Sollen solche Daten 
also für Small Area Estimation (SAE) verwendet werden, 
braucht es Schätzverfahren, welche robuste Ergebnisse 
in der Gegenwart nicht quantifizierbarer Messfehler 
ohne Verteilungsannahmen liefern. Hierfür bietet die 
statistische Literatur derzeit kaum verwendbare Ansätze.

Dieser Artikel präsentiert einen mathematischen Rah-
men, der es erlaubt, bekannte SAE-Modelle weiterzu-
entwickeln, um eine solche Robustheit zu erreichen. 
Hierzu wird eine Verbindung von robuster Optimierung  
(El Ghaoui/Lebret, 1997; Ben-Tal und andere, 2009) 
und regularisierter Regression (Hoerl/Kennard, 1970; 
Tibshirani, 1996) verallgemeinert, die Bertsimas/Copen-
haver (2018) erstmals charakterisierten. Auf dieser 
Basis können robuste Schätzverfahren hergeleitet wer-
den, welche Area-Indikatoren mithilfe unsicherer Daten 
verlässlich quantifizieren. Darauf aufbauend ist es sogar 
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möglich, eine konservative Abschätzung des mittleren 
quadratischen Vorhersagefehlers (Mean Squared Error; 
MSE) vorzunehmen. Dies ist für die praktische Anwen-
dung von zentraler Bedeutung, da die Schwankung der 
Schätzwerte ein wichtiger Indikator der Schätzqualität 
ist.

Das folgende Kapitel 2 charakterisiert das Robustheits-
konzept, welches den neuen SAE-Verfahren zugrunde 
liegt. Auf dieser Basis wird anschließend eine robuste 
Variante des Fay-Herriot-Modells (Fay/Herriot, 1979) 
vorgestellt. Kapitel 3 präsentiert eine Simulationsstudie, 
welche die vorgeschlagene Methodik testet. Der Aufsatz 
schließt in Kapitel 4 mit einem Fazit und einem Ausblick.

Der Artikel behandelt ausgewählte Aspekte der Disser-
tation des Autors (Krause, 2019). Tiefergehende mathe-
matische Details sowie weitere Eigenschaften regulari-
sierter Regression in Small Area Estimation enthalten 
die Dissertation sowie Burgard und andere (2021a). 

2

Robuste Small Area Estimation

2.1	 Regularisierung und Robustheit

Der Begriff Robustheit wird innerhalb der Statistik in 
verschiedenen Kontexten verwendet. Deswegen wird 
zunächst die im Artikel verwendete Robustheit charakte-
risiert. Auf dieser Basis ist es möglich, anschließend in 
Kapitel 3 einen robusten SAE-Ansatz herzuleiten. 

Ein Regressionsproblem ist im Allgemeinen wie folgt 
definiert: Es gibt eine Zielvariable Υ, deren beobach-
tete Werte in einem Vektor 𝒚𝒚𝒚𝒚 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷  enthalten sind. 
Diese sollen anhand einer Menge an Hilfsvariablen 
𝑋𝑋𝑋𝑋 = {𝑋𝑋𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑝𝑝𝑝𝑝}  beschrieben werden, deren Werte mit 
einer Matrix 𝑿𝑿𝑿𝑿 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝  notiert werden. Im Falle von para-
metrischer Inferenz wird angenommen, dass es einen 
Regressionsparametervektor 𝜷𝜷𝜷𝜷 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝  gibt, welcher die 
Beziehung von Υ und X beschreibt. Dieser soll auf Basis 
der verfügbaren Daten geschätzt werden. Nun wird eine 
Verlustfunktion 𝑔𝑔𝑔𝑔:ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷 → ℝ+  definiert, welche umso 
näher an Null liegt, je besser � auf Basis von � mithilfe 
von � beschrieben werden kann. Im Falle von linearer 
Regression könnte dies etwa die Summe der Residual-

quadrate sein. Der Vektor � wird so gewählt, dass die 
Verlustfunktion möglichst nahe an Null liegt:

(1)	 min
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝒚𝒚𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿𝜷𝜷𝜷𝜷) 

Gehen wir nun davon aus, dass die Hilfsvariablenwerte 
fehlerhaft gemessen werden. Anstelle von � beobachtet 
man 𝑿𝑿𝑿𝑿� = 𝑿𝑿𝑿𝑿 + 𝑬𝑬𝑬𝑬 , wobei 𝑬𝑬𝑬𝑬 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝  eine Matrix mit unbe-
kannten Messfehlern ist. Es nicht möglich, die indivi-
duellen Komponenten zu ermitteln. Ferner sind keine 
Aussagen über die Verteilung der Messfehler möglich. 
Im Hinblick auf Kapitel 1 spiegelt dies die Problematik 
vieler moderner Datenquellen wider. Man erhält das 
Minimierungsproblem

(2)	 min
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝒚𝒚𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿�𝜷𝜷𝜷𝜷). 

Die unbekannte Kontaminierung in min
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝒚𝒚𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿�𝜷𝜷𝜷𝜷).  muss bei der 
Schätzung der Regressionsparameter berücksichtigt 
werden, um valide Ergebnisse zu erhalten. An dieser 
Stelle bietet das Feld der robusten Optimierung einen 
hilfreichen Ansatz. Es wird eine Perturbationsmatrix 
𝚫𝚫𝚫𝚫 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝  eingeführt, um die Unsicherheit in min

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝒚𝒚𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿�𝜷𝜷𝜷𝜷).  zu reprä-

sentieren. Diese Perturbationsmatrix stammt aus einer 
Unsicherheitsmenge 𝕌𝕌𝕌𝕌 ⊆ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝 , welche Vermutungen 
widerspiegelt, wie die Messfehler strukturiert sein könn-
ten. Da jedoch keine Verteilungsannahmen bezüglich 
der Messfehler gerechtfertigt werden können, ist es 
sinnvoll, diese möglichst konservativ zu betrachten. Das 
Minimierungsproblem sieht dann wie folgt aus:

(3)	 min
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷� 

Die Verlustfunktion wird wie zuvor durch die Wahl der 
Regressionsparameter � minimiert. Zeitgleich wird 
jedoch auch die Perturbationsmatrix min

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷�  maximal im 
Hinblick auf die Unsicherheitsmenge 𝕌𝕌𝕌𝕌 ⊆ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝  gewählt. Ver-
einfacht ausgedrückt wird von einem Worst-Case-Sze-
nario bezüglich der Messfehler ausgegangen. Der Vek-
tor � wird unter der Annahme des maximal möglichen 
Messfehlers gegeben 𝕌𝕌𝕌𝕌 ⊆ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝  optimal gewählt. Somit sind 
die geschätzten Regressionsparameter robust gegen 
Messfehler einer bestimmten Größenordnung, jedoch 
unabhängig von deren Verteilung. Diese Perspektive auf 
Robustheit wurde unter anderem von El Ghaoui/Lebret 
(1997) sowie Ben-Tal und anderen (2009) studiert. Im 
Folgenden wird dieser Ansatz Min-Max-Robustifizierung 
genannt. 
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Eine wichtige Frage ist nun, wie sich dieser Ansatz prak-
tisch anwenden lässt, also wie das skizzierte Regres-
sionsproblem gelöst werden kann. Hier kann auf ein 
Ergebnis von Bertsimas/Copenhaver (2018) aufgebaut 
werden. Es zeigt, dass unter bestimmten Umständen 
Min-Max-Robustifizierung eine unerwartete Verbindung 
zu regularisierter Regression aufweist. Regularisierte 
Regression hat die Form

(4)	 min
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝒚𝒚𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿�𝜷𝜷𝜷𝜷) + 𝜆𝜆𝜆𝜆ℎ(𝜷𝜷𝜷𝜷). 

Hierbei ist 𝜆𝜆𝜆𝜆 > 0  ein Tuning-Parameter und ℎ:ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝 → ℝ+  
eine Regularisierung. Diese Problemart ist in der Litera-
tur seit einigen Jahren bekannt. Regularisierte Regres-
sion lässt sich schnell und effizient lösen, was insbeson-
dere bei großen Datensätzen ein wichtiger Aspekt ist. In 
Krause (2019) sowie Burgard und anderen (2021a) wird 
diese Verbindung verallgemeinert. Es kann gezeigt wer-
den, dass

(5)	 argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷� =  argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑓𝑓𝑓𝑓 �𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿�𝜷𝜷𝜷𝜷�� +  �𝜆𝜆𝜆𝜆𝑙𝑙𝑙𝑙𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙𝑙𝑙�ℎ𝑙𝑙𝑙𝑙(𝜷𝜷𝜷𝜷)�
𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑙𝑙𝑙𝑙=1

 

	
argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷� =  argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑓𝑓𝑓𝑓 �𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿�𝜷𝜷𝜷𝜷�� +  �𝜆𝜆𝜆𝜆𝑙𝑙𝑙𝑙𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙𝑙𝑙�ℎ𝑙𝑙𝑙𝑙(𝜷𝜷𝜷𝜷)�
𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑙𝑙𝑙𝑙=1

 

für 

(6)	 𝕌𝕌𝕌𝕌 =  {𝚫𝚫𝚫𝚫 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝:𝑔𝑔𝑔𝑔(𝚫𝚫𝚫𝚫𝜸𝜸𝜸𝜸) ≤�𝜑𝜑𝜑𝜑𝑙𝑙𝑙𝑙ℎ𝑙𝑙𝑙𝑙(𝜸𝜸𝜸𝜸) ∀ 𝜸𝜸𝜸𝜸 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝}
𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑙𝑙𝑙𝑙=1

 

gilt, wenn 𝑓𝑓𝑓𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐿𝐿𝐿𝐿:ℝ+ →  ℝ+  monoton steigende kon-
vexe Funktionen und ℎ1, … , ℎ𝐿𝐿𝐿𝐿: ℝ𝑃𝑃𝑃𝑃 → ℝ+  Normen sind. Es 
wird deutlich, dass Min-Max-Robustifizierung äquivalent 
zu regularisierter Regression ist. Die Äquivalenz gilt für 
viele Verfahren, welche bereits seit Jahren in der Statis-
tik verwendet werden. Ein Beispiel hierfür ist die Ridge-
Regression (Hoerl/Kennard, 1970). Sie ergibt sich für L = 1 
durch 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝒛𝒛𝒛𝒛) = ‖𝒛𝒛𝒛𝒛‖2, ℎ1(𝒛𝒛𝒛𝒛) = ‖𝒛𝒛𝒛𝒛‖2, 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧2, 𝑓𝑓𝑓𝑓1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧2 . 
Im Hinblick auf Robustheit erhält man

(7)	 𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�
2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖22 

	              
𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max

𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�

2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖22 

mit

(8)	 𝕌𝕌𝕌𝕌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = { 𝚫𝚫𝚫𝚫 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝: ‖𝚫𝚫𝚫𝚫𝜸𝜸𝜸𝜸‖2 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑‖𝜸𝜸𝜸𝜸‖2∀ 𝜸𝜸𝜸𝜸 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝}. 

Für den Least Absolute Shrinkage and Selection 
Operator (LASSO; Tibshirani, 1996) gilt L = 1 mit 
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝒛𝒛𝒛𝒛) = ‖𝒛𝒛𝒛𝒛‖2, ℎ1(𝒛𝒛𝒛𝒛) = ‖𝒛𝒛𝒛𝒛‖1, 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧2, 𝑓𝑓𝑓𝑓1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧.    
Es folgt daraus 

(9)	 𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�
2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖1 

	             
𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max

𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�

2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖1 

mit

(10)	 𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = { 𝚫𝚫𝚫𝚫 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝: ‖𝚫𝚫𝚫𝚫𝜸𝜸𝜸𝜸‖2 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑‖𝜸𝜸𝜸𝜸‖1∀ 𝜸𝜸𝜸𝜸 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝}. 

Es ist also möglich, regularisierte Regression einzuset-
zen, um Schätzwerte zu erzeugen, welche robust gegen 
Messfehler unbekannter Verteilung sind. Damit eignen 
sich diese Verfahren für unsichere Daten, wie etwa Web-
site- und Social-Media-Daten. Die Unsicherheitsmenge 
𝕌𝕌𝕌𝕌 ⊆ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝  determiniert dabei, wie groß die Messfehler sein dür-
fen, ohne die Optimalität der geschätzten Regressions-
parameter zu beeinträchtigen. Dies geschieht durch den 
Unsicherheitsparameter 𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = { 𝚫𝚫𝚫𝚫 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝: ‖𝚫𝚫𝚫𝚫𝜸𝜸𝜸𝜸‖2 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑‖𝜸𝜸𝜸𝜸‖1∀ 𝜸𝜸𝜸𝜸 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝}.  > 0, welcher eine nicht triviale 
positive Verbindung zu dem Tuning-Parameter 𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max

𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�

2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖1  > 0 hat. 

Diese Verbindung wird in Krause (2019) sowie Burgard 
und andere (2021a) ausführlich charakterisiert. Die 
Intuition ist jedoch, dass je höher der Tuning-Parameter 
gewählt wird, desto größer sind die zulässigen Messfeh-
ler, und desto konservativer sind die Schätzergebnisse.

Ein interessanter Effekt ist, dass die Natur der Robust-
heit sich je nach Art der Regularisierung unterscheidet. 
Ridge-Regression verwendet die quadrierte ℓ2 -Norm 
als Regularisierungsterm. Dadurch wird in der Unsi-
cherheitsmenge 𝕌𝕌𝕌𝕌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = { 𝚫𝚫𝚫𝚫 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝: ‖𝚫𝚫𝚫𝚫𝜸𝜸𝜸𝜸‖2 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑‖𝜸𝜸𝜸𝜸‖2∀ 𝜸𝜸𝜸𝜸 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝}.  der maximale Singulärwert in min

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷�  
restringiert. Es wird also eine allgemeine Schranke für 
die Messfehler in 𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max

𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�

2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖1  eingeführt. Der LASSO verwendet 

die ℓ2 1-Norm als Regularisierungsterm. Dadurch wird in 
der Unsicherheitsmenge 𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = { 𝚫𝚫𝚫𝚫 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷×𝑝𝑝𝑝𝑝: ‖𝚫𝚫𝚫𝚫𝜸𝜸𝜸𝜸‖2 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑‖𝜸𝜸𝜸𝜸‖1∀ 𝜸𝜸𝜸𝜸 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝}.  die maximale ℓ2 -Norm 
jeder einzelnen Spalte in min

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷�  restringiert. Somit wird eine 
Schranke für jede einzelne Hilfsvariable in 𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
max

𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�

2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖1  eingeführt. 

Die Eigenschaft der Robustheit als solches ist jedoch in 
beiden Fällen gegeben. 

2.2	 Robustes Fay-Herriot-Modell

Im Folgenden wird eine robuste Variante des Fay-Har-
riot-Modells präsentiert, welche auf dem in Abschnitt 
2.1 beschriebenen Robustheitskonzept basiert. Es sei 
U eine Population der Größe N, welche in D disjunkte 
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Robuste Schätzung regionaler Indikatoren auf Basis unsicherer Daten durch regularisierte 
Regression

Areas Ud, d = 1, ..., D, der Größe Nd unterteilt ist. Wir 
nehmen an, dass eine Zufallsstichprobe 𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊂ 𝑈𝑈𝑈𝑈  aus der 
Population gezogen wird. Vereinfachend gehen wir hier-
bei davon aus, dass die Stichprobe in jeder Area eine 
Teilstichprobe Sd 𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊂ 𝑈𝑈𝑈𝑈  Ud der Größe nd > 0 aufweist. Es sei 
nun Y eine Zielvariable, anhand welcher der relevante 
Area-Indikator berechnet wird. Dies könnte etwa der 
area-spezifische Mittelwert von Y sein:

(11)	 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 =  
1
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑

� 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑑𝑑𝑑𝑑

, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷, 

wobei 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 =  
1
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑

� 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑑𝑑𝑑𝑑

, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷,  den Wert von Y der �-ten Person in Area Ud 
symbolisiert. Das Ziel ist 𝑌𝑌𝑌𝑌�𝑑𝑑𝑑𝑑  für alle Areas auf Basis von 
S zu schätzen. Nehmen wir an, dass uns hierfür in jeder 
Area ein Datenpaar (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 ,𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑),𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷,  zur Verfügung 
steht. Der Wert 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 +  𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷,  ist ein direkter design-basierter Schät-
zer von 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 +  𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷, , welcher auf Basis der Teilstichprobendaten in 
Sd berechnet wurde. Dies könnte ein Horvitz-Thompson-
Schätzer sein (Horvitz/Thompson, 1952). Der direkte 
Schätzer ist design-unverzerrt, es gilt also 

(12)	 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 +  𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷, 

wobei 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑒𝑒𝑒𝑒2)  ein normalverteilter Stichproben- 
fehler mit Erwartungswert 0 und Varianz 
𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀2 =  𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀2 (𝑛𝑛𝑛𝑛𝜀𝜀𝜀𝜀) > 0,  d = 1, ..., D ist. Der Einfachheit hal-
ber wird angenommen, dass 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀2 =  𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀2 (𝑛𝑛𝑛𝑛𝜀𝜀𝜀𝜀) > 0,  in jeder Area bekannt 
ist. Wenn der Teilstichprobenumfang nd groß genug ist, 
so ist 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑒𝑒𝑒𝑒2)  klein und 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 +  𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷,  ist ein verlässlicher Schätzer von 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 +  𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷, . Vor dem Hintergrund des SAE-Settings in Kapitel 1 ist 
dies jedoch in der Praxis oft nicht der Fall. Deshalb wird 
im klassischen Fay-Harriot-Modell angenommen, dass 
der Area-Indikator eine lineare Beziehung zu geeigneten 
Hilfsvariablen hat:

(13)	 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑𝜷𝜷𝜷𝜷 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷, 

wobei 𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ ℝ1×𝑝𝑝𝑝𝑝  ein Vektor mit korrekt gemesse-
nen Hilfsvariablenwerten in Area Ud ist. Der Term 
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2)  ist ein Random Intercept mit Varianz 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2)  > 0 auf Ebene der Areas. Es wird hier vereinfachend 
angenommen, dass 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2)  unabhängig von 𝜀𝜀𝜀𝜀1, … , 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐷𝐷𝐷𝐷  ist.  
Das komplette Fay-Harriot-Modell kann dann als ein 
Random-Intercept-Modell dargestellt werden:

(14)	 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑𝜷𝜷𝜷𝜷 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷. 

Das klassische Fay-Harriot-Modell darf in unserem Fall 
jedoch nicht verwendet werden, da die Hilfsvariablen-
werte mit unbekannten Messfehlern kontaminiert sind. 

Deswegen wird die Modellgleichung verändert, um das 
in Abschnitt 2.1 eingeführte Robustheitskonzept zu nut-
zen:

(15)	 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑑𝑑𝑑𝑑)𝜷𝜷𝜷𝜷 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷, 

wobei 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑑𝑑𝑑𝑑)𝜷𝜷𝜷𝜷 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷,  𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ ℝ1×𝑝𝑝𝑝𝑝  ein Messfehlervektor ist. Über alle 
Areas formuliert erhalten wir dann

(16)	 𝒚𝒚𝒚𝒚 =  (𝑿𝑿𝑿𝑿 + 𝐄𝐄𝐄𝐄)𝜷𝜷𝜷𝜷 + 𝒗𝒗𝒗𝒗 + 𝜺𝜺𝜺𝜺, 

wobei 𝒗𝒗𝒗𝒗 = (𝑣𝑣𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝐷𝐷𝐷𝐷)′  und 𝜺𝜺𝜺𝜺 = (𝜀𝜀𝜀𝜀1, … , 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐷𝐷𝐷𝐷)′.  Nachdem  
das Modell aufgestellt ist, müssen nun seine Modell- 
parameter (𝜷𝜷𝜷𝜷′,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2)′  robust geschätzt werden. Hierfür 
definieren wir die Varianz-Matrix
𝑽𝑽𝑽𝑽(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2) =  diag(𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀12 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2, … ,𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀2 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2) ∈ ℝ+

𝜀𝜀𝜀𝜀×𝜀𝜀𝜀𝜀 .
Die Modellparameterschätzung wird anschließend in 
zwei Teile unterteilt: die Schätzung der Regressionspara-
meter � und die Schätzung der Varianz 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2) . Im Folgenden 
wird von einer Robustifizierung durch Ridge-Regression 
ausgegangen.  

1. Schritt: Schätzung der Regressionsparameter �

Es wird zunächst ein Startwert 𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣
2[0]  definiert und die 

Varianz-Matrix 𝑽𝑽𝑽𝑽�𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣
2[0]� = 𝑽𝑽𝑽𝑽�  als fix betrachtet. Somit 

erhält man das gewichtete regularisierte Regressions-
problem

(17)	 𝜷𝜷𝜷𝜷� =  argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌

�𝑽𝑽𝑽𝑽�−
1
2�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷��

2
 

 

	     
    =  argmin

𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝
�𝑽𝑽𝑽𝑽�−

1
2�𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷��

2

2
+ ‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖22. 

Unter Ridge-Regression hat 𝜷𝜷𝜷𝜷�  eine geschlossene Lösung. 
Wird jedoch der LASSO oder ein anderes Verfahren mit  
ℓ2 1-Norm verwendet, so muss die Lösung iterativ 
bestimmt werden, etwa durch Gradientenabstiegsver-
fahren.

2. Schritt: Schätzung der Varianz 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2) 

Die Varianz wird bedingt auf die robuste Lösung 𝜷𝜷𝜷𝜷�  durch 
eine Maximum-Likelihood-Schätzung bestimmt. Hierfür 
wird die logarithmierte Likelihood-Funktion minimiert:

(18)	

𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣2 = argmin
𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2∈ℝ+

−
1
2

 [log(2𝜋𝜋𝜋𝜋) + log(|𝑽𝑽𝑽𝑽(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2)|) + 𝒓𝒓𝒓𝒓�′𝑽𝑽𝑽𝑽−1𝒓𝒓𝒓𝒓�]. 

Dabei ist 𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣2 = argmin
𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2∈ℝ+

−
1
2

 [log(2𝜋𝜋𝜋𝜋) + log(|𝑽𝑽𝑽𝑽(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2)|) + 𝒓𝒓𝒓𝒓�′𝑽𝑽𝑽𝑽−1𝒓𝒓𝒓𝒓�].  = 𝒚𝒚𝒚𝒚 ∈ ℝ𝐷𝐷𝐷𝐷  – 𝜷𝜷𝜷𝜷�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

max
𝚫𝚫𝚫𝚫∈𝕌𝕌𝕌𝕌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

‖𝒚𝒚𝒚𝒚 − �𝑿𝑿𝑿𝑿� + 𝚫𝚫𝚫𝚫�𝜷𝜷𝜷𝜷‖2 =  argmin
𝜷𝜷𝜷𝜷∈ℝ𝑝𝑝𝑝𝑝

 �𝒚𝒚𝒚𝒚 −  𝑿𝑿𝑿𝑿�𝛽𝛽𝛽𝛽�
2
2 + 𝜆𝜆𝜆𝜆‖𝜷𝜷𝜷𝜷‖1 �. Die Lösung kann iterativ durch 

einen Newton-Raphson-Algorithmus gefunden werden. 
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Joscha Krause

Es wird deutlich, dass Schritt 1 und Schritt 2 jeweils von-
einander abhängig sind. Das Ergebnis von Schritt 1 geht 
in Schritt 2 ein, dessen Ergebnis wiederum in Schritt 1 
eingeht. Folglich werden bei der Modellparameterschät-
zung beide Schritte immer wieder bedingt aufeinander 
wiederholt, bis sich Konvergenz einstellt. In Krause 
(2019) sowie Burgard und andere (2021a) wird gezeigt, 
dass dieser Ansatz konsistente Modellparameterschät-
zung erlaubt.  

Sind die geschätzten Modellparameter 𝜷𝜷𝜷𝜷�  und 𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣
2[0]  einmal 

bestimmt, kann auf ihrer Basis nun der Area-Indikator 
geschätzt werden. Hierfür wird schließlich folgender Prä-
diktor verwendet:

(19)	 𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 − 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑑𝑑𝑑𝑑)𝜷𝜷𝜷𝜷�, 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣2

𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣2 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑2  
, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷. 

	
𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 − 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑑𝑑𝑑𝑑)𝜷𝜷𝜷𝜷�, 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣2

𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣2 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑2  
, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷. 

3 

Simulation

3.1	 Simulationsaufbau

Das im Folgenden präsentierte Simulationsexperiment 
verdeutlicht die Effektivität der beschriebenen Methodik. 
Hierfür wird eine Monte-Carlo-Simulation mit R = 500 
Iterationen durchgeführt, welche mit r = 1, ..., R indiziert 
sind. Für die Simulation wird eine synthetische Popu-
lation unter dem klassischen Fay-Harriot-Modell ohne 
Messfehler erzeugt. Anschließend wird eine Datenbasis 
generiert, welche Stichproben- und Messfehler wie in 
Abschnitt 2.2 beschrieben enthält. Auf dieser Basis sol-
len die Werte der Area-Indikatoren in der synthetischen 
Population geschätzt werden. Hierbei werden die Perfor-
mance des klassischen Fay-Harriot-Modells (FH) unter 
Maximum-Likelihood-Schätzung sowie seiner robusten 
Variante unter Ridge-Regression (ℓ2 -FH) verglichen. Die 
Simulation erfolgt nach dem folgenden Algorithmus:

1. Definiere 𝐷𝐷𝐷𝐷 ∈ {50, 100} , 𝜷𝜷𝜷𝜷 = (2,2,2)′,   
	        𝝁𝝁𝝁𝝁𝑿𝑿𝑿𝑿 = (2,2,2),𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2 = 1 .

2. Ziehe 𝑿𝑿𝑿𝑿 ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(𝝁𝝁𝝁𝝁𝑿𝑿𝑿𝑿, 𝑰𝑰𝑰𝑰3)  und 𝑬𝑬𝑬𝑬 ∼ F(𝟎𝟎𝟎𝟎3,𝚺𝚺𝚺𝚺) , wobei F eine 
     Messfehlerverteilung ist.

3. Ziehe 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀2 ∼ 𝑈𝑈𝑈𝑈(30, 40),𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷 .

4. Kontaminiere die Hilfsvariablenwerte 𝑿𝑿𝑿𝑿� = 𝑿𝑿𝑿𝑿 + 𝑬𝑬𝑬𝑬 .

5. Für r = 1, ..., R:

a.	Ziehe 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟] ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣2)  und 

		           𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟] ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜎𝜎𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑2 ),𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷. 

b.	Erzeuge 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟] = 𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑𝜷𝜷𝜷𝜷 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟]  und 

	 	              𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟] =  𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟] + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟],𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷. 

c.	 Berechne 𝜷𝜷𝜷𝜷� 
[r]

 und 𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣
2[0] 
[r]

 anhand der Datenpaare 

		                  �𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟],𝒙𝒙𝒙𝒙�𝑑𝑑𝑑𝑑�,𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1, … ,𝐷𝐷𝐷𝐷. 

d.	Berechne 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟] = 𝒙𝒙𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑𝜷𝜷𝜷𝜷 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟] , d = 1, ..., D, anhand von 𝜷𝜷𝜷𝜷� 
[r]

 und  
	                𝜎𝜎𝜎𝜎�𝑣𝑣𝑣𝑣

2[0] 
[r]

.

6. Berechne die Genauigkeitsmaße.

Für die Messfehlerverteilung F werden vier Szenarien 
angenommen:

>	 Szenario 1: keine Messfehler,

>	 Szenario 2: symmetrische schwach-korrelierte Fehler,

>	 Szenario 3: symmetrische stark-korrelierte Fehler,

>	 Szenario 4: asymmetrische Fehler.

Die Genauigkeitsmaße für die Schätzung der Area-Indi-
katoren sind der Relative Bias (RBias) und der Relative 
Root Mean Squared Error (RRMSE): 

(20)	 RBias(𝜇̂𝜇𝜇𝜇) =  
1

𝐷𝐷𝐷𝐷 ⋅ 𝑅𝑅𝑅𝑅
 ��

�𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟] − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟]�
𝜇̅𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟=1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑=1

, 

(21)	   RRMSE(𝜇̂𝜇𝜇𝜇) =  
1

𝐷𝐷𝐷𝐷 ⋅ 𝑅𝑅𝑅𝑅
 ��

��𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟] − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟]�
2

𝜇̅𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟=1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑=1

, 

wobei 𝜇̅𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑  der Mittelwert des Area-Indikators für Ud über 
alle Iterationen ist. Der RBias gibt an, inwiefern die 
Schätzwerte das generelle Niveau des wahren Para-
meters treffen. Er ist ein Maß für das generelle Verhal-
ten eines Schätzers. Der RRMSE misst die Effizienz der 
Schätzung unter Berücksichtigung von Bias und Varianz. 
Je kleiner dieser Wert ist, desto genauer sind die Schätz-
ergebnisse des jeweiligen Verfahrens. Für die SAE-Praxis 
ist dieses Maß von größerer Bedeutung als der RBias, da 
er die Schätzgenauigkeit quantifiziert. 
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3.2	 Simulationsergebnisse

 Tabelle 1 präsentiert die Ergebnisse der Area-Indi-
katorschätzung. Anhand des RBias wird deutlich, dass 
der klassische Fay-Harriot-Ansatz insgesamt weniger 
verzerrte Ergebnisse produziert. Schaut man jedoch auf 
den RRMSE, wird deutlich, dass ℓ2 -FH in jedem Szenario 
die effizienteren Schätzungen liefert. Dieses Resultat ist 
vor dem Hintergrund der Literatur über Ridge-Regression 
erwartbar. In der Abwesenheit von Messfehlern haben 
Hoerl/Kennard (1970) gezeigt, dass die quadrierte  
ℓ2 -Norm als Regularisierungsterm zwar die Verzerrung 
der Schätzung erhöht, jedoch ihre Effizienz insgesamt 
verbessert. Entscheidend hierfür ist die Wahl des Regu-
larisierungsparameters λ > 0. Er balanciert Verzerrung 
und Varianz bei der Schätzung, weswegen seine Wahl 
ein wichtiger Aspekt der Methodik ist. Dies wird in Kapi-
tel 4 adressiert. 

Grundsätzlich lässt sich also festhalten, dass die Regula-
risierung den Bias erhöht, um die Schätzvarianz zu redu-
zieren. Im Kontext von fehlerhaften Daten führt dies zu 
einer Verbesserung der Schätzergebnisse gemessen am 
RRMSE. Die Schätzungen sind insgesamt genauer, was 
vor dem Hintergrund der Ausgangssituation gewünscht 
war. 

4

Fazit und Ausblick

Der Artikel thematisierte den Nutzen von regularisier-
ter Regression für die Schätzung von regionalen Indi-
katoren auf Basis unsicherer Daten. Es wurde gezeigt, 
dass Regularisierung eine allgemeine Verbindung zu 
robuster Optimierung hat. Diese ermöglicht es aus der 
Literatur bereits bekannte SAE-Verfahren mittels Regula-
risierung so zu erweitern, dass sie robuste Ergebnisse 
in der Gegenwart unbekannter Messfehler produzieren. 
Vor diesem Hintergrund wurde eine robuste Variante 
des Fay-Harriot-Modells vorgestellt. Dessen Effekti-
vität wurde anschließend in einer Simulationsstudie 
demonstriert. 

Die dargelegte Verwendung von Regularisierung ist im 
Hinblick auf die statistische Literatur untypisch. Derar-
tige Verfahren werden meist im Kontext hochdimensio-
naler Inferenz, Multikollinearität sowie Variablenselek-
tionsproblemen eingesetzt. Doch die demonstrierte 
allgemeine Verbindung zu robuster Optimierung legt 
weitere Anwendungsfelder nahe. Die Studie verdeut-
licht, dass regularisierte Regression robuste und kon-
sistente Schätzergebnisse in der Gegenwart von Mess-
fehlern unbekannter Verteilung liefert. Dies erlaubt die 
Einbeziehung moderner Datenquellen, wie etwa Web-
site- und Social-Media-Daten, zur Verbesserung statisti-
scher Modelle für die Schätzung regionaler Indikatoren. 
Somit kann perspektivisch die sozioökonomische For-
schung erweitert werden, da nun eine größere Menge 
und Vielfalt von Daten nutzbar ist.  

Ein wichtiger Aspekt für den Einsatz regularisierter 
Regressionsverfahren ist die Wahl des Tuning-Parame-
ters. Im Kontext von Robustheit determiniert er durch 
seine Verbindung zu den Parametern der Unsicherheits-
menge die maximal zulässigen Messfehler, unter wel-
chen die geschätzten Modellparameter optimal sind. In 
dem präsentierten Artikel wurde der Tuning-Parameter 
durch Kreuzvalidierung gewählt, wie es in der Literatur 
vielfach vorgeschlagen wird. Die Natur des Robustifi-
zierungseffekts hängt von dem gewählten Regularisie-
rungsterm ab. Daher liegt es nahe, dass sowohl Tuning-
Parameter als auch Regularisierung optimal gegeben der 
Datenkontaminierung gewählt werden können. Dies ist 
jedoch Gegenstand künftiger Forschung. 

Tabelle 1
Ergebnisse der Area-Indikatorschätzung

D FH 
RBias(𝜇̂𝜇𝜇𝜇) =  

1
𝐷𝐷𝐷𝐷 ⋅ 𝑅𝑅𝑅𝑅

 ��
�𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟] − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟]�

𝜇̅𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟=1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑=1

, 
ℓ2 -FH 
RBias(𝜇̂𝜇𝜇𝜇) =  

1
𝐷𝐷𝐷𝐷 ⋅ 𝑅𝑅𝑅𝑅

 ��
�𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟] − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟]�

𝜇̅𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟=1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑=1

, 
FH  
RRMSERBias(𝜇̂𝜇𝜇𝜇) =  

1
𝐷𝐷𝐷𝐷 ⋅ 𝑅𝑅𝑅𝑅

 ��
�𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟] − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟]�

𝜇̅𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟=1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑=1

, 
ℓ2 -FH  
RRMSERBias(𝜇̂𝜇𝜇𝜇) =  

1
𝐷𝐷𝐷𝐷 ⋅ 𝑅𝑅𝑅𝑅

 ��
�𝜇̂𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟𝑟𝑟] − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑟𝑟𝑟𝑟]�

𝜇̅𝜇𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟=1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑=1

, 

Szenario 1 50 – 0.0006 – 0.0437 0.1240 0.1139

Szenario 1 100 – 0.0016 – 0.0365 0.1003 0.0955

Szenario 2 50 – 0.0394 – 0.0841 0.2116 0.1984

Szenario 2 100 – 0.0299 – 0.0588 0.1771 0.1719

Szenario 3 50 – 0.0604 0.0917 0.2235 0.2189

Szenario 3 100 0.0355 – 0.0780 0.2097 0.1983

Szenario 4 50 – 0.1425 – 0.1528 0.3324 0.3310

Szenario 4 100 – 0.1439 – 0.1638 0.3288 0.3266

D: Testvariable; FH: Fay-Harriot; RBias: Relative Bias; RRMSE: Relative Root Mean Squared 
Error.
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ABKÜRZUNGEN

D Durchschnitt (bei nicht addierfähigen Größen) 

Vj Vierteljahr

Hj Halbjahr

a. n. g. anderweitig nicht genannt

o. a. S. ohne ausgeprägten Schwerpunkt

Mill. Million

Mrd. Milliarde

ZEICHENERKLÄRUNG

– nichts vorhanden

0 weniger als die Hälfte von 1 in der letzten besetzten Stelle, jedoch mehr als nichts

. Zahlenwert unbekannt oder geheim zu halten

. . . Angabe fällt später an

X Tabellenfach gesperrt, weil Aussage nicht sinnvoll

I oder — grundsätzliche Änderung innerhalb einer Reihe, die den zeitlichen Vergleich beeinträchtigt

/ keine Angaben, da Zahlenwert nicht sicher genug

( ) Aussagewert eingeschränkt, da der Zahlenwert statistisch relativ unsicher ist

Abweichungen in den Summen ergeben sich durch Runden der Zahlen.

Tiefer gehende Internet-Verlinkungen sind hinterlegt.
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