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ROBUSTE SCHATZUNG REGIONALER
INDIKATOREN AUF BASIS UNSICHERER
DATEN DURCH REGULARISIERTE
REGRESSION

Joscha Krause

N Schliisselwdrter: Internetdaten — Messfehler — regularisierte Regression —
robuste Statistik — Small Area Estimation

ZUSAMMENFASSUNG

Small Area Estimation erlaubt die Schatzung regionaler Indikatoren anhand kleiner
Stichproben. Hierflir werden Survey-Daten mehrerer Regionen in statistischen Model-
len kombiniert. Aufgrund der Digitalisierung der Gesellschaft entstehen immer mehr
zusétzliche Datenquellen, wie etwa Website- und Social-Media-Daten, welche die Mo-
delle weiter verbessern kdnnten. Bei der Verwendung dieser Daten ist jedoch zu be-
achten, dass ihre Eigenschaften sich deutlich von Stichprobendaten unterscheiden.
Sie sind unter anderem mit einer generellen Unsicherheit assoziiert, welche sich nicht
quantifizieren lasst. Klassische Schadtzverfahren kdnnen dies nicht antizipieren, was
zu ungenauen Ergebnissen fiihrt. Dieser Artikel zeigt, dass die Schatzung regionaler
Indikatoren gegen Unsicherheit mithilfe von Regularisierung robustifiziert werden
kann.

N Keywords: internet data — measurement errors — reqularised regression —
robust statistics — small area estimation

ABSTRACT

Small area estimation facilitates the estimation of regional indicators from small sam-
ples. This requires the combination of survey data from multiple regions in statistical
models. Due to the rapid digitalisation of public life, more and more additional data
sources arise, such as website and social media data. These data sources can further
improve the models. However, researchers must be aware that these data have fun-
damentally different properties than sample data. They are often associated with a
general uncertainty that cannot be quantified. Classical estimators cannot account for
this, which leads to inaccurate estimates. This paper demonstrates that regularisation
is a useful tool to robustify small area estimates against uncertainty.
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Einleitung

Forschung und Politik bendétigen belastbare Zahlen zu
Bevolkerungsindikatoren auf regionaler Ebene. Sol-
che Informationen liegen hdufig nicht vollerhoben in
amtlichen Registern vor, sie miissen stattdessen von
Forschenden statistisch geschatzt werden. Hierfiir wer-
den in der Regel Stichprobendaten verwendet, welche
aus Surveys wie dem Mikrozensus stammen. Aufgrund
hoher Erhebungskosten und des groflen personellen
Aufwands enthalten Stichproben hdufig nur wenige
Beobachtungen in Relation zu Vollerhebungen. Wer-
den auf dieser Basis nun regionale Indikatoren anhand
direkter Schatzer ermittelt, so sind die Schatzwerte
mit sehr grofRen Varianzen assoziiert. Die abgeleiteten
Ergebnisse sind in der Regel nicht verldsslich.

Small Area Estimation ist ein Sammelbegriff fiir statisti-
sche Methoden, welche diese Problematik adressieren.
Sie kombinieren die Stichprobendaten mehrerer Regio-
nen (Areas) mit geeigneten Hilfsinformationen in statis-
tischen Modellen. Area-Indikatoren werden anschlie-
Bend anhand von Pradiktionen auf Basis der Modelle
geschdtzt. Dies erlaubt, den effektiven Stichproben-
umfang fiir die Schatzung eines regionalen Indikators
zu vergrofiern, und reduziert somit die Varianz relativ
zu klassischen direkten Schatzern. Die Ergebnisse sind
folglich genauer und verldsslicher. Eine umfassende Ein-
fuhrung in Small Area Estimation bieten Rao und Molina
(2015) sowie Morales und andere (2021a).

Eine wesentliche Bedingung fiir den Effizienzgewinn
gegeniiber direkten Schatzern ist die Verfiigharkeit von
geeigneten Hilfsvariablen. Diese miissen einen mog-
lichst starken statistischen Zusammenhang zu jener
Zielvariablen aufweisen, anhand dessen der Area-Indi-
kator berechnet wird (Molina und andere, 2015). Je star-
ker der Zusammenhang ist, desto genauer kdnnen die
Indikatoren mit Small Area Estimation geschéatzt werden.
Hier bietet die fortschreitende Digitalisierung des 6ffent-
lichen Lebens neue Mdglichkeiten fiir die soziodkono-
mische Forschung. Es entstehen immer mehr alternative
Datenquellen, etwa Website- und Social-Media-Daten,
mit neuen Hilfsvariablen. Diese Daten sind in grofRer
Zahl verfiigbar und gewdhren soziale Einblicke, die sich
mit klassischen Stichprobendaten nur schwer erfassen
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lassen. Sie konnen statistische Modelle entscheidend
bereichern und die Schdtzung von Area-Indikatoren
deutlich verbessern.

Doch bei der Nutzung solcher modernen Datenquellen
fiir Small Area Estimation ist zu beachten, dass ihre
Eigenschaften sich sehr deutlich von Stichprobendaten
unterscheiden. Internetdaten weisen hdufig eine gene-
relle Unsicherheit auf. Sie unterliegen Selektionsverzer-
rungen und sind durch fehlerhafte Angaben kontami-
niert. Diese Probleme werden nachfolgend unter dem
Begriff Messfehler zusammengefasst.

Messfehler sind keine Eigenheit von Internetdaten, son-
dern treten auch bei Stichprobendaten auf. Deshalb ist
die Schatzung von Area-Indikatoren mittels fehlerhafter
Daten eine bereits bekannte methodische Herausfor-
derung. Sie wurde in der Vergangenheit auf Basis von
Messfehlermodellen geldst. Das Grundprinzip dieser
Verfahren ist es, Verteilungsannahmen beziiglich der
Messfehler einzufiihren und anschliefend robuste
Schéatzwerte unter dieser Pramisse herzuleiten. Metho-
dische Beitrdge hierzu wurden von unter anderem von
Ybarra/Lohr (2008), Torabi und anderen (2009) sowie
Burgard und anderen (2020a, 2020b, 2021b) und Mora-
les und anderen (2021b) veroffentlicht.

Internetdaten unterscheiden sich von Stichprobendaten
jedoch darin, dass bei Surveys der Erhebungsprozess
kontrollierbar ist. Dies erlaubt eine approximative Quan-
tifizierung der Messfehler, oder zumindest das Ablei-
ten von Verteilungsannahmen beziiglich der Fehler. Bei
Internetdaten ist dies nicht méglich. Sollen solche Daten
also fiir Small Area Estimation (SAE) verwendet werden,
braucht es Schatzverfahren, welche robuste Ergebnisse
in der Gegenwart nicht quantifizierbarer Messfehler
ohne Verteilungsannahmen liefern. Hierfiir bietet die
statistische Literatur derzeit kaum verwendbare Ansatze.

Dieser Artikel prasentiert einen mathematischen Rah-
men, der es erlaubt, bekannte SAE-Modelle weiterzu-
entwickeln, um eine solche Robustheit zu erreichen.
Hierzu wird eine Verbindung von robuster Optimierung
(El Ghaoui/Lebret, 1997; Ben-Tal und andere, 2009)
und regularisierter Regression (Hoerl/Kennard, 1970;
Tibshirani, 1996) verallgemeinert, die Bertsimas/Copen-
haver (2018) erstmals charakterisierten. Auf dieser
Basis konnen robuste Schéatzverfahren hergeleitet wer-
den, welche Area-Indikatoren mithilfe unsicherer Daten
verlasslich quantifizieren. Darauf aufbauend ist es sogar
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moglich, eine konservative Abschatzung des mittleren
quadratischen Vorhersagefehlers (Mean Squared Error;
MSE) vorzunehmen. Dies ist flir die praktische Anwen-
dung von zentraler Bedeutung, da die Schwankung der
Schatzwerte ein wichtiger Indikator der Schatzqualitat
ist.

Das folgende Kapitel 2 charakterisiert das Robustheits-
konzept, welches den neuen SAE-Verfahren zugrunde
liegt. Auf dieser Basis wird anschlieBend eine robuste
Variante des Fay-Herriot-Modells (Fay/Herriot, 1979)
vorgestellt. Kapitel 3 prdsentiert eine Simulationsstudie,
welche die vorgeschlagene Methodik testet. Der Aufsatz
schliefitin Kapitel 4 mit einem Fazit und einem Ausblick.

Der Artikel behandelt ausgewahlte Aspekte der Disser-
tation des Autors (Krause, 2019). Tiefergehende mathe-
matische Details sowie weitere Eigenschaften regulari-
sierter Regression in Small Area Estimation enthalten
die Dissertation sowie Burgard und andere (2021a).

2

Robuste Small Area Estimation

2.1 Regularisierung und Robustheit

Der Begriff Robustheit wird innerhalb der Statistik in
verschiedenen Kontexten verwendet. Deswegen wird
zundchst die im Artikel verwendete Robustheit charakte-
risiert. Auf dieser Basis ist es moglich, anschliefend in
Kapitel 3 einen robusten SAE-Ansatz herzuleiten.

Ein Regressionsproblem ist im Allgemeinen wie folgt
definiert: Es gibt eine Zielvariable Y, deren beobach-
tete Werte in einem Vektor y € RP enthalten sind.
Diese sollen anhand einer Menge an Hilfsvariablen
X ={Xy, .., X,} beschrieben werden, deren Werte mit
einer Matrix X € R?*? notiert werden. Im Falle von para-
metrischer Inferenz wird angenommen, dass es einen
Regressionsparametervektor B € RP gibt, welcher die
Beziehung von Y und X beschreibt. Dieser soll auf Basis
der verfiigbaren Daten geschatzt werden. Nun wird eine
Verlustfunktion g:RP — R, definiert, welche umso
ndher an Null liegt, je besser y auf Basis von X mithilfe
von 3 beschrieben werden kann. Im Falle von linearer
Regression kdnnte dies etwa die Summe der Residual-
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quadrate sein. Der Vektor 8 wird so gewdhlt, dass die
Verlustfunktion moglichst nahe an Null liegt:

1) 152%{11’ gy —XB)

Gehen wir nun davon aus, dass die Hilfsvariablenwerte
fehlerhaft gemessen werden. Anstelle von X beobachtet
man X = X + E, wobei E € RP*P eine Matrix mit unbe-
kannten Messfehlern ist. Es nicht moglich, die indivi-
duellen Komponenten zu ermitteln. Ferner sind keine
Aussagen (iber die Verteilung der Messfehler maéglich.
Im Hinblick auf Kapitel 1 spiegelt dies die Problematik
vieler moderner Datenquellen wider. Man erhdlt das
Minimierungsproblem

) in, 9y —XB).

Die unbekannte Kontaminierung in X muss bei der
Schatzung der Regressionsparameter beriicksichtigt
werden, um valide Ergebnisse zu erhalten. An dieser
Stelle bietet das Feld der robusten Optimierung einen
hilfreichen Ansatz. Es wird eine Perturbationsmatrix
A € RP*? eingefiihrt, um die Unsicherheit in X zu repra-
sentieren. Diese Perturbationsmatrix stammt aus einer
Unsicherheitsmenge U € RP*P, welche Vermutungen
widerspiegelt, wie die Messfehler strukturiert sein kénn-
ten. Da jedoch keine Verteilungsannahmen beziiglich
der Messfehler gerechtfertigt werden konnen, ist es
sinnvoll, diese moglichst konservativ zu betrachten. Das
Minimierungsproblem sieht dann wie folgt aus:

() pinmaxg(y—(X+4)B)

Die Verlustfunktion wird wie zuvor durch die Wahl der
Regressionsparameter 3 minimiert. Zeitgleich wird
jedoch auch die Perturbationsmatrix A maximal im
Hinblick auf die Unsicherheitsmenge U gewahlt. Ver-
einfacht ausgedriickt wird von einem Worst-Case-Sze-
nario beziiglich der Messfehler ausgegangen. Der Vek-
tor B wird unter der Annahme des maximal mdglichen
Messfehlers gegeben U optimal gewdhlt. Somit sind
die geschatzten Regressionsparameter robust gegen
Messfehler einer bestimmten Grofenordnung, jedoch
unabhédngig von deren Verteilung. Diese Perspektive auf
Robustheit wurde unter anderem von El Ghaoui/Lebret
(1997) sowie Ben-Tal und anderen (2009) studiert. Im
Folgenden wird dieser Ansatz Min-Max-Robustifizierung
genannt.
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Eine wichtige Frage ist nun, wie sich dieser Ansatz prak-
tisch anwenden ldsst, also wie das skizzierte Regres-
sionsproblem geldst werden kann. Hier kann auf ein
Ergebnis von Bertsimas/Copenhaver (2018) aufgebaut
werden. Es zeigt, dass unter bestimmten Umstdanden
Min-Max-Robustifizierung eine unerwartete Verbindung
zu regularisierter Regression aufweist. Regularisierte
Regression hat die Form

(4) in, 9y —XB) + 1h(B).

Hierbei ist A > 0 ein Tuning-Parameter und h: R? - R,
eine Regularisierung. Diese Problemart ist in der Litera-
tur seit einigen Jahren bekannt. Regularisierte Regres-
sion ldsst sich schnell und effizient [6sen, was insbeson-
dere bei groen Datensédtzen ein wichtiger Aspekt ist. In
Krause (2019) sowie Burgard und anderen (2021a) wird
diese Verbindung verallgemeinert. Es kann gezeigt wer-
den, dass

(5) argminmax g(y — (X + A)B)
BERP AeU
L
= all'g%]?pinf (g(y - Xﬂ)) + Zl:/lzfl(hl(ﬁ))
fr

L
6 U= {AcR™:gdy) < ) pih(@) VY ER?)

=1

gilt, wenn f, fi, ..., f.: R, = R, monoton steigende kon-
vexe Funktionenundhy, ..., h;: RP > R, Normen sind. Es
wird deutlich, dass Min-Max-Robustifizierung dquivalent
zu regularisierter Regression ist. Die Aquivalenz gilt fiir
viele Verfahren, welche bereits seit Jahren in der Statis-
tik verwendet werden. Ein Beispiel hierfiir ist die Ridge-
Regression (Hoerl/Kennard, 1970).Sie ergibtsichfirL=1
durch g(2) = llzllz, hi(2) = llzll2, f(2) = 2%, f1(2) = Z°
Im Hinblick auf Robustheit erhalt man

@ Eridge = argmin max ||y — (X + A)B”Z

BERP

AEUridge

= argmin ||y — Xﬁ”j +2BII3
BERP

mit
®) Uriage = { A € RP*P:||AY]l, < @llyIl,V ¥ € RP}.
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Fiir den Least Absolute Shrinkage and Selection

Operator (LASSO; Tibshirani, 1996) gilt L=1 mit

9(2) = lzllz, hy (2) = llzlly, f(2) = 2% f1(2) = z.

Es folgt daraus

9 ﬁlasso = argmin max ||y — (X+A)ﬂ”2
BERP

A€Ujqss0

= argmin ||y — )7[3”2 + Bl
BERP

mit
(10) Uy = {A € RPP: Ay, < @llyll,V ¥ € RP}.

Es ist also moglich, regularisierte Regression einzuset-
zen, um Schéatzwerte zu erzeugen, welche robust gegen
Messfehler unbekannter Verteilung sind. Damit eignen
sich diese Verfahren fiir unsichere Daten, wie etwa Web-
site- und Social-Media-Daten. Die Unsicherheitsmenge
U determiniert dabei, wie gro3 die Messfehler sein diir-
fen, ohne die Optimalitdt der geschatzten Regressions-
parameter zu beeintrachtigen. Dies geschieht durch den
Unsicherheitsparameter ¢ > 0, welcher eine nicht triviale
positive Verbindung zu dem Tuning-Parameter 1 > 0 hat.
Diese Verbindung wird in Krause (2019) sowie Burgard
und andere (2021a) ausfiihrlich charakterisiert. Die
Intuition ist jedoch, dass je hdher der Tuning-Parameter
gewdhlt wird, desto gréRer sind die zuldssigen Messfeh-
ler, und desto konservativer sind die Schatzergebnisse.

Ein interessanter Effekt ist, dass die Natur der Robust-
heit sich je nach Art der Regularisierung unterscheidet.
Ridge-Regression verwendet die quadrierte £,-Norm
als Regularisierungsterm. Dadurch wird in der Unsi-
cherheitsmenge U, 44, der maximale Singuldrwert in A
restringiert. Es wird also eine allgemeine Schranke fiir
die Messfehler in X eingefiihrt. Der LASSO verwendet
die £1-Norm als Regularisierungsterm. Dadurch wird in
der Unsicherheitsmenge U, die maximale £,-Norm
jeder einzelnen Spalte in A restringiert. Somit wird eine
Schranke fiir jede einzelne Hilfsvariable in X eingefiihrt.
Die Eigenschaft der Robustheit als solches ist jedoch in
beiden Fallen gegeben.

2.2 Robustes Fay-Herriot-Modell

Im Folgenden wird eine robuste Variante des Fay-Har-
riot-Modells prasentiert, welche auf dem in Abschnitt
2.1 beschriebenen Robustheitskonzept basiert. Es sei
U eine Population der Grofe N, welche in D disjunkte
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Areas Uy, d = 1, ..., D, der GréRe Ny unterteilt ist. Wir
nehmen an, dass eine Zufallsstichprobe § ¢ U aus der
Population gezogen wird. Vereinfachend gehen wir hier-
bei davon aus, dass die Stichprobe in jeder Area eine
Teilstichprobe Sy c U, der GroBe ng > 0 aufweist. Es sei
nun Y eine Zielvariable, anhand welcher der relevante
Area-Indikator berechnet wird. Dies konnte etwa der
area-spezifische Mittelwert von Y sein:

1
(11) Ha = —Z Yia»

wobei y;; den Wert von Y der i-ten Person in Area Uy
symbolisiert. Das Ziel ist ¥, fiir alle Areas auf Basis von
S zu schdtzen. Nehmen wir an, dass uns hierfiir in jeder
Area ein Datenpaar (y4 x4),d = 1, ..., D, zur Verfiigung
steht. Der Wert y, ist ein direkter design-basierter Schat-
zervon lg, welcher auf Basis der Teilstichprobendaten in
Sqberechnet wurde. Dies kdnnte ein Horvitz-Thompson-
Schatzer sein (Horvitz/Thompson, 1952). Der direkte
Schatzer ist design-unverzerrt, es gilt also

(12)  ya=wug+ &, d=1,..,D,

wobei g; ~ N(0,02) ein normalverteilter Stichproben-
fehler ~mit  Erwartungswert 0 und Varianz
02 = a%(nyg) >0,d=1, ..., Dist. Der Einfachheit hal-
ber wird angenommen, dass 02 in jeder Area bekannt
ist. Wenn der Teilstichprobenumfang ng, grof3 genug ist,
so ist g2 klein und y, ist ein verldsslicher Schétzer von
Uq. Vor dem Hintergrund des SAE-Settings in Kapitel 1 ist
dies jedoch in der Praxis oft nicht der Fall. Deshalb wird
im klassischen Fay-Harriot-Modell angenommen, dass
der Area-Indikator eine lineare Beziehung zu geeigneten
Hilfsvariablen hat:

(13)  ug = x4B + vy, d=1,..,D,

wobei x; € R™P ein Vektor mit korrekt gemesse-
nen Hilfsvariablenwerten in Area Uy ist. Der Term
vy ~ N(0,02) ist ein Random Intercept mit Varianz
02> 0 auf Ebene der Areas. Es wird hier vereinfachend
angenommen, dass v, unabhdngig von g, ..., &p ist.
Das komplette Fay-Harriot-Modell kann dann als ein
Random-Intercept-Modell dargestellt werden:

(14) Va = de + Va + Ea» d= 1, ,D

Das klassische Fay-Harriot-Modell darf in unserem Fall
jedoch nicht verwendet werden, da die Hilfsvariablen-
werte mit unbekannten Messfehlern kontaminiert sind.
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Deswegen wird die Modellgleichung verandert, um das
in Abschnitt 2.1 eingefiihrte Robustheitskonzept zu nut-
zen:

(15) yd = (xd+ed)ﬁ+vd+€d, d = 1,...,D,

wobei e; € R™? ein Messfehlervektor ist. Uber alle
Areas formuliert erhalten wir dann

(16) y= X+EB+v+eg

wobei v = (vy, ...,vp)" und &€ = (&, ...,&p)". Nachdem
das Modell aufgestellt ist, miissen nun seine Modell-
parameter (B’,02)" robust geschitzt werden. Hierfiir
definieren wir die Varianz-Matrix

V(o?2) = diag(c + o, ...,0% + o2) € RR*P,

Die Modellparameterschatzung wird anschlieBend in
zwei Teile unterteilt: die Schatzung der Regressionspara-
meter B und die Schatzung der Varianz o2 Im Folgenden
wird von einer Robustifizierung durch Ridge-Regression
ausgegangen.

1. Schritt: Schatzung der Regressionsparameter 3

Es wird zundchst ein Startwert 6,,2[01 definiert und die
Varianz-Matrix V(&,f[o]) =V als fix betrachtet. Somit
erhdlt man das gewichtete regularisierte Regressions-

problem

17 B = argmin max
( ) B ﬂ%Rp A€eU

vy - (% +a)p]|

o1 - 2
= argmin ||V 2ly- (X + A)ﬁ]” +11BI15.
BERP 2

Unter Ridge-Regression hat 8 eine geschlossene Losung.
Wird jedoch der LASSO oder ein anderes Verfahren mit
£,-Norm verwendet, so muss die Ldsung iterativ
bestimmt werden, etwa durch Gradientenabstiegsver-
fahren.

2. Schritt: Schitzung der Varianz o2

Die Varianz wird bedingt auf die robuste Losung B durch
eine Maximum-Likelihood-Schatzung bestimmt. Hierfiir
wird die logarithmierte Likelihood-Funktion minimiert:
(18) )

62 = argmin ~3 [log(2m) + log(|V(a2)]) + P'V1#]

U,?E]R+

Dabei ist # = y — XB. Die Losung kann iterativ durch
einen Newton-Raphson-Algorithmus gefunden werden.
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Es wird deutlich, dass Schritt 1 und Schritt 2 jeweils von-
einander abhdngig sind. Das Ergebnis von Schritt 1 geht
in Schritt 2 ein, dessen Ergebnis wiederum in Schritt 1
eingeht. Folglich werden bei der Modellparameterschat-
zung beide Schritte immer wieder bedingt aufeinander
wiederholt, bis sich Konvergenz einstellt. In Krause
(2019) sowie Burgard und andere (2021a) wird gezeigt,
dass dieser Ansatz konsistente Modellparameterschat-
zung erlaubt.

Sind die geschatzten Modellparameter 8 und c?,f einmal
bestimmt, kann auf ihrer Basis nun der Area-Indikator
geschatzt werden. Hierfiir wird schlieBlich folgender Pra-
diktor verwendet:

(19 fg = Paya + A —P0) (x4 + €2)B,

V., = 65 d=1 D
Yd_ag_l_o_szd’ - 1,.., .
3
Simulation

3.1 Simulationsaufbau

Das im Folgenden pradsentierte Simulationsexperiment
verdeutlicht die Effektivitat derbeschriebenen Methodik.
Hierfiir wird eine Monte-Carlo-Simulation mit R=500
Iterationen durchgefiihrt, welche mit r=1, ..., Rindiziert
sind. Fiir die Simulation wird eine synthetische Popu-
lation unter dem klassischen Fay-Harriot-Modell ohne
Messfehler erzeugt. Anschlieend wird eine Datenbasis
generiert, welche Stichproben- und Messfehler wie in
Abschnitt 2.2 beschrieben enthalt. Auf dieser Basis sol-
len die Werte der Area-Indikatoren in der synthetischen
Population geschatzt werden. Hierbei werden die Perfor-
mance des klassischen Fay-Harriot-Modells (FH) unter
Maximume-Likelihood-Schadtzung sowie seiner robusten
Variante unter Ridge-Regression (£,-FH) verglichen. Die
Simulation erfolgt nach dem folgenden Algorithmus:

1. Definiere D € {50,100}, B = (2,2,2)’,
px =(222),0; =

2. Ziehe X ~ N(uy, I5) und E ~ F(03,X), wobei F eine
Messfehlerverteilung ist.

3.Ziehe 62, ~ U(30,40),d = 1, ..., D.

30

4. Kontaminiere die Hilfsvariablenwerte X = X + E.

5.Firr=1, .., R

a. Ziehe vl ~ N(0,02) und
el ~N(0,62),d =1, ..., D.
b. Erzeuge Mg] =xqB + v&” und
G = W el g 21 p.

c. Berechne fi[r] und c?f[r] anhand der Datenpaare

(%) d=1,...,D.

d. Berechne u([{[],] d=1, ..., D, anhand von B und
A2lT)
v

6. Berechne die Genauigkeitsmafe.

Fiir die Messfehlerverteilung F werden vier Szenarien
angenommen:

» Szenario 1: keine Messfehler,
> Szenario 2: symmetrische schwach-korrelierte Fehler,
> Szenario 3: symmetrische stark-korrelierte Fehler,

> Szenario 4: asymmetrische Fehler.

Die Genauigkeitsmafe fiir die Schatzung der Area-Indi-
katoren sind der Relative Bias (RBias) und der Relative
Root Mean Squared Error (RRMSE):

. A 1 D R (ﬁr[lr] _ﬂr[jr])
(20 RBias(g) = DR Z Z_—,
d=1r=1 Ha
2
) 1 D R (ﬁ‘[ir] _ ”‘[;])
(21)  RRMSE(4) = —— ZZ_—
D-R Ha
d=1r=1

wobei i; der Mittelwert des Area-Indikators fiir Uy iber
alle Iterationen ist. Der RBias gibt an, inwiefern die
Schatzwerte das generelle Niveau des wahren Para-
meters treffen. Er ist ein Maf} fiir das generelle Verhal-
ten eines Schatzers. Der RRMSE misst die Effizienz der
Schatzung unter Berlicksichtigung von Bias und Varianz.
Je kleiner dieser Wert ist, desto genauer sind die Schatz-
ergebnisse des jeweiligen Verfahrens. Fiir die SAE-Praxis
ist dieses Maf3 von gréfRerer Bedeutung als der RBias, da
er die Schatzgenauigkeit quantifiziert.
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3.2 Simulationsergebnisse

N Tabelle 1 prdsentiert die Ergebnisse der Area-Indi-
katorschdtzung. Anhand des RBias wird deutlich, dass
der klassische Fay-Harriot-Ansatz insgesamt weniger
verzerrte Ergebnisse produziert. Schaut man jedoch auf
den RRMSE, wird deutlich, dass #,-FH in jedem Szenario
die effizienteren Schatzungen liefert. Dieses Resultat ist
vor dem Hintergrund der Literatur iber Ridge-Regression
erwartbar. In der Abwesenheit von Messfehlern haben
Hoerl/Kennard (1970) gezeigt, dass die quadrierte
£,-Norm als Regularisierungsterm zwar die Verzerrung
der Schatzung erhoht, jedoch ihre Effizienz insgesamt
verbessert. Entscheidend hierfiir ist die Wahl des Regu-
larisierungsparameters A > 0. Er balanciert Verzerrung
und Varianz bei der Schatzung, weswegen seine Wahl
ein wichtiger Aspekt der Methodik ist. Dies wird in Kapi-
tel 4 adressiert.

Tabelle 1
Ergebnisse der Area-Indikatorschdtzung
D FH £,-FH FH £,-FH
RBias(2) |RBias(2) |RRMSE(2) |RRMSE(4)
Szenario 1 50 —-0.0006 —-0.0437 0.1240 0.1139
Szenario 1 100 -0.0016  -0.0365 0.1003 0.0955
Szenario 2 50 —-0.0394 —-0.0841 0.2116 0.1984
Szenario 2 100 -0.0299  -0.0588 0.1771 0.1719
Szenario 3 50 - 0.0604 0.0917 0.2235 0.2189
Szenario 3 100 0.0355  -0.0780 0.2097 0.1983
Szenario 4 50 —0.1425 -0.1528 0.3324 0.3310
Szenario 4 100 -0.1439  -0.1638 0.3288 0.3266

D: Testvariable; FH: Fay-Harriot; RBias: Relative Bias; RRMSE: Relative Root Mean Squared
Error.

Grundsatzlich ldsst sich also festhalten, dass die Regula-
risierung den Bias erhoht, um die Schatzvarianz zu redu-
zieren. Im Kontext von fehlerhaften Daten fiihrt dies zu
einer Verbesserung der Schétzergebnisse gemessen am
RRMSE. Die Schdtzungen sind insgesamt genauer, was
vor dem Hintergrund der Ausgangssituation gewiinscht
war.
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Fazit und Ausblick

Der Artikel thematisierte den Nutzen von regularisier-
ter Regression fiir die Schatzung von regionalen Indi-
katoren auf Basis unsicherer Daten. Es wurde gezeigt,
dass Regularisierung eine allgemeine Verbindung zu
robuster Optimierung hat. Diese ermdglicht es aus der
Literatur bereits bekannte SAE-Verfahren mittels Regula-
risierung so zu erweitern, dass sie robuste Ergebnisse
in der Gegenwart unbekannter Messfehler produzieren.
Vor diesem Hintergrund wurde eine robuste Variante
des Fay-Harriot-Modells vorgestellt. Dessen Effekti-
vitdt wurde anschlieffend in einer Simulationsstudie
demonstriert.

Die dargelegte Verwendung von Regularisierung ist im
Hinblick auf die statistische Literatur untypisch. Derar-
tige Verfahren werden meist im Kontext hochdimensio-
naler Inferenz, Multikollinearitdt sowie Variablenselek-
tionsproblemen eingesetzt. Doch die demonstrierte
allgemeine Verbindung zu robuster Optimierung legt
weitere Anwendungsfelder nahe. Die Studie verdeut-
licht, dass regularisierte Regression robuste und kon-
sistente Schéatzergebnisse in der Gegenwart von Mess-
fehlern unbekannter Verteilung liefert. Dies erlaubt die
Einbeziehung moderner Datenquellen, wie etwa Web-
site- und Social-Media-Daten, zur Verbesserung statisti-
scher Modelle fiir die Schadtzung regionaler Indikatoren.
Somit kann perspektivisch die sozio6konomische For-
schung erweitert werden, da nun eine grofere Menge
und Vielfalt von Daten nutzbar ist.

Ein wichtiger Aspekt fiir den Einsatz regularisierter
Regressionsverfahren ist die Wahl des Tuning-Parame-
ters. Im Kontext von Robustheit determiniert er durch
seine Verbindung zu den Parametern der Unsicherheits-
menge die maximal zuldssigen Messfehler, unter wel-
chen die geschdtzten Modellparameter optimal sind. In
dem prdsentierten Artikel wurde der Tuning-Parameter
durch Kreuzvalidierung gewahlt, wie es in der Literatur
vielfach vorgeschlagen wird. Die Natur des Robustifi-
zierungseffekts hdangt von dem gewahlten Regularisie-
rungsterm ab. Daher liegt es nahe, dass sowohl Tuning-
Parameter als auch Regularisierung optimal gegeben der
Datenkontaminierung gewdhlt werden konnen. Dies ist
jedoch Gegenstand kiinftiger Forschung. lul

31



Joscha Krause

LITERATURVERZEICHNIS

Ben-Tal, Aharon/El Ghaoui, Laurent/Nemirovski, Arkadi. Robust optimization. In:
Princeton University Press. Band 28 der Reihe Princeton Series in Applied Mathemat-
ics.2009. DOI: 10.1515/9781400831050

Bertsimas, Dimitres/Copenhaver, Martin S. Characterization of the equivalence of
robustification and regularization in linear and matrix regression. In: European Journal
of Operational Research. Band 270. 2018, Seite 931 ff.

Burgard, Jan Pablo/Esteban, Maria Dolores/Morales, Domingo/Pérez, Agustin. A Fay-
Herriot model when auxiliary variables are measured with error. In: TEST. Jahrgang 29.
2020a. Seite 166 ff. DOI: 10.1007/s11749-019-00649-3

Burgard, Jan Pablo/Esteban, Maria Dolores/Morales, Domingo/Pérez, Agustin. Small
area estimation under a measurement error bivariate Fay-Herriot model. In: Statistical
Methods and Applications. Online-first. 2020b. DOI: 10.1007/510260-020-0051519.

Burgard, Jan Pablo/Krause, Joscha/Kreber, Dennis/Morales, Domingo. The general-
ized equivalence of regularization and min-max robustification in linear mixed models.
In: Statistical Papers. Jahrgang 62. 2021a. Seite 2857 ff. DOI: 10.1007/s00362-020-
01214-z

Burgard, Jan Pablo/Krause, Joscha/Morales, Domingo. A measurement error Rao-Yu
model for regional prevalence estimation over time using uncertain data obtained from
dependent survey estimates. In: TEST. Online-first. 2021b. DOI: 10.1007/s11749-021-
00776-w.

El Ghaoui, Laurent/Lebret, Hervé. Robust solutions to least-squared problems with
uncertain data. In: SIAM Journal on Matrix Analysis and Applications. Jahrgang 18.
Ausgabe 4/1997, Seite 1035 ff. DOI: 10.1137/S0895479896298130

Krause, Joscha. Regularization methods for statistical modelling in small area estima-
tion. Dissertation, Universitat Trier. 2019. DOI: 10.25353/ubtr-xxxx-de9f-02c8.

Hoerl, Arthur E./Kennard, Robert W. Ridge regression: Biased estimation for non-
orthogonal problems. In: Techometrics. Jahrgang 12. Ausgabe 1/1970, Seite 55 ff.
Online publiziert: 2012. DOI: 10.1080/00401706.1970.10488634

Horvitz, Daniel G./Thompson, Donovan ). A generalization of sampling without replace-
ment from a finite universe. In: Journal of the American Statistical Association. Ausgabe
47/1952, Seite 663 ff. Online publiziert: 2012. DOI: 10.1080/01621459.1952.10483
446

Molina, Isabel/Rao, J.N.K./Datta, Gauri Sankar. Small area estimation under a Fay-
Herriot model with preliminary testing for the presence of random effects. In: Survey
Methodology. Jahrgang 41. Ausgabe 1/2015, Seite 1 ff.

Morales, Domingo/Esteban, Maria Dolores/Pérez, Agustin/Hobza, Tomas. A course on
small area estimation and mixed models. Methods, theory and applications in R. In:
Statistics for Social and Behavioral Sciences. 2021a.

32 Statistisches Bundesamt | WISTA | 1 | 2022


https://www.degruyter.com/document/doi/10.1515/9781400831050/html
https://link.springer.com/article/10.1007%2Fs11749-019-00649-3
https://link.springer.com/article/10.1007/s10260-020-00515-9
https://link.springer.com/article/10.1007%2Fs00362-020-01214-z
https://link.springer.com/article/10.1007%2Fs00362-020-01214-z
https://link.springer.com/article/10.1007/s11749-021-00776-w
https://link.springer.com/article/10.1007/s11749-021-00776-w
https://www.semanticscholar.org/paper/Robust-Solutions-to-Least-Squares-Problems-with-Ghaoui-Lebret/e0a0a3172e08f26cd78eb8aeba041592c709b16d
https://ubt.opus.hbz-nrw.de/frontdoor/index/index/docId/1407
https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00401706.1970.10488634
https://www.stat.cmu.edu/~brian/905-2008/papers/Horvitz-Thompson-1952-jasa.pdf
https://www.stat.cmu.edu/~brian/905-2008/papers/Horvitz-Thompson-1952-jasa.pdf

Robuste Schdtzung regionaler Indikatoren auf Basis unsicherer Daten durch regularisierte

Regression

LITERATURVERZEICHNIS

Morales, Domingo/Krause, Joscha/Burgard, Jan Pablo. On the use of aggregate survey
data for estimation regional major depressive disorder prevalence. In: Psychometrika.
2021b. Online-first. DOI: 10.1007/511336-021-09808-8.

Rao, J.N.K./Molina, Isabel. Small area estimation. 2. Auflage. Wiley Series in Survey
Methodology. 2015.

Tibshirani, Robert. Regression shrinkage and selection via the lasso. In: Journal of the
Royal Statistical Society. Series B (Methodological). Jahrgang 58. Ausgabe 1/1996,
Seite 267 ff. DOI: 10.1111/j.2517-6161.1996.tb02080.x

Torabi, Mahmoud/Datta, Gauri Sankar/Rao, J. N.K. Empirical Bayes estimation of
small area means under a nested error linear regression model with measurement
errors in the covariates. In: Scandinavian Journal of Statistics. Jahrgang 36. Ausgabe
2/2009, Seite 355 ff. DOI: 10.1111/j.1467-9469.2008.00623.x

Ybarra, Lynn M.R./Lohr, Sharon L. Small area estimation when auxiliary information is
measured with error. In: Biometrika. Band 95. 2008. Seite 919 ff.

Statistisches Bundesamt | WISTA | 1| 2022 33


https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/s11336-021-09808-8.pdf
https://rss.onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1111/j.2517-6161.1996.tb02080.x
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1111/j.1467-9469.2008.00623.x

Herausgeber
Statistisches Bundesamt (Destatis), Wiesbaden

Schriftleitung
Dr. Daniel Vorgrimler
Redaktion: Ellen Romer

lhr Kontakt zu uns
www.destatis.de/kontakt

Erscheinungsfolge
zweimonatlich, erschienen im Februar 2022
Altere Ausgaben finden Sie unter www.destatis.de sowie in der Statistischen Bibliothek.

Artikelnummer: 1010200-22001-4, ISSN 1619-2907

© Statistisches Bundesamt (Destatis), 2022
Vervielfdltigung und Verbreitung, auch auszugsweise, mit Quellenangabe gestattet.


https://www.destatis.de/DE/Service/Kontakt/Kontakt.html
https://www.destatis.de/DE/Methoden/WISTA-Wirtschaft-und-Statistik/_inhalt.html;jsessionid=5079901934FDBA791E15A63EB2BD1997.live712
https://www.statistischebibliothek.de/mir/receive/DESerie_mods_00000012?list=all

	Robuste Schätzung regionaler Indikatoren auf Basis unsicherer Daten durch regularisierte Regression
	1 Einleitung
	2 Robuste Small Area Estimation
	2.1 Regularisierung und Robustheit
	2.2 Robustes Fay-Herriot-Modell

	3 Simulation
	3.1 Simulationsaufbau
	3.2 Simulationsergebnisse

	4 Fazit und Ausblick
	Literaturverzeichnis
	Copyright/Impressum



