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FOM. Die Hochschule. Für Berufstätige.

Die mit bundesweit über 46.000 Studierenden größte 
private Hochschule Deutschlands führt seit 1993 Stu-
diengänge für Berufstätige durch, die einen staatlich 
und international anerkannten Hochschulabschluss  
(Bachelor/Master) erlangen wollen.

Die FOM ist der anwendungsorientierten Forschung 
verpflichtet und verfolgt das Ziel, adaptionsfähige 
Lösungen für betriebliche bzw. wirtschaftsnahe  
oder gesellschaftliche Problemstellungen zu generie-
ren. Dabei spielt die Verzahnung von Forschung und 
Lehre eine große Rolle: Kongruent zu den Master-
programmen sind Institute und KompetenzCentren 
gegründet worden. Sie geben der Hochschule ein 
fachliches Profil und eröffnen sowohl Wissenschaft-
lerinnen und Wissenschaftlern als auch engagierten 
Studierenden die Gelegenheit, sich aktiv in den 
Forschungsdiskurs einzubringen.

Weitere Informationen finden Sie unter fom.de

FOM Hochschule

KCC KompetenzCentrum 
für Corporate Social Responsibility
der FOM Hochschule für Oekonomie & Management ifes         Institut für Empirie & Statistik 

an der FOM Hochschule 
für Oekonomie & Managementifes         Institut für Empirie & Statistik 

der FOM Hochschule 
für Oekonomie & Management

Das ifes verfolgt das Ziel, empirische Kompetenzen an 
der FOM zu bündeln und die angewandte Forschung 
im empirischen Bereich der Hochschule weiter voran-
zutreiben.

Drei Aufgabenbereiche bilden die Schwerpunktak-
tivitäten: Zum einen unterstützt das ifes-Team die 
Hochschullehrenden der FOM bei der Kompetenzent-
wicklung im Bereich der empirischen Forschung und 
gewährleistet damit eine stetige Qualitätssicherung 
und die Einhaltung der Leitlinien der guten wissen-
schaftlichen Praxis im Rahmen von Forschungs- und 
Entwicklungsprojekten.

Zum anderen führt das ifes das Monitoring einer Ziel-
gruppe von Berufstätigen im Rahmen von »FOM fragt 
nach«-Projekten durch. Im Rahmen dieser Projekte 
werden junge, berufstätige Leistungsträger/-innen mit 
Managementorientierung zu aktuellen ökonomischen 
Themen befragt, die teilweise als Panelbefragungen 
angelegt sind. Dadurch ist ein vielschichtiger Erkennt-
nisgewinn über eine in den nächsten Jahren stärker 
in die unternehmerische Verantwortung gehende 
Generation möglich.

Darüber hinaus nimmt das ifes eine zentrale Stellung 
im Bereich der Entwicklung und Unterstützung der 
Methodenausbildung in der Lehre der Bachelor- und 
Masterstudiengänge sowie im Promotionsprogramm 
der FOM ein.

Weitere Informationen finden Sie unter fom-ifes.de

ifes
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𝑓𝑓(𝑥𝑥)  Funktion von x 

𝐺𝐺  Gesamtbank-Risikomaß 

𝐻𝐻(∙)  Multivariate Verteilungsfunktion 

𝑖𝑖  Zählvariable 

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖{∙}  Infimum (größte untere Schranke) 

𝑗𝑗 Zählvariable 

𝐾𝐾 Risikokennzahl einer Risikoart 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 Loss Given Default (Verlustrate bei Ausfall) 

ln(∙) natürlicher Logarithmus 

lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

(∙) Grenzwertbetrachtung wenn x gegen a konvergiert 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) Maximum der Zahlen a und b 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) Minimum der Zahlen a und b 

𝑛𝑛  Gesamtanzahl der Beobachtungen/vorhandenen Paare/ 
  Variablen 

𝑃𝑃(∙)  Wahrscheinlichkeit 

𝑃𝑃𝑃𝑃  Ausfallwahrscheinlichkeit 

𝑃𝑃𝑃𝑃�   Aus der Copula-Funktion simulierter Gesamtbankportfolio-
  verlust 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴  Portfolioverlust aus dem Adressenausfallrisiko 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂  Portfolioverlust aus dem operationellen Risiko 

𝑄𝑄  Zufallsvariable 𝑄𝑄 

𝑅𝑅  Korrelationsmatrix 

𝑟𝑟𝑟𝑟(∙)  Rangzahl 

𝑟𝑟𝑟𝑟���  Mittelwerte der Ränge 

𝑠𝑠  Skalierungsparameter 
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sin(∙)  Sinusfunktion 

sin−1(∙)  Umgekehrte Sinusfunktion (Arkussinus) 

𝑇𝑇  Zeithorizont 

𝑇𝑇𝜈𝜈,𝑅𝑅 Multivariate t-Verteilungsfunktion mit 𝜈𝜈 Freiheitsgraden und 
Korrelationsmatrix 𝑅𝑅 

𝑡𝑡𝜈𝜈−1  Inverse der univariaten t-Verteilungsfunktion mit 𝜈𝜈 Freiheits-
  graden 

𝑈𝑈 Gleichverteilte Zufallsvariable im abgeschlossenen Intervall 
[0, 1] 

𝑢𝑢𝑖𝑖  i-te Realisierung der Zufallsvariable 𝑈𝑈 

𝑢𝑢�   Aus Copula-Funktion über Monte-Carlo-Simulation 
  resultierende Zufallsvariable 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(∙)  Value-at-Risk 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(∙)  Varianz 

𝑤𝑤  Gewichtungsfaktor in Mixture-Copula 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊(𝑇𝑇,𝛼𝛼) Ungünstigste Ausfallrate (Worst Case Default Rate) aus dem
  Vasicek-Modell für den Zeithorizont T und das Konfidenz-
  niveau α 

𝑋𝑋  Zufallsvariable 𝑋𝑋 

𝑥𝑥𝑖𝑖  i-te Realisierung der Zufallsvariablen 𝑋𝑋 

𝑥̅𝑥  Arithmetisches Mittel von 𝑥𝑥 

𝑌𝑌  Zufallsvariable 𝑌𝑌 

𝑦𝑦𝑖𝑖  i-te Realisierung der Zufallsvariablen 𝑌𝑌 

𝑦𝑦�  Arithmetisches Mittel von 𝑦𝑦 

𝑧𝑧  Variable 𝑧𝑧
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1 Vom Bestreben Risikokapital zu sparen 

Das Eingehen von Risiken ist untrennbar mit dem Geschäftsmodell eines Kredit-
institutes verbunden. Insbesondere bei der Kreditvergabe besteht die Gefahr, 
dass der Schuldner das geliehene Geld nicht zurückzahlen kann. Weitere Risiken 
entstehen aus der Änderung von Marktparametern (z. B. Zinssätzen oder Markt-
kursen), die mit einer Wertänderung des Bankportfolios einhergehen, oder aus 
dem operativen Geschäft wie bspw. dem Risiko von Betrugshandlungen. Wenn 
sich ein Risiko materialisiert, geht dies mit einem Verlust des von der Bank ein-
gesetzten Kapitals einher. 

Schon aus ökonomischer Sicht kann ein Kreditinstitut nicht in unbegrenztem 
Maße Geschäfte bzw. damit verbundene Risiken eingehen, da das Kapital als 
Verlustauffangpuffer nicht in unbegrenzter Höhe zur Verfügung steht. Es be-
steht daher die Notwendigkeit, die eingegangenen Risiken zu quantifizieren und 
mit Kapital zu hinterlegen. Als gängige Praxis hat sich die isolierte Bestimmung 
der Risikohöhe pro Risikoart durchgesetzt. 

Hieran schließt sich konzeptionell die Frage an, wie die für jede Risikoart einzeln 
bestimmten Risikobeträge zu einem Gesamtrisiko der Bank zusammengeführt 
werden können. Neben einer einfachen Addition der einzelnen Beträge gibt es 
Ansätze, die versuchen, Diversifikationseffekte bei der Risikoaggregation zu be-
rücksichtigen. Wenn das Eintreten der Risiken unabhängig voneinander ist, 
ergibt sich so die Möglichkeit, dass der Gesamtrisikobetrag kleiner als die 
Summe der Risiken wird. Diese Risikoverringerung durch Diversifikation geht auf 
die Portfoliotheorie nach Markowitz aus dem Jahr 1952 zurück.1 

In der wissenschaftlichen Literatur werden vor diesem Hintergrund immer wie-
der Artikel zur Risikoaggregation publiziert. Kuritzkes et al. konnten beispiels-
weise bei Nutzung eines Varianz-Kovarianz-Ansatzes Diversifikationseffekte in 
Höhe von 15 % beobachten.2 In der Studie von Dimakos und Aas war das Ge-
samtrisiko beim Einsatz von Copula-Modellen um bis zu 20 % kleiner als bei der 
einfachen Addition der Einzelrisiken.3 Rosenberg und Schuermann kamen in ih-
rer empirischen Studie sogar zu dem Ergebnis, dass die einfache Addition das 
Risiko im Vergleich zu einem Copula-Modell um mehr als 40 % überschätzt.4 

                                                      
1  S. dazu: Markowitz, H., Portfolio Selection, 1952. 
2  Vgl. Kuritzkes, A. et al., Capital Adequacy, 2001, S. 22, 40. 
3  Vgl. Dimakos, X., Aas, K., Risk modelling, 2004, S. 266, 275 f. 
4  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 612. 
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Diese Ergebnisse implizieren, dass durch die Verwendung der Aggregationsmo-
delle teures Kapital in einem erheblichen Umfang eingespart werden kann. Das 
mögliche Einsparpotential stellt regelmäßig einen großen Anreiz zur Nutzung 
der Modelle dar. 

Diese Artikel vernachlässigen jedoch, dass Banken einer starken Regulierung un-
terliegen und bankaufsichtliche Vorgaben berücksichtigen müssen. So sind sie in 
der Wahl ihrer Methoden zur Risikoquantifizierung nicht vollkommen frei. Mög-
liche Einsparungen dürfen nicht auf einer Unterschätzung des Risikos beruhen 
und auch in Krisenzeiten muss genügend Kapital vorgehalten werden. 

Diese Studie geht daher der Fragestellung nach, inwiefern sich die Varianz-
Kovarianz-Ansätze und Copula-Modelle zur Risikoaggregation in bankaufsichtli-
chen Risikotragfähigkeitskonzepten eignen. Hierbei sollen im Gegensatz zu den 
dargestellten Studien explizit die aufsichtlichen Anforderungen an die Risikoag-
gregation berücksichtigt werden. Die Beurteilung erfolgt auf der modelltheoreti-
schen Ebene und im Rahmen eines empirischen Stresstests. 

Da die Modelle zur Risikoaggregation letztlich auf den Abhängigkeiten der ein-
zelnen Risikoarten zueinander beruhen, werden zu Beginn die Konzepte zur Ab-
hängigkeitsmodellierung dargestellt. Hierbei wird auch auf den ökonomischen 
Hintergrund der kapitalsparenden Diversifikationseffekte eingegangen. An-
schließend werden die bankaufsichtlichen Anforderungen an die ökonomische 
Kapitalausstattung eines Kreditinstitutes aufgezeigt. Neben einer kurzen Vorstel-
lung des Risikotragfähigkeitskonzeptes liegt der Schwerpunkt auf der Quantifi-
zierung der wesentlichen Risiken und den regulatorischen Anforderungen an die 
Risikoaggregation. 

Nach diesen Grundlagen werden die beiden Konzepte zur Risikoaggregation be-
leuchtet, wobei modellimmanente Vorzüge und Probleme aufgezeigt werden, 
um die modelltheoretische Validität zu beurteilen. Zudem wird die Vorgehens-
weise der Parametrisierung unter Berücksichtigung der aufsichtlichen Anforde-
rungen erläutert. Im empirischen Teil der Arbeit werden die Aggregationsmo-
delle einem Stresstest unterzogen, um Aussagen zur Zuverlässigkeit und Stabili-
tät der Modelle in Krisenzeiten zu erhalten. Hierzu wird ein Marktumfeld simu-
liert, in dem Risiken verstärkt gleichzeitig eintreten. Ziel ist es, Kapitaleinsparun-
gen aufzudecken, die auf Unterschätzungen des tatsächlichen Risikos beruhen. 
Die Parametrisierung erfolgt dabei unter Berücksichtigung der höchsten be-
obachtbaren Abhängigkeiten, um die aufsichtliche Konservativitätsanforderung 
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zu erfüllen. Mit Hilfe von Sensitivitätsanalysen wird der Einfluss einzelner Variab-
len auf das Aggregationsergebnis untersucht, um Verzerrungen in den Ergebnis-
sen auszuschließen. Außerdem wird das Einsparpotential unter Berücksichtigung 
der aufsichtlichen Anforderungen ausgelotet. 
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2 Abhängigkeitsmodellierung als Grundlage der Risikoaggregation 

Wie bereits eingangs dargestellt, resultiert das Gesamtrisiko einer Bank aus un-
terschiedlichen Risikotreibern. Zwischen diesen Risikotreibern können Diversifi-
kationseffekte auftreten, die risikomindernd wirken. Folglich kann das Gesamtri-
siko geringer als die Summe der Einzelrisiken ausfallen, wenn im Rahmen der Ri-
sikoaggregation Diversifikationseffekte berücksichtigt werden. Zur Bestimmung 
der Höhe der Diversifikationseffekte werden Informationen über die Abhängig-
keiten zwischen den einzelnen Risikoarten benötigt. Risiken werden regelmäßig 
als Zufallsprozesse modelliert. Daher werden nach der Darstellung des ökonomi-
schen Hintergrundes der Diversifikationseffekte die stochastischen Konzepte zur 
Messung der Stärke und Richtung von Abhängigkeiten zwischen Zufallsvariab-
len dargestellt, die in den Konzepten zur Risikoaggregation verwendet werden.5 

2.1 Aus der Unabhängigkeit der Risikoarten entstehende Diversifikati-

onseffekte 

Sofern sich unterschiedliche Risikotreiber nicht vollständig identisch im Zeitver-
lauf verhalten, treten die einzeln berechneten Risiken nicht gleichzeitig in voller 
Höhe ein. Im besten Fall entwickeln sich die Positionen gegenläufig, sodass der 
Verlust in einer Risikoart mit einem Gewinn in einer anderen ausgeglichen wer-
den kann. In diesem Fall ist das Gesamtrisiko regelmäßig kleiner als die Summe 
der einzelnen Risiken und das Kreditinstitut muss weniger ökonomisches Kapital 
zur Abdeckung vorhalten. Dieser Effekt beruht auf der Diversifikation. Das theo-
retische Fundament der Diversifikation wurde von Markowitz mit der Portfolio-
theorie begründet. Markowitz’ Theorie basiert auf der Erkenntnis, dass, wäh-
rend die erwarteten Erträge einzelner Wertpapiere unter Berücksichtigung ihres 
Anteils am Gesamtportfolio addiert werden können, zur Bestimmung des Port-
foliorisikos eine einfache gewichtete Addition der Einzelrisiken (gemessen über 
die Varianz der Renditen) nicht ausreicht. Zusätzlich muss die Kovarianz als Ab-
hängigkeitsmaß zwischen den Renditen der Wertpapiere berücksichtigt wer-
den.6 

                                                      
5  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 232; Spielberg, H., Becher, F., Diversi-

fikation, 2013, S. 30; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 695. 
6  Vgl. Markowitz, H., Portfolio Selection, 1952, S. 80 f.; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 342 

ff.; Reuse, S., Diversifikationseffekte, 2016, S. 307. 
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Diversifikation kann bei Anwendung der Portfoliotheorie analog zum systemati-
schen und unsystematischen (oder idiosynkratischen) Risiko in zwei Arten unter-
teilt werden. Das unsystematische Risiko stammt aus der Anlage in einen spezifi-
schen Vermögensgegenstand (z. B. einer Unternehmensanleihe) und dem dar-
aus resultierenden spezifischen Risiko (z. B. dem Adressenausfallrisiko eines be-
stimmten Unternehmens). Das unsystematische Risiko wird durch die Aufteilung 
des Portfolios auf unterschiedliche Adressen mit steigender Anzahl verringert 
(siehe durchgängige Kurve in Abbildung 1). Dies wird als Diversifikation inner-
halb einer Risikoart bezeichnet (Intra-Risikodiversifikation). Das systematische Ri-
siko stammt von einem gemeinsamen Risikotreiber, der alle Vermögensgegen-
stände des Portfolios gleichermaßen beeinflusst (z. B. makroökonomische Fakto-
ren wie die konjunkturelle Lage). Dieses Risiko kann nicht durch die Erhöhung 
der Adressenanzahl in einem Portfolio verringert werden (siehe gestrichelte Linie 
in Abbildung 1).7 

 

 

 

 

 

 

Abbildung 1: Systematisches und unsystematisches Risiko in der Portfoliotheorie 

 

Eine zusätzliche Verringerung des Risikos auf Gesamtbankebene ist hingegen 
durch eine Investition in Vermögensgegenstände, die durch andere systemati-
sche Risikofaktoren beeinflusst werden, möglich. Hierbei wird eine Diversifika-
tion zwischen den Risikoarten erzielt (Inter-Risikodiversifikation). Dieser Effekt 
wird insbesondere bei der nach Risikoart getrennten Risikoquantifizierung deut-
lich.8 Nachfolgend fokussiert sich diese Studie auf die Inter-Risikodiversifikati-
onseffekte. 

                                                      
7  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 22; CEBS, Position Paper, 2010, S. 1; Mondello, E., Port-

foliomanagement, 2015, S. 133 f.; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 27, 37. 
8  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 22 ff. 

Portfoliovarianz 

Anzahl unterschiedlicher Positionen 

systematisches 
Risiko 

unsystematisches 
Risiko 
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Die Berücksichtigung von Diversifikationseffekten zwischen Risikoarten bei der 
Aggregation der einzeln bestimmten Risikobeträge in aufsichtlichen Risikotrag-
fähigkeitskonzepten führt dazu, dass das niedrigere Gesamtrisiko mit weniger 
Risikodeckungspotential unterlegt werden muss.9 Gerade Institute oder Insti-
tutsgruppen mit heterogenen Geschäftstätigkeiten können besonders stark von 
Diversifikationseffekten zwischen ihren Einheiten profitieren. Gleichzeitig stehen 
sie aber auch vor einer größeren Herausforderung, ein angemessenes Aggrega-
tionsmodell zu implementieren. In einer Untersuchung des Baseler Ausschusses 
für Bankenaufsicht war insbesondere diese Gruppe von Instituten besonders an 
einer Aggregation der Risiken unter Hebung der Diversifikationseffekte interes-
siert.10 

2.2 Lineare Korrelation nach Bravais-Pearson 

Ein weit verbreitetes Abhängigkeitsmaß stellt der lineare Korrelationskoeffizient 
(𝜌𝜌) nach Bravais und Pearson dar. Dieser misst die Richtung und Stärke einer li-
nearen Abhängigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen. Er ist für zwei Zufallsvari-
ablen 𝑋𝑋 und 𝑌𝑌 mit endlicher Varianz als die Kovarianz von 𝑋𝑋 und 𝑌𝑌 dividiert 
durch die Wurzel aus der Varianz von 𝑋𝑋 multipliziert mit der Varianz von 𝑌𝑌 defi-
niert (siehe Formel 1):11 

 
𝜌𝜌𝑋𝑋,𝑌𝑌 =  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋,𝑌𝑌)

�𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋)∙𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌)
=

𝐸𝐸��𝑋𝑋−𝐸𝐸(𝑋𝑋)�∙�𝑌𝑌−𝐸𝐸(𝑌𝑌)��

�𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) ∙�𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌)
= 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑋𝑋)−𝐸𝐸(𝑋𝑋) ∙ 𝐸𝐸(𝑌𝑌)

𝜎𝜎(𝑋𝑋) ∙ 𝜎𝜎(𝑌𝑌)
 . (1) 

Formel 1: Berechnung des Korrelationskoeffizienten nach Bravais-Pearson 

Der Korrelationskoeffizient normiert die Kovarianz durch das Produkt der Stan-
dardabweichungen auf den Wertebereich −1 ≤ 𝜌𝜌 ≤ 1. Es ist jedoch anzumer-
ken, dass dieser Wertebereich abhängig von der zugrundeliegenden Verteilung 
nicht immer vollständig genutzt wird.12 Bei völliger linearer Abhängigkeit zwi-
schen 𝑋𝑋 und 𝑌𝑌 gilt: |𝜌𝜌| = 1.13 Der Korrelationskoeffizient ist symmetrisch, daher 
gilt: 𝜌𝜌𝑋𝑋,𝑌𝑌 =  𝜌𝜌𝑌𝑌,𝑋𝑋. Die Richtung des linearen Zusammenhangs (positive oder ne-
gative lineare Korrelation) wird durch das Vorzeichen von 𝜌𝜌 angegeben. Bei 𝜌𝜌 =

                                                      
9  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 232; Spielberg, H., Becher, F., Diversifi-

kation, 2013, S. 30; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 695. 
10  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 4. 
11  Vgl. Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 183; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, 

S. 250; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 2; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 
270. 

12  Für weitere Informationen siehe bspw.: Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 206 f. 
13  Für den Beweis hierzu siehe: Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 250 f. 
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0 liegen unkorrelierte Zufallsvariablen vor. Es besteht also keine lineare Abhän-
gigkeit. Dies lässt aber keinen allgemeingültigen Schluss auf eine Unabhängig-
keit der Zufallsvariablen zu. So beträgt der Korrelationskoeffizient zwischen der 
normalverteilten Zufallsvariable 𝑋𝑋 und der Variable 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2 null, obwohl eine 
Abhängigkeit besteht. Die Umkehrung der Aussage ist hingegen möglich. Unab-
hängige Zufallsvariablen sind unkorreliert und weisen einen Korrelationskoeffi-
zienten von null auf.14 

Die Stichprobenkorrelation (𝜌𝜌�𝑋𝑋,𝑌𝑌) der 𝑛𝑛 umfassenden Stichprobe 
(𝑥𝑥1,  𝑦𝑦1), … , (𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑦𝑦𝑛𝑛) wird mit folgender Formel berechnet, wobei 𝑥̅𝑥 und 𝑦𝑦� die 
Stichprobenmittelwerte bezeichnen (siehe Formel 2):15 

 
𝜌𝜌�𝑋𝑋,𝑌𝑌 =  

1
𝑛𝑛∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∙ 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 ∙ 𝑦𝑦�𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

��1𝑛𝑛∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 − 𝑥̅𝑥2�∙�1𝑛𝑛∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 − 𝑦𝑦�2�
=  ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∙ 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑛𝑛 ∙ 𝑥̅𝑥 ∙ 𝑦𝑦�𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

��∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 − 𝑛𝑛 ∙ 𝑥̅𝑥2�∙�∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 − 𝑛𝑛 ∙ 𝑦𝑦�2�
 . (2) 

Formel 2: Berechnung der Stichprobenkorrelation 

Sofern die Zufallsvariablen multivariat normalverteilt sind, lässt sich die gesamte 
Abhängigkeitsstruktur durch den Korrelationskoeffizienten beschreiben. In die-
sem speziellen Fall gilt auch, dass unkorrelierte Zufallsvariablen stochastisch un-
abhängig sind. Bei Wegfall der multivariaten Normalverteilungsannahme ist 
nicht mehr sichergestellt, dass die Abhängigkeiten zwischen zwei Zufallsvariab-
len vollständig durch den Korrelationskoeffizienten erfasst werden.16 

2.3 Rangkorrelationen 

Bei der Rangkorrelation werden nicht die numerischen Werte, sondern die 
Ränge innerhalb der sortierten Daten betrachtet. Hierfür werden den zu unter-
suchenden Variablen getrennt voneinander Ränge (Platzzahlen) zugeordnet. Das 
Konzept der Rangkorrelationen basiert auf der Untersuchung, inwiefern sich 
eine Datenreihe mitordnet, wenn die andere Reihe aufsteigend anhand der 
Platzzahlen sortiert wird. Somit kann das gemeinsame Monotonieverhalten von 
zwei Zufallsvariablen beschrieben werden. Rangkorrelationen beschränken sich 

                                                      
14  Vgl. Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 185; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, 

S. 251; Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 352 f.; Mai, J., Scherer, M., Abhängigkeiten, 2012, 
S. 9 f. 

15  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 252; Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 135 
f.; Mai, J., Scherer, M., Abhängigkeiten, 2012, S. 9 f. 

16  Vgl. Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 185; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, 
S. 251, 254; Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 353; Mai, J., Scherer, M., Abhängigkeiten, 
2012, S. 9 f. 
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dabei nicht auf die Messung von linearer Abhängigkeit wie der Korrelationsko-
effizient nach Bravais-Pearson.17 

Die Rangkorrelationen messen Abhängigkeiten über die Eigenschaft der Komo-
notonie. Zwei Variablen 𝑋𝑋 und 𝑌𝑌 gelten als komonoton, sofern eine Zufallsvari-
able 𝑄𝑄 und zwei streng monoton steigende Funktionen 𝑓𝑓1 und 𝑓𝑓2 existieren, so-
dass 𝑋𝑋 = 𝑓𝑓1(𝑄𝑄) und 𝑌𝑌 =  𝑓𝑓2(𝑄𝑄) gilt. Die Variablen hängen damit vollständig von 
der gemeinsamen Zufallsvariable 𝑄𝑄 ab und steigen oder fallen gleichzeitig. Bei 
zwei komonotonen Risiken können sich die Entwicklungen nicht ausgleichen, 
sodass keine Diversifikationseffekte vorliegen. Komonotonie stellt die extremste 
Form positiver Abhängigkeit dar. Sofern sich die Variablen vollständig gegenläu-
fig entwickeln und zwischen ihnen ein umgekehrt monotoner Zusammenhang 
besteht, liegt Kontramonotonie vor. In diesem Fall geht der Anstieg der einen 
Variablen mit dem Sinken der anderen Variablen einher und es liegt die ext-
remste Form negativer Abhängigkeit vor.18 

2.3.1 Spearmans Rangkorrelationskoeffizient 

Spearmans Rangkorrelationskoeffizient (𝜌𝜌𝑆𝑆) basiert auf dem Korrelationskoeffi-
zienten von Bravais-Pearson. Statt der Verwendung der numerischen Werte 𝑥𝑥𝑖𝑖 
und 𝑦𝑦𝑖𝑖, werden die Rangzahlen (𝑟𝑟𝑟𝑟) der Beobachtungen und die Mittelwerte 
der Ränge (𝑟𝑟𝑟𝑟���) genutzt. Der Stichprobenschätzer (𝜌𝜌𝑆𝑆�) berechnet sich über For-
mel 3:19 

 
 𝜌𝜌𝑆𝑆� (𝑋𝑋,𝑌𝑌) =  

∑ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦𝑖𝑖) −  𝑛𝑛 ∙  𝑟𝑟𝑟𝑟���𝑥𝑥 𝑟𝑟𝑟𝑟���𝑦𝑦𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

��∑ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑖𝑖)2 −  𝑛𝑛 ∙ 𝑟𝑟𝑟𝑟���𝑥𝑥2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 � ∙  �∑ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦𝑖𝑖)2 − 𝑛𝑛 ∙ 𝑟𝑟𝑟𝑟���𝑦𝑦2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 �
 

mit  𝑟𝑟𝑟𝑟���𝑥𝑥  =
1
𝑛𝑛
� 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
=

1
𝑛𝑛
� 𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
=
𝑛𝑛 + 1

2
  

und  𝑟𝑟𝑟𝑟���𝑦𝑦 =
1
𝑛𝑛
� 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
=

1
𝑛𝑛
� 𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
=
𝑛𝑛 + 1

2
 . 

(3) 

 

(3a) 

 

(3b) 

Formel 3: Stichprobenschätzer des Spearmans Rangkorrelationskoeffizienten 

                                                      
17  Vgl. Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 195; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, 

S. 276; Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 142 f.; Reinboth, C., Zusammenhangsmaße, 2016, 
o. S. 

18  Vgl. Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 192 ff.; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 
2009, S. 102; Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 143 f. 

19  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 276; Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 142 
f. Zum Vorgehen bei nicht eindeutigen Rängen, siehe: Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 142. 
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Der Rangkorrelationskoeffizient liegt im Wertebereich −1 ≤ 𝜌𝜌𝑠𝑠 ≤ 1 und ist sym-
metrisch. Es gilt: 𝜌𝜌𝑆𝑆(𝑋𝑋,𝑌𝑌) =  𝜌𝜌𝑆𝑆(𝑌𝑌,𝑋𝑋). Bei 𝜌𝜌𝑆𝑆 = 1 sind die Variablen komonoton, 
bei 𝜌𝜌𝑆𝑆 = −1 kontramonoton. Unabhängige Zufallsvariablen weisen eine Rang-
korrelation von null auf. Analog zum linearen Rangkorrelationskoeffizienten gilt, 
dass die Umkehrung dieser Aussage im Allgemeinen nicht möglich ist.20 

2.3.2 Kendalls Tau 

Kendalls Tau kann als Maß für Konkordanz interpretiert werden. Seien (𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖) 
und �𝑥𝑥𝑗𝑗 ,𝑦𝑦𝑗𝑗� zwei Beobachtungen der Zufallsvariablen 𝑋𝑋 und 𝑌𝑌. Wenn eine 

gleichzeitige Verringerung oder Vergrößerung der beobachteten Werte vorliegt, 
ist das Paar (𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖), (𝑥𝑥𝑗𝑗 ,𝑦𝑦𝑗𝑗) konkordant. Werden hingegen die Werte nicht 

gleichzeitig größer oder kleiner, ist das Paar (𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖), (𝑥𝑥𝑗𝑗 ,𝑦𝑦𝑗𝑗) diskordant. Alterna-

tiv ausgedrückt liegt Konkordanz vor, wenn gilt (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑗𝑗) > 0. Dis-

kordanz ist dementsprechend auch definiert als (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑗𝑗) < 0.21 

Gegeben seien zwei Vektoren mit Zufallsvariablen (𝑋𝑋1,𝑌𝑌1) und (𝑋𝑋2,𝑌𝑌2). Kendalls 
Tau (𝜏𝜏) ist dann definiert als Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus der 
Wahrscheinlichkeit der Diskordanz (siehe Formel 4):22 

 𝜏𝜏𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 𝑃𝑃�(𝑋𝑋1 − 𝑋𝑋2)(𝑌𝑌1 − 𝑌𝑌2) > 0� − 𝑃𝑃�(𝑋𝑋1 − 𝑋𝑋2)(𝑌𝑌1 − 𝑌𝑌2) < 0� . (4) 

Formel 4: Kendalls Tau 
 

Der Stichprobenschätzer (𝜏̂𝜏) beruht auf dem Vergleich jeder Beobachtung mit 

allen anderen. Dies ergibt �𝑛𝑛2� unterschiedliche Paare (𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖), (𝑥𝑥𝑗𝑗 ,𝑦𝑦𝑗𝑗). Jedes die-

ser Paare ist entweder konkordant oder diskordant. Über die Anzahl der konkor-
danten (𝑐𝑐) und diskordanten Paare (𝑑𝑑) wird der Schätzer für Daten ohne Bindun-
gen über Formel 5 berechnet:23 

 𝜏̂𝜏𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 𝑐𝑐−𝑑𝑑
𝑐𝑐+𝑑𝑑

= (𝑐𝑐 − 𝑑𝑑) �𝑛𝑛2�� = 𝑐𝑐−𝑑𝑑
𝑛𝑛(𝑛𝑛−1) 2⁄

 . (5) 

Formel 5: Stichprobenschätzer Kendalls Tau 

                                                      
20  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 207; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 277 f.; 

Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, S. 142 ff. 
21  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 206; Nelsen, R., Copula, 2006, S. 157 f. 
22  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 206; Nelsen, R., Copula, 2006, S. 157 f. 
23  Vgl. Nelsen, R., Copula, 2006, S. 158; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 

2010, S. 4. 
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Für Tau gelten die gleichen Eigenschaften für den Wertebereich, die Symmetrie 
und die Skalierung wie für den Rangkorrelationskoeffizienten nach Spearman.24 

2.4 Copulas 

Mehrdimensionale Verteilungsfunktionen können mit Hilfe von Copulas über 
einzelne Randverteilungen und die Abhängigkeitsstruktur zwischen ihnen mo-
delliert werden. Copulas können daher als alternatives Maß der Abhängigkeit 
zwischen zwei oder mehreren Zufallsvariablen aufgefasst werden. Anstatt die 
Abhängigkeit auf eine Kennzahl zu verdichten, beschreiben Copula-Funktionen 
die Abhängigkeitsstruktur der gemeinsamen Verteilung.25 

2.4.1 Hintergrund der Copula-Theorie26 

Die Abhängigkeit zwischen mehreren Zufallsvariablen 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 wird vollständig 
durch die gemeinsame multivariate Verteilungsfunktion 𝐻𝐻 beschrieben (siehe 
Formel 6). Mit der Funktion 𝐻𝐻 kann bestimmt werden, mit welcher Wahrschein-
lichkeit bestimmte Zufallsvariablen gleichzeitig eintreten. Ausgehend von den 
univariaten Verteilungsfunktionen 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥) wird hierzu die Abhängigkeitsstruktur 
zwischen den Zufallsvariablen benötigt. Diese Information zur „Kopplung“ der 
Zufallsvariablen befindet sich in der Funktion 𝐶𝐶, der Copula-Funktion (siehe For-
mel 6a). Copulas sind multivariate Verteilungsfunktionen mit 𝑛𝑛 zwischen 0 und 
1 gleichverteilten Rändern.27 

 𝐻𝐻(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋1 ≤ 𝑥𝑥1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛) 

𝐻𝐻(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝐶𝐶�𝐹𝐹1(𝑥𝑥1), … ,𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)� . 

(6)  

(6a) 

Formel 6: Multivariate Verteilungsfunktion H 

                                                      
24  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 207; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 279. 

Auf eine wiederholende Darstellung wird an dieser Stelle verzichtet, siehe Kapitel 2.3.1. 
25  Vgl. Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 1 f.; Yener, T., Risk Management, 2012, S. 

18. 
26  Im Rahmen dieser Arbeit wird nur eine Einführung in die Copula-Theorie gegeben. Für tieferge-

hende Details siehe: McNeil, A. et al., QRM, 2005 oder Nelsen, R., Copula, 2006. 
27  Vgl. Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 180; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, 

S. 264 f.; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 5; Cherubini, U. et al., Copula, 2012, S. 
11 f.; Yener, T., Risk Management, 2012, S. 19. Für die weiteren mathematischen Eigenschaf-
ten wird auf Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 180 verwiesen. 
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Eine für das Risikomanagement zentrale Eigenschaft von Copulas ist im Satz von 
Sklar festgehalten. Jede multivariate Verteilungsfunktion 𝐻𝐻 kann in die Abhän-
gigkeitsstruktur 𝐶𝐶 und ihre 𝑛𝑛 Randverteilungen 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥) zerlegt werden. Anders-
herum kann aus den einzelnen Randverteilungen und der Copula-Funktion die 
multivariate Verteilungsfunktion 𝐻𝐻 gebildet werden.28 

Copulas sind invariant unter monotonen Transformationen der Randverteilun-
gen. Der transformierte Zufallsvektor besitzt daher die gleiche Copula wie der 
Ausgangsvektor. Dies liegt daran, dass Copulas nur von den Rangzahlen der Zu-
fallsvariablen abhängen. Hiermit ergibt sich ein Zusammenhang zu den bereits 
in Kapitel 2.3 dargestellten Rangkorrelationen (Spearmans Rangkorrelationsko-
effizient und Kendalls Tau). Präziser ausgedrückt basieren diese Kennzahlen auf 
der Copula der untersuchten Zufallsvariablen.29 Dieser Zusammenhang kann bei 
der Modellierung einer Copula aus einer beobachteten Zeitreihe genutzt wer-
den (siehe Kapitel 4.2.2).30 

2.4.2 Copula Schranken 

Jede Copula liegt innerhalb einer oberen und unteren Schranke, die nach ihren 
Entdeckern auch Fréchet-Hoeffding-Schranken oder Grenzen heißen (siehe For-
mel 7b für den Fall einer bivariaten Copula mit zwei Zufallsvariablen). Die obere 
Schranke ist die Copula der perfekten positiven Abhängigkeit (Komonotonie-
Copula). Bei zwei gleichverteilten Zufallsvariablen U1 und U2 soll die eine voll-
ständig von der anderen abhängen. Hierzu soll gelten: U1 = U2. Die bivariate Co-
pula ist in diesem Fall über Formel 7definiert. Die untere Schranke bildet die 
Kontramonotonie-Copula. Für die vollständig gegenläufige Entwicklung soll U2 
= 1 – U1 sein. Dann ist die Copula über Formel 7a definiert. Diese Schranken 
können grundsätzlich auch auf mehrdimensionale Copulas übertragen werden 
(siehe Formel 7c). Hierbei ist jedoch zu beachten, dass Kontramonotonie nur im 
zweidimensionalen Fall (zwischen zwei Zufallsvariablen) erreicht werden kann. 
Bei drei Zufallsvariablen U1 bis U3 kann sowohl zwischen U1 und U2 als auch zwi-
schen U1 und U3 ein kontramonotoner Zusammenhang vorgegeben werden. 
Dies legt jedoch die Abhängigkeit von U2 und U3 fest. Wenn U1 steigt, fallen U2 

                                                      
28  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 266 f.; Cherubini, U. et al., Copula, 2012, S. 

12. 
29  Für die Darstellung des mathematischen Zusammenhangs siehe bspw.: McNeil, A. et al., QRM, 

2005, S. 207. 
30  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 267; Yener, T., Risk Management, 2012, S. 

19 f. 
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und U3. Somit ist die Abhängigkeit zwischen U2 und U3 nicht kontramonoton. 
Zudem erfüllt die untere Schranke im mehrdimensionalen Fall nicht mehr die 
Anforderungen einer Copula-Funktion.31 

 𝐶𝐶𝑢𝑢(𝑢𝑢1,𝑢𝑢2) = 𝑃𝑃[𝑈𝑈1 ≤ 𝑢𝑢1,𝑈𝑈2 ≤ 𝑢𝑢2] = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑢𝑢1,𝑢𝑢1) 

𝐶𝐶𝑙𝑙(𝑢𝑢1,𝑢𝑢2) = 𝑃𝑃[𝑈𝑈1 ≤ 𝑢𝑢1, 1 −  𝑈𝑈1 ≤ 𝑢𝑢2] = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢2 − 1, 0) 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢2 − 1,0) ≤    𝐶𝐶(𝑢𝑢1,𝑢𝑢2)    ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑢𝑢1,𝑢𝑢1) 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �� 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 1 − 𝑛𝑛, 0
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
� ≤ 𝐶𝐶(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) . 

(7) 

(7a) 

(7b) 

(7c) 

Formel 7: Fréchet-Hoeffding-Schranken 

Graphisch im Einheitskubus dargestellt (siehe Abbildung 2), liegt die Oberfläche 
jeder bivariaten (kumulierten) Copula-Verteilungsfunktion in der eingezeichne-
ten schiefen Pyramide.32 

  

  

                                                      
31  Vgl. McNeil, A., et al., QRM, 2005, S. 188 ff., 200f.; Nelsen, R., Copula, 2006, S. 11 ff.; 

Schmidt, T., Copula, 2006, S. 6f.; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 268. 
32  Vgl. McNeil, A., et al., QRM, 2005, S. 190; Schmidt, T., Copula, 2006, S. 6. 
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Abbildung 2: Schranken der bivariaten Copula im Einheitskubus 
Quelle: In Anlehnung an Schmidt, T., Copulas, 2006, S. 6 

 

2.4.3 Randabhängigkeiten 

Zur Beschreibung der Abhängigkeitsstrukturen von Copula-Funktionen wird ins-
besondere auf die Eigenschaft der Randabhängigkeiten zurückgegriffen. Wäh-
rend die bisher vorgestellten Konzepte zur Messung von Abhängigkeiten die ge-
samte Abhängigkeitsstruktur erfassen, fokussieren sich die Randabhängigkeits-
koeffizienten auf den Eintritt von Extremereignissen. Der obere Randabhängig-
keitskoeffizient (𝜆𝜆𝑢𝑢) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass eine stetige Zufalls-
variable ein bestimmtes Quantil (𝑞𝑞) überschreitet unter der Bedingung, dass eine 
andere stetige Zufallsvariable ebenfalls dieses Quantil überschritten hat. Das 
Quantil nähert sich dabei zur Bestimmung des Koeffizienten immer weiter dem 
oberen Grenzwert der Verteilungsfunktion (1) an (siehe Formel 8). Andersherum 
beschreibt der untere Randabhängigkeitskoeffizient (𝜆𝜆𝑙𝑙) die Wahrscheinlichkeit, 
dass eine Zufallsvariable ein bestimmtes Quantil nicht überschreitet, wenn die 
andere Zufallsvariable dieses Quantil ebenfalls nicht überschritten hat. Hierbei 
erfolgt auch eine Grenzwertbetrachtung und das Quantil nähert sich immer 
weiter dem unteren Grenzwert (0) an (siehe Formel 8b).33 

                                                      
33  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 208 f.; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 280. 
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 𝜆𝜆𝑢𝑢(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2) = lim
𝑞𝑞→1

𝑃𝑃�𝑋𝑋2 > 𝐹𝐹2−1(𝑞𝑞)�𝑋𝑋1 > 𝐹𝐹1−1(𝑞𝑞)� 

𝜆𝜆𝑢𝑢(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2) =
1 − 2𝑞𝑞 + 𝐶𝐶(𝑞𝑞, 𝑞𝑞)

1 − 𝑞𝑞
 

 𝜆𝜆𝑙𝑙(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2) = lim
𝑞𝑞→0

𝑃𝑃�𝑋𝑋2 ≤ 𝐹𝐹2−1(𝑞𝑞)�𝑋𝑋1 ≤ 𝐹𝐹1−1(𝑞𝑞)� 

 𝜆𝜆𝑙𝑙(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2) =
𝐶𝐶(𝑞𝑞, 𝑞𝑞)
𝑞𝑞

 . 

(8) 
 
(8a) 
 
(8b) 
 
(8c) 

Formel 8: Randabhängigkeitskoeffizienten 

Sofern die Grenzwerte existieren und im Intervall ]0, 1] liegen, besteht zwischen 
den Zufallsvariablen eine obere (𝜆𝜆𝑢𝑢) oder untere (𝜆𝜆𝑙𝑙) Randabhängigkeit. Hierbei 
treten extreme Ereignisse in den oberen bzw. unteren Quantilen der Vertei-
lungsfunktionen (nahe 1 oder 0) vermehrt gemeinsam auf. Bei 𝜆𝜆𝑢𝑢 = 0 oder 𝜆𝜆𝑙𝑙 =
0 treten Extremereignisse unabhängig voneinander ein.34 

2.4.4 Abhängigkeitsstrukturen ausgewählter Copula-Familien 

Zu den typischen Vertretern der Copula-Funktionen zählen elliptische und archi-
medische Copulas. Die elliptischen Copulas leiten sich von bekannten ellipti-
schen multivariaten Verteilungsfunktionen wie der Normalverteilung (Gauß-Co-
pula) oder der t-Verteilung (t-Copula) ab.35 Hierbei kann die Copula über die 
vorgegebene gemeinsame Verteilungsfunktion 𝐻𝐻 und die inversen Verteilungs-
funktionen der Randverteilungen 𝐹𝐹1−1, … ,𝐹𝐹𝑑𝑑−1 ausgehend von einer Umformung 
der Formel 6a bestimmt werden (siehe Formel 9):36 

 𝐶𝐶(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐻𝐻�𝐹𝐹1−1(𝑢𝑢1), … ,𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑢𝑢𝑛𝑛)�  

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝐹𝐹𝑖𝑖−1(𝑢𝑢𝑖𝑖) = 𝑥𝑥𝑖𝑖  . 

(9) 

(9a) 

Formel 9: Explizite Formel für Generierung von Copulas 

                                                      
34  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 208f.; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 280f.. 
35  Für die Definition einer elliptischen Verteilung siehe: Embrechts, P. et al., Dependence, 2002, S. 

186 oder Pérignon, C., Smith, D., Diversification, 2010, S. 65. 
36  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 187; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 266; 

Skoglund, J. et al., Hierarchical Copulas, 2013, S. 193. 
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Die Gauß-Copula (oder auch Normal-Copula 𝐶𝐶𝑁𝑁) ist die Copula der multivaria-
ten Normalverteilungsfunktion Φ𝑅𝑅 mit Korrelationsmatrix 𝑅𝑅 und den 𝑛𝑛 univaria-
ten normalverteilten inversen Randverteilungen Φ−1. Eingesetzt in Formel 9, hat 
die n-dimensionale Gauß-Copula folgende Form (siehe Formel 10):37 

 𝐶𝐶𝑅𝑅𝑁𝑁(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = Φ𝑅𝑅�Φ−1(𝑢𝑢1), … ,Φ−1(𝑢𝑢𝑛𝑛)� . (10) 

Formel 10: Gauß-Copula  

Wenn die Korrelationsmatrix einer beliebig n-dimensionalen Gauß-Copula nur 
aus Einsen besteht, liegt Komonotonie zwischen den Zufallsvariablen vor. Bei ei-
ner Einheitsmatrix liegt Unabhängigkeit vor. Bei einer bivariaten Gauß-Copula 
mit einer Korrelation von -1 zwischen den beiden Variablen liegt Kontramonoto-
nie vor. Im zweidimensionalen Fall kann die Korrelation als Stärke der Abhängig-
keit interpretiert werden, die zwischen perfekter positiver (+1) und negativer 
Abhängigkeit (-1) liegt.38  

Analog zur Gauß-Copula ist die t-Copula (𝐶𝐶𝑡𝑡) in Formel 11 die Verbindung von 
𝑛𝑛 univariaten t-verteilten inversen Randverteilungen (𝑡𝑡𝜈𝜈−1) mit ν Freiheitsgraden 
und einer multivariaten t-Verteilungsfunktion (𝑇𝑇𝜈𝜈,𝑅𝑅) mit ν Freiheitsgraden und 
Korrelationsmatrix 𝑅𝑅 :39 

 𝐶𝐶𝜈𝜈,𝑅𝑅
𝑡𝑡 (𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = T𝜈𝜈,𝑅𝑅�𝑡𝑡𝜈𝜈−1(𝑢𝑢1), … , 𝑡𝑡𝜈𝜈−1(𝑢𝑢𝑛𝑛)� . (11) 

Formel 11: t-Copula 

Die t-Copula konvergiert für 𝜈𝜈 → ∞ gegen die Gauß-Copula. Beide elliptischen 
Copula-Funktionen besitzt ein symmetrisches Abhängigkeitsverhalten in den un-
teren (0,0) und oberen (1,1) Randbereichen der Verteilung. Für eine geringe An-
zahl an Freiheitsgraden weist die t-Copula mehr Beobachtungen bzw. eine hö-
here Dichte an den Rändern auf und verfügt damit über eine obere und untere 

Randabhängigkeit (𝜆𝜆𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑙𝑙 = 2𝑡𝑡𝜈𝜈+1�−�(𝜈𝜈 + 1)(1 − 𝜌𝜌) (1 + 𝜌𝜌⁄ )�).40 Die Gauß-

Copula ist hingegen randunabhängig (𝜆𝜆𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑙𝑙 = 040F

41 - siehe Streudiagramme 

                                                      
37  Vgl. Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 554. Für die ausgeschriebene Formel siehe 

ebd. 
38  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 191; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 269 f. 
39  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 191; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 270; 

Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 554. 
40  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 281. 
41  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 281. 
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und Dichten42 in Abbildung 3). Das Randabhängigkeitsverhalten führt unter an-
derem dazu, dass extreme Ereignisse im unteren und oberen Quantil der Vertei-
lungsfunktionen bei Verwendung einer t-Copula im Vergleich zur Gauß-Copula 
vermehrt gemeinsam auftreten. Zusätzlich treten bei der t-Copula Ereignisse in 
den Bereichen (0,1) und (1,0) häufiger auf.43 

 

 
 
Abbildung 3: Streudiagramme und Dichten der bivariaten Gauß- und t-Copula 

 
Die archimedische Copula-Familie (𝐶𝐶𝐴𝐴) unterscheidet sich von der elliptischen 
Copula-Familie insbesondere durch die Möglichkeit, asymmetrische Randabhän-

                                                      
42  Die Diagramme basieren auf einer Simulation einer bivariaten Gauß- und t-Copula mit 2.000 

Paaren und einer Korrelation von 0,3 und 2 Freiheitsgraden. 
43  Vgl. Beck, A. et al., Copulas, 2006, S. 729; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 6 f.; 

Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 554 f. 

    t-Copula mit ρ =     Gauß-Copula            
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gigkeiten zu modellieren. Sie werden über eine stetige, konvexe Generatorfunk-
tion (𝛾𝛾)44 und deren Inverse (𝛾𝛾−1) gebildet (siehe Formel 12). Diese enthält den 
Generatorparameter 𝜃𝜃. Zwei populäre Vertreter dieser Copula-Klasse sind die 
Gumbel-Copula (𝐶𝐶𝐺𝐺 – Formel 12a) und die Clayton-Copula (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 – Formel 12b):45 

 𝐶𝐶𝜃𝜃𝐴𝐴(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝛾𝛾−1�𝛾𝛾(𝑢𝑢1) + ⋯+ 𝛾𝛾(𝑢𝑢𝑛𝑛)� 

𝐶𝐶𝜃𝜃𝐺𝐺(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−�∑ −(𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑢𝑢𝑖𝑖)𝜃𝜃𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 �

1
𝜃𝜃� ,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜃𝜃 ∈ [1,∞[  

𝐶𝐶𝜃𝜃𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = �𝑢𝑢1−𝜃𝜃 + ⋯+ 𝑢𝑢𝑛𝑛−𝜃𝜃 − 𝑛𝑛 + 1�−1 𝜃𝜃⁄ ,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜃𝜃 ∈ ]0,∞[ . 

(12) 
 
(12a) 
 
(12b) 

Formel 12: Archimedische Copula-Funktionen 

Die Gumbel-Copula weist eine obere Randabhängigkeit (𝜆𝜆𝑢𝑢 = 2 − 21 𝜃𝜃⁄ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜆𝜆𝑙𝑙 =
0)46 auf (siehe Streudiagramm und Dichte47 links in Abbildung 4). Für 𝜃𝜃 = 1 sind 
die Zufallsvariablen unabhängig voneinander (𝜆𝜆𝑢𝑢 = 0). Für sehr große 𝜃𝜃 (𝜃𝜃 → ∞) 
konvergiert die Gumbel-Copula gegen die Komonotonie-Copula (𝜆𝜆𝑢𝑢 = 1). Ver-
einfachend lässt sich ausdrücken, dass die Gumbel-Copula zwischen Unabhän-
gigkeit und perfekter positiver Abhängigkeit interpoliert, wobei 𝜃𝜃 die Stärke der 
Abhängigkeit angibt.  

Die Clayton-Copula besitzt eine untere Randabhängigkeit (𝜆𝜆𝑢𝑢 = 0 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜆𝜆𝑙𝑙 =
2−1 𝜃𝜃⁄ )48 (siehe Diagramme rechts in Abbildung 4). Für 𝜃𝜃 → 0 konvergiert die 
Clayton-Copula gegen eine Unabhängigkeits-Copula (𝜆𝜆𝑙𝑙 = 0) und bei 𝜃𝜃 → ∞ 
nähert sie sich der Komonotonie-Copula (𝜆𝜆𝑙𝑙 = 1) an. Für den Spezialfall 𝑛𝑛 = 2 
und 𝜃𝜃 = −1 erhält man die Kontramonotonie-Copula. Die Clayton-Copula inter-
poliert damit zwischen Kontramonotonie, Unabhängigkeit und Komonotonie.49 

  

                                                      
44  Für die notwendigen mathematischen Eigenschaften einer Generatorfunktion wird auf McNeil, 

A. et al., QRM, 2005, S. 220, 222 verwiesen. 
45  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 222; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 7; 

Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 555. Für weitere archimedische Copulas wird auf 
Nelsen, R., Copula, 2006, S. 109 ff. verwiesen. 

46  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 282. 
47  Die Diagramme basieren auf einer Simulation einer bivariaten Gumbel- und Clayton-Copula mit 

2.000 Paaren. Der Generatorparameter wurde so gewählt, dass er ungefähr einer Korrelation 
von 0,3 entspricht. Vgl. Yener, T., Risk Management, 2012, S. 24. 

48  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 282. 
49  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 192; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 270 f.; 

Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 555; Skoglund, J. et al., Hierarchical Copulas, 
2013, S. 194. 
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Abbildung 4: Streudiagramme und Dichten der bivariaten Gumbel- und Clayton-Copula 

 

Eine Übertragung der Copula-Funktionen in den multivariaten Fall mit mehr als 
zwei Dimensionen ist bei allen Copula-Klassen regelmäßig mit besonderen Her-
ausforderungen verbunden. So steigt der Rechenaufwand exponentiell mit der 
Dimension an. Zudem steigt die Anzahl der zu schätzenden Parameter oder die 
Copula wird zu unflexibel, um die Wechselwirkungen zwischen allen Variablen 
zu beschreiben. Des Weiteren fällt bei mehr als drei Dimensionen die Möglich-
keit der Visualisierung zwecks Kontrolle weg.50 

2.5 Stabilität der Abhängigkeiten im Zeitverlauf 

In der wissenschaftlichen Literatur gibt es unterschiedliche Ansichten darüber, 
wie Abhängigkeiten am besten gemessen werden können. Es sind sowohl un-
bedingte als auch bedingte Abhängigkeiten51 vorstellbar und Korrelationen oder 

                                                      
50  Vgl. Mai, J., Scherer, M., Abhängigkeiten, 2012, S. 8 f. 
51  Bspw. Korrelationen bedingt unter der Höhe und/oder Volatilität der Renditen. 
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Copulas können sowohl mit zeitkonstanten als auch zeitabhängigen Parametern 
modelliert werden.52 

Besonders für die Wahl einer zeitkonstanten oder zeitabhängigen Modellierung 
ist die Frage nach der Konstanz der Abhängigkeiten von Bedeutung. In der wis-
senschaftlichen Literatur mehren sich die Hinweise, dass die Abhängigkeitsstruk-
tur bei realen finanzwirtschaftlichen Zeitreihen nicht durchgehend konstant ist. 
Für Korrelationen zwischen Aktienmärkten liegen mehrere empirische Studien 
vor,53 die einen Anstieg der Korrelation während Krisenzeiten wie z. B. nach der 
Dotcom Blase im Jahr 2001 oder nach der Finanzmarktkrise 2008 beschreiben.54 
Hierbei ist anzumerken, dass die lineare Korrelation nicht alleine von der Abhän-
gigkeitsstruktur, sondern auch von den Randverteilungen der Variablen beein-
flusst wird. Änderungen der linearen Korrelation können daher auch durch Än-
derungen in den Randverteilungen, die die Standardabweichung beeinflussen, 
verursacht worden sein. Somit kann eine Veränderung in der Abhängigkeits-
struktur nicht ohne weiteres über eine Änderung der Korrelation nachgewiesen 
werden.55 Nichtsdestotrotz sorgt eine Erhöhung der Korrelation gerade in turbu-
lenten Zeiten für eine Abnahme des Diversifikationseffektes. Stressszenarien, die 
die Korrelationen aus normalen Zeiten bei der Risikoaggregation berücksichti-
gen, unterschätzen hierdurch das Gesamtrisiko.56 Auch bei der Abhängigkeits-
modellierung über Copulas wurden in empirischen Arbeiten Strukturbrüche 
nach großen ökonomischen Ereignissen wie der Einführung des Euros im Jahr 
1999 nachgewiesen. Insgesamt liegen hierzu aber weniger Studien vor.57 

In einer aktuellen empirischen Arbeit haben Adams, Füss und Glück Strukturbrü-
che in täglichen Korrelationsdaten (zwischen S&P500 und NASDAQ; S&P500 
und Rohöl; S&P500 und italienischen Staatsanleihen) im Zeitraum von 2000 bis 
2014 entdeckt. Sie gehen jedoch davon aus, dass die Korrelation zwischen den 

                                                      
52  Vgl. Campbell, R. et al., Correlation, 2007, S. 287 f.; Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, 

S. 550 f., 556. 
53  Streng genommen handelt es sich hierbei um die Abhängigkeit innerhalb einer Risikoart (Markt-

preisrisiko), die nicht vordergründig in dieser Studie behandelt wird. 
54  Siehe exemplarisch: Login, F., Solnik, B., Correlation, 1995; Forbes, K., Rigobon, R., Interdepen-

dence, 2002; Zimmermann, H. et al., Asset Allocation, 2003, S. 51–120; Campbell, R. et al., 
Correlation, 2007; van Emmerich, C., Correlation, 2009; Bissantz, N. et al., Correlation, 2011; 
und die weiteren Referenzen in diesen Artikeln. 

55  Vgl. Yener, T., Risk Management, 2012, S. 11. 
56  Vgl. Campbell, R. et al., Correlation, 2007, S. 287; Bissantz, N. et al., Correlation, 2011, S. 127, 

130. 
57  Siehe bspw.: Zwischen Währungen: Patton, A., Dependence, 2006; Aktienmärkte: Rockinger, 

M., Jondeau, E., Dependence, 2001; Guegan, D., Zhang, J., Dynamic Copula, 2006; Rodriguez, 
J., Contagion, 2007. 
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Strukturbrüchen konstant ist und sich nur nach großen ökonomischen Ereignis-
sen wie z. B. nach der Insolvenz von Lehman Brothers 2008 oder nach der euro-
päischen Staatschuldenkrise 2010 verändert. Sie gelangen zu dem Schluss, dass 
eine zeitkonstante Messung der Korrelation über Zeitfenster eine angemesse-
nere Vorgehensweise als die Nutzung von populären GARCH-Modellen, die eine 
zeitabhängige Messung erlauben, sein kann.58 Eine umfangreiche empirische 
Untersuchung zur Konstanz der Korrelation zwischen mehreren Assetklassen 
(unter anderem Rentenperformanceindex RexP, EuroStoxx 50, DAX, Rohöl 
Brent, Corporate-Index59), die unterschiedlichen Risikofaktoren ausgesetzt sind, 
ist in Reuse zu finden. Er vergleicht historische und rollierende Korrelationen vor 
und nach Krisenzeiten und kommt zu dem Ergebnis, dass langfristige Korrelatio-
nen stabil bleiben und zur Berücksichtigung von Diversifikationseffekten genutzt 
werden können.60 

Da die nachfolgend beleuchteten Konzepte zur Aggregation von Risiken auf 
den Abhängigkeiten von Risikofaktoren beruhen, entsteht aus der ungeklärten 
wissenschaftlichen Frage, wie Abhängigkeiten am besten beschrieben werden, 
ein immanentes Modellrisiko. 

                                                      
58  Vgl. Adams, Z. et al., Correlations, 2017, S. 9 ff. 
59  Bank of America Merrill Lynch Corporate Index. 
60  Vgl. Reuse, S., Korrelationen, 2011, S. 143–156; Reuse, S., Diversifikationseffekte, 2016, S. 

311–322, betrachteter Zeitraum 2000-2016. 
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3 Aufsichtliche Anforderungen an die ökonomische Kapitalausstat-

tung eines Kreditinstitutes 

Neben der bankaufsichtlich vorgegebenen Mindestkapitalausstattung zur Unter-
legung von Kredit-, Marktpreis- und operationellen Risiken, die sich nach festen 
Regeln der europäischen Kapitaladäquanzverordnung (kurz: CRR) bestimmen,61 
müssen Kreditinstitute zusätzlich genügend ökonomisches Kapital zur Abde-
ckung aller wesentlichen Risiken vorhalten.62 Diese Anforderung ist auf nationa-
ler Ebene in § 25a Abs. 1 S. 3 Kreditwesengesetz (kurz: KWG) eingegangen. 
Hiernach müssen Kreditinstitute ein angemessenes und wirksames Risikoma-
nagement besitzen, mit dem die Risikotragfähigkeit laufend sicherzustellen ist.63 

Die konkrete Ausgestaltung der Berechnungsmethodik bleibt grundsätzlich der 
jeweiligen Bank überlassen. Die Bundesanstalt für Finanzdienstleistungsaufsicht 
(kurz: BaFin) hat jedoch die Mindestanforderungen an das Risikomanagement 
(kurz: MaRisk)64 als norminterpretierende Verwaltungsvorschriften veröffent-
licht. In diesen bringt sie zum Ausdruck, welche Anforderungen die Bankenauf-
sicht aus dem § 25a KWG ableitet.65 

3.1 Bankaufsichtliche Risikotragfähigkeitskonzepte 

Als Risikotragfähigkeit wird laut MaRisk die laufende Abdeckung der wesentli-
chen Risiken einer Bank durch das Risikodeckungspotential bezeichnet (AT 4.1 
Tz. 1 MaRisk). Mit dem Risikotragfähigkeitskonzept soll sichergestellt werden, 
dass die aus den wesentlichen Risiken resultierenden Verluste durch Kapital auf-
gefangen werden können. In der konkreten Ausgestaltung des Konzeptes sind 
die Kreditinstitute grundsätzlich frei. Die gewählten internen Verfahren müssen 
jedoch die Sicherstellung der Risikotragfähigkeit gewährleisten.66 Dabei ist eine 

                                                      
61  Siehe Art. 92 Abs. 3 CRR. 
62  Diese Vorgabe stammt aus der Säule 2 von Basel II (vgl. BCBS, Basel II, 2004, S. 147 ff.), die 

über die europäische Richtlinie CRD IV (insb. Art. 73 CRD IV) in nationales Recht umgesetzt wur-
den. Für weitere Informationen zur rechtlichen Umsetzung siehe bspw.: Seuthe, A., Risikotrag-
fähigkeit, 2014, Tz. 291 ff. 

63  Vgl. Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 4 f.; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommen-
tar, 2013, S. 76, 174 f. 

64  BaFin, MaRisk, 2017. 
65  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 24; Seuthe, A., Risikotragfähigkeit, 

2014, Tz. 324, 332. 
66  Vgl. BaFin, Leitfaden, 2018, Tz. 6. 
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vorsichtige Ermittlung des Risikodeckungspotentials und der Risiken vorzuneh-
men (§ 25a Abs. 1 S. 3 Nr. 2 KWG). Zudem hängt die Umsetzung der Anforde-
rungen nach § 25a Abs. 1 S. 4 KWG von Art, Umfang, Komplexität und Risiko-
gehalt der Geschäftstätigkeit ab. Damit werden höhere Anforderungen an die 
verwendeten Methoden großer Institute mit komplexen Geschäften gestellt als 
an kleine Banken, die nur das klassische Kreditgeschäft betreiben.67 

Zusätzliche Maßstäbe, mit denen die Bankenaufsicht die Risikotragfähigkeits-
konzepte beurteilt, wurden in einem Schreiben der BaFin vom 24.05.201868 
dargelegt. Dieser Leitfaden konkretisiert die aufsichtlichen Anforderung noch 
einmal zusätzlich und unterstützt Kreditinstitute bei der Ausgestaltung ihres in-
dividuellen Risikotragfähigkeitskonzeptes.69 

Die Konzepte zur Sicherstellung der Risikotragfähigkeit nach alter Prägung70 
können in zwei Perspektiven eingeteilt werden. Es wurde zwischen Fortfüh-
rungsansätzen (den Going-Concern-Ansätzen) und Liquidationsansätzen (den 
Gone-Concern-Ansätzen) unterschieden. Erstere zielten auf den Fortbestand der 
Bank im Falle des Verlusteintritts ab und schützten damit unter anderem die Ei-
genkapitalgeber. Hierzu musste sichergestellt werden, dass auch nach Eintritt 
der Verluste genügend Kapital zur Einhaltung der Mindestkapitalanforderungen 
nach CRR zur Verfügung steht. Die Liquidationsansätze hingegen sollten die Be-
friedigung der (erstrangigen) Gläubiger im Liquidationsfall sicherstellen.71 Die 
Übergänge zwischen beiden Perspektiven waren fließend, sodass auch Misch-
formen vorkommen konnten.72 Je nach gewählter Perspektive mussten die wei-
teren Annahmen zur Ableitung des Risikodeckungspotentials,73 zum Risikobe-
trachtungshorizont und zum Konfidenzniveau konsistent hierzu getroffen wer-
den.74 

                                                      
67  Vgl. Deutsche Bundesbank, Monatsbericht RTF, 2013, S. 33. 
68  BaFin, Leitfaden, 2011. 
69  Vgl. BaFin, Anschreiben Leitfaden, 2011; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 

177. 
70  Gemeint sind die Konzepte aus dem BaFin, Leitfaden, 2011. Die Bezeichnung wurde im neuen 

Leitfaden-Entwurf eingeführt. Vgl. BaFin, Leitfaden, 2018, Tz. 8. 
71  Vgl. BaFin, Leitfaden, 2011, Tz. 8 f.; Deutsche Bundesbank, Monatsbericht RTF, 2013, S. 34; 

Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 181. 
72  Vgl. Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 20. 
73  Für weitere Informationen zur Ableitung des Risikodeckungspotentials siehe: BaFin, Leitfaden, 

2011, Tz. 19–84; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 24 ff. oder Deutsche Bundes-
bank, Monatsbericht RTF, 2013, S. 41 f. 

74  Vgl. BaFin, Leitfaden, 2011, Tz. 94, 101; Deutsche Bundesbank, Monatsbericht RTF, 2013, S. 34 
f.; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 183. 
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Zukünftig müssen sowohl die Perspektive der Fortführung des Instituts als auch 
die des Gläubigerschutzes berücksichtigt werden. Das Risikotragfähigkeitskon-
zept muss daher sowohl eine normative Perspektive (Einhaltung aller regulatori-
schen Anforderungen) als auch eine ökonomische Perspektive (langfristiger Sub-
stanzschutz des Instituts) berücksichtigen. Bis auf Weiteres ist jedoch auch die 
Nutzung der bisherigen Going-Concern-Ansätze zulässig. Die Liquidationsan-
sätze gehen in der ökonomischen Perspektive auf und können nicht mehr ei-
genständig verwendet werden.75 

3.2 Quantifizierung von wesentlichen Risiken 

Im Risikotragfähigkeitskonzept sind gemäß AT 4.1 Tz. 1 MaRisk Risikobeträge 
für alle wesentlichen Risiken über geeignete Verfahren zu bestimmen. Die 
Quantifizierung dieser Risiken kann über unterschiedliche Ansätze erfolgen. 
Aufgrund der großen Anzahl an unterschiedlichen Risikomessmethoden hat die 
Aufsicht keine übergreifenden methodischen Grundüberlegungen veröffentlicht 
oder allgemeine Beurteilungsmaßstäbe aufgestellt. 

Die Höhe der Risikowerte ist unabhängig vom konkreten Verfahren regelmäßig 
maßgeblich durch die Wahl der Eingangsparameter beeinflusst. Die Aufsicht for-
dert daher, dass diese Parameter im Einklang mit der Risikotragfähigkeitsper-
spektive ausgewählt werden. So musste bei Gone-Concern-Ansätzen zur Quan-
tifizierung des Risikowertes ein Ereignis mit vergleichsweiser niedriger Eintritts-
wahrscheinlichkeit und entsprechend höherer Verlustausprägung zu Grunde ge-
legt werden, da neben dem Risikodeckungspotential keine weitergehenden Re-
serven zur Verlustabsorption zur Verfügung stehen. In Going-Concern-Ansätzen 
kann hingegen bei Eintritt der Risiken noch auf das regulatorische Mindestkapi-
tal zurückgegriffen werden.76 Für die neue ökonomische Perspektive ist vorgese-
hen, dass sich die verwendeten Verfahren an dem Niveau der internen Modelle 
zur Bestimmung der Mindestkapitalanforderungen nach CRR orientieren. Dies 
gilt insbesondere für das verwendete Konfidenzniveau von 99,9 %.77 

Um Aussagen über Eintrittswahrscheinlichkeiten von Verlusten treffen zu kön-
nen, wird das Risiko eines Portfolioverlustes durch eine Zufallsvariable 𝑋𝑋 (Höhe 

                                                      
75  Vgl. BaFin, Anschreiben Leitfaden, 2018; BaFin, Leitfaden, 2018, Tz. 8, 22 ff., 37ff. Für weitere 

Informationen siehe ebd. 
76  Vgl. BaFin, Leitfaden, 2018, Anhang Tz. 65 f.; Deutsche Bundesbank, Monatsbericht RTF, 2013, 

S. 34, 44; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 185. 
77  Vgl. BaFin, Leitfaden, 2018, Tz. 61 und Fußnote 13. 
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eines ökonomischen Verlustes) modelliert.78 Die Quantifizierung des Risikos er-
folgt dann ausgehend von einer Verlustverteilung (Wahrscheinlichkeitsverteilung 
– siehe Abbildung 5 als Beispiel für eine Dichtefunktion). Hierzu werden für die 
einzelnen Wertänderungen des Portfolios (Renditen) Eintrittswahrscheinlichkei-
ten anhand historischer Zeitreihen geschätzt. Über eine Verteilungsfunktion 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) der Zufallsvariablen 𝑥𝑥 werden den Realisationen (𝑥𝑥 nimmt den Wert an, 
der kleiner oder gleich 𝑥𝑥 ist) diese Wahrscheinlichkeiten zugeordnet. Da sich 
eine vollständige Funktion nicht zur Kapitalhinterlegung oder Steuerung eignet, 
werden einzelne Charakteristika der Verteilung verwendet, die sich in wenigen 
Kennzahlen, den sogenannten Risikomaßen, verdichten lassen. Durch die Ver-
dichtung werden unterschiedliche Risikoarten vergleichbar, was eine Vorausset-
zung für die Aggregation einzeln bestimmter Risikowerte darstellt. Der Value-at-
Risk zählt neben dem Erwartungswert oder der Volatilität zu den bekanntesten 
Kennzahlen.79 

Bereits aus diesem Vorgehen ergeben sich zwei Problemfelder. Erstens muss die 
Verteilungsfunktion anhand historischer Daten spezifiziert werden, wodurch die 
Vorhersagekraft eingeschränkt ist. Zweitens ist die Schätzung einer unbekann-
ten Verteilungsfunktion selbst bei zeitlicher Invarianz dieser Funktion herausfor-
dernd, da diese bei der Modellierung durch idealtypische Verteilungen nachge-
bildet werden muss.80 

3.2.1 Value-at-Risk 

Der Value-at-Risk (kurz: VaR) gehört zu den Standard-Risikomaßen zur Messung 
finanzieller Risiken. Seinen Ursprung hat der VaR bei der Messung der Markt-
preisrisiken. Die Methodik lässt sich jedoch auch auf andere Risikoarten übertra-
gen. Somit ist der VaR ein möglicher Ausgangspunkt zur Aggregation unter-
schiedlicher Risiken. Der VaR gibt den Verlust an, der mit einer vorgegebenen 
Wahrscheinlichkeit P – hier das Konfidenzniveau α – innerhalb des Risikobe-
trachtungshorizontes ausgehend von den Marktbedingungen des Beobach-
tungszeitraumes nicht überschritten wird. Andersherum soll nur mit der Rest-
wahrscheinlichkeit 1 − α ein Verlust L eintreten, der den Value-at-Risk übersteigt 

                                                      
78  Vgl. FMA, ÖNB, Quantitative Modelle, 2004, S. 34; Wiesemann, H., Risikostreuung, 2011, S. 

424. 
79  Vgl. Brandtner, M., Risikomessung, 2010, S. 25 ff.; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, 

S. 95; Wüst, K., Risikomanagment, 2014 S. 74 f.; Handschuher, N., Modellrisiken, 2015, Tz. 
823. 

80  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 36. 
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(siehe Abbildung 5). In der Dichtefunktion in Abbildung 5 entspricht der Flä-
cheninhalt unter der Kurve von 0 bis zur Stelle 𝑥𝑥 jeweils einer kumulierten Ein-
trittswahrscheinlichkeit (𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥)).81 

 
 
Abbildung 5: Visualisierung des VaR in einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion  
Quelle: In Anlehnung an Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 116. 

 
Diese Stelle (Realisation 𝑥𝑥) kann über die inverse Verteilungsfunktion (𝐹𝐹−1), 
auch Quantilfunktion genannt, zur Verlustverteilungsfunktion 𝐹𝐹(𝑥𝑥) ermittelt 
werden. Die Quantilfunktion ordnet jeder kumulierten Wahrscheinlichkeit eine 
Ausprägung 𝑥𝑥 zu. Mathematisch ausgedrückt wird die größte untere Schranke 
(𝑥𝑥) gesucht, bei der die Eintrittswahrscheinlichkeit für einen Verlust (𝐿𝐿), der diese 
Schranke übersteigt, kleiner als das 1−α-Quantil ist (siehe Formel 13).82 

 VaR(𝛼𝛼) = inf(𝑥𝑥|𝐹𝐹(𝐿𝐿 > 𝑥𝑥) ≤ 1 − 𝛼𝛼) =  inf(𝑥𝑥|𝐹𝐹(𝑥𝑥) ≥ 𝛼𝛼) =  𝐹𝐹−1(𝛼𝛼) . (13) 

Formel 13: Berechnung des Value-at-Risk 

Der VaR kann über unterschiedliche Ansätze berechnet werden. Bei der histori-
schen Simulation, welches ein nicht parametrisches Verfahren darstellt, dienen 
beobachtete Wertänderungen als Ausgangsbasis. Hierbei wird keine explizite 
Annahme für die Verlustverteilung benötigt, da der VaR ausgehend von den 
sortierten Verlusten bestimmt werden kann. Im Modellbildungsansatz (paramet-
rische Verfahren – hierzu zählen Varianz-Kovarianz-Ansätze und die Monte-

                                                      
81  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 38; Großmann, S., Stresstests, 2006, S. 74; Bartetzky, P., 

Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 96 f.; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 188; 
Handschuher, N., Modellrisiken, 2015, Tz. 824 f.; Mondelle, E., Portfoliomanagement, 2015, S. 
22 f., Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 295 f. 

82  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 132, 414; Großmann, S., Stresstests, 2006, S. 
76; McNeil, A. u. a., QRM, 2005, S. 38. 
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Carlo-Simulation) wird für die Verteilung ein Modell unterstellt und die Modell-
parameter werden anhand historischer Daten geschätzt.83 

Sofern die Risikofaktoren nicht aus elliptischen Verteilungen stammen (hierzu 
gehört z. B. die Normalverteilung), offenbart sich ein für die Risikoaggregation 
besonders gravierender Nachteil dieses Risikomaßes. Denn der VaR ist dann 
nicht subadditiv und gehört daher nicht zu den sogenannten kohärenten Risiko-
maßen.84 Subadditivität bedeutet, dass das Risikomaß für ein Gesamtportfolio 
nicht größer als die Summe der Risikomaße der Teilportfolios ist. Durch diese Ei-
genschaft ist sichergestellt, dass das Risiko bei der Addition von zwei Teilrisiken 
vollständig erfasst wird. Während die Modellierung der Marktpreisrisiken durch 
eine elliptische Verteilung noch möglich erscheint, ist sie für Adressenausfall- 
und operationelle Risiken nicht haltbar.85 Ein weiterer Nachteil ist, dass Risiken 
aus den Randbereichen der Verteilung, die außerhalb des gewählten Konfidenz-
niveaus auftreten, unberücksichtigt bleiben. Gleichwohl kommt der VaR weiter-
hin in Risikotragfähigkeitskonzepten und zur Bestimmung der aufsichtlichen 
Mindestkapitalanforderungen mit internen Modellen nach CRR86 zum Einsatz.87 

3.2.2 Expected Shortfall 

Der Expected Shortfall (kurz: ES) ermittelt den erwarteten Verlust oberhalb des 
Konfidenzniveaus α des VaR. Es werden somit alle Verluste, die größer als der 
VaR sind, berücksichtigt. Anders ausgedrückt stellt der ES den Erwartungswert 
unter der Bedingung dar, dass der Verlust die VaR-Schwelle überschreitet. Die-
ser kann über die Mittelung aller Risikowerte, die größer als der VaR sind, be-
rechnet werden. Graphisch betrachtet wird der Erwartungswert des Verlustes 
innerhalb der gestrichelten Fläche unter der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 

                                                      
83  Vgl. Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 97; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommen-

tar, 2013, S. 188; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 318, 342, 359. 
84  Das Konzept von kohärenten Risikomaßen geht auf Artner, P. et al. zurück und soll an dieser 

Stelle nicht weiter vertieft werden. Für weitere Informationen siehe: Artner, P. et al., Kohärente 
Risikomaße, 1999. 

85  Siehe auch Kapitel 5.4. 
86  Interne Modelle können für Marktpreisrisiken des Handelsbuchs, für Kreditrisiken (IRB-Ansätze) 

und für operationelle Risiken (bezeichnet als AMA) genutzt werden. Mit Verabschiedung von 
Basel III im Dezember 2017 werden die Marktpreisrisiken zukünftig über den Expected Shortfall 
quantifiziert. Zudem wurde die Nutzungsmöglichkeit des AMA abgeschafft Vgl. BCBS, Basel III, 
2017, S. 67. 

87  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 238 ff.; Großmann, S., Stresstests, 2006, S. 74 ff.; Cottin, 
C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 103 ff.; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 
100, 102; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 298 ff., 384, 389 f., 422. 
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in Abbildung 5 gesucht. Hierzu muss das Integral der Quantilfunktion 𝐹𝐹−1 für 
den Bereich α bis 1 bestimmt werden (siehe Formel 14):88 

 ES(𝛼𝛼) =𝐸𝐸�𝑥𝑥�𝑥𝑥 ≥ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝛼𝛼)� =  1
1−𝛼𝛼

 ∫ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑 =1
𝛼𝛼

 1
1−𝛼𝛼

 ∫ 𝐹𝐹−1(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝛼𝛼  . 

(14) 

Formel 14: Berechnung des Expected Shortfall 

Der ES kann die beiden zuvor dargestellten Schwächen des VaR ausgleichen. So 
ist der ES subadditiv und berücksichtigt den vollständigen Randbereich der Ver-
teilung. In der Praxis hat er sich dennoch bisher nicht durchgesetzt und ist kaum 
verbreitet. Die Berechnung des ES ist aufgrund der regelmäßig mangelnden Da-
tenbasis in den Randbereichen der Wahrscheinlichkeitsverteilung erschwert. Es 
bestehen zudem Probleme bei der Überprüfung der Schätzgute anhand histori-
scher Daten im Rahmen des Backtesting.89 

3.3 Anforderungen an die Risikoaggregation 

Für die Methoden zur Risikoaggregation existieren keine direkten aufsichtlichen 
Vorgaben. Die Aufsicht steht den im Rahmen der Aggregation auftretenden Di-
versifikationseffekten und dem hierdurch erzielbaren Einsparpotential an vorzu-
haltendem Kapital insgesamt jedoch kritisch gegenüber. Sie stellt daher Anfor-
derungen an den Ansatz von Diversifikationseffekten. Der Baseler Ausschuss für 
Bankenaufsicht (kurz: BCBS) richtete eine Forschungsgruppe zur Untersuchung 
der Wechselwirkungen zwischen Kredit- und Marktpreisrisiken ein. In einem 
2009 veröffentlichten Working Paper vertritt diese Forschungsgruppe die An-
sicht, dass gerade bei einer Aggregation getrennt ermittelter Risikobeträge nicht 
durchweg von der Existenz der Diversifikationseffekte ausgegangen werden 
kann. Zwar werden risikomindernde Diversifikationseffekte durchaus anerkannt, 
jedoch wurden Situationen entdeckt, in denen sogar der gegenteilige Effekt 
auftreten kann und der Gesamtrisikobetrag höher als die Einzelrisiken wird (so-
genannter Compounding-Effekt). Dies kann zum Beispiel bei Fremdwährungs-, 
Carry-Trade-90 sowie bei variabel verzinsten Krediten oder bei geschlossenen 

                                                      
88  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 44; Großmann, S., Stresstests, 2006, S. 77; Cottin, C., 

Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 117 f.; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 102 f.; 
Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 298 f. 

89  Vgl. Mitschele, A., Integriertes Risikomanagement, 2009, S. 26; Bartetzky, P., Gesamtbanksteu-
erung, 2012, S. 103; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 189 f.; Hull, J., Risiko-
management, 2016, S. 299. 

90  Zur Ausnutzung von Zinsunterschieden in unterschiedlichen Währungen. 
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OTC Derivaten der Fall sein, wenn in der Risikorechnung nicht alle Risikotreiber 
der Position erfasst werden. Der Baseler Ausschuss für Bankenaufsicht empfiehlt 
insofern, den Ansatz von risikomindernden Diversifikationseffekten kritisch zu 
hinterfragen und zu prüfen, ob nicht sogar risikoerhöhende Compounding-Ef-
fekte vorliegen.91 

Dieser Position sind die europäischen Aufsichtsbehörden weiterhin treu. So be-
rücksichtigt die Europäische Zentralbank (kurz: EZB) in Übereinstimmung mit der 
Leitlinie der European Banking Authority (kurz: EBA) zum aufsichtlichen Über-
prüfungs- und Bewertungsprozess bei der Berechnung der zusätzlichen Eigen-
mittelanforderungen (SREP-Kapitalzuschläge) keine Diversifikationseffekte zwi-
schen den Risikoarten.92 Zwar dürfen Institute Diversifikationseffekte im Rahmen 
der Risikoaggregation in ihren Risikotragfähigkeitskonzepten ansetzen, die EZB 
erwartet aber deren konservative Ermittlung. Zudem soll sichergestellt werden, 
dass die Risiken auch ohne Ansatz von Diversifikationseffekten bzw. beim Auf-
treten von risikoerhöhenden Compounding-Effekten vollständig durch Kapital 
gedeckt sind.93 

Auch die nationale deutsche Aufsicht gibt keine konkreten Methoden zur Risi-
koaggregation vor. In AT 4.1 Tz. 6 MaRisk finden sich jedoch prinzipienbasierte 
Vorgaben zur Berücksichtigung von risikomindernden Diversifikationseffekten 
innerhalb oder zwischen Risikoarten. Diese Anforderungen lassen sich auf zwei 
Punkte verdichten. Die Analyse zur Bestimmung der Effekte muss erstens auf re-
präsentativen Daten beruhen, die die institutsindividuellen Verhältnisse wieder-
spiegeln, und zweitens gewährleisten, dass die Diversifikationseffekte auch in 
ungünstigen Marktphasen bestand haben und daher als stabil angesehen wer-
den können. Reine Expertenschätzungen werden nicht akzeptiert.94 

Um die Repräsentativität der Daten zu gewährleisten, können am einfachsten 
eigene Zeitreihen zur Bestimmung der Abhängigkeiten genutzt werden. Hiermit 
wird die Forderung nach portfoliospezifischen Annahmen des AT 4.1 Tz. 6 Ma-
Risk erfüllt und die Geschäfts- und Risikostruktur der Bank wird berücksichtigt. 

                                                      
91  Vgl. BCBS, Interaction, 2009, S. 9 ff. und Referenzen hierin; Hannemann, R. et al., MaRisk-Kom-

mentar, 2013, S. 232 f. 
92  Vgl. EBA, SREP Leitlinie, 2014, Tz. 329. Die 28 nationalen Aufsichtsbehörden der EU-Mitglieds-

staaten (außer Malta) berücksichtigen diese Vorgabe der EBA ebenfalls. Vgl. EBA, Compliance 
Table, 2015. 

93  Vgl. EZB, Leitfaden zum ICAAP, 2017, S. 13. Eine vergleichbare Position findet sich auch im Leit-
faden- der nationalen deutschen Aufsicht. Vgl. BaFin, Leitfaden, 2018, Tz. 62. 

94  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 235, 237 f.; Klein, A. et al., Risikoag-
gregation, 2014, S. 20; Reuse, S., Diversifikationseffekte, 2016, S. 307 ff. 
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Der Rückgriff auf externe Daten ist über die Vorgaben des AT 4.1 Tz. 9 MaRisk 
an einen Nachweis der Repräsentativität gebunden. So dürfen Daten aus exter-
nen Quellen oder extern berechnete Abhängigkeiten, bspw. aus Pool-Lösungen 
im Genossenschafts- oder Sparkassenverbund, nicht unreflektiert übernommen 
werden. Das Institut ist in der Pflicht nachzuweisen, dass die genutzten Daten 
oder Parameter den tatsächlichen Verhältnissen entsprechen. Zudem muss die 
Bank bei Nutzung extern berechneter Abhängigkeiten Informationen zu wesent-
lichen Annahmen und Eingangsparametern einholen und diese nachvollzie-
hen.95 

In der Praxis werden zur Messung von Abhängigkeiten idealerweise die histori-
schen Barwertänderungen oder Verlustverteilungen der zu aggregierenden Port-
folios getrennt nach Risikoarten verwendet. Die in den einzelnen Zeitreihen ent-
haltenen Barwertänderungen dürfen nur aus der Einwirkung der jeweiligen Risi-
koart resultieren. Dabei müssen Barwertänderungen aufgrund von Portfolioän-
derungen, die keinen ökonomischen Gewinn oder Verlust aus einem Risikotrei-
ber darstellen, eliminiert werden. Bei starken Portfolioveränderungen besteht 
die Gefahr, dass die Repräsentativität der historischen Zeitreihen nicht mehr ge-
geben ist. In diesem Fall kann auf synthetische Zeitreihen zurückgegriffen wer-
den, die ausgehend von der aktuellen Portfoliozusammensetzung in die Vergan-
genheit zurückgerechnet werden.96 

Um die Forderung der Abhängigkeitsstabilität in AT 4.1 Tz. 6 MaRisk zu erfüllen, 
müssen die Zeitreihen Daten aus konjunkturellen Auf- und Abschwungphasen 
beinhalten. Eine reine Durchschnittsbildung über den gesamten Konjunkturzyk-
lus ist nur möglich, wenn die Diversifikationseffekte über den gesamten Zeit-
raum sehr stabil waren und keine Anhaltspunkte vorliegen, dass sich ihr Verhal-
ten zukünftig grundlegend ändert. Sofern diese Voraussetzungen nicht erfüllt 
werden, können die Diversifikationseffekte maximal in der Höhe berücksichtigt 
werden, die in sehr ungünstigen Marktphasen auftritt. So kann eine konserva-
tive Berechnung sichergestellt werden und die Abhängigkeit ist auch in kon-
junkturellen Abschwungphasen oder ungünstigen Marktverhältnissen stabil. Zur 

                                                      
95  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 235 f.; Spielberg, H., Becher, F., Diver-

sifikation, 2013, S. 33; BaFin, MaRisk, 2017, AT 4.1 Tz. 6, S. 8; BaFin, MaRisk-Erläuterungen, 
2017, AT 4.1 Tz. 9, S. 13. 

96  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 238; Spielberg, H., Becher, F., Diversifi-
kation, 2013, S. 33; Klein, A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 18 f. 
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zusätzlichen Unterstützung der konservativen Vorgehensweise kann ein Sicher-
heitspuffer einkalkuliert werden, dessen Höhe sich nach der Robustheit der Me-
thoden und Verfahren sowie der Datenhistorie richtet.97 

Änderungen des ökonomischen Umfeldes oder Anpassungen der Geschäftsstra-
tegie können die Geschäftstätigkeit der Bank beeinflussen und damit die den 
Abhängigkeiten zugrundeliegende Portfoliostruktur verändern. Daher sind die 
Verlässlichkeit und die Stabilität der Diversifikationsannahmen nach AT 4.1 Tz. 7 
MaRisk regelmäßig sowie anlassbezogen zu überprüfen. Die regelmäßige Über-
prüfung umfasst dabei unter anderem die Zeitreihen (Relevanz, Qualität und Ak-
tualität), die Berechnungsmethode und die Sensitivität der Diversifikationsef-
fekte bezüglich unterschiedlicher Parametervariationen. Für die Anlassprüfung 
sind bereits im Vorfeld potentielle Ereignisse zu definieren, deren Eintritt über-
wacht werden kann. Diese Anforderung bezieht sich auch auf extern bezogene 
Leistungen wie bspw. extern bezogene Parameter.98 

Die Auswirkungen von außergewöhnlichen, aber plausiblen Ereignissen auf die 
Abhängigkeitsannahmen soll im Rahmen von Stresstests gemäß AT 4.3.3 Tz. 1 
MaRisk berücksichtigt werden. Hierbei kann unter anderem die Stabilität der 
Abhängigkeit unter ungünstigen Marktverhältnissen (z. B. bei sehr starken Kon-
junktureinbrüchen) überprüft werden. Die unter normalen Bedingungen gelten-
den Diversifikationseffekte sind im Rahmen der Stresstestbetrachtungen kritisch 
zu hinterfragen und die Auswirkungen bei Wegfall dieser Effekte sind zu prü-
fen. Des Weiteren sollte eine Betrachtung stattfinden, unter welchen Bedingun-
gen die Abhängigkeiten so ungünstig werden, dass die Risikotragfähigkeit nicht 
mehr sichergestellt ist.99 

                                                      
97  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 237 f.; BaFin, MaRisk-Erläuterungen, 

2017, AT 4.1 Tz. 6, S. 11 f. 
98  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 241; Spielberg, H., Becher, F., Diversifi-

kation, 2013, S. 34. 
99  Vgl. Hannemann, R. et al., MaRisk-Kommentar, 2013, S. 237, 343 f.; BaFin, MaRisk-Erläuterun-

gen, 2017, AT 4.3.3 Tz. 1, S. 18. 
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4 Konzepte zur Aggregation von Risiken 

Die unterschiedlichen Konzepte zur Aggregation von einzelnen Risikoarten las-
sen sich in zwei Kategorien einteilen. Die sogenannten Bottom-up-Ansätze be-
stimmen das Gesamtrisiko über eine gemeinsame Modellierung der Risikotreiber 
aller Risikoarten (Aggregation auf niedrigster Ebene). Bei Top-down-Ansätzen 
werden hingegen die pro Risikoart getrennt quantifizierten Risikobeträge (Kenn-
zahlenaggregation) oder die getrennt modellierten Verlustverteilungen (Vertei-
lungsaggregation) über ein Modell zu einem Gesamtrisiko bzw. einer Gesamt-
verlustverteilung zusammengefasst (Aggregation auf höchster Ebene).100 

Eine integrierte Risikomodellierung im Rahmen der Bottom-up-Ansätze überwin-
det die bisher vorherrschende getrennte Steuerung und Überwachung von ein-
zelnen Risikoarten. Bei der Berechnung des Gesamtrisikos werden die Diversifi-
kationseffekte implizit berücksichtigt. Ein solches Modell ist zwar verlässlicher als 
die anderen Aggregationsansätze, die Modellierung ist jedoch sehr anspruchs-
voll und scheitert aktuell unter anderem an den unterschiedlichen Messansätzen 
der Risiken und den unterschiedlichen Risikobetrachtungshorizonten.101 Insge-
samt befinden sich die Bottom-up-Ansätze noch in der Entwicklungsphase.102 

Die Varianz-Kovarianz-Ansätze, die die einzeln bestimmten Risikokennzahlen 
unter Berücksichtigung der paarweisen Korrelationen zusammenfassen, zählen 
zu den Top-down-Ansätzen. Zu diesen Ansätzen gehört als Spezialfall auch die 
weit verbreitete einfache Addition der Risikomaße. Eine fortgeschrittene Me-
thode stellen die Copula-Modelle zur Aggregation der Verlustverteilungen dar. 
Hierbei wird eine Gesamtverlustverteilung über eine oder mehrere Copula-Funk-

                                                      
100  Vgl. BCBS, Interaction, 2009, S. 9; Mitschele, A., Integriertes Risikomanagement, 2009, S. 43 f.; 

für beispielhafte Studien zu beiden Ansätzen siehe S. 53; Skoglund, J. et al., Hierarchical Copu-
las, 2013, S. 189; Wehn, C., ICAAP, 2015, S. 114 f. 

101  Bei Marktpreisrisiken werden typischerweise Gewinne und Verluste bei der Modellierung be-
rücksichtigt, während für Kreditrisikomodelle der Fokus auf den Verlusten liegt und Gewinne 
vernachlässigt werden. Vgl. BCBS, Interaction, 2009, S. 14; für weitere Hintergrundinformatio-
nen siehe ebd. 

102  Vgl. BCBS, Economic Capital, 2009, S. 28; BCBS, Interaction, 2009, S. 9, 13 f.; Mitschele, A., 
Integriertes Risikomanagement, 2009, S. 49 f.; für beispielhafte Studien zu diesem Ansatz siehe 
ebd.; Deutsche Bundesbank, Range of Practice, 2010, S. 23; Skoglund, J. et al., Hierarchical Co-
pulas, 2013, S. 189; Wehn, C., ICAAP, 2015, S. 115. 
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tionen generiert, bei der die risikoartspezifischen Randverteilungen berücksich-
tigt werden.103 Diese beiden Risikoaggregationsmodelle werden nachfolgend 
detailliert vorgestellt und beleuchtet. 

4.1 Varianz-Kovarianz-Ansätze 

Die Varianz-Kovarianz-Ansätze basieren auf den einzeln pro Risikoart quantifi-
zierten Risikomaßen (𝐾𝐾𝑖𝑖). Die Bestimmung des Gesamtbank-Risikomaßes (𝐺𝐺) er-
folgt dann mithilfe der linearen Korrelationspaare (𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗) über Formel 15 (15a in 

Matrixschreibweise mit Korrelationsmatrix 𝑅𝑅):104 
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Formel 15: Risikoaggregation im Varianz-Kovarianz-Ansatz 

Dieses Vorgehen leitet sich aus der Berechnung der Portfoliovarianz in der Port-
foliotheorie von Markowitz ab.105 Im Rahmen der Umformung wurde die An-
nahme getroffen, dass die Quantilfunktionen der einzelnen univariaten Risi-
koverteilungen der Quantilfunktion des Gesamtportfolios entsprechen. Dies ist 
nur bei elliptischen Verteilungen, wie der multivariaten Normalverteilung, der 
Fall. Zudem wird nur bei diesem Verteilungstyp die Abhängigkeit der Risikofak-
toren vollständig durch die lineare Korrelationsmatrix bestimmt.106 

                                                      
103  Vgl. Mitschele, A., Integriertes Risikomanagement, 2009, S. 45 f.; BCBS, Risk Aggregation, 

2010, S. 16, 72; CEBS, Position Paper, 2010, S. 7. 
104  Vgl. FMA, ÖNB, Quantitative Modelle, 2004, S. 34, 39; Wiesemann, H., Risikostreuung, 2011, S. 

424; Skoglund, J. u. a., Hierarchical Copulas, 2013, S. 191. 
105  Für die Herleitung siehe bspw.: Saita, F., Aggregation, 2004, S. 27; Rosenberg, J., Schuermann, 

T., Integrated Risk Management, 2006, S. 574 f.; Inanoglu, H., Jacobs, M., Risk Aggregation, 
2009, S. 131 ff. 

106  Vgl. FMA, ÖNB, Quantitative Modelle, 2004, S. 34 f., 38; Saita, F., Aggregation, 2004, S. 25 ff.; 
Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 575. 
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Über den Varianz-Kovarianz-Ansatz können zwei Spezialfälle abgebildet wer-
den.107 Bei Verwendung einer Korrelationsmatrix, die vollständig aus Einsen be-
steht (siehe Formel 16), wird eine vollständig positive Korrelation unterstellt. Es 
handelt sich hierbei um die einfache Addition der Risikokennzahlen ohne die Be-
rücksichtigung von Diversifikationseffekten. Der zweite Spezialfall ist die Nut-
zung einer Einheitsmatrix mit Korrelationen von null (siehe Formel 16a). Dies im-
pliziert die vollständige Unkorreliertheit zwischen den Risiken.108 
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Formel 16: Spezialfälle des Varianz-Kovarianz-Ansatzes 

4.1.1 Methodische Voraussetzungen 

Um einzelne Risikokennzahlen sinnvoll zusammenzufassen, müssen diese ein-
heitlich und überschneidungsfrei berechnet worden sein. Die Einheitlichkeit be-
trifft die Wahl des Risikomaßes, des Konfidenzniveaus und des Zeithorizontes. 
Zudem sollte die Datengrundlage (insbesondere Zeitraum und Frequenz), die für 
die Quantifizierung der Risiken verwendet wurde, vergleichbar sein.109 

Grundlegend ist zunächst festzulegen, welche Risikoarten einbezogen werden 
können und sollen. So kann das Zahlungsunfähigkeitsrisiko, das durch einen Li-
quiditätspuffer gedeckt wird, nicht sinnvoll mit anderen Verlustrisiken, für die 

                                                      
107  Ein Spezialfall im weiteren Sinne stellt die Annahme einer multivariaten Normalverteilung dar. 

Hierbei folgen alle Randverteilungen einer Normalverteilung. Aufgrund der realitätsfremden An-
nahme wird dieser Spezialfall hier nicht explizit dargestellt. Sofern eine Umsetzung dieser An-
nahme gewünscht ist, können die aus den Normalverteilungen berechneten einzelnen Risiko-
werte ohne Weiteres als Eingangsparameter (K) in Formel 15 genutzt werden. Siehe hierzu: Ro-
senberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 576. 

108  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 72, 74; Skoglund, J. et al., Hierarchical Copulas, 2013, S. 
191. 

109  Vgl. BCBS, Economic Capital, 2009, S. 25 f.; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 107; 
Klein, A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 18. 
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ein Eigenkapitalpuffer vorzuhalten ist, zusammengefasst werden. Im Idealzu-
stand sollen die Risikokennzahlen überschneidungsfrei alle wesentlichen Risiken 
abdecken. In der Praxis bestehen hier insbesondere bei dem Credit-Spread-Ri-
siko Schwierigkeiten, da dieses Risiko sowohl durch Bonitätsveränderungen des 
Schuldners (Kreditrisiko) als auch durch die Entwicklung auf den Kapitalmärkten 
(Marktpreisrisiko) beeinflusst wird. Um aus Gründen der aufsichtlich geforderten 
Konservativität bei der Aggregation keine Lücke entstehen zu lassen, ist es im 
Zweifel besser Teilrisiken doppelt als überhaupt nicht zu berücksichtigen.110 

Bei der Auswahl des Risikomaßes ist zu beachten, dass alle einzubeziehenden 
Risiken über dieses abgebildet werden können. Es bietet sich daher die Verwen-
dung des Value-at-Risk oder des Expected Shortfall an. Ein uneinheitliches Kon-
fidenzniveau sorgt für zusätzliche Komplexität und sollte vermieden werden, da 
die nachträgliche Skalierung zu Ungenauigkeiten führen kann. Es ist bei der 
Wahl des Niveaus zusätzlich zu beachten, dass Risiken mit hohen Wahrschein-
lichkeiten in den Rändern der Wahrscheinlichkeitsverteilung mit steigendem 
Konfidenzniveau das Gesamtrisiko dominieren.111 

Die Wahl einheitlicher Zeithorizonte ist die herausforderndste Voraussetzung. 
Der Risikobetrachtungshorizont in aufsichtlichen Risikotragfähigkeitskonzepten 
beträgt ein Jahr.112 Die bei der Risikoquantifizierung angenommene Haltedauer 
illiquider Positionen (z. B. Kredite) stimmt hiermit überein. Das Marktpreisrisiko 
von handelbaren Vermögensgegenständen (bspw. die Positionen des Handels-
buchs) wird in der Regel mit einer kürzeren Haltedauer berechnet. Dies wird 
u. a. mit der Möglichkeit des vorzeitigen Schließens der Positionen durch Ver-
kauf oder Abschluss von Sicherungsgeschäften begründet. Hierdurch sind die 
Risiken jedoch nicht mehr unmittelbar vergleichbar. Zudem fehlt beim vorzeiti-
gen Schließen von Positionen ein Gegenstück zu den anderen Risiken, wenn Di-
versifikationseffekte zwischen den Risikoarten berücksichtigt werden. In diesem 
Fall muss die Haltedauer nachträglich vereinheitlicht werden. Der Risikobetrag 
des Marktpreisrisikos kann hierzu über die Wurzel-t-Formel skaliert werden. 

                                                      
110  Vgl. Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 42, 106; Klein, A. et al., Risikoaggregation, 

2014, S. 18. 
111  Vgl. BCBS, Economic Capital, 2009, S. 3, 25 f.; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 

107. 
112  Vgl. BaFin, Leitfaden, 2018, Tz. 50. 
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Hierbei wird allerdings die vereinfachende Annahme einer Normalverteilung des 
Marktpreisrisikos unterstellt, was zu Verzerrungen führen kann.113 

4.1.2 Einsatz unter Berücksichtigung der aufsichtlichen Anforderungen 

Kern der Varianz-Kovarianz-Ansätze stellt die Schätzung der einzelnen linearen 
Korrelationen zwischen den Risikoarten dar, die in die Korrelationsmatrix einge-
setzt werden. Hierzu kann z. B. der Stichprobenschätzer aus Formel 2 genutzt 
werden, der alle Beobachtungen gleich gewichtet. Ebenso sind jedoch auch ge-
wichtete Korrelationsschätzer nutzbar, wie der exponentiell gewichtete glei-
tende Durchschnittsschätzer aus dem sogenannten Exponentially-Weighted-Mo-
ving-Average-Modell (kurz: EWMA-Modell).114 Auch die dynamischen Korrelati-
onsschätzer aus dem Dynamic-Conditional-Correlation-Modell (kurz: DCC-Mo-
dell)115 können verwendet werden.116 

Unabhängig vom konkret verwendeten Korrelationsmodell bestimmt die Korre-
lationsmatrix den Umfang der angesetzten Diversifikationseffekte.117 Die Schät-
zung einer verlässlichen, stabilen Matrix stellt daher eine besondere Herausfor-
derung dar, da neben den statistischen auch die aufsichtsrechtlichen Anforde-
rungen berücksichtigt werden müssen. Zur Erfüllung der aufsichtlichen Anforde-
rung an die Stabilität der verwendeten Abhängigkeiten gibt es unterschiedliche 
Herangehensweisen. 

So bietet es sich bei Verwendung des Stichprobenschätzers an, innerhalb der 
Zeitreihe, die mindestens einen Konjunkturzyklus (in der Regel 6 bis 10 Jahre) 
umfassen muss, Zeitfenster mit erhöhter Korrelation zu identifizieren und diese 
für die Risikoaggregation zu verwenden. Sofern nicht das errechnete Maximum 
der Korrelation verwendet werden soll, ist dies nur in begründeten Ausnahme-
fällen möglich. Bei der Berechnung muss die Größe (Anzahl der Monate im 
Fenster) und die Lage der Zeitfenster festgelegt werden. Die Fenstergröße soll 
einerseits so lang sein, dass ein statistisch valider Wert entsteht, und anderer-
seits so kurz sein, dass Zeiträume mit höherer Korrelation nicht mit Zeiträumen 

                                                      
113  Vgl. BCBS, Economic Capital, 2009, S. 3, 26; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 

108; Wehn, C., von Zanthier, U., Ökonomische Kapitalsteuerung, 2012, S. 173 f. 
114  Siehe bspw.: Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 273 oder Adams, Z. et al., Correlations, 

2017, S. 16. 
115  Siehe bspw.: Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 550 ff. oder Adams, Z. et al., Correla-

tions, 2017, S. 16 f. 
116  Vgl. Böcker, K., Quantifying Risk, 2008, S. 95; Pérignon, C., Smith, D., Diversification, 2010, S. 

56; zur Problematik der Entscheidung für ein Verfahren siehe auch Kapitel 2.5. 
117  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 185. 
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niedriger Korrelation vermischt werden. Auch die Lage des Zeitfensters beein-
flusst die Korrelation. Hierbei ist zu entscheiden, ob die Lage für alle Risikoart-
paare einheitlich oder individuell pro Paar festgelegt wird. Gerade bei der Wahl 
uneinheitlicher Größen und Lagen der Zeitfenster zur Maximierung der Abhän-
gigkeiten kann es zu nicht mehr positiv semidefiniten Korrelationsmatrizen kom-
men.118 Es muss zudem berücksichtigt werden, dass Risikoarten auch mit einem 
Zeitverzug voneinander abhängig sein können. Daher sind im Rahmen der Be-
rechnung auch Verschiebungen der Zeitreihen vorzunehmen.119 Diese grund-
sätzliche Vorgehensweise kann auch auf andere Korrelationsmodelle übertragen 
werden. Neben Fensterlage und -größe muss bspw. im Rahmen der EWMA-Mo-
delle zusätzlich auch ein Gewichtungsparameter bestimmt werden, der die Ge-
wichtung älterer Beobachtungen bei der Berechnung der Korrelation festlegt.120 

4.1.3 Vorzüge und Probleme der Varianz-Kovarianz-Ansätze 

Zu den größten Vorzügen der Varianz-Kovarianz-Ansätze zählt die Einfachheit 
der Methode. So kann die Aggregation der Risiken analytisch ohne Simulations-
verfahren erfolgen und die berechneten Ergebnisse können einfach kommuni-
ziert und nachvollzogen werden. Die benötigte Parameteranzahl ist relativ ge-
ring, da neben den bereits vorhandenen Risikokennzahlen nur die Korrelationen 
der Risikofaktoren untereinander bestimmt werden müssen. Die Schätzung der 
Korrelationen ist einfach durchzuführen und nachvollziehbar, was es erleichtert, 
die aufsichtlichen Anforderung an die Stabilität der Korrelationen unter ungüns-
tigen Marktphasen nachzuweisen. In diesem Zusammenhang kann es jedoch zu 
Problemen kommen, wenn die Korrelationen nur anhand der aufsichtlichen Vor-
gabe gewählt werden. Es muss bei der Wahl der Korrelationen zusätzlich darauf 
geachtet werden, dass die entstehende Korrelationsmatrix positiv semidefinit 
ist.121 

                                                      
118  Diese Eigenschaft verhindert, dass der Ausdruck unter der Wurzel in Formel 15a negativ wird. 

Bei Inkonsistenzen innerhalb der Korrelationsmatrix ist diese Anforderung verletzt. Zur Definition 
einer positiv semidefiniten Matrix siehe bspw.: BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 90 ff.; Hull, J., 
Risikomanagement, 2016, S. 274 f. 

119  Vgl. Spielberg, H., Becher, F., Diversifikation, 2013, S. 31 f.; für Hinweise zur Festlegung des 
Zeitraumes eines Konjunkturzyklus siehe ebd.; Klein, A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 21; 
für Hinweise zu Wahl der Fenstergröße und -lage in der Praxis siehe ebd. 

120  Vgl. Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 273. 
121  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 612; BCBS, Risk Ag-

gregation, 2010, S. 16, 72; Klein, A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 25; Li, J. et al., Aggrega-
tion, 2015, S. 169. 
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In der Grundform des Ansatzes werden die tatsächlichen Korrelationen der Da-
ten und die tatsächlichen Randverteilungen der Risikofaktoren berücksichtigt, da 
die Korrelationen und die zu aggregierenden Risikowerte nahezu frei bestimmt 
werden können. Bei Anwendung der Spezialfälle (einfache Addition oder unkor-
relierte Zusammenfassung) werden die Korrelationen hingegen fest vorgegeben 
(𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗 =  1 oder 𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗  =  0). Die Aussage, dass die einfache Addition ein besonders 

konservatives Vorgehen darstellt, ist nicht allgemeingültig, da der VaR nicht in 
jedem Fall subadditiv ist.122 Dennoch deuten mehrere wissenschaftliche Studien 
daraufhin, dass das Gesamtrisiko bei Anwendung dieses Verfahrens regelmäßig 
überschätzt wird.123 

Die Varianz-Kovarianz-Ansätze stellen bestimmte Anforderungen an die Eigen-
schaften der zugrundeliegenden Verteilungen. Sofern die Randverteilungen und 
die Gesamtverteilung nicht dem gleichen elliptischen Verteilungstyp (z. B. einer 
multivariaten Normalverteilung) entsprechen, kommt es zu Verzerrungen bei der 
Berechnung des Gesamtrisikos. Zudem können die verwendeten linearen Korre-
lationen nur im Fall der elliptischen Verteilungen die beobachtete Abhängig-
keitsstruktur vollständig erfassen.124 Die Exaktheit der Gesamtrisikoschätzung 
wird daher dadurch bestimmt, wie weit diese Annahmen in der Realität erfüllt 
werden. Die Anforderung an die Verteilungen stellt die größte methodische 
Schwäche dieser Ansätze dar. Während die Annahme einer elliptischen Vertei-
lung bei Marktpreisrisiken noch annähernd als erfüllt betrachtet werden kann, 
ist diese Annahme für das Kreditrisiko und das operationelle Risiko aufgrund der 
charakteristischen Eigenschaften dieser Risikoarten nicht haltbar.125 

Weitere Probleme können aus der Schätzung der Korrelationsmatrix resultieren. 
So werden die Modellrisiken aus den Korrelationsmodellen z. B. hinsichtlich der 

                                                      
122  Siehe Kapitel 3.2.1. 
123  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 576; BCBS, Eco-

nomic Capital, 2009, S. 27 f.; Inanoglu, H., Jacobs, M., Risk Aggregation, 2009, S. 133; Klein, 
A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 18; Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 162, 168 f., 186. 

124  Siehe Kapitel 2.1. 
125  Vgl. FMA, ÖNB, Quantitative Modelle, 2004, S. 40; Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated 

Risk Management, 2006, S. 576; Inanoglu, H., Jacobs, M., Risk Aggregation, 2009, S. 133; 
BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 16; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 108; Li, J. 
et al., Aggregation, 2015, S. 162, 169. Siehe Kapitel 5.4. 
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zeitlichen Stabilität übernommen.126 Zudem stammen die für die Schätzung be-
nötigten Daten aus der Vergangenheit, sodass sich zwischenzeitlich die Portfoli-
ozusammensetzung und die Korrelationen geändert haben können.127 

4.2 Copula-Modelle 

Copula-Modelle überwinden die starren Annahmen der Varianz-Kovarianz-An-
sätze bezüglich der zugrundeliegenden Verteilungen und der linearen Abhän-
gigkeit. Bei diesen Modellen können durch den Satz von Sklar128 beliebige uni-
variate Verteilungen mit einer Abhängigkeitsstruktur zu einer individuellen mul-
tivariaten Gesamtverteilung zusammengefasst werden. Hierdurch ist es möglich, 
die Generierung der Gesamtverteilung in zwei Schritte aufzuteilen. Die Model-
lierung der univariaten Verteilungsfunktionen für die einzelnen Risikoarten kann 
getrennt von der Wahl einer Copula-Funktion, die die Abhängigkeiten zwischen 
den Risikoarten beschreibt, durchgeführt werden. In dieser bleiben die Informa-
tionen zu den Verteilungen der einzelnen Risikoarten vollständig als Randvertei-
lungen erhalten. Zur Verdichtung der multivariaten Verteilung in eine Kennzahl 
kann über ein Simulationsverfahren anschließend ein Risikomaß bestimmt wer-
den.129 

Die einzelnen Verlustverteilungen können frei an die jeweiligen Risikoarten an-
gepasst werden.130 Sie sollten jedoch zur Erleichterung der Aggregation das Ri-
siko in einer identischen Einheit messen (z. B. Verlust in Euro oder relativer Ver-
lust im Verhältnis zum Exposure) und analog zum Varianz-Kovarianz-Ansatz auf 
einer vergleichbaren Datengrundlage beruhen.131 

Die Wahl und Parametrisierung einer Copula-Funktion zur Modellierung der Ab-
hängigkeiten zwischen den Risikoarten stellt eine Hauptaufgabe bei Verwen-
dung eines Copula-Modells dar, auf die in den nachfolgenden Kapiteln geson-

                                                      
126  Siehe Kapitel 2.5. 
127  Vgl. FMA, ÖNB, Quantitative Modelle, 2004, S. 40 f. 
128  Siehe Kapitel 2.4.1. 
129  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 576 f.; Cottin, C., 

Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 266 f.; BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 76 f.; Cherubini, U. 
et al., Copula, 2012, S. 12; Wehn, C., von Zanthier, U., Ökonomische Kapitalsteuerung, 2012, 
S. 171; Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 164. 

130  Vgl. Mitschele, A., Integriertes Risikomanagement, 2009, S. 47; für die Modellierung von univa-
riaten Verlustverteilungsfunktionen einzelner Risikoarten siehe bspw.: Hull, J., Risikomanage-
ment, 2016. 

131  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 581; Hull, J., Risiko-
management, 2016, S. 618. 
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dert eingegangen wird. Nach der Spezifizierung der Copula wird das Gesamtri-
siko in mehreren Schritten bestimmt. Da geschlossene Formen für die Copula-
Funktionen nicht immer vorliegen (z. B. bei der Gauß- oder t-Copula), kann die 
Bestimmung des Risikomaßes in diesen Fällen nicht analytisch erfolgen. Es muss 
auf eine Monte-Carlo-Simulation zurückgegriffen werden.132 Dabei werden aus 
der Verteilung der Copula-Funktion zunächst gemeinsame Zufallsvariablen ge-
zogen (𝑢𝑢�1, … ,𝑢𝑢�𝑛𝑛). Diese gleichverteilten Zufallsvariablen können über die Quan-
tilfunktionen der Risikoarten in die entsprechenden Verlustausprägungen der je-
weiligen Risikoart transformiert werden (𝐹𝐹1−1(𝑢𝑢�1), … ,𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑢𝑢�𝑛𝑛)). Anschließend 
werden die simulierten Verluste über Formel 17 zu einem Gesamtbankportfo-
lioverlust (𝑃𝑃𝑃𝑃� ) addiert:133 

 𝑃𝑃𝑃𝑃� = 𝐹𝐹1−1(𝑢𝑢�1) + ⋯+ 𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑢𝑢�𝑛𝑛)  = � 𝐹𝐹𝑖𝑖−1(𝑢𝑢�𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 . (17) 

Formel 17: Aggregation der simulierten Verluste im Copula-Modell 

Dieses Vorgehen wird mehrmals wiederholt. Mit steigender Anzahl an Durchläu-
fen konvergieren die simulierten Gesamtverluste gegen die Gesamtverlustvertei-
lung. Da diese empirische Verteilung sich der wahren Verteilung annähert, kann 
das ausgewählte Risikomaß für das Gesamtbankrisiko (z. B. VaR oder ES) an-
hand der so generierten empirischen Verteilung bestimmt werden.134 

4.2.1 Auswahl einer Copula-Funktion 

Die Wahl einer geeigneten Copula-Funktion zur Risikoaggregation stellt eine be-
sondere Herausforderung dar, weil es aktuell keine vollumfänglich befriedigen-
den mathematischen Auswahltests gibt.135 Vielmehr müssen unterschiedliche 
Faktoren beachtet werden. Hierzu können z. B. die deskriptiven Kennzahlen der 
Portfolios zählen.136 Zudem sollten die Auswirkungen der Wahl auf die Model-
lierungsergebnisse berücksichtigt werden. Insbesondere die unterschiedlichen 
Randabhängigkeiten der Copula-Funktionen haben Einfluss auf die Messung 
des Gesamtrisikos, da höhere Randabhängigkeiten zu höheren Risikowerten 

                                                      
132  Für eine detaillierte Darstellung der Simulationstechnik bei Copula-Funktionen siehe bspw.: Ro-

senberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 578 f.; Schmidt, T., Copula, 
2006, S. 18 ff. 

133  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 76 f.; Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 170. 
134  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 77; Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 170. 
135  Die Goodness-of-fit-Tests erwiesen sich als nicht zuverlässig. Vgl. Weiß, G., Copula-GARCH-Mo-

delle, 2011, S. 567 f.; zur generellen Funktionsweise der Tests siehe ebd., S. 559 f. 
136  Vgl. Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 569 f. 
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führen.137 Rosenberg und Schuermann stellten in ihrer Studie fest, dass diese 
Wahl eine mäßige Auswirkung auf die Höhe des Gesamtrisikos hat. Sie nutzten 
jedoch nur Copula-Funktionen aus der elliptischen Familie (u. a. Gauß- und t-
Copula mit 5 und 10 Freiheitsgraden).138 

Die asymmetrischen Randabhängigkeiten aus der archimedischen Copula-Fami-
lie (z. B. die obere Randabhängigkeit der Gumbel-Copula) stellen zwar eine rea-
litätsnahe Eigenschaft zur Risikomodellierung dar, zur Aggregation von mehr als 
zwei Risikofaktoren sind diese Copulas in der Grundform aber ungeeignet. Sie 
setzen durch die Spezifizierung mit nur einem Generatorparameter (𝜃𝜃) das glei-
che Abhängigkeitsverhalten zwischen allen einbezogenen Risikopaaren voraus. 
Unterschiede in den paarweisen Abhängigkeiten können nicht berücksichtigt 
werden. Diese methodische Voraussetzung ist nicht realistisch, da sich nicht alle 
Risikoarten gleich verhalten. Zusätzlich erfordern die Copulas dieser Familie im 
Vergleich zur Gauß- oder t-Copula einen größeren Aufwand bei der Simulation. 
Gumbel- und Clayton-Copula können zudem keine negativen Abhängigkeiten 
abbilden.139 

Abhilfe können hier sogenannte hierarchische Copula-Modelle schaffen. Bei die-
sen Modellen werden nicht alle Risikoarten über eine einzige Copula berücksich-
tigt. Vielmehr werden die Risiken in Teilmengen aggregiert und die entstehende 
(Teil-)Verlustverteilung wird auf nächsthöherer Ebene mit weiteren Risiken zu-
sammengefasst. So kann das Gesamtrisiko über mehrere Ebenen quantifiziert 
werden. Die Auswahl der jeweiligen Copulas kann dabei frei erfolgen. Es kön-
nen daher neben einer reinen Aggregation mit (zweidimensionalen) archimedi-
schen Copulas auch andere Copula-Funktionen verwendet werden. Die Para-
metrisierung auf den einzelnen Stufen unterscheidet sich nicht von der Schät-
zung einer einzelnen Copula. Es entstehen durch die Verwendung mehrerer Co-
pulas jedoch höhere Modellrisiken. Die Abhängigkeiten zwischen den einzelnen 
Risiken verringert sich konstruktionsbedingt bereits mit steigender Anzahl an 
Aggregationsebenen, wodurch die Diversifikationseffekte ohne ökonomischen 
Hintergrund steigen. Zudem wird nicht die vollständige Abhängigkeitsstruktur 
zwischen allen einbezogenen Risikoarten modelliert.140 

                                                      
137  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 184. 
138  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 571, 607. 
139  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 79, 82; Mai, J., Scherer, M., Abhängigkeiten, 2012, S. 9; 

Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 172. 
140  Vgl. Bruneton, J., Hierarchical Aggregation, 2011, S. 18, 22, 27; Skoglund, J. et al., Hierarchical 

Copulas, 2013, S. 198. 
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Vor diesem Hintergrund werden insbesondere die elliptischen Copulas zur Risi-
koaggregation verwendet, da diese keine Anforderung an die Symmetrie der 
Abhängigkeitsstruktur zwischen den Variablen stellen. In der Korrelationsmatrix 
können analog zum Varianz-Kovarianz-Ansatz die Abhängigkeiten zwischen al-
len Risikoartpaaren nahezu frei gewählt werden, solange die Matrix positiv se-
midefinit bleibt. Speziell die t-Copula eignet sich aufgrund ihrer Randabhängig-
keiten zur realitätsnahen Risikoaggregation. Dabei muss in Kauf genommen 
werden, dass die Randabhängigkeiten symmetrisch auftreten.141 

Auch wenn die t-Copula den für eine realitätsnahe Modellierung notwendigen 
Eigenschaften sehr nahekommt, kann keine Copula-Funktion in ihrer Reinform 
alle gewünschten Eigenschaften (asymmetrische obere Randabhängigkeit und 
asymmetrische Abhängigkeitsstrukturen zwischen den Risikoartpaaren) gleich-
zeitig auf sich vereinen. Die Kombination einer t-Copula (asymmetrische Abhän-
gigkeitsstruktur) und einer Gumbel-Copula (obere Randabhängigkeit) würde die 
Vorteile beider Copula-Funktionen verbinden. Dies kann über eine sogenannte 
Mixture-Copula (𝐶𝐶𝑀𝑀) erreicht werden. In Mixture-Copulas werden beliebige Co-
pula-Funktionen über einen Gewichtungsfaktor (𝑤𝑤), der in Summe Eins ergeben 
muss, kombiniert (siehe Formel 18): 142 

 𝐶𝐶𝜈𝜈,𝑅𝑅,𝜃𝜃
𝑀𝑀 (𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝑤𝑤𝐶𝐶𝜈𝜈,𝑅𝑅

𝑡𝑡 (𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) + (1 − 𝑤𝑤)𝐶𝐶𝜃𝜃𝐺𝐺(𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) . (18)  

Formel 18: Mixture-Copula aus t- und Gumbel-Copula 

Im Ergebnis besitzt diese Mixture-Copula eine höhere obere Randabhängigkeit 
als die eigenständige t-Copula. Die zusätzliche Flexibilität geht jedoch mit einer 
höheren Komplexität einher. Insbesondere durch die steigende Anzahl an Para-
metern erhöht sich der Schätzaufwand und die Schätzgenauigkeit sinkt. Somit 
entsteht ein höheres Modellrisiko.143 Weiß stellte in seiner empirischen Untersu-
chung fest, dass sich die Mixture-Copula (aus t- und den drei archimedischen 
Copulas) bei einer zeitabhängigen Modellierung nicht zur Schätzung des VaR 
eignete, da sie bereits im bivariaten Fall numerisch instabil war.144 

                                                      
141  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 79, 82; Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 172 f. 
142  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 173. 
143  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 173. 
144  Vgl. Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 573 f. 
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4.2.2 Parametrisierung der Copula-Funktion unter Berücksichtigung der 

aufsichtlichen Anforderungen 

Durch die Auswahl einer Copula-Funktion werden gleichzeitig die benötigten 
Eingangsparameter festgelegt. Bei den elliptischen Copula-Familien wird die 
Korrelationsmatrix (𝑅𝑅) und für die t-Copula zusätzlich die Anzahl der Freiheits-
grade (𝜈𝜈) benötigt. Die archimedischen Copulas werden lediglich über den Ge-
neratorparameter (𝜃𝜃) spezifiziert. Zur Schätzung der Copula-Parameter können 
parameterfreie, semi-parametrische oder parametrische Verfahren genutzt wer-
den.145 

Parameterfreie Verfahren spezifizieren die Copula und die Randverteilungen an-
hand der Daten, ohne dass eine Copula-Funktion ausgewählt oder eine An-
nahme über die Randverteilungen getroffen werden muss. Zu diesem Verfah-
renstyp zählt die empirische Copula von Deheuvels. Die resultierende Copula ist 
nicht stetig und die Werte zwischen den diskreten Punkten müssen multilinear 
interpoliert werden. Daher muss die Stichprobe genügend Daten für eine ver-
lässliche Schätzung umfassen. Insbesondere diese Anforderung wird in der Pra-
xis regelmäßig nicht erfüllt. Daher werden diese Verfahren nicht weiter beleuch-
tet.146 

Bei den semi-parametrischen Schätzverfahren werden nur die Parameter der Co-
pula-Funktion geschätzt. Hierzu muss allerdings eine spezifische Copula-Funk-
tion ausgewählt werden. Zu den Randverteilungen müssen jedoch keine Annah-
men getroffen werden. Die Parametrisierung auf Basis der Abhängigkeitsmaße 
der Stichprobe gehört zu diesen Verfahren. Da die linearen Korrelationskoeffi-
zienten nach Bravais-Pearson auch von den unbekannten tatsächlichen Randab-
hängigkeiten beeinflusst werden, würde die Copula bei Nutzung einer Bravais-
Pearson-Korrelationsmatrix nicht mehr unabhängig von den Randverteilungen 
sein. Darum wird die Korrelationsmatrix mit Hilfe der Rangkorrelationen aus Ka-
pitel 2.3 geschätzt. Die Rangkorrelationen können ohne Annahme über die 
Randverteilung direkt aus den beobachteten Daten berechnet und über be-
kannte Zusammenhänge in die Korrelationen der Copula transformiert wer-
den.147 

                                                      
145  Vgl. Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 9. 
146  Vgl. Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 9 f.; für weitere Informationen siehe ebd. 

oder Cherubini, U. et al., Copula, 2004, S. 161 f. 
147  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 80; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 11; 

Skoglund, J. et al., Hierarchical Copulas, 2013, S. 195 f. 
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Bei Wahl einer Gauß-Copula kann die Korrelationsmatrix mit Hilfe von Spe-
armans Rangkorrelationskoeffizienten berechnet werden. Formel 19 stellt das 
Verhältnis zwischen den geschätzten Spearmans Rangkorrelationskoeffizienten 
(𝜌𝜌𝑆𝑆�) und den Korrelationsschätzern in der Korrelationsmatrix der Gauß-Copula 
(𝜌𝜌�) dar. Da beide Schätzer näherungsweise übereinstimmen, können die berech-
neten Spearmans Rangkorrelationen vereinfachend auch direkt als Eingangspa-
rameter genutzt werden.148 

 𝜌𝜌𝑆𝑆��𝑋𝑋𝑖𝑖 ,𝑋𝑋𝑗𝑗� =  
6
𝜋𝜋

sin−1 �
1
2
𝜌𝜌�𝑖𝑖,𝑗𝑗� ≈ 𝜌𝜌�𝑖𝑖,𝑗𝑗  . (19) 

Formel 19: Zusammenhang zwischen Spearmans Rangkorrelationskoeffizient und Korrelation der 
Gauß-Copula 

Für die Korrelationsmatrix der t-Copula ist die Beziehung zum Spearmans Rang-
korrelationskoeffizienten nicht in geschlossener Form verfügbar. Daher wird auf 
eine Beziehung zu Kendalls Tau zurückgegriffen, die für alle elliptischen Copula-
Funktionen und damit auch für die Gauß-Copula gilt. Die aus den Daten be-
rechneten paarweisen Tau-Schätzer (𝜏̂𝜏) können über den Zusammenhang in For-
mel 20 in die paarweisen Korrelationen der t-Copula-Korrelationsmatrix (𝜌𝜌�𝑖𝑖,𝑗𝑗) 
transformiert werden. Hierbei ist zu beachten, dass die entstehende Korrelati-
onsmatrix durch die Transformation nicht in jedem Fall positiv semidefinit bleibt. 
Die Anzahl der Freiheitsgrade (𝑣𝑣) der t-Copula kann anschließend über die Ma-
ximum-Likelihood-Methode geschätzt werden.149 

 𝜌𝜌�𝑖𝑖,𝑗𝑗 = sin �
1
2
𝜋𝜋𝜏̂𝜏� . (20) 

Formel 20: Zusammenhang zwischen Kendalls Tau und Korrelation der t-Copula 

Auch für den Schätzer des Generatorparameters (𝜃𝜃�) von bivariaten archimedi-
schen Copulas sind Beziehungen zum Schätzer von Kendalls Tau (𝜏̂𝜏) aufgestellt 
worden. Für den bivariaten Fall der Gumbel-Copula kann der geschätzte Gene-
ratorparameter (𝜃𝜃�) direkt über Formel 21a berechnet werden:150 

                                                      
148  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 229 f.; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 323; 

Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 11. 
149  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 230 f.; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 323; 

Skoglund, J. et al., Hierarchical Copulas, 2013, S. 196. 
150  Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 222, 230; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 

323 f.; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 11 f. 
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 𝜏̂𝜏 =  1 −
1
𝜃𝜃�

 

𝜃𝜃� =
1

1 − 𝜏̂𝜏
 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜏̂𝜏 ≥ 0 . 

 

(21) 
 

(21a) 

 

Formel 21: Zusammenhang zwischen Kendalls Tau und Generatorparameter der bivariaten Gumbel-
Copula 

Analog existiert auch für die bivariate Clayton-Copula ein Zusammenhang zwi-
schen Kendalls Tau (𝜏̂𝜏) und dem Generatorparameter (𝜃𝜃�) (siehe Formel 22a):151 

 
𝜏̂𝜏 =  

𝜃𝜃�

𝜃𝜃� + 2
 

𝜃𝜃� =
2𝜏̂𝜏

1 − 𝜏̂𝜏
 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜏̂𝜏 > 0 . 

(22) 

(22a) 

Formel 22: Zusammenhang zwischen Kendalls Tau und Generatorparameter der bivariaten Clayton-
Copula 

Bei archimedischen Copulas mit mehr als zwei Randverteilungen scheidet dieses 
Verfahren allerdings aus.152 Als Alternative kann dann z. B. das Pseudo-Maxi-
mum-Likelihood-Verfahren, das zu den parametrischen Schätzverfahren gehört, 
verwendet werden. Im Kern geht es bei diesen Verfahren um die Maximierung 
der Wahrscheinlichkeit, dass die beobachteten Daten eine Realisation der ge-
schätzten Verteilungsparameter darstellen. Da in den Daten keine Realisierun-
gen der Copula, sondern nur Realisierungen der gemeinsamen Verteilung vorlie-
gen, müssen Annahmen über die Randverteilungen getroffen werden. Es kann 
dabei auch die empirisch beobachtete Randverteilung verwendet werden. Da 
die Beobachtungen in diesem Fall in gleichverteilte Pseudorealisierungen trans-
formiert werden, spricht man vom Pseudo-Maximum-Likelihood-Verfahren oder 
Canonical-Maximum-Likelihood-Verfahren. Das Verfahren wird bei Verwendung 
parametrischer Randverteilungen Inference-for-Margins-Methode genannt. Ins-
besondere das Pseudo-Maximum-Likelihood-Verfahren hat sich gegenüber ver-
gleichbaren Schätzern in empirischen Studien bewährt.153 

                                                      
151 Vgl. McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 222; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 324. 
152  S. dazu: McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 222; Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, 

S. 323 f. 
153  Vgl. Cherubini, U. et al., Copula, 2004, S. 160 f.; McNeil, A. et al., QRM, 2005, S. 232 f.; Cot-

tin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 294 f., 324 f.; Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 
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Auch bei der Parametrisierung der Copula-Funktionen sind die aufsichtlichen 
Vorgaben zur Sicherstellung der Stabilität der Abhängigkeit zu berücksichtigen. 
Analog zum Varianz-Kovarianz-Ansatz können insbesondere bei Verwendung 
der Rangkorrelationen Zeitfenster mit erhöhter Abhängigkeit durch Variation 
der Größe und Lage des Zeitfensters identifiziert werden. Diese lassen sich dann 
in die Korrelationsmatrix der Copula-Funktion transformieren.154 

Bei Verwendung der parametrischen und parameterfreien Verfahren gestaltet 
sich die Umsetzung der Anforderung schwieriger. Beide Verfahren benötigen 
eine ausreichend große Stichprobe. Um Zeitfenster mit abweichender Abhän-
gigkeit zu identifizieren, könnten die Daten der Stichprobe in kleinere Teilzeitrei-
hen zerlegt werden. Allerdings wird hierdurch die Anzahl der Datenpunkte, die 
zur Spezifikation der einzelnen Copula-Funktionen genutzt werden können, ver-
ringert. Somit leidet die Schätzgenauigkeit der Verfahren. Eine Messung von 
Abhängigkeiten in sehr kleinen Zeitfenstern wird mangels Datenbasis regelmä-
ßig nicht möglich sein.155 

Bei allen vorgestellten Schätzverfahren erhöht sich der Aufwand mit steigender 
Anzahl an einzubeziehenden Risikoarten. Zudem werden im Vergleich zur eindi-
mensionalen Statistik größere Stichproben für eine aussagekräftige Schätzung 
benötigt und die Varianz der Schätzer ist typischerweise höher.156 

4.2.3 Vorzüge und Probleme der Copula-Modelle 

Copula-Modelle können sehr flexibel an die vorhandenen Abhängigkeiten und 
Randverteilungen der Risikoarten angepasst werden. Auf diese Weise ist es 
möglich, dass die Randabhängigkeiten und die vollständige Abhängigkeitsstruk-
tur berücksichtigt werden. Im Gegensatz zu den Varianz-Kovarianz-Ansätzen 
werden methodisch keine grundsätzlichen Annahmen zu den einbezogenen 
Verlustverteilungen der Einzelrisiken getroffen. Die Modellierung aller einbezo-
genen Risikoarten sollte jedoch hinreichend genau und zuverlässig sein. Mit der 
Wahl einer konkreten Copula-Funktion können dennoch sehr wohl konkrete 
Anforderungen verbunden sein. So müssen bspw. bei multivariaten archimedi-
schen Copulas die Abhängigkeiten zwischen allen Risikopaaren identisch sein. 

                                                      
2010, S. 12; Weiß, G., Parameter Estimation, 2010, S. 21 f.; Fahrmeir, L. et al., Statistik, 2011, 
S. 377; für weitere mathematische Hintergründe siehe ebd. 

154  Vgl. Klein, A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 25. 
155  Vgl. Hlawatsch, S., Reichling, P., Copula, 2010, S. 9; Weiß, G., Parameter Estimation, 2010, S. 

40. 
156  Vgl. Mai, J., Scherer, M., Abhängigkeiten, 2012, S. 8. 
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Insgesamt besitzen Copula-Modelle eine hohe modelltheoretische Validität und 
eignen sich dementsprechend gut zur Risikoaggregation. Zusätzlich liegt durch 
die Verwendung eines Copula-Modells die Gesamtverlustverteilung der Bank 
vor, die auch in anderen Fragestellungen verwendet werden kann.157 

Der Einsatz eines Copula-Modells erfordert einen umfangreichen Parametrisie-
rungsaufwand. Statt einzelner Risikokennzahlen werden ganze univariate Ver-
teilungen als Eingangsparameter benötigt. Zudem ist sowohl die Auswahl einer 
Copula-Funktion als auch die Parameterschätzung herausfordernd. Dies ist be-
sonders auf das Fehlen von verlässlichen Auswahl- bzw. Bestimmungstests zu-
rückzuführen. Die Auswahl und Schätzung einer am besten geeigneten Copula 
ist damit nicht eindeutig möglich. In diesem Zusammenhang ist auch die Anfor-
derung an eine nachvollziehbare Dokumentation nicht zu unterschätzen. Er-
schwerend kommt hinzu, dass die Schätzer über komplexe Verfahren berechnet 
werden und nicht immer robust sind. Zusätzlich können Copula-Funktionen und 
ihre Schätzer abstrakt und schwierig zu interpretieren sein.158 

Durch die fehlende geschlossene Form einiger Copula-Funktion muss auf Simu-
lationsverfahren zur Bestimmung des Gesamtrisikowertes zurückgegriffen wer-
den. Hieraus resultieren nur näherungsweise und vergleichsweise intransparente 
Ergebnisse.159 

Copula-Modelle gehören zu den fortgeschrittenen Methoden. Diese suggerieren 
regelmäßig eine höhere Genauigkeit der berechneten Ergebnisse. Nur bei einer 
angemessenen Ausgestaltung des Modells ist dieses Vertrauen gerechtfertigt.160 
Zusätzlich bestehen dieselben Probleme bezüglich einer stabilen und repräsenta-
tiven Abhängigkeitsstruktur wie bei den Varianz-Kovarianz-Ansätzen. So kön-
nen sich gerade in Stressphasen die Abhängigkeiten zu Ungunsten des Instituts 
verändern.161 

 

 

                                                      
157  Vgl. FMA, ÖNB, Quantitative Modelle, 2004, S. 41 f.; BCBS, Economic Capital, 2009, S. 29 f.; 

BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 82; Yoshiba, T., Risk Aggregation, 2013, S. 24. 
158  Vgl. FMA, ÖNB, Quantitative Modelle, 2004, S. 42; Böcker, K., Hillebrand, M., Risk Aggregation, 

2008, S. 18; BCBS, Economic Capital, 2009, S. 30; BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 82; Reuse, 
S., Diversifikationseffekte, 2016, S. 333. 

159  Vgl. Klein, A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 24. 
160  Vgl. BCBS, Economic Capital, 2009, S. 32. 
161  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 82. 
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Varianz-Kovarianz-Ansätze Copula-Modelle 

Einfache Implementierung Wahl und Parametrisierung einer geeigneten 
Copula-Funktion herausfordernd 

Aggregation kann ohne Simulationsverfah-
ren erfolgen 

Wenn geschlossene Form der Copula-Funk-
tion fehlt, muss Simulationsverfahren zur Be-
stimmung des Risikomaßes genutzt werden 

Geringer Parametrisierungsaufwand: Es wer-
den nur Korrelationen der Risikofaktoren be-
nötigt 

Hoher Parametrisierungsaufwand: Neben 
der Abhängigkeitsstruktur werden univariate 
Verteilungen als Eingangsparameter benö-
tigt 

Schätzung der Korrelationen einfach durch-
führbar und nachvollziehbar 

Komplexe Berechnungsverfahren sorgen da-
für, dass Schätzer teilweise abstrakt und 
schwierig zu interpretieren sind 

Anforderung an Eigenschaften der Vertei-
lungen: Randverteilungen und Gesamtvertei-
lung müssen gleichem elliptischen Vertei-
lungstyp entsprechen 

Keine Anforderungen an Eigenschaften der 
Verteilungen: Modell kann flexibel an vor-
handene Abhängigkeiten und Randvertei-
lungen angepasst werden 

Es wird nur lineare Abhängigkeit erfasst Beliebige Abhängigkeitsstruktur wird erfasst 

Es werden aggregierte Risikokennzahlen be-
rechnet 

Gesamtverlustverteilung der Bank wird mo-
delliert 

 
Tabelle 1: Zusammenfassende Gegenüberstellung von Varianz-Kovarianz-Ansätzen 
und Copula-Modellen 
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5 Stresstestsimulationsstudie 

Um durch den Einsatz von Aggregationsmodellen ökonomisches Kapital im Rah-
men der Risikotragfähigkeitsberechnung einsparen zu können, müssen sich die 
Modelle allein schon im Eigeninteresse der Banken als zuverlässig und stabil er-
weisen. Eine Kapitaleinsparung darf zu keinem Zeitpunkt auf einer Unterschät-
zung des eigentlichen Risikos beruhen. Im empirischen Teil dieser Arbeit soll 
deshalb untersucht werden, ob die beiden vorgestellten Verfahren das Gesamt-
bankrisiko auch in Krisenzeiten zuverlässig schätzen. Hierzu werden sie einem 
Stresstest unterzogen. Stresstests werden regelmäßig genutzt, um das Verhalten 
eines Modells in Phasen unwahrscheinlicher oder kritischer Marktentwicklungen 
zu untersuchen. Hierdurch kann überprüft werden, ob das Modell auch außer-
halb der normalen Marktsituationen verlässliche Ergebnisse liefert.162 Das Ver-
halten beider Aggregationsmodelle wird daher in einem Marktumfeld, in dem 
Risiken verstärkt gleichzeitig eintreten, analysiert. Hierzu wird zwischen den Risi-
koarten eine positive Randabhängigkeit unterstellt. Diese Art der Abhängigkeit 
kann insbesondere in Krisenzeiten beobachtet werden.163 

5.1 Literaturüberblick 

In der wissenschaftlichen Literatur finden sich bereits andere empirische Studien 
zur Eignung von Top-down-Ansätzen zur Risikoaggregation in Banken. Diese 
untersuchen regelmäßig das Verhalten der Modelle unter normalen Marktbedin-
gungen. Die ersten Studien legten den Fokus auf die Aggregationsverfahren als 
solche. So bestimmten Kuritzkes et al. das Gesamtrisiko analytisch über den Va-
rianz-Kovarianz-Ansatz mit Hilfe der Annahme, dass die Einzelrisiken normalver-
teilt sind. Sie nutzten dabei Expertenschätzungen von großen Kreditinstituten 
für die Korrelationsmatrix und trafen keine expliziten Annahmen zu den Einzelri-
sikoverteilungen, sondern verwendeten die relativen Anteile der Risiken am Ge-
samtrisiko aus einer Befragung. Sie schätzten das erzielbare Einsparpotential bei 
Aggregation von Kredit-, Marktpreis- und operationellen Risiken im Vergleich 
zur einfachen Addition auf 15 %.164 Dimakos und Aas hingegen benutzten ein 
Gauß-Copula-Modell, um Marktpreis-, Kredit- und operationelle Risiken zu ag-
gregieren. Hierfür konnten sie echte Daten einer norwegischen Finanzgruppe 
benutzen. Für das operationelle Risiko griffen sie mangels ausreichender Daten 

                                                      
162  Vgl. Walter, B., Stresstest, 2012, S. 8. 
163  Vgl. BCBS, Risk Aggregation, 2010, S. 76. 
164  Vgl. Kuritzkes, A. et al., Capital Adequacy, 2001, S. 22, 40. 
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auf eine Expertenschätzung zurück. Zudem wurden zur Vereinfachung das 
Marktpreis- und das operationelle Risiko in Abhängigkeit vom Kreditrisiko mo-
delliert. Bei einem Konfidenzniveau von 99,97 % fiel das Gesamtrisiko um 20 % 
kleiner165 als bei der einfachen Addition aus.166 Brockmann und Kalkbrenner 
stellten das Aggregationsmodell der Deutschen Bank vor. Sie aggregierten fünf 
Risikoarten. In ihrem Artikel nutzten sie sowohl ein Gauß- als auch ein t-Copula-
Modell und parametrische Randverteilungen. Die Korrelation zwischen Kredit- 
und Marktpreisrisiko wurde näherungsweise über Marktdaten geschätzt. Die 
Korrelation zum operationellen Risiko basierte auf einer Expertenschätzung. Bei 
einem Konfidenzniveau von 99,98 % kamen sie bei Nutzung eines Gauß-Co-
pula-Modells im Vergleich zu einfachen Addition auf ein ca. 26 % niedrigeres 
Risikomaß. Bei Verwendung eines t-Copula-Modells fiel das Risiko ca. 23 % 
niedriger aus.167 

In späteren Artikeln wurden umfangreichere Analysen vorgenommen. So wur-
den in der Studie von Weiß zeitkonstante und zeitabhängige Korrelationen im 
Varianz-Kovarianz-Ansatz und zeitabhängige Copula-Modelle zur Risikoaggre-
gation genutzt. Er untersuchte im Rahmen einer Simulationsstudie, ob die Ver-
wendung von Copula-Modellen zur Bestimmung eines Gesamt-VaR/ES generell 
vorteilhafter als die Nutzung von Varianz-Kovarianz-Ansätzen ist. Gleichzeitig 
testete er einen Copula-Anpassungstest und prüfte, ob sich Mixture-Copulas zur 
Risikoaggregation eignen. Als Datengrundlage verwendete er 1.275 bivariate 
gleichgewichtete Portfolios mit Schlusskursen aus 18 Werten des DAX, 24 Roh-
stoffwerten, 5 Aktienindizes und 4 Futures auf Wechselkursen im Zeitraum von 
2001 bis 2008. Ausgehend von 1.000 Beobachtungen wurden der VaR bzw. ES 
für den nächsten Handelstag prognostiziert und im Rahmen eines Backtestings 
mit dem eingetretenen Verlust verglichen. Dieses Vorgehen wurde für jeden Tag 
des Schätzzeitraums (750 Handelstage) durchgeführt. Die generelle Vorteilhaf-
tigkeit der Copula-Modelle konnte nicht bestätigt werden. Insbesondere bei Be-
rechnung des ES wurden mit den Varianz-Kovarianz-Ansätzen bessere Ergeb-
nisse erzielt. Der verwendete Copula-Anpassungstest erwies sich als nicht hinrei-
chend präzise. Die Mixture-Copula war für die Anwendung im dynamischen Co-
pula-GARCH-Modell nicht geeignet, da sie numerisch instabil war.168 

                                                      
165  Die Einsparung bei einem Niveau von 99 % betrug 12 % und bei einem 95 % Niveau 11 %. 
166  Vgl. Dimakos, X., Aas, K., Risk modelling, 2004, S. 265 ff., 270, 272, 275 f. 
167  Vgl. Brockmann, M., Kalkbrenner, M., Aggregation, 2010, S. 45 ff. 
168  Vgl. Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 543 f., 562, 565, 570 ff. 
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Umfangreiche Sensitivitätsanalysen finden sich in den Studien von Rosenberg 
und Schuermann und Li et al. In diesen wird der Einfluss von Parametervariatio-
nen auf das Risikomaß untersucht. Rosenberg und Schuermann nutzten eine 
Gauß-Copula zur Aggregation von Kredit‑, Markt- und operationellen Risiken 
von international tätigen Großbanken. Die Ausgangsbasis ihrer Analyse basiert 
auf veröffentlichten regulatorischen Quartalsdaten von 17 in den Vereinigten 
Staaten tätigen Bankholdinggesellschaften im Zeitraum von 1994 bis 2002. Sie 
untersuchten die Sensitivität der Risikomaße bezüglich der Anteile der Risiken 
am Gesamtrisiko (Geschäftsmix), der Abhängigkeitsstruktur (Gauß- und t-Co-
pula mit fünf und zehn Freiheitsgraden), des Risikomaßes (VaR und ES) und des 
Schätzverfahrens. Als Vergleichsbasis nutzten sie auch drei Varianz-Kovarianz-
Ansätze (den ‚klassischen‘ Ansatz aus Formel 15, die einfache Addition und den 
Ansatz mit der Annahme einer multivariaten Normalverteilung aus Fußnote 
107). Für die Korrelationen übernahmen sie dabei Durchschnittswerte aus ande-
ren Studien. Sie kamen u. a. zu den Ergebnissen, dass die einfache Addition die 
Risiken um mehr als 40 % überschätzt, während die Annahme der multivariaten 
Normalverteilung das Gesamtrisiko in einer ähnlichen Größenordnung unter-
schätzt. Die Risikowerte aus den Sensitivitätsexperimenten bei Verwendung des 
‚klassischen‘ Varianz-Kovarianz-Ansatzes ähnelten stark denen bei Verwendung 
der Gauß-Copula, waren jedoch betragsmäßig höher.169 

Li et al. aggregierten in ihrer empirischen Studie ebenfalls Kredit-, Markt- und 
operationelle Risiken mit Hilfe von Copula-Modellen (Gauß- und t-Copula sowie 
eine Mixture-Copula aus t- und Gumbel-Copula) und Varianz-Kovarianz-Ansät-
zen (einfache Addition und ‚klassischer‘ Ansatz). Hierbei wurde insbesondere 
der Einfluss der Randabhängigkeiten auf den aggregierten Risikowert unter-
sucht. Als Ausgangsdatenbasis verwendeten sie in der Literatur etablierte para-
metrische Verlustverteilungen. Für die Parametrisierung dieser Verteilungen wur-
den die Lageparameter aus einer anderen Studie, die auf Daten des Meldewe-
sens österreichischer Banken basiert, zugrunde gelegt. Die verwendeten Korrela-
tionen stammten ebenfalls aus einer anderen Studie. Als Risikomaß wurde nur 
der VaR genutzt. Im Ergebnis wurde festgehalten, dass die einfache Addition die 
größten Risikowerte lieferte und der Varianz-Kovarianz-Ansatz die geringsten. 
Letzteres sei u. a. auf die mangelhafte Berücksichtigung der Randabhängigkei-
ten zurück zu führen. Mit steigender Randabhängigkeit der Copulas stiegen die 

                                                      
169  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 569 ff., 581, 594, 

612. 
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Risikowerte (keine Randabhängigkeit: Gauß-Copula; bis positive Randabhängig-
keit: Mixture-Copula). Bei einem 99,9 % Konfidenzniveau war das Gesamtrisiko 
aus dem Varianz-Kovarianz-Ansatz im Vergleich zu einfachen Addition ca. 12 % 
niedriger. Bei Verwendung des Gauß-Copula-Modells war das Risikomaß ca. 
10 %, beim t-Copula-Modell mit zehn Freiheitsgraden ca. 7 %, beim t-Copula-
Modell mit einem Freiheitsgrad ca. 3 % und beim Mixture-Copula-Modell ca. 
1 % kleiner.170 

In allen vorgestellten Studien wurden die aufsichtlichen Anforderungen an die 
Risikoaggregation bzw. an den Ansatz von Diversifikationseffekten nicht berück-
sichtigt. Insbesondere bei der Entscheidung, ein komplexeres Aggregationsmo-
dell einzusetzen, sollte die Konservativitätsanforderung beachtet werden. Für ei-
nen umfassenden Vergleich werden die Modelle in dieser Studie daher sowohl 
anhand der Gesamtzeitreihe als auch anhand von Zeitpunkten extremer Abhän-
gigkeit parametrisiert. 

5.2 Untersuchungsdesign 

Im Rahmen dieser Arbeit werden Adressenausfall-, Marktpreis- sowie operatio-
nelle Risiken aggregiert. Diese Risiken stellen regelmäßig die größten Risikotrei-
ber dar und werden nahezu von allen Kreditinstituten in das Risikotragfähig-
keitskonzept einbezogen.171 Als Risikomaß wird der weit verbreitete Value-at-
Risk verwendet.172 Zur Sicherstellung der Robustheit der Ergebnisse wird analog 
zu Rosenberg und Schuermann auch der Expected Shortfall herangezogen.173 

Die Ausgangsdatenbasis bilden simulierte Zeitreihen der jährlichen relativen Ver-
luste. Die relativen Verluste beziehen sich dabei auf das Risiko-Exposure der je-
weiligen Risikoart. Negative Verluste stellen dabei Gewinne dar, die durch die 
einzelne Risikoart verursacht wurden. Copulas lassen sich neben der Risikoag-
gregation auch zur Simulation abhängiger Daten verwenden. Hierzu sind jedoch 
Annahmen zu den Randverteilungen zu treffen, da die aus der Copula simulier-
ten Daten über die Quantilfunktionen der Randverteilungen in die simulierten 

                                                      
170  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 161 ff., 175, 183. 
171  Vgl. Deutsche Bundesbank, Range of Practice, 2010, S. 13, 15; Deutsche Bundesbank, Monats-

bericht RTF, 2013, S. 35. 
172  Vgl. Broll, U., Förster, A., VaR, 2017, S. 101. 
173  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 605. 
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Zeitreihen mit den gewünschten Eigenschaften transformiert werden.174 Durch 
die Verwendung einer Gumbel-Copula besitzt die gemeinsame Verteilung der 
simulierten Zeitreihen eine positive Randabhängigkeit, die für das hier verwen-
dete Stresstestszenario benötigt wird.175 Für die Randverteilungen werden klassi-
sche Modellierungen der verwendeten Risikoarten genutzt, die im nachfolgen-
den Kapitel 5.4 einzeln vorgestellt werden. 

Die Risiken aus der so erstellten Ausgangszeitreihe sollen über Varianz-Kovari-
anz-Ansätze (einfache Addition und Verwendung der Korrelationen aus den si-
mulierten Zeitreihen) und Copula-Modelle (Gauß- und t-Copula)176 aggregiert 
werden. Da die Korrelation bzw. Abhängigkeitsstruktur im simulierten Daten-
satz konstant ist, werden zur Vermeidung von Verzerrungen in den Ergebnissen 
konstante Abhängigkeitsmodelle genutzt. Analog zu Rosenberg und Schuer-
mann werden nur die empirischen Randverteilungen für die Einzelrisiken im 
Rahmen der Aggregation verwendet,177 um Verzerrung aus der Modellierung 
der Einzelrisiken auszuschließen.178 

Im Gegensatz zu den Studien von Rosenberg und Schuermann oder Li et al., die 
die Korrelationen aus anderen Quellen nutzten,179 wird im Rahmen dieser Arbeit 
die Korrelation anhand der Ausgangszeitreihen geschätzt (siehe Formel 2, 3 und 
5). Dabei werden die Korrelationen der Gesamtzeitreihe und die maximal be-
obachtbare Korrelation der Zeitreihe in einem rollierenden Zeitfenster von 12 
Monaten für die Berechnung in zwei unterschiedlichen Varianz-Kovarianz-An-
sätzen verwendet. 

Als Ausgangs-Konfidenzniveau für den VaR wird in Anlehnung an den Leitfaden 
zur Beurteilung bankinterner Risikotragfähigkeitskonzepte das 99,9 % Niveau 
genutzt.180 Der Expected Shortfall wurde erstmals im Rahmen der Reform von 

                                                      
174  Vgl. Großmann, S., Stresstests, 2006, S. 92. Auch Li et al. generieren die Ausgangszeitreihen in 

ihrer Studie über parametrische Randverteilungen (Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 175 
f.). 

175  Zur Wahl des Generatorparameters siehe Kapitel 5.3. 
176  Die archimedischen Copulas sind für die Einbeziehung von mehr als zwei Risiken ungeeignet 

(siehe Kapitel 4.2.1) und auch in der Praxis kommen nur diese beiden Vertreter der Copula-Mo-
delle zum Einsatz. Vgl. Deutsche Bundesbank, Range of Practice, 2010, S. 23. 

177  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 592. 
178  Im Rahmen der Berechnungen in R wurden auch die parametrischen Randverteilungen verwen-

det. Die aggregierten Gesamtbank-Risikomaße bei Verwendung dieser waren durchweg größer 
als die Risikomaße bei Verwendung der empirischen Randverteilungen. 

179  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 594; Li, J. et al., Ag-
gregation, 2015, S. 176 f. 

180  Vgl. Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 384; BaFin, Leitfaden, 2018, Tz. 61. 
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Basel III im Dezember 2017 vom Baseler Bankenausschuss für die Bestimmung 
der Eigenmittelanforderung des Handelsbuchs bei Verwendung interner Mo-
delle eingeführt. Hierbei wird die Verwendung des 97,5 % Niveaus vorgegeben. 
Im Rahmen der Untersuchung stellte sich jedoch heraus, dass sich die Ergebnisse 
bei Verwendung des Expected Shortfalls mit einem Konfidenzniveau von 
97,5 % abgesehen von der relativen Höhe nicht von den Ergebnissen des Value-
at-Risk zum 99,9 % Niveau unterscheiden. Deshalb wird im Rahmen dieser Ar-
beit für den Expected Shortfall ebenfalls das 99,9 % Niveau genutzt. Dies hat 
zudem den Vorteil, dass der Expected Shortfall, der in seiner Definition auf den 
Value-at-Risk zurückgreift, zum selben Konfidenzniveau berechnet wird.181 
Diese Konfidenzniveaus wurden zudem auch in der Studie von Rosenberg und 
Schuermann genutzt.182 

Für die Varianz-Kovarianz-Ansätze werden die Einzelrisikomaße als Eingangspa-
rameter benötigt. Diese können direkt aus den Ausgangszeitreihen der jährli-
chen Einzelrisikoverluste bestimmt werden (Bestimmung anhand der sortierten 
simulierten Ausgangsdaten; auch Monte-Carlo-Simulation genannt).183 Dabei 
wird bereits der Anteil des jeweiligen Risiko-Exposures am Gesamtbankrisiko be-
rücksichtigt.184 Das Zwischenergebnis dieses Teilschrittes ergibt den jährlichen 
Verlust aus dem einzelnen Risikotreiber bezogen auf das Gesamtrisiko-Exposure, 
der zum jeweiligen Konfidenzniveau nicht überschritten wird (VaR) bzw. der den 
Erwartungswert unter der Bedingung darstellt, dass das gewählte Konfidenzni-
veau überschritten wird (ES). Im Rahmen der einfachen Addition werden die so 
bestimmten Risikomaße pro Risikoart über Formel 16 zum Gesamtbank-Risiko-
maß addiert. In den anderen Varianz-Kovarianz-Ansätzen wird zusätzlich die 
vorher quantifizierte lineare Korrelation berücksichtigt (Korrelation der Gesamt-
zeitreihe und maximale Korrelation aus Zeitfenster; siehe Formel 15). 

Zur Anpassung der Copula-Funktionen an die Zeitreihen werden die simulierten 
Beobachtungen in einem ersten Schritt in Pseudo-Beobachtungen umgewan-
delt. Hierbei wird der jeweilige Rang der Beobachtung durch die um eins er-
höhte Anzahl der Werte geteilt. Wie in der Studie von Weiß wird das Pseudo-
Maximum-Likelihood-Verfahren zur Schätzung der Copula-Parameter verwen-
det.185 Zusätzlich werden die Copula-Funktionen in einem zweiten Modell über 

                                                      
181  Vgl. BCBS, Marktrisiko, 2016, S. 52; BCBS, Basel III, 2017, S. 67. 
182  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 596. 
183  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 376. 
184  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 581, 605. 
185  Vgl. Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 558. 
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die größten in Zeitfenstern beobachtbaren Rangkorrelationsschätzer parametri-
siert, um die aufsichtlichen Anforderung an die Konservativität zu erfüllen. Für 
die Gauß-Copula werden dabei die Spearmans Rangkorrelationen über den Zu-
sammenhang in Formel 19 in die Korrelationen der Gauß-Copula-Korrelations-
matrix transformiert.186 Die t-Copula wird mit Hilfe von Kendalls Tau und der 
Beziehung zur Korrelation der t-Copula aus Formel 20 parametrisiert. Der Frei-
heitsgrad der t-Copula wird bei Umsetzung im Statistikprogramm R187 über ein 
Maximum-Likelihood-Verfahren geschätzt. Hierbei kann es zu Problemen kom-
men, wenn sich die Korrelationskoeffizienten 1 annähern.188 Gerade bei Ver-
wendung der transformierten konservativen Rangkorrelationsschätzer ist dies in 
einigen Durchläufen der Fall. Sofern eine Parametrisierung bei Verwendung der 
berechneten Korrelationen mit Hilfe des Schätz-Algorithmus nicht möglich war, 
wurden die verwendeten Korrelationsschätzer auf 0,985 begrenzt. 

Nachdem die Copula-Funktionen geschätzt wurden, müssen die Risikomaße 
über eine Monte-Carlo-Simulation generiert werden. Hierfür werden aus der 
Copula-Funktion 10.000 Zufallszahlen generiert. Diese werden über die empiri-
schen Randverteilungen, die anhand der Ausgangszeitreihen geschätzt wurden, 
in die jeweiligen relativen Verluste transformiert.189 

Als Zwischenergebnis resultieren hieraus die jährlichen relativen Verluste der Ri-
sikoarten. Bei Multiplikation der jeweiligen Verluste mit dem Anteil des Teilri-
siko-Exposures am Gesamtrisiko-Exposure und anschließender Addition entsteht 
der jährliche relative Gesamtbankportfolioverlust (siehe auch Formel 17). Die Ri-
sikomaße des Gesamtbankportfolios können dann analog zur Bestimmung der 
Risikomaße für die einzelnen Risikoarten über die nach Größe sortierten Verluste 
quantifiziert werden.190 

Zufallszahlen werden in statistischen Programmen über einen Algorithmus be-
rechnet und stellen somit genauer gesagt nur Pseudozufallszahlen dar.191 Um zu 
verhindern, dass ein ungünstiger Startpunkt im Algorithmus die Ergebnisse ver-
zerrt, werden die Berechnungen 100-mal durchgeführt und der Mittelwert der 

                                                      
186  Auf den näherungsweisen Ansatz der Spearmans Korrelationen ohne Transformation wird ver-

zichtet. 
187 Version 3.2.5, Paket: Copula 
188  Vgl. Yan, J., Package copula, 2007, S. 13. 
189  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 169 f. 
190  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 376. 
191  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 337. 
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Risikomaße berechnet. Während Rosenberg und Schuermann die Normal-Co-
pula als Vergleichsmaßstab verwendeten,192 können im Rahmen dieser Studie 
die Risikomaße aus der ursprünglichen Ausgangszeitreihe als Benchmark ge-
nutzt werden. 

5.3 Auswahl des Stresstestszenarios 

Über den Generatorparameter der Gumbel-Copula kann die Stärke des Stress-
testszenarios maßgeblich beeinflusst werden. Je größer der Parameter gewählt 
wird, desto stärker sind die Abhängigkeiten zwischen den Risikoarten und umso 
größer wird das Risikomaß der Ausgangzeitreihe. 

Um eine plausible Abhängigkeitsstruktur zu verwenden, wurde der Generator-
parameter über die in der Vergangenheit beobachtbare maximale Abhängigkeit 
bestimmt. Dazu wurde der Datensatz aus der Untersuchung von Reuse verwen-
det.193 In diesem Datensatz, der den Zeitraum von 2000 bis 2016 umfasst, 
konnte über Kendals Tau und den Zusammenhang aus Formel 21a das Theta 
der Gumbel-Copula geschätzt werden. Es wurde die Abhängigkeitsstruktur zwi-
schen dem Rentenperformanceindex (RexP), dem Deutschen Aktien Index (DAX) 
und dem Bank of America Merrill Lynch Corporate Index (BofA ML Corporate) 
untersucht. Die Rangkorrelationen der logarithmierten Renditen zwischen je-
weils zwei Indizes wurden dabei rollierend auf Jahresbasis bestimmt. Das größte 
berechnete Theta wurde zwischen RexP und BofA ML Corporate mit 1,92 beo-
bachtet. Dieser Wert wird daher als Generatorparameter der Gumbel-Copula 
genutzt. 

Um die Stärke des Stressszenarios einschätzen zu können, kann das Konturdia-
gramm der kumulierten Verteilungsfunktion der Gumbel-Copula (mittleres Dia-
gramm in nachfolgender Abbildung) mit den Konturdiagrammen einer Unab-
hängigkeits-Copula (linkes Diagramm) und einer Komonotonie-Copula (rechtes 
Diagramm) verglichen werden (siehe Abbildung 6): 

                                                      
192  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 593. 
193  An dieser Stelle sprechen wir Herrn Dr. Reuse unseren Dank für die zur Verfügungstellung der 

Zeitreihen aus. Für weitere Informationen zur Zeitreihe verweisen wir auf: Reuse, Diversifikati-
onseffekte, 2016, S. 318 ff. 
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Abbildung 6: Konturdiagramme der kumulierten Verteilungsfunktionen 

 
Während die Gumbel-Copula mit dem Generatorparameter 1 die vollständige 
Unabhängigkeit zwischen den beiden Zufallsvariablen unterstellt (Unabhängig-
keits-Copula), ist bei der Gumbel-Copula mit dem Parameter 1,92 eine deutliche 
Annäherung der Abhängigkeitsstruktur an eine Komonotonie-Copula mit per-
fekter positiver Abhängigkeit (obere Fréchet-Hoeffding-Schranke aus Formel 7) 
zu erkennen. 

5.4 Verwendete Verteilungsfunktionen der Risikoarten 

In dieser Studie stehen die Konzepte zur Risikoaggregation im Vordergrund. Um 
weitere Spezifikationsfehler auszuschließen, werden in der hier durchgeführten 
Stresstestbetrachtung idealtypische Verteilungsfunktionen für die drei Risikoar-
ten Adressenausfall-, Marktpreis- und operationelle Risiken verwendet. Diese 
werden nachfolgend kurz dargestellt. 

5.4.1 Adressenausfallrisiko 

Unter dem Adressenausfallrisiko im engeren Sinne wird nur der Ausfall eines 
Kreditnehmers verstanden. Verluste aus der Verschlechterung der Bonität (Boni-
tätsrisiko) bilden zusammen mit dem Adressenausfallrisiko das Kreditrisiko.194 
Bei dem hier unterstellten Kreditportfolio im Mengengeschäft mit Privatkunden 
wird das Bonitätsrisiko vernachlässigt, da in der Regel keine regelmäßige Boni-

                                                      
194  Vgl. Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 41 f. 
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tätseinstufung dieser Kreditpositionen erfolgt. Für die Modellierung des Adres-
senausfallrisikos in dieser Arbeit wird daher die Vasicek-Verteilung genutzt.195 
Das Vasicek-Modell liegt den internen Modellen zur Bestimmung der aufsichtli-
chen Mindestkapitalanforderung für das Kreditrisiko nach Säule I (sogenannte 
IRB-Ansätze) zu Grunde. Da dieses Modell eine Gauß-Copula zur Modellierung 
der Korrelationsstruktur zwischen den Zeitpunkten der Kreditausfälle nutzt, wird 
es auch als einfaktorielles Gauß-Copula-Modell bezeichnet. Das Modell berück-
sichtigt keine Verluste aus Rating-Herabstufungen (Bonitätsrisiko). Die ungüns-
tigste Ausfallrate (Worst Case Default Rate; kurz: 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊) für den Zeithorizont 𝑇𝑇 
und das Konfidenzniveau 𝛼𝛼 lässt sich in Abhängigkeit der Ausfallkorrelation (𝑎𝑎𝑎𝑎) 
und der Ausfallwahrscheinlichkeit bis zum Zeitpunkt 𝑇𝑇 (𝑃𝑃𝑃𝑃) über Formel 23 be-
rechnen:196 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊(𝑇𝑇,𝛼𝛼) = Φ�

Φ−1(𝑃𝑃𝑃𝑃) + √𝑎𝑎𝑎𝑎Φ−1(𝛼𝛼)

√1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎
� . (23) 

Formel 23: Ungünstigste Ausfallrate aus dem Vasicek-Modell 

Aus Vereinfachungsgründen wird ein Kreditportfolio aus ähnlichen Krediten im 
Mengengeschäft (z. B. Ratenkredite) unterstellt, in dem jeder einzelne Kredit nur 
einen geringen Anteil am Gesamtportfolio hat und die Ausfallwahrscheinlichkei-
ten und Korrelationen zwischen zwei beliebigen Krediten identisch sind. Durch 
die Multiplikation von der berechneten ungünstigsten Ausfallrate (Formel 23), 
mit der Kredithöhe bei Ausfall (kurz: 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸) und der Verlustrate bei Ausfall (kurz: 
𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿) lässt sich der Portfolioverlust aus dem Adressenausfallrisiko (𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴) zum 
Konfidenzniveau α über Formel 24 berechnen:197 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴 = 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊(𝑇𝑇,𝛼𝛼) ∙ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 . (24) 

Formel 24: Portfolioverlust aus dem Adressenausfallrisiko 

Im IRB-Ansatz wird die Formel zur Berechnung der Ausfallkorrelation je nach Ri-
sikopositionsklasse in Abhängigkeit von der Ausfallwahrscheinlichkeit vorgege-
ben. Für eine angenommene Ausfallwahrscheinlichkeit der einzelnen Kredite 

                                                      
195  Brockmann und Kalkbrenner (Aggregation, 2010) stellten das Aggregationsmodell der Deut-

schen Bank dar, das für die Verlustverteilungsfunktion des Kreditrisikos ebenfalls die Vasicek-
Verteilung verwendet. 

196  Vgl. Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 283 ff., 384, 503, 507. 
197  Vgl. Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 286, 384, 503. 
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von 2 % p.a. in der Positionsklasse Mengengeschäft beträgt die vorgegebene 
Ausfallkorrelation gerundet 0,1.198 

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der jährlichen Portfolioausfallrate mit ei-
ner Einzelkredit-Ausfallwahrscheinlichkeit von 2 % p.a. und einer Ausfallkorrela-
tion zwischen den Krediten von 0,1 ist im Diagramm in Abbildung 7 dargestellt. 
Aus Vereinfachungsgründen wird von unbesicherten Krediten ausgegangen, die 
in voller Höhe ausfallen (EaD und LGD = 100 %): 199 

 
Abbildung 7: Wahrscheinlichkeitsdichte des Adressenausfallrisikos 

 

5.4.2 Marktpreisrisiko 

Das Marktpreisrisiko entsteht aus ungünstigen Veränderung von Marktfaktoren 
wie Aktienkursen, Zinsen oder Wechselkursen, die sich negativ auf den (Bar-) 
Wert der vom Institut gehaltenen bilanziellen und außerbilanziellen Positionen 
auswirken.200 Die Verlustverteilung des Marktpreisrisikos ist typischerweise sym-
metrisch, da neben Verlusten auch Gewinne (Kurssteigerungen) eintreten kön-
nen. Für eine einfachere Risikoaggregation werden positive Renditen als Ver-
luste und negative Renditen als Gewinne (negative Verluste) aufgefasst.201 Im 
Gegensatz zur Normalverteilung weist die Verlustverteilung des Marktpreisrisi-
kos höhere Wahrscheinlichkeiten in den Rändern auf. Für eine Approximation 
eignet sich daher die t-Verteilung.202 Durch die Wahl der Freiheitsgrade (𝜈𝜈) des 

                                                      
198  Vgl. Art. 154 Abs. 1 alt. ii CRR. 
199  Vgl. Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 388, 503. 
200  Vgl. Auerbach, D., Bankenaufsicht, 2015, S. 87. 
201  Bei den beiden anderen Risikoarten werden nur Verluste modelliert, die als positive Zahlen dar-

gestellt werden. 
202  Vgl. Wolfgring, A., Risikomanagement, 2008, S. 12; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, 

S. 38; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 614. 
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Lageparameters (𝜇𝜇) und des Skalierungsparameters (𝑠𝑠) kann die t-Verteilung an-
gepasst werden. Die Dichtefunktion hat dann folgende Form (siehe Formel 
25):203 

 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
Γ �𝜈𝜈 + 1

2 �

𝑠𝑠√𝜈𝜈𝜈𝜈Γ �
𝜈𝜈
2�
�
𝜈𝜈 + �𝑧𝑧 − 𝜇𝜇

𝑠𝑠 �
2

𝜈𝜈
�

−�𝜈𝜈+12 �

 . (25) 

Formel 25: Dichtefunktion des Marktpreisrisikos 

Bei Verwendung der Parameter für die t-Verteilung aus einer Vorversion der Stu-
die von Rosenberg und Schuermann204 hat die Wahrscheinlichkeitsdichte der 
jährlichen relativen Verluste aus dem Marktpreisrisiko mit 11 Freiheitsgraden, ei-
nem erwarteten Verlust (𝜇𝜇) von − 0,29 % und einem Skalierungsparameter (s) 
von 10 % folgende Form (siehe Abbildung 8):205 

 
Abbildung 8: Wahrscheinlichkeitsdichte des Marktpreisrisikos 
 

5.4.3 Operationelle Risiko 

In Anlehnung an die Definition aus Art. 4 Abs. 1 Nr. 52 CRR entstehen Verluste 
durch operationelle Risiken aus unangemessenen internen Prozessen, dem Ver-
sagen von Verfahren, Menschen und Systemen oder in Folge externer Ereignisse 

                                                      
203 MathWorks, Inc., Dokumentation, 2017, o. S. 
204  In der später im Journal of Financial Economics veröffentlichten Version des Artikels wurden em-

pirische statt parametrische Randverteilungen genutzt. Die tägliche Standardabweichung wurde 
mit der Wurzel-t-Formel auf Jahresbasis skaliert und auf 10 % aufgerundet (exakter Wert 
9,96 %). 

205  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2004, S. 25. 
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(z. B. Naturkatastrophen). Die Modellierung ist insbesondere aufgrund der Sel-
tenheit von Großschäden und der damit mangelnden Datenlage erschwert.206 
Typischerweise erfolgt die Schätzung der potentiellen Verluste über zwei Vertei-
lungen. Für die Schadenshäufigkeit wird die Poisson-Verteilung herangezogen, 
während für die Schadenshöhe pro Schadensfall eine logarithmierte Normalver-
teilung genutzt wird.207 Aas, Dimakos und Øksendahl haben auf Basis von Simu-
lationen festgestellt, dass die Gesamtverlustverteilung für die operationellen Risi-
ken durch eine einzige logarithmische Normalverteilung angenähert werden 
kann.208 Dieses Vorgehen findet sich auch in weiteren vergleichbaren Studien 
und wird daher aus Vereinfachungsgründen auch in dieser Arbeit übernom-
men.209 

Die Dichtefunktion der logarithmischen Normalverteilung ist nur für positive 𝑧𝑧-
Werte definiert und ist in Formel 26 dargestellt. Sie lässt sich über den Erwar-
tungswert und die Varianz der Schadenshöhe (𝐸𝐸(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂) bzw. 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂)) mit Hilfe 
von Formel 26a und 26b parametrisieren.210 

 
     𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 1

√2𝜋𝜋∙𝜎𝜎𝜎𝜎
∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒−

(ln(𝑧𝑧)−𝜇𝜇)2

2𝜎𝜎2   

   𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝜇𝜇 = ln�𝐸𝐸(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂)� − 1
2

ln �1 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂)
𝐸𝐸(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂)2

�  

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 𝜎𝜎2 = ln �1 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂)
𝐸𝐸(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑂𝑂)2

� .  

(26) 

(26a) 

(26b) 

Formel 26: Dichtefunktion des operationellen Risikos 

Bei Annahme einer prozentualen erwarteten Schadenshöhe von 1 % und einer 
Schadensstandardabweichung von 0,1 % pro Jahr ergibt sich folgende Wahr-
scheinlichkeitsdichte für den jährlichen relativen Verlust des operationellen Risi-
kos (siehe Abbildung 9): 

                                                      
206  Vgl. Wolfgring, A., Risikomanagement, 2008, S. 16; Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, 

S. 70; Auerbach, D., Bankenaufsicht, 2015, S. 85; Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 538. 
207  Vgl. Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 542. 
208  Vgl. Aas et al., Aggregation, 2005, S. 20. 
209  Siehe bspw.: Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 166 f. 
210  Vgl. Cottin, C., Döhler, S., Risikoanalyse, 2009, S. 39; Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 167. 
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Abbildung 9: Wahrscheinlichkeitsdichte des operationellen Risikos 
 

5.5 Darstellung der Ergebnisse 

Bei Verwendung der in Kapitel 5.4 dargestellten Parameter für die drei Einzelrisi-
ken ergeben sich die in Tabelle 2 dargestellten aggregierte Risikomaße. Die Er-
gebnisse basieren auf 100 Simulationen mit jeweils 10.000 Datenpunkten in der 
Statistiksoftware R. Bei 36 Durchläufen musste zur Anpassung des konservati-
ven t-Copula-Modells eine Begrenzung von insgesamt 108 transformierten 
Rangkorrelationen auf 0,985 durchgeführt werden. Für die Berechnung wurde 
unterstellt, dass das Adressenausfallrisiko-Exposure einen Anteil von 30 %, das 
Marktpreisrisiko-Exposure einen Anteil von 3 % und dass das Exposure des ope-
rationellen Risikos einen Anteil von 67 % am Gesamtrisiko-Exposure hat.211 Der 
hohe Anteil des operationellen Risikos ist der Annahme geschuldet, dass das 
vollständige Adressenausfallrisiko- und Marktpreisrisiko-Exposure zusätzlich dem 
operationellen Risiko ausgesetzt ist. Es ist anzumerken, dass es sich nur um die 
Anteile am Gesamtrisiko-Exposure handelt. Die Anteile der Risikoarten am be-
rechneten Gesamtbankrisiko können sich hiervon unterscheiden, da hierbei ne-
ben der Exposure-Höhe auch der Risikogehalt der Positionen berücksichtigt 
wird.212 

  

                                                      
211  Die Anteile wurden in Anlehnung an Rosenberg und Schuermann festgelegt. Vgl. Rosenberg, J., 

Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 582. 
212  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 581 f. 
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Methode (Risikomaße in % des 

Gesamtrisiko-Exposures) 

99,9 % VaR 99,9 % ES 

Risikomaß Abwei-
chung 

Risikomaß Abweichung 

Risikomaß der Ausgangszeitreihe 5,796 % -/- 6,591 % -/- 

VKA (Gesamtzeitreihen-Korrela-
tion) 

5,397 % -6,88 % 6,139 % -6,86 % 

Gauß-Copula 5,394 % -6,94 % 6,008 % -8,85 % 

t-Copula 5,494 % -5,21 % 6,151 % -6,68 % 

VKA (Einfache Addition) 5,915 % 2,04 % 6,712 % 1,83 % 

VKA (Konservative Korrelation) 5,881 % 1,46 % 6,674 % 1,26 % 

Gauß-Copula (konservativ) 5,820 % 0,42 % 6,488 % -1,57 % 

t-Copula (konservativ) 5,883 % 1,50 % 6,522 % -1,06 % 

Tabelle 2: Aggregierte Risikomaße (Zeithorizont 1 Jahr) und relative Abweichung der 
Schätzer gegenüber Risikomaß der Ausgangszeitreihe  

 

Der jährliche Verlust der Ausgangszeitreihe, der bei einem Betrachtungshorizont 
von einem Jahr mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,9 % nicht überschritten 
wird (VaR zum Konfidenzniveau von 99,9 % bei einer Haltedauer von einem 
Jahr), beträgt in diesem Stresstestszenario 5,796 % des Gesamtrisiko-Exposures. 
Dieses Risikomaß stellt die Benchmark für die anderen Verfahren dar. Für einen 
neutralen Vergleich können nur die Aggregationsmodelle direkt miteinander 
verglichen werden, die entweder an der Gesamtzeitreihe (Gruppe 1) oder an 
den maximal beobachteten Korrelationen (Gruppe 2; Kennzeichnung: konserva-
tiv) spezifiziert wurden.213 Die einfache Addition der Einzelrisikomaße als Spezi-
alfall des Varianz-Kovarianz-Ansatzes (kurz: VKA) zählt dabei aufgrund der un-
terstellten Korrelationen von 1 zur Gruppe der konservativen Modelle. Zur Dar-
stellung der Abweichungen wurde die Differenz zwischen Risikomaßschätzer 
und Risikomaß der Ausgangszeitreihe ins Verhältnis zum Risikomaß der Aus-
gangszeitreihe gesetzt.214 Positive Abweichungen stellen eine Überschätzung 
des Risikos dar. Negative Abweichungen hingegen sind das Resultat einer Unter-
schätzung. 

Bei Berücksichtigung der vollständigen Zeitreihe zur Spezifikation der Modelle 
(Gruppe 1) wird das Gesamtrisiko sowohl im VKA (VaR 5,397 %) als auch bei 

                                                      
213  Vgl. Klein, A. et al., Risikoaggregation, 2014, S. 25. 
214  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 604. 
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den Copula-Modellen (Gauß-Copula 5,394 % und t-Copula 5,494 %) unter-
schätzt. Die relative Unterschätzung beträgt 6,88 % bei Verwendung des VKA, 
6,94 % bei Nutzung des Gauß-Copula-Modells und 5,21 % bei Einsatz des t-
Copula-Modells. Die Unterschätzung beim Gauß-Copula-Modell ist damit am 
größten. Beim t-Copula-Modell ist die Abweichung zum Risiko der Ausgangs-
zeitreihe kleiner als bei Nutzung des Gauß-Copula-Modells. Dies ist auf die Be-
rücksichtigung der Randabhängigkeiten in der t-Copula zurückzuführen, was zu 
höheren Risikowerten führt.215 

Das Risiko in der Gruppe der konservativen Modelle wird durchweg überschätzt. 
Den höchsten insgesamt berechneten Risikowert liefert mit 5,915 % der Spezi-
alfall des VKA (einfache Addition). Dieses Ergebnis wurde auch in den Studien 
von Rosenberg und Schuermann oder Li et al. beobachtet.216 Der Risikowert ist 
damit 2,04 % größer als der VaR der Ausgangszeitreihe. Dicht dahinter liegt mit 
5,881 % das Risikomaß, das über den VKA (modelliert mit der höchsten Korre-
lation aus den rollierenden Zeitfenstern) ermittelt wurde. Hier liegt eine Über-
schätzung von 1,46 % vor. Eine etwa gleich große Überschätzung in Höhe von 
1,50 % liefert das Risikomaß aus dem t-Copula Modell mit der maximalen 
Rangkorrelation (Wert 5,883 %). Aufgrund der Randunabhängigkeit ist der VaR 
aus dem Gauß-Modell mit 5,820 % geringer als der Wert aus dem vergleichba-
ren t-Copula-Modell. Dieser ist mit einer Abweichung von 0,42 % vergleichs-
weise dicht am Risikomaß der Ausgangszeitreihe. Zusammenfassend lässt sich 
festhalten, dass die geringste Abweichung zum VaR der Ausgangszeitreihe bei 
einem Konfidenzniveau von 99,9 % die konservativen spezifizierten Modelle lie-
fern. 

Für den Expected Shortfall sind die Ergebnisse grundsätzlich vergleichbar. Der 
Erwartungswert des Verlustes der Ausgangszeitreihe unter der Bedingung, dass 
bei einem Betrachtungshorizont von einem Jahr ein Verlust eintritt, der das 
99,9 % Konfidenzniveau überschreitet, beträgt 6,591 % (Benchmark für ES-
Schätzer). Bei Verwendung des ES liefert das Gauß-Copula-Modell in der 
Gruppe 1 mit 6,008 % den niedrigsten Risikowert und gleichzeitig mit 8,85 % 
die größte Unterschätzung des Risikos. Der VKA quantifiziert den aggregierten 
ES auf 6,139 %. Die Unterschätzung im Vergleich zum Risiko der Ausgangszeit-
reihe beträgt dabei immer noch 6,86 %. Bei dem Schätzer des t-Copula-Modells 

                                                      
215  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 607; Li, J. et al., Ag-

gregation, 2015, S. 180. 
216  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 612; Li, J. et al., Ag-

gregation, 2015, S. 181. 
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mit einem Wert von 6,151 % beträgt die Unterschätzung 6,68 %. Damit liegt 
dieser Schätzer in der Gruppe 1 am dichtesten an der Benchmark für den ES-
Schätzer. 

In der Gruppe 2 sind die über die Varianz-Kovarianz-Ansätze berechneten Risi-
kowerte wieder durchweg konservativer als das Risikomaß der Ausgangszeit-
reihe. Die höchste Überschätzung des Risikos (1,83 % größer als die Bench-
mark) stammt mit einem Risikowert von 6,712 % auch beim ES aus der einfa-
chen Addition. Der zweitgrößte Risikowert (6,674 %) resultiert aus der Verwen-
dung des VKA. Dieser Wert überschätzt das Risiko um 1,26 %. Das t-Copula-
Modell liefert mit 6,522 % den Schätzer mit der kleinsten Abweichung. Das Ri-
siko wird dabei jedoch um 1,06 % unterschätzt. Das Gauß-Copula-Modell un-
terschätzt das Risiko um 1,57 % noch deutlicher (ES 6,488 %). 

Das Standardverfahren zur Risikoaggregation in bankaufsichtlichen Risikotragfä-
higkeitskonzepten stellt die einfache Addition dar.217 Da dieses Verfahren die 
höchsten Risikowerte liefert, ist der Einsatz der anderen Konzepte zur Aggrega-
tion der Risiken mit einer Einsparung an ökonomischem Kapital verbunden. Zur 
Berechnung des Einsparpotentials kann die Differenz zwischen dem Risikomaß 
aus dem jeweiligen Konzept und dem Risikomaß der einfachen Addition ins Ver-
hältnis zum Risikomaß der einfachen Addition gesetzt werden (siehe Tabelle 
2).218 

  

                                                      
217  Vgl. Bartetzky, P., Gesamtbanksteuerung, 2012, S. 108. 
218  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 605; Li, J. et al., Ag-

gregation, 2015, S. 182. 
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Einsparpotential 99,9 % VaR 99,9 % ES 

VKA (Gesamtzeitreihen-Korrelation) 8,75 % 8,54 % 

Gauß-Copula 8,80 % 10,48 % 

t-Copula 7,11 % 8,36 % 

VKA (Konservative Korrelation) 0,57 % 0,56 % 

Gauß-Copula (konservativ) 1,60 % 3,34 % 

t-Copula (konservativ) 0,54 % 2,84 % 

Tabelle 3: Einsparpotential gegenüber der einfachen Addition  

 

Das Einsparpotential der Modelle aus Gruppe 1 ist in dem Stresstestszenario 
deutlich höher ausgeprägt als in der konservativen Gruppe 2. Bei Nutzung des 
VKA, der an der Gesamtzeitreihe spezifiziert wurde, ist das Gesamtrisiko im Ver-
gleich zur einfachen Addition 8,75 % (Verwendung 99,9 % VaR) bzw. 8,54 % 
(99,9 % ES) kleiner. Das Gauß-Copula-Modell der Gruppe 1 generiert einen Ge-
samtrisikoschätzer, der 7,11 % (VaR) bzw. 8,36 % (ES) kleiner ist. Bei Verwen-
dung des t-Copula-Modells können 7,11 % (VaR) bzw. 8,36 % (ES) eingespart 
werden. Bei diesen Ergebnissen ist jedoch zu berücksichtigen, dass die Einspa-
rungen aus den Modellen der Gruppe 1, wie zuvor gezeigt, zu einem großen 
Teil auf der Unterschätzung des Risikos beruhen. 

Die Einsparungen in den konservativen Modellen betragen bei Nutzung des VaR 
0,54 % beim t-Copula-Modell, 0,57 % beim VKA und 1,60 % beim Gauß-Co-
pula-Modell. Bei Verwendung des ES als Risikomaß sind Einsparungen von 
0,56 % (VKA), 2,84 % (t-Copula-Modell) und 3,34 % (Gauß-Copula-Modell) er-
zielbar. Das Einsparpotential der Copula-Modelle ist bei Verwendung des ES zu 
einem Teil ebenfalls auf die Unterschätzung des Risikos zurückzuführen. 

Um sicherzustellen, dass diese Ergebnisse unabhängig von den konkret gewähl-
ten Eingangsparametern sind, werden in den nachfolgenden Unterkapiteln Sen-
sitivitätsanalysen durchgeführt. Die Konfidenzniveaus, die Anteile der Risiken am 
Gesamtrisiko-Exposure und die Risikoparameter der Einzelrisikoverteilungen 
werden unter der ceteris paribus-Annahme der übrigen Variablen variiert. Es 
werden dabei die Auswirkungen auf die Abweichungen der Risikomaße und das 
erzielbare Einsparpotential untersucht. 
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5.5.1 Sensitivität gegenüber Veränderungen des Konfidenzniveaus 

Mit steigendem Konfidenzniveau steigen auch die Risikomaße.219 Der VaR der 
Ausgangszeitreihe bei einem Konfidenzniveau von 90 % beträgt 2,299 %, wäh-
rend er bis zum 99,99 % Niveau auf 7,470 % ansteigt. Der ES steigt im glei-
chen Intervall von 3,034 % auf 7,920 %. Da die Abweichungen zum Risikomaß 
der Ausgangszeitreihe für diese Untersuchung interessanter als die absoluten Ri-
sikomaße sind, werden in Abbildung 10 und 11 die relativen Abweichungen 
zum VaR bzw. ES der Ausgangszeitreihe dargestellt. 

Abbildung 10: Abweichung der VaR-Schätzer bei unterschiedlichen Konfidenzniveaus 
 

Bei den Modellierungen der Gruppe 1 fällt auf, dass bei einem Konfidenzniveau 
von 90 % das Gauß- und t-Copula-Modell den Risikowert der Ausgangszeit-
reihe nur geringfügig unterschätzen (Unterschätzung von 0,56 % bzw. 
0,94 %). Mit steigendem Konfidenzniveau nimmt die Unterschätzung des Risi-
kowertes durch diese Modelle deutlich zu. Bei einem Konfidenzniveau von 
99,99 % unterschätzt das Gauß-Copula-Modell den VaR der Ausgangszeitreihe 
um 10,45 %. Das t-Copula-Modell unterschätzt das Risiko bei diesem Niveau 

                                                      
219  Ähnliche Ergebnisse sind auch in Li, J. et al. (Aggregation, 2015) zu finden. Siehe ebd. S. 181. 
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um 8,29 %. Die Unterschätzung bei Nutzung des VKA ist bei einem Konfidenz-
niveau von 90 % zwar mit 6,63 % deutlich höher als bei den Copula-Modellen, 
mit steigendem Niveau bleibt die Abweichung zur Benchmark aber nahezu un-
verändert. Bei einem Konfidenzniveau von 99,99 % unterschätzt der VKA das 
Risiko um 6,94 %. Damit liegt die Risikoschätzung dichter an dem tatsächlichen 
Risiko der Ausgangszeitreihe als die Risikoschätzer des Gauß-Copula-Modells zu 
diesem Konfidenzniveau. 

In der konservativen Gruppe verhält es sich umgekehrt. Mit steigendem Kon-
fidenzniveau sinken die Abweichungen zur Benchmark. Dabei kann analog zur 
Studie von Li et al. beobachtet werden, dass die Abweichungen aus den Vari-
anz-Kovarianz-Ansätzen und den Copula-Modellen bei hohen Konfidenzniveaus 
weiter auseinanderliegen als bei niedrigen.220 Während alle vier Methoden bei 
einem Konfidenzniveau von 90 % den Risikowert noch um durchschnittlich 
3,68 % überschätzen (Einfache Addition: 3,97 %; Gauß-Copula: 3,81 %; t-Co-
pula: 3,66 %; VKA: 3,28 %), vergrößern sich die Abweichungen zwischen den 
Aggregationskonzepten mit steigendem Konfidenzniveau. Die einfache Addition 
liefert konstant die höchsten Überschätzungen und damit die höchsten Risiko-
werte (Überschätzung zum 90 % Niveau: 3,97 % und zum 99,99 % Niveau: 
1,52 %). Die Überschätzung des VKA beträgt beim 99,99 % Niveau 0,96 %. 
Bei den Copula-Modellen hat sich zum 99,99 % Niveau hingegen die Über-
schätzung in eine Unterschätzung umgekehrt (Unterschätzung: Gauß-Copula-
Modell: 3,03 % und t-Copula-Modell: 3,14 %). Die kleinste Überschätzung lie-
fert das Gauß-Copula-Modell mit 0,42 % bei einem 99,9 % Konfidenzniveau. 
Der beste Schätzer aus dem t-Copula-Modell tritt bei einem 99,97 % Niveau 
auf. Das Risiko wird hierbei mit 0,78 % jedoch geringfügig unterschätzt. 

Aus dem Diagramm lässt sich ebenfalls die Differenz zwischen einem beliebigen 
Risikomaß zum Risikomaß aus der einfachen Addition (oberste Linie in Abbil-
dung 11) ableiten. Dies ist eine erste Indikation für das erzielbare Einsparpoten-
tial.221 So kann festgestellt werden, dass beide Varianz-Kovarianz-Ansätze unab-
hängig vom konkreten Konfidenzniveau ein sehr konstantes Einsparpotential 

                                                      
220  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 181. 
221  Für das relative Einsparpotential muss diese Differenz noch ins Verhältnis zum Risikoschätzer aus 

der einfachen Addition gesetzt werden. 
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gegenüber der einfachen Addition liefern, da die gewählte (konstante) Korrelati-
onsmatrix die Höhe der Diversifikationseffekte festlegt.222 Das relative Einspar-
potential beträgt bei Nutzung eines konservativen VKA-Schätzers223 im Ver-
gleich zum Schätzer der einfachen Addition im Mittel 0,61 %. Bei den konserva-
tiven Copula-Modellen steigt das Einsparpotential hingegen mit steigendem 
Konfidenzniveau von 0,15 % (Gauß-Copula) und 0,30 % (t-Copula) auf bis zu 
4,48 % (Gauß-Copula) bzw. 4,59 % (t-Copula) an. Die beiden letztgenannten 
Werte beruhen dabei bereits auf einer Unterschätzung des Risikos. 

Abbildung 11: Abweichungen der ES-Schätzer bei unterschiedlichen Konfidenzniveaus 
 

Die Unterschätzungen bei Betrachtung des ES in Gruppe 1 sind im Vergleich 
zum VaR durchweg über alle Konfidenzniveaus größer (Unterschätzungen 90 % 
Niveau t-Copula: 2,34 %; Gauß-Copula: 2,45 %; VKA: 6,80 % bis 99,99 % Ni-
veau: t-Copula: 10,56 %; Gauß-Copula: 12,14 %; VKA: 6,89 %). Insbesondere 
die Messung des ES über die Copula-Modelle generiert höhere Unterschätzun-
gen als beim VaR und analog zum VaR nimmt die Abweichung der Copula-Mo-

                                                      
222  S. dazu: Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 185. 
223  Da die Einsparungen der Modelle der Gruppe 1 zu einem Großteil auf der Unterschätzung des 

Risikos beruhen, wird auf eine Darstellung der Werte nachfolgend verzichtet. 
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delle mit steigendem Konfidenzniveau stärker zu als beim VKA. Bei einem Ni-
veau von 99,97 % liefert der VKA sogar die geringste Abweichung innerhalb 
der Gruppe 1. 

In der Gruppe 2 sind die Überschätzungen des ES geringer als beim VaR. Beim 
90 % Niveau beträgt die Überschätzung maximal 3,42 % (Einfache Addition) 
und minimal 2,76 % (VKA). Zum 99,99 % Niveau wird der ES der Ausgangszeit-
reihe bei Verwendung der Varianz-Kovarianz-Ansätze nur noch um 1,50 % (Ein-
fache Addition) bzw. 0,95 % (VKA) überschätzt. Dagegen wechselt die Abwei-
chung der Copula-Modelle mit steigendem Konfidenzniveau wieder das Vorzei-
chen. Während das Risiko bei einem 90 % Niveau noch um 2,83 % (Gauß-Co-
pula) bzw. 3,16 % (t-Copula) überschätzt wird, beträgt die Unterschätzung zum 
99,9 % Niveau bereits 1,57 % (Gauß-Copula) bzw. 1,06 % (t-Copula). Die 
Überschätzung aus dem Gauß-Copula-Modell zum 99,50 % Niveau stellt mit 
0,26 % die kleinste Abweichung in dieser Szenarioanalyse dar. 

Die relativen Verhältnisse der Linien im Diagramm zueinander sind sehr ähnlich 
zu den Verhältnissen bei Verwendung des VaR. Der Mittelwert des Einsparpo-
tentials bei den konservativen VKA beträgt 0,59 % und fällt damit ein wenig 
niedriger als bei Nutzung des VaR als Risikomaß aus. Die möglichen Einsparun-
gen der Copula-Modelle sind größer als bei Verwendung des VaR und nehmen 
mit steigendem Konfidenzniveau zu. Bei einem 99,99 % Konfidenzniveau ist 
der Schätzer des Gauß-Copula-Modells 7,11 % niedriger als der Schätzer aus 
der einfachen Addition. Die Einsparung beim t-Copula-Modell würde 6,98 % 
betragen. Hierbei wird das Risiko der Ausgangszeitreihe jedoch um 5,72 % 
(Gauß-Copula) bzw. 5,59 % (t-Copula) unterschätzt. 

Insgesamt lässt sich festhalten, dass die Schätzer der Copula-Modelle eine hö-
here Sensitivität zum gewählten Konfidenzniveau aufweisen als die Schätzer der 
Varianz-Kovarianz-Ansätze. Aus den Copula-Modellen beider Gruppen stamm-
ten sowohl die kleinsten (Gruppe 1 bei den niedrigen Konfidenzniveaus; Gruppe 
2 bei den höheren Niveaus) als auch die größten Abweichungen zum Risikomaß 
der Ausgangszeitreihe. Nur bei Verwendung der Varianz-Kovarianz-Ansätze der 
Gruppe 2 (einfache Addition und maximale Korrelation) lässt sich eine Unter-
schätzung der Risikomaße zuverlässig ausschließen. Zudem nimmt bei diesen die 
Abweichung zur Benchmark mit steigendem Konfidenzniveau ab. Die Schätzer 
der Gruppe 1 lieferten bei allen Verfahren über alle Niveaus hinweg zu niedrige 
Risikowerte. Das Einsparpotential nimmt bei Verwendung der Copula-Modelle 
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mit steigendem Konfidenzniveau zu, während es bei den Varianz-Kovarianz-An-
sätzen nahezu konstant bleibt. 

5.5.2 Sensitivität gegenüber Veränderungen der Risikoanteile 

Für den Einfluss des Risikoartanteils und der später folgenden Variation der 
Standardabweichungen auf das Gesamtrisiko ist die Betrachtung der aus der Ri-
sikoaggregation resultierenden Gesamtrisikoverlustverteilung hilfreich. Bei einer 
Simulation von 100.000 Datenpunkten hat die Gesamtrisikoverlustverteilung der 
Ausgangszeitreihe nachfolgende Form (siehe Dichtefunktion in Abbildung 12): 

 

Abbildung 12: Empirische Gesamtrisikoverlustverteilung der Ausgangszeitreihe 
 

Besonders deutlich lässt sich der Einfluss der Adressenausfallrisikoverteilung (Va-
sicek-Verteilung aus Abbildung 7) in der Form der Wahrscheinlichkeitsdichte des 
Gesamtverlustes erkennen. Die negativen Verluste (Renditechancen) stammen 
aus der Marktpreisrisikoverteilung (t-Verteilung aus Abbildung 8). Der Einfluss ist 
jedoch durch den relativ geringen Anteil am Gesamtrisiko-Exposure begrenzt. 
Die logarithmierte Normalverteilung des operationellen Risikos (dargestellt in 
Abbildung 9) sorgt dafür, dass sich im Vergleich zur Verteilung des Adressen-
ausfallrisikos mehr Dichte im niedrigen Verlustbereich (ca. bei 1 % Verlust) kon-
zentriert und die Gesamtverlustverteilung eine geringere Standardabweichung 
aufweist. 

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Marktpreisrisikos weist im Vergleich zu 
den Verteilungen des Adressenausfallrisikos und des operationellen Risikos eine 
höhere Volatilität auf. Eine Steigerung des Marktpreisrisikoanteils zu Lasten des 
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Adressenausfallrisikoanteils (und somit einem konstanten Anteil des operationel-
len Risikos von 67 %) am Gesamtrisiko-Exposure resultiert daher in höheren re-
lativen Gesamtverlusten.224 

Bei einem Marktpreisrisikoanteil von 0 % und dementsprechend einem Anteil 
des Adressenausfallrisikos von 33 % beträgt der 99,9 % VaR der Ausgangszeit-
reihe 5,087 % bzw. der 99,9 % ES 5,772 %. Die Risikomaße steigen kontinu-
ierlich an.225 Bei einem Marktpreisrisikoanteil von 33 % betragen die Risikomaße 
schließlich 13,948 % (99,9 % VaR) bzw. 15,886 % (99,9 % ES). Die relativen 
Abweichungen zum Risikomaß der Ausgangszeitreihe sind für den VaR in Abbil-
dung 13 dargestellt. Auf eine Darstellung der Abweichungen bei Nutzung des 
ES wurde verzichtet, da sich die Ergebnisse nur geringfügig unterscheiden. Die 
Kurven der Abweichungen bei Verwendung des ES sind auf der Skala nach un-
ten verschoben. Während die Copula-Modelle beider Gruppen das Risiko durch-
weg unterschätzten, konnten nur die konservativen VKA eine Unterschätzung 
des Risikos verhindern. 

Abbildung 13: Abweichung 99,9 % VaR-Schätzer bei unterschiedlichen 
Marktpreisrisikoanteilen (Anteil des operationellen Risikos c.p. 67 %) 
 

 

                                                      
224  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 602. 
225  Rosenberg und Schuermann (Integrated Risk Management, 2006) konnten ein vergleichbares 

Verhalten beobachten. Vgl. ebd. S. 597, 602. 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

0% 2% 4% 6% 8% 10%12%14%16%18%20%22%24%26%28%30%32%

A
bw

ei
ch

un
g 

de
s 

V
aR

 in
 %

 
zu

m
 V

aR
 d

er
 A

us
ga

ng
sz

ei
tr

ei
he

Marktrisikoanteil am Gesamt-Risikoexposure
Additiv VKA(1) VKA(2) Gauß(1)
Gauß(2) t-Cop(1) t-Cop(2)



ifes Schriftenreihe, Band 17 
Stresstestsimulationsstudie 

84 ifes Institut für Empirie & Statistik | www.fom-ifes.de 

Die Abweichungen der Gruppe 1 bilden jeweils einen konvexen Verlauf im Dia-
gramm in Abbildung 13. Das Gauß-Copula-Modell reagiert sensitiver auf eine 
Änderung des Marktpreisrisikoanteils als die beiden anderen Verfahren der 
Gruppe 1. Die Abweichungen dieses Modells nehmen mit steigendem Markt-
preisrisikoanteil tendenziell zuerst bis zu einem Anteil von 9 % stärker zu und 
danach stärker ab. 

Bei einem Marktpreisrisikoanteil von 0 %, also nur dem Vorhandensein von Ad-
ressenausfallrisiken und operationellen Risiken, ist die Unterschätzung beim 
Gauß-Copula-Modell mit 1,81 % minimal (Unterschätzung t-Copula 1,96 % 
und VKA 4,28 %). Mit steigendem Marktpreisrisikoanteil steigt die Unterschät-
zung bis zu einem Anteil von 7-9 %. Für das t-Copula-Modell und den VKA 
liegt die maximale Unterschätzung bei einem Marktpreisrisikoanteil von 7 % mit 
6,06 % bzw. 7,93 %. Beim Gauß-Copula-Modell wird das Risiko bei einem An-
teil von 9 % mit 8,87 % unterschätzt. Mit weiter steigenden Marktpreisrisikoan-
teilen sinken die Abweichungen wieder. Bei einem Anteil von 33 % und einem 
entsprechenden Anteil des Adressenausfallrisikos von 0 % beträgt die Unter-
schätzung im VKA 1,81 % und beim t-Copula-Modell 0,45 %. Das Gauß-Co-
pula-Modell überschätzt das Risiko um 0,27 %. 

In der Gruppe 2 folgen die Abweichungen einem konkaven Verlauf. Beide Vari-
anz-Kovarianz-Ansätze überschätzen das Risiko konstant. Die Schätzer und Ab-
weichungen des VKA und des t-Copula-Modells liegen zudem dicht nebenei-
nander. Bei einem Anteil des Marktpreisrisikos von 0 % ist der VaR aus der ein-
fachen Addition 0,45 % und der VaR aus dem VKA 0,12 % größer als das Risi-
komaß der Ausgangszeitreihe. Bei der einfachen Addition steigt die Überschat-
zung maximal auf 2,74 % bei einem Marktpreisrisikoanteil von 8 %. Danach 
fällt die Überschätzung konstant, bis sie bei einem Marktpreisrisikoanteil von 
33 % das absolute Minimum von 0,12 % erreicht. Bei dem VKA steigt die Über-
schätzung auf maximal 2,06 % bei einem Anteil von 8 % und fällt danach bis 
zu einem Anteil des Marktpreisrisikos von 33 % auf minimale 0,001 % ab. 

Die Abweichungen der Schätzer des Gauß-Copula-Modells wechseln mehrfach 
die Vorzeichen. Bei einem Marktpreisrisikoanteil von 0 % wird das Risikomaß 
mit dem Gauß-Copula-Modell um 0,98 % unterschätzt. Bei einem Anteil von 
2 % wechselt die Abweichung in den Bereich der Überschätzung und steigt mit 
wachsendem Anteil beim Gauß-Copula-Modell auf 0,95 % (Marktpreisrisikoan-
teil 8 %). Der nächste Vorzeichenwechsel der Abweichung wird im Gauß-Co-
pula-Modell nach einem Anteil von 21 % erreicht (Marktpreisrisikoanteil 20 %: 



ifes Schriftenreihe, Band 17 
Stresstestsimulationsstudie 

ifes Institut für Empirie & Statistik | www.fom-ifes.de 85 

Überschätzung 0,14 %; Anteil 21 %: Unterschätzung von 0,01 %). Die größte 
Unterschätzung tritt bei einem Anteil von 33 % mit 1,01 % auf. Der Schätzer 
des t-Copula-Modells bei einem Marktpreisanteil von 0% unterschätzt das Ri-
siko um 0,11 %. Mit steigendem Anteil wird das Risiko überschätzt. Bei einem 
Anteil von 8 % beträgt die Überschätzung bei diesem Copula-Modell 2,23 %. 
Danach sinkt die Überschätzung konstant, bis sie bei einem Anteil von 33 % nur 
noch 0,03 % beträgt. Insgesamt betrachtet sind die Unterschätzungen bei bei-
den Copula-Modellen nur minimal. 

Bei Marktpreisrisikoanteilen von nahe 0 % bzw. nahe 33 % erscheint der Ein-
satz eines für drei Risikoarten parametrisierten Modells generell nicht sinnvoll.226 
Dies sollte bei der Interpretation der Ergebnisse berücksichtigt werden. Auch in 
dieser Betrachtungsebene zeigt sich, dass nur die konservativen Varianz-Kovari-
anz-Ansätze der Gruppe 2 eine Unterschätzung des Risikos zuverlässig aus-
schließen können. Der Einsatz von Copula-Modellen kann die Schätzgenauigkeit 
erhöhen. Eine Unterschätzung ist jedoch nicht für jede Variablenkonstellation 
ausgeschlossen. 

Das größte Einsparpotential im Vergleich zur Verwendung der einfachen Addi-
tion liegt nahe den Extrempunkten der Kurven. So tritt beim konservativen VKA 
die größte Einsparung in Höhe von 0,66 % bei einem Marktpreisrisikoanteil von 
7 % auf. Beim Gauß-Copula-Modell liegt das Maximum von 1,77 % bei einem 
Anteil von 9 %. Das t-Copula-Modell liefert hiervon abweichend bei einem An-
teil des Marktpreisrisikos von 0 % die größte Einsparung mit 0,56 %. Bei Be-
trachtung der Mittelwerte der Einsparungen fällt auf, dass das Gauß-Copula-
Modell mit 1,51 % auch insgesamt die höchsten Einsparungen ermöglicht. Ab-
geschlagen folgen der VKA mit 0,44 % und das t-Copula-Modell mit 0,35 %. In 
der Gruppe 1 sind maximal Ersparnisse von 11,29 % (Gauß-Copula) bei einem 
Marktpreisrisikoanteil von 9 % bzw. bei einem Anteil von 8 % 10,29 % (VKA) 
und 8,48 % (t-Copula) möglich. 

Bei Betrachtung des ES fallen die Mittelwerte der Einsparpotentiale bei den kon-
servativen Copula-Modellen höher aus, während der Mittelwert des konservati-
ven VKA mit 0,43 % ungefähr identisch zum Mittelwert bei Nutzung des VaR 
ist. Für das Gauß-Copula-Modell beträgt der Mittelwert 3,24 % und für das t-
Copula-Modell 2,72 %. Dabei sind diese Werte stärker durch Unterschätzungen 
des Risikos geprägt, als dies bei Nutzung des VaR der Fall war. 

                                                      
226  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 602. 
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Da das operationelle Risiko aus der logarithmierten Normalverteilung im Ver-
gleich zu den beiden anderen Risiken betragsmäßig kleiner ist, sinkt der 99,9 % 
VaR bzw. der 99,9 % ES mit steigendem Anteil des operationellen Risikos am 
Gesamtrisiko-Exposure und gleichbleibendem Verhältnis vom Marktpreis- zum 
Adressenausfallrisiko-Exposure. Bei einem Anteil des operationellen Risikos von 
0 % beträgt der VaR 14,874 % und der ES 17,201 %, während die Risikomaße 
bei einem Anteil von 100 % nur noch 1,350 % (VaR) bzw. 1,387 % (ES) ausma-
chen.227 Auch bei dieser Betrachtung gilt, dass der vollständige Wegfall von 
Marktpreis- und Adressenausfallrisiko bei der Nutzung eines Risikomodells für 
drei Risikoarten nicht sinnvoll ist. Die relativen Abweichungen zum Risikomaß 
der Ausgangszeitreihe sind für den VaR im Diagramm in Abbildung 14 darge-
stellt. Auf die Darstellung bei Verwendung des ES wird analog zum Marktpreisri-
sikoanteil verzichtet. 

Abbildung 14: Abweichung 99,9 % VaR-Schätzer bei unterschiedlichen Anteilen des 
operationellen Risikos (Verhältnis Adressenausfall- und Marktpreisrisiko c.p.) 
 

Mit steigendem Anteil des operationellen Risikos nimmt bei den Verfahren der 
Gruppe 1, außer beim VKA, die Abweichung leicht ab, bis sie bei einem Anteil 
von 100 % minimal ist. Das Gauß-Copula-Modell unterschätzt das Risiko bei ei-
nem Anteil des operationellen Risikos von 0 % um 6,93 %. Bei einem Anteil 

                                                      
227  Rosenberg und Schuermann (Integrated Risk Management, 2006) konnten ein vergleichbares 

Verhalten beobachten. Vgl. ebd. S. 597, 602, 606 f. 
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von 90 % hat die Unterschätzung sich auf 6,46 % verkleinert. Sofern nur das 
operationelle Risiko vorhanden ist, beträgt die Unterschätzung schließlich nur 
noch 0,18 %. Die Unterschätzung aus dem t-Copula-Modell startet mit 5,27 % 
bei einem Anteil von 0 % und vergrößert sich auf 4,64 % bei einem Anteil von 
90 %. Bei einem völligen Fehlen der beiden anderen Risiken liegt die Unter-
schätzung nur noch bei 0,15 %. Der VKA verhält sich völlig anders. Während 
bei einem Anteil von 0 % die Unterschätzung noch 4,22 % beträgt und damit 
am geringsten innerhalb der Gruppe 1 ist, steigt diese bis auf einen Wert von 
8,49 % bei einem Anteil des operationellen Risikos von 90 % an. Mit weiter 
steigendem Anteil fällt sie sehr stark ab bis sie bei einem Anteil von 100 % 
komplett wegfällt (Abweichung 0 %). 

Der VKA basiert auf der Annahme einer multivariaten Normalverteilung. Die in 
diesem Stresstestszenario für die Modellierung des operationellen Risikos ver-
wendete logarithmierte Normalverteilung weicht stark hiervon ab. Mit zuneh-
mendem Anteil des operationellen Risikos wird die Modellanforderung immer 
weniger erfüllt. Da zudem die Korrelationen der Gesamtzeitreihe verwendet 
werden, wird der Einfluss der anderen beiden Risikoarten im Gegensatz zum 
konservativen VKA zusätzlich begrenzt. Daher können insbesondere beim VKA 
der Gruppe 1 starke Verzerrungen beobachtet werden.228 

In der Gruppe 2 nimmt die Überschätzung bei der einfachen Addition von 
2,07 % (Anteil 0 %) auf 1,83 % (Anteil 90 %) leicht ab. Beim konservativen 
VKA sinkt die Abweichung ebenfalls. So wird das Risiko bei einem Anteil von 
0 % um 1,65 % und bei einem Anteil von 90 % um 1,16 % überschätzt. Bei ei-
nem Anteil des operationellen Risikos von 100 % ist bei beiden Verfahren keine 
Abweichung mehr vorhanden. Beim t-Copula-Modell wird das Risiko um 
1,50 % bei einem Anteil von 0 % und um 1,40 % bei einem Anteil von 90 % 
überschätzt. Die Überschätzung aus dem Gauß-Copula-Modells hingegen steigt 
in diesem Intervall leicht an. Bei einem Anteil von 0 % beträgt sie noch 0,23 %, 
während sie bei einem Anteil von 90 % schon 0,60 % ausmacht. Bei Wegfall 
der beiden anderen Risikoarten unterschätzen beide Modelle das Risiko um 
0,08 % (t-Copula) bzw. 0,33 % (Gauß-Copula). 

Die Copula-Modelle sind relativ unempfindlich gegenüber einem steigenden An-
teil des operationellen Risikos. Insbesondere der VKA der Gruppe 1 reagiert hin-
gegen sehr sensitiv auf eine Änderung des operationellen Risikos. Diese Schwä-
che kann durch eine konservativere Parametrisierung ausgeglichen werden. So 
                                                      
228  S. dazu: Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 576. 
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können die einfache Addition und der konservative VKA eine Unterschätzung 
auch bei hohen Anteilen des operationellen Risikos zuverlässig ausschließen. 

Die Mittelwerte der Einsparpotentiale in der konservativen Gruppe ohne die Be-
rücksichtigung der Einsparung bei einem Anteil des operationellen Risikos von 
100 % betragen 0,52 % beim VKA, 0,53 % beim t-Copula-Modell und 1,62 % 
beim Gauß-Copula-Modell. Das größte Einsparpotential bei Betrachtung aller 
Modelle liefert der VKA der Gruppe 1 bei einem Anteil von 85 %. Hier ist der 
Schätzer 10,18 % niedriger als der Schätzer aus der einfachen Addition, was 
sehr stark auf eine Unterschätzung des Risikos zurückzuführen ist. 

Die vergleichbaren Mittelwerte bei Verwendung des ES betragen 0,51 % beim 
VKA, 2,86 % beim t-Copula-Modell und 3,36 % beim Gauß-Copula-Modell. 
Hier basieren die Einsparungen der Copula-Modelle jedoch auf der Unterschät-
zung des Risikos. 

5.5.3 Sensitivität gegenüber Veränderungen der Standardabweichungen 

Eine Veränderung der Ausfallwahrscheinlichkeit bei Nutzung des IRB-Ansatzes 
geht immer auch mit einer Änderung der aufsichtlich vorgegebenen Ausfallkor-
relation einher. Durch die vorgegebene Berechnungslogik für die Ausfallkorrela-
tion aus Art. 154 Abs. 1 Alt. ii CRR sinkt diese mit steigender Ausfallwahrschein-
lichkeit. Diese inverse Beziehung ist der Annahme geschuldet, dass steigende 
Ausfallwahrscheinlichkeiten insbesondere auf eine Verschlechterung der Kredit-
würdigkeit eines einzelnen Schuldners und nicht auf eine Verschlechterung der 
allgemeinen Marktbedingungen zurückzuführen sind.229 Sinkende Ausfallkorre-
lationen führen zu sinkenden Risikowerten und geringfügig größer werdenden 
Abweichungen.230 Um im Rahmen der hier durchgeführten Stresstestbetrach-
tung Verzerrungen in den Ergebnissen durch den gegenläufigen Effekt einer 
Anpassung der Ausfallkorrelation auszuschließen, wird diese in der folgenden 
Betrachtung auf 10 % festgesetzt. Zudem muss in Stressperioden davon ausge-
gangen werden, dass der Anstieg der Ausfallwahrscheinlichkeiten auch auf eine 
Verschlechterung der Marktbedingungen zurückzuführen ist. 

                                                      
229  Vgl. Hull, J., Risikomanagement, 2016, S. 386. 
230  Dieses Ergebnis stammt aus einer hier nicht wiedergegebenen Sensitivitätsanalyse bei Verände-

rung der Ausfallkorrelation und gleichbleibender PD. 
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Bei einer Ausfallwahrscheinlichkeit (PD) von 2 % p.a. beträgt der 99,9 % VaR 
5,796 % und der 99,9 % ES 6,591 %. Mit steigender Wahrscheinlichkeit stei-
gen auch die Risikomaße. Bei einer PD von 10 % wächst der VaR auf 13,134 % 
und der ES auf 14,343 % an. Die jeweiligen relativen Abweichungen der Schät-
zer sind bei Nutzung des VaR im Diagramm in Abbildung 15 dargestellt. 

Abbildung 15: Abweichung 99,9 % VaR-Schätzer bei unterschiedlichen Ausfallwahr-
scheinlichkeiten (Ausfallkorrelation konstant bei 10 %) 

 

Mit steigender Ausfallwahrscheinlichkeit verringert sich die Abweichung in bei-
den Gruppen und die Genauigkeit aller Schätzer steigt. Die Steigung der Kurven 
nimmt dabei mit zunehmender Ausfallwahrscheinlichkeit ab. Dies liegt darin be-
gründet, dass der unerwartete Verlust und damit auch das Risiko einer Abwei-
chung vom erwarteten Verlust mit steigenden Ausfallwahrscheinlichkeiten klei-
ner wird. Im extremsten Fall einer Ausfallwahrscheinlichkeit von 100 % stellt der 
Verlust ein sicheres Ereignis dar.231 Die Unterschätzungen der Gruppe 1 verrin-
gern sich von 6,94 % (Gauß-Copula), 6,88 % (VKA) und 5,21 % (t-Copula) bei 
einer PD von 2 % auf 3,39 % (Gauß-Copula), 3,38 % (VKA) und 2,81 % (t-Co-
pula) bei einer PD von 10 %. 

In der Gruppe 2 beträgt die Überschätzung bei einer PD von 2 % bei der einfa-
chen Addition 2,04 %, beim VKA 1,46 %, beim t-Copula-Modell 1,50 % und 

                                                      
231  Vgl. Wrede, I., Ausfallwahrscheinlichkeiten, 2008, S. 22. 
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beim Gauß-Copula-Modell 0,42 %. Ab einer Ausfallrate von 6 % wechselt die 
Abweichung der Gauß-Copula das Vorzeichen. Die Unterschätzung beträgt an 
dieser Stelle minimale 0,03 %. Bei einer Ausfallwahrscheinlichkeit von 10 % 
verringern sich die Überschätzungen auf 1,03 % (einfache Addition), 0,76 % 
(VKA), 0,59 % (t-Copula). Die Unterschätzung des Gauß-Copula-Modells ver-
größert sich hingegen auf 0,14 %. Die Schätzer des Gauß-Copula-Modells lie-
gen damit sehr dicht am Risiko der Ausgangszeitreihe. 

Das Einsparpotential bei Verwendung eines Konzeptes zur Risikoaggregation 
nimmt wie die Abweichung zum Benchmark-Risikomaß mit steigender Ausfall-
wahrscheinlichkeit ab. Bei einer PD von 2 % kann durch den Einsatz des konser-
vativen VKA 0,57 % und beim t-Copula-Modell 0,54 % eingespart werden. Die 
Einsparung des konservativen Gauß-Copula-Modells ist hier höher und beträgt 
1,60 %. Dieses Einsparpotential verringert sich bis auf 0,27 % (VKA), 0,43 % (t-
Copula) und 1,15 % (Gauß-Copula) bei einer PD von 10 % und ist bei der 
Gauß-Copula minimal durch eine Unterschätzung des Risikos geprägt. 

Eine Nutzung des ES ermöglicht insbesondere in Kombination mit den konserva-
tiven Copula-Modellen höhere Einsparungen. Bei einer PD von 2 % kann mit 
dem t-Copula-Modell 2,84 % und mit dem Gauß-Copula-Modell sogar 3,34 % 
eingespart werden. Dieses Potential verringert sich ebenfalls mit steigender Aus-
fallwahrscheinlichkeit und beträgt bei einer PD von 10 % beim t-Copula-Modell 
1, 96 % und beim Gauß-Copula-Modell 2,27 %. Die Copula-Modelle unter-
schätzen das Risiko jedoch durchweg, sodass die Einsparungen auf einer Unter-
schätzung des Risikos beruhen. 

Der 99,9 % VaR bei einer Standardabweichung des Marktpreisrisikos von 2 % 
beträgt 4,917 %. Der dazugehörende 99,9 % ES beträgt 5,571 %. Mit steigen-
der Standardabweichung steigen diese Risikowerte kontinuierlich an. Bei einer 
Standardabweichung von 18 % hat das Risikomaß der Ausgangszeitreihe 
6,704 % (VaR) bzw. 7,633 % (ES) erreicht. Die relativen Abweichungen der 
VaR-Schätzer zum Risikomaß der Ausgangszeitreihe aus den unterschiedlichen 
Modellen sind in Abbildung 16 dargestellt. Auf die Darstellung bei Verwendung 
des ES wird analog zum Marktpreisrisikoanteil verzichtet. 
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Abbildung 16: Abweichung 99,9 % VaR-Schätzer bei unterschiedlichen Standardabwei-
chungen des Marktpreisrisikos  

 

Mit steigender Standardabweichung wird die Unterschätzung in Gruppe 1 grö-
ßer. Bei einer Standardabweichung von 2 % beträgt die Abweichung -3,06 % 
bei dem Schätzer der t-Copula, -3,24 % beim Schätzer der Gauß-Copula und -
5,28 % beim VKA-Schätzer. Diese Unterschätzungen sind bei einer Standardab-
weichung von 18 % auf 5,74 % bei Nutzung des t-Copula-Modells, auf 8,39 % 
beim Gauß-Copula-Modell und auf 7,56 % bei Verwendung des VKA gestie-
gen. Die Schätzer aus dem t-Copula-Modell generieren konstant die geringsten 
Unterschätzungen. Es fällt zudem auf, dass die Abweichungen aus dem Gauß-
Copula-Modell stärker auf eine Vergrößerung der Standardabweichung reagie-
ren als die des VKA. 

In der Gruppe 2 gibt es bei der Standardabweichung von 2 % die geringsten 
Abweichungen zum Risikomaß der Ausgangszeitreihe. Die Überschätzungen be-
tragen 0,84 % bei der einfachen Addition, 0,42 % beim VKA und 0,26 % beim 
t-Copula-Modell. Der Schätzer aus dem Gauß-Copula-Modell weist eine Unter-
schätzung von 0,63 % auf. Bei einer Standardabweichung von 6 % beträgt die 
Überschätzung aus dem Gauß-Copula-Modell  minimale 0,04 %. Damit liegt 
dieser Schätzer am nächsten am zu schätzenden Risikomaß der Ausgangszeit-
reihe. Mit steigender Standardabweichung werden auch in dieser Gruppe die 
Abweichungen größer. Bei einer Standardabweichung von 18 % ist das aggre-
gierte Risikomaß der einfachen Addition 2,5 % und das des VKA 1,85 % größer 
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als die Benchmark. Der Schätzer des t-Copula-Modells ist ebenfalls 1,97 % grö-
ßer und die Überschätzung beim Gauß-Copula-Modell beträgt 0,81 %. 

Bei Betrachtung des Einsparpotentials fällt auf, dass die relativen Abweichungen 
zum Schätzer der einfachen Addition bei allen Verfahren beider Gruppen – au-
ßer beim konservativen t-Copula-Modell - mit steigender Standardabweichung 
zunehmen. Bei einer Standardabweichung von 2 % beträgt die Einsparung 
0,41 % beim VKA und 1,45 % beim Gauß-Copula-Modell. Bei einer Stan-
dardabweichung von 18 % ist das Einsparpotential auf 0,64 % (VKA) bzw. 
1,65 % (Gauß-Copula-Modell) gestiegen. Beim t-Copula-Modell verringert sich 
das Einsparpotential hingegen minimal von 0,57 % auf 0,52 %. Die maximale 
Einsparung in Höhe von 10,63 % würde beim Gauß-Copula-Modell der Gruppe 
1 und einer Standardabweichung von 18 % vorliegen. 

Während die Einsparungen bei Verwendung des VKA in Kombination mit dem 
ES wie bereits in den vorherigen Analysen nahezu identisch zum VaR sind, ist 
das Einsparpotential bei den konservativen Copula-Modellen größer. Bei einer 
Standardabweichung von 2 % beträgt es beim t-Copula-Modell 2,81 % bzw. 
beim Gauß-Copula-Modell 3,15 %. Die Einsparungen an dieser Stelle beruhen 
jedoch zu einem großen Teil auf der Unterschätzung des Risikos. Mit steigender 
Standardabweichung steigen auch hier die erzielbaren Einsparungen, sodass bei 
einer Abweichung von 18 % Einsparpotentiale von 2,84 % (t-Copula) bzw. 
3,43 % (Gauß-Copula) bestehen, die nur noch zu einem kleinen Teil auf einer 
Unterschätzung des Risikos zurückzuführen sind. 

Die Veränderung der Standardabweichung der Schadenshöhen hat zu Beginn 
nur einen minimalen Einfluss auf die Risikohöhe. Eine Standardabweichung von 
0,01 % generiert einen 99,9 % VaR von 5,598 % bzw. einen 99,9 % ES von 
6,368 %. Mit steigender Standardabweichung der Schadenshöhen steigen auch 
die Risikomaße. Bei einer Schadensstandardabweichung von 0,3 % beträgt der 
VaR schließlich 6,422 % und der ES 7,323 %. Die relativen Abweichungen zum 
Risikomaß der Ausgangszeitreihe für den VaR sind in Abbildung 17 dargestellt. 
Auf eine Darstellung des ES wird verzichtet. 
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Abbildung 17: Abweichung 99,9 % VaR-Schätzer bei unterschiedlichen Schadensstan-
dardabweichungen 
 

Beim VKA der Gruppe 1 verringern sich die Unterschätzungen minimal von 
6,83 % (Standardabweichung 0,01 %) auf 6,74 % bei einer Standardabwei-
chung von 0,30 % und bleiben damit nahezu konstant. Die Unterschätzungen 
bei den Copula-Modellen in der Gruppe 1 nehmen jedoch deutlich zu. Während 
die Unterschätzung bei einer Standardabweichung von 0,01 % beim t-Copula-
Modell 4,68 % und beim Gauß-Copula-Modell 6,16 % beträgt, hat sie sich bei 
einer Standardabweichung von 0,30 % auf 6,47 % (t-Copula) bzw. 8,99 % 
(Gauß-Copula) erhöht. Die Copula-Modelle reagieren damit sensitiver auf eine 
Änderung der Schadensstandardabweichung. 

In der Gruppe 2 kann ein ähnliches Verhalten beobachtet werden. Die Abwei-
chungen der Varianz-Kovarianz-Ansätze werden hingegen größer. Bei 0,01 % 
wird das Risiko um 1,84 % (einfache Addition), 1,25 % (VKA), 1,33 % (t-Co-
pula-Modell) bzw. 0,22 % (Gauß-Copula-Modell) überschätzt. Bei einer Stan-
dardabweichung von 0,3 % hat sich die Überschätzung auf 2,56 % (einfache 
Addition), 2,04 % (VKA), 1,96 % (t-Copula-Modell) bzw. 0,84 % (Gauß-Co-
pula-Modell) erhöht. Das Gauß-Copula-Modell liefert dabei konstant die besten 
Schätzer. 

Das Einsparpotential im Vergleich zur einfachen Addition sinkt beim konservati-
ven VKA mit steigender Schadensstandardabweichung minimal von 0,58 % 
(Standardabweichung 0,01 %) auf 0,51 % (Standardabweichung 0,30 %). Bei 
den konservativen Copula-Modellen verhält es sich umgekehrt. Hier steigt das 
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Einsparpotential mit steigender Schadensstandardabweichung leicht von 
0,50 % auf 0,59 % (t-Copula) bzw. von 1,59 % auf 1,68 % (Gauß-Copula). 

Beim ES kann ein ähnliches Verhalten beobachtet werden. Die Höhe der Ein-
sparpotentiale ist bei den Copula-Modellen hingegen größer. Beim t-Copula-
Modell steigen die Potentiale leicht von 2,85 % auf 2,88 %, während beim 
Gauß-Copula-Modell die Einsparungen von 3,33 % auf 3,47 % steigen. Die 
Schätzer aus beiden Modellen unterschätzen das Risiko jedoch durchweg. Das 
Einsparpotential des VKA ist nahezu identisch zum VaR. 

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass die Änderung der Standardabwei-
chungen der Einzelrisikoarten unterschiedliche Effekte auf die Abweichung der 
Risikoschätzer und das Einsparpotential gegenüber der einfachen Addition ha-
ben. Während eine Erhöhung der Standardabweichung des Marktpreisrisikos 
und der Standardabweichungen der Schadenshöhen zu tendenziell höheren Ab-
weichungen führt, sorgt eine steigende Ausfallwahrscheinlichkeit eher für gerin-
gere Abweichungen der Risikoschätzer. Damit einhergehend steigt das Einspar-
potential aus der Risikoaggregation mit der Erhöhung der Standardabweichun-
gen des Marktpreisrisikos oder der Schadenshöhen, während es bei einer Erhö-
hung der Ausfallwahrscheinlichkeit sinkt. Die Einsparmöglichkeiten des konser-
vativen VKA bzw. des konservativen t-Copula-Modells verhalten sich bei einer 
Erhöhung der Schadensstandardabweichung bzw. der Standardabweichungen 
des Marktpreisrisikos hiervon abweichend und werden kleiner. In jedem Fall sind 
die Verfahren weniger sensitiv gegenüber einer Änderung der Standardabwei-
chungen als gegenüber einer Änderung der Risikoartanteile. 

5.6 Schlussfolgerungen für die Auswahl eines Aggregationskonzeptes 

Im Rahmen der Sensitivitätsanalysen zeigte sich, dass die Modelle der Gruppe 1, 
die an der Gesamtzeitreihe spezifiziert wurden, das Risiko unabhängig von den 
Eingangsparametern im Krisenszenario deutlich unterschätzen. Die Risikoschät-
zer der Copula-Modelle der Gruppe 1 wiesen bei einem Konfidenzniveau von 
90 % und Nutzung des VaR dabei nur geringfügige Unterschätzungen auf. Die-
ses Konfidenzniveau erfüllt jedoch nicht die Anforderungen der Aufsicht. Für 
den Einsatz in bankaufsichtlichen Risikotragfähigkeitskonzepten sind sowohl die 
Varianz-Kovarianz-Ansätze als auch die Copula-Modelle mit einer progressiven 
Parametrisierung daher nicht geeignet. 
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Erst durch die Berücksichtigung der aufsichtlichen Konservativitätsanforderung 
bei der Anpassung der Aggregationsmodelle konnte eine Verbesserung der Zu-
verlässigkeit im Stresstestszenario erzielt werden. 

Bei Nutzung der einfachen Addition als Spezialfall des Varianz-Kovarianz-Ansat-
zes und des konservativen Varianz-Kovarianz-Ansatzes, spezifiziert mit der maxi-
mal beobachteten Korrelation aus Zeitfenstern, trat in allen Sensitivitätsanalysen 
keine Unterschätzung des Risikos auf. Diese beiden Verfahren eignen sich auf-
grund dieser Zuverlässigkeit somit grundsätzlich für die Risikoaggregation. Die 
einfache Addition lieferte wie bereits in den vergleichbaren Studien konstant die 
höchsten Risikowerte und Überschätzungen, da hier völlige lineare Abhängig-
keit (alle Korrelationen gleich Eins) unterstellt wird.232 Die Aussage von Li et al., 
dass der Varianz-Kovarianz-Ansatz durchweg die niedrigsten Risikomaße liefert, 
muss differenzierter betrachtet werden.233 Bei einer konservativen Spezifikation 
liefert dieser Ansatz die zweithöchsten Risikowerte und auch bei der Spezifika-
tion in der Gruppe 1 trifft die Aussage nur zu, wenn ein vergleichsweise hohes 
operationelles Risiko vorliegt. In diesen Fällen wird die Voraussetzung234 zur Nut-
zung des Varianz-Kovarianz-Ansatzes besonders stark verletzt, was sich in ho-
hen Verzerrungen äußert. Bei niedrigen operationellen Risiken können die Risi-
komaße der Copula-Modelle durchaus kleiner sein. 

In Übereinstimmung mit Rosenberg und Schuermann zeigte sich in dieser Stu-
die, dass die Abweichungen der Risikoschätzer sehr sensitiv auf eine Änderung 
des Marktpreisrisikoanteils am Gesamtrisiko-Exposure reagierten. Insbesondere 
Kreditinstitute mit höheren Handelsaktivitäten und einem dementsprechend hö-
heren Anteil an Marktpreisrisiken stehen damit vor größeren Herausforderungen 
bei der Berechnung eines präzisen Risikoschätzers. Die Sensitivität zum Anteil 
des operationellen Risikos konnte im Rahmen der Stresstestbetrachtung, mit 
Ausnahme für den Varianz-Kovarianz-Ansatz, jedoch nicht in dem Ausmaß be-
stätigt werden. Dies könnte an der unterschiedlichen Herangehensweise zur 
Modellierung des operationellen Risikos liegen.235 

                                                      
232  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 604; Li, J. et al., Ag-

gregation, 2015, S. 181. 
233  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 186. 
234  Randverteilungen und die Gesamtverteilung entsprechen dem gleichen elliptischen Verteilungs-

typ. Vgl. Kapitel 4.1. 
235  S. dazu: Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 571, 602. 
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Das verwendete Aggregationsverfahren hat insbesondere bei den aufsichtlich 
vorgegebenen hohen Konfidenzniveaus einen signifikanten Einfluss auf die Ab-
weichung der Risikoschätzer zum tatsächlichen Risiko und damit auch auf die 
absolut gemessene Risikohöhe.236 Bezogen auf das Ziel internes Kapital einzu-
sparen, sind die konservativen Copula-Modelle, die über die maximal beobach-
teten Rangkorrelationen parametrisiert wurden, sehr interessant, da diese im 
Stresstestszenario in vielen Fällen die präzisesten Schätzer lieferten. Das Gauß-
Copula-Modell generierte dabei durchweg niedrigere Risikoschätzer als das t-
Copula-Modell. Dies ist auf die spezifischen Randabhängigkeiten der Copula-
Funktion zurückzuführen. Je stärker die Randabhängigkeit der verwendeten Co-
pula, desto wahrscheinlicher ist das gemeinsame Auftreten von Extremereignis-
sen. Die t-Copula besitzt eine stärkere Randabhängigkeit als die randunabhän-
gige Gauß-Copula. Folglich sind die aus dem t-Copula-Modell resultierenden Ri-
sikomaße größer.237 

Insbesondere bei Nutzung des Expected Shortfalls als Risikomaß konnten die 
Copula-Modelle eine Unterschätzung nicht zuverlässig in jeder Situation verhin-
dern. Bei Verwendung des Value-at-Risk hingegen wiesen die Schätzer nur ver-
einzelt in Grenzbereichen der verwendeten Parameter Unterschätzungen auf. 
Die ansonsten auftretenden Überschätzungen waren jedoch gerade bei Verwen-
dung der Gauß-Copula-Modelle sehr gering. Die Schätzer weisen daher keine 
großen Puffer auf. Diese Eigenschaft ist bei der Absicht, möglichst viel ökonomi-
sches Kapital einzusparen, förderlich. Es sollte aber berücksichtigt werden, dass 
nur in der Stresstestbetrachtung ein direkter Vergleich mit dem Risiko der Aus-
gangszeitreihe möglich ist. Unter realen Bedingungen fällt diese Möglichkeit 
weg. Zudem bestand die simulierte Ausgangszeitreihe aus 10.000 Beobachtun-
gen. Die Ausgangsdatenbasis in der Realität dürfte regelmäßig niedriger ausfal-
len. Daher ist ein kleiner Puffer vorteilhaft, um eine Unterschätzung zuverlässig 
auszuschließen. 

Die in der Studie von Rosenberg und Schuermann implizit aufgezeigte Einspar-
möglichkeit um mehr als 40 % bei Verwendung eines Gauß-Copula-Modells238 
konnte in dieser Stressteststudie nicht in dieser Höhe bestätigt werden. Bei Spe-
zifikation dieses Modells an der Gesamtzeitreihe konnten insbesondere bei hö-
heren Marktpreisrisikoanteilen am Gesamtrisiko-Exposure durchaus Einsparun-

                                                      
236  S. dazu: Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 181. 
237  Vgl. Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 180. 
238  S. dazu: Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 612. 
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gen in einer Größenordnung von 15 % erzielt werden, die jedoch zu einem gro-
ßen Teil auf der Unterschätzung des Risikos beruhten. Dieses Einsparpotential 
deckt sich ungefähr mit den Ergebnissen in den Studien von Kuritzkes et al. und 
Dimakos und Aas.239 

Die konservativ spezifizierten Modelle können hiermit nicht mithalten. Bei Ver-
wendung des konservativen Gauß-Copula-Modells und des 99,9 % VaR zeigten 
sich im Stresstestszenario Einsparmöglichkeiten von gerade einmal ca. 1,6 %. 
Der Einsatz des t-Copula-Modells erzeugte Einsparungen gegenüber der einfa-
chen Addition in Höhe von rund 0,5 %. Die Einsparung des konservativen Vari-
anz-Kovarianz-Ansatzes kann hier durchaus mit ebenfalls ca. 0,5 % mithalten. 
Auch eine Erhöhung des Marktpreisrisikoanteils sorgte nicht für deutlich höhere 
Werte. Etwas höhere Einsparungen ließen sich hingegen bei der Verwendung 
der Copula-Modelle und konservativeren Konfidenzniveaus erzielen (z. B. 
99,97 %: ca. 2,7 % (t-Copula-Modell) und knapp 3 % (Gauß-Copula-Modell)). 

Die konservativen Schätzer bei Nutzung des Expected Shortfalls waren insge-
samt betrachtet präziser, sodass ein höheres Einsparpotential im Vergleich zur 
einfachen Addition vorlag. Alle Copula-Modelle haben das Risiko zum 99,9 % 
Konfidenzniveau jedoch in diesem Stresstestszenario durchweg unterschätzt. 
Die Unterschätzung der konservativen Copula-Modelle war dabei fast genau so 
groß wie die Überschätzung des konservativen Varianz-Kovarianz-Ansatzes. Zu-
dem ist zu beachten, dass der Wert der Risikomaße in beiden Fällen absolut be-
trachtet höher als bei Verwendung des 99,9 % VaR ist . Die Einsparungen bei 
Verwendung des VKA mit dem ES als Risikomaß sind nahezu identisch zu denen 
bei Nutzung des VaR. 

Die hier dargestellten Einsparpotentiale beruhen auf einem Stresstestszenario. 
Somit stellt die absolute Höhe der aufgezeigten Einsparpotentiale nur einen ers-
ten Anhaltspunkt dar. Folglich können in der Praxis durchaus höhere Einsparun-
gen auftreten. Es kann dennoch festgehalten werden, dass die Berücksichtigung 
der aufsichtlichen Konservativitätsanforderung den erzielbaren Diversifikations-
effekt regelmäßig in einem erheblichen Ausmaß begrenzen wird. 

                                                      
239  Vgl. Kuritzkes, A. et al., Capital Adequacy, 2001, S. 22; Dimakos, X., Aas, K., Risk modelling, 

2004, S. 275 f. 
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6 Zusammenfassung und Fazit 

Sowohl Varianz-Kovarianz-Ansätze als auch Copula-Modelle sind grundsätzlich 
geeignet, getrennt quantifizierte Risiken zusammenzufassen und auf eine Kenn-
zahl zu verdichten. Zum jetzigen Zeitpunkt besitzen jedoch beide Verfahren er-
hebliche Nachteile, die gerade auch vor dem Hintergrund der hohen aufsichtli-
chen Anforderungen gegen eine Verwendung in bankaufsichtlichen Risikotrag-
fähigkeitskonzepten sprechen. So müssen beide Verfahren auf Konzepte zur 
Messung von Abhängigkeiten zurückgreifen. Dadurch entsteht ein Modellrisiko. 

Das theoretische Fundament der Varianz-Kovarianz-Ansätze ist aufgrund der 
unrealistischen multivariaten Normalverteilungsannahme angreifbar. Bei Verlet-
zung dieser für den Ansatz elementaren Annahme kann dies zu einer Verzer-
rung des quantifizierten Gesamtrisikos führen.240 Die einfache Addition als Spe-
zialfall des Varianz-Kovarianz-Ansatzes bildet die obere Grenze des Gesamtrisi-
kos im Rahmen der Risikoaggregation, sofern in der Risikoquantifizierung alle 
Risikotreiber der einzelnen Positionen vollständig erfasst wurden.241 

Im Rahmen des Stresstests erwiesen sich die Schätzer aus den Varianz-Kovari-
anz-Ansätzen durchaus auch in Krisenzeiten als stabil. Eine Unterschätzung des 
Gesamtbankrisikos konnte bei einer konservativen Ermittlung der Korrelationen 
ausgeschlossen werden. Eine mögliche Einsparung gegenüber der einfachen 
Addition bei Verwendung der konservativen Korrelationen hält sich aber in 
Grenzen. 

Eine (vermeintlich) höhere Präzision durch eine flexiblere Modellierung mit Hilfe 
eines Copula-Modells wird durch höheren Parametrisierungsaufwand und die 
Aufgabe der konzeptionellen Einfachheit und damit leichten Zugänglichkeit er-
kauft. Insbesondere die Unsicherheit bei der Wahl der Copula und der Schät-
zung der Parameter sorgt auch bei diesem Verfahren für ein nicht zu unter-
schätzendes Modellrisiko, welches die Nutzbarkeit in der Praxis stark ein-
schränkt.242 

Im Stresstest lieferten die konservativ spezifizierten Copula-Modelle die präzises-
ten Schätzer, eine Unterschätzung des Gesamtbankrisikos konnte jedoch nicht 
in jedem Fall ausgeschlossen werden. Das Einsparpotential ist zwar höher als 

                                                      
240  S. dazu: Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 576. 
241  S. dazu: Li, J. et al., Aggregation, 2015, S. 181. 
242  S. dazu: Wehn, C., von Zanthier, U., Ökonomische Kapitalsteuerung, 2012, S. 170. 
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beim Varianz-Kovarianz-Ansatz, Einsparungen von 40 % und mehr243 sind je-
doch auch bei Verwendung der Copula-Modelle aufgrund der Konservativitäts-
anforderung unrealistisch. 

Bei der hier durchgeführten Stresstestbetrachtung ist zu berücksichtigen, dass 
die Ausgangsdaten simuliert wurden. Diese Laborbedingungen können die Er-
gebnisse verzerrt haben.244 Insofern sollten zukünftige Studien an Realdaten fol-
gen.  

Unabhängig vom genutzten Ansatz ist die Einsparung von ökonomischem Kapi-
tal in den bankaufsichtlichen Risikotragfähigkeitskonzepten ohnehin theoreti-
scher Natur. Die Risikotragfähigkeit darf aufgrund der aufsichtlichen Vorgaben 
nicht alleine durch den Ansatz der Diversifikationseffekte sichergestellt sein. 
Deshalb müssen alle quantifizierten wesentlichen Risiken auch beim Einsatz von 
Aggregationsmodellen weiterhin in voller Höhe durch ökonomisches Kapital ge-
deckt sein. Die SREP-Kapitalzuschläge für weitere wesentliche Risiken werden 
zudem immer anhand der vollständig aufsummierten Risikobeträge ohne An-
rechnung von Diversifikationseffekten bestimmt. Hierdurch können die Diversifi-
kationseffekte nicht mit der beabsichtigten Intention (Einsparung von ökonomi-
schem Kapital) im aufsichtlichen Risikotragfähigkeitskonzept angesetzt werden. 
Ausgewiesene Diversifikationseffekte können nur einen zusätzlichen Puffer dar-
stellen. Die Einführung von Aggregationsmodellen kann zudem die Fehlalloka-
tion von Kapital in einer Bank verhindern, da die berücksichtigten Diversifikati-
onseffekte eine genauere Gesamtbanksteuerung ermöglichen. Hierfür sind aber 
ausreichend lange Zeitreihen notwendig. 

Sowohl Varianz-Kovarianz-Ansätze als auch Copula-Modelle versuchen lediglich, 
die Schwächen einer getrennten Risikosteuerung und -messung auszugleichen. 
Durch die Aggregation der einzelnen Risikoarten entsteht kein Gesamtrisikomo-
dell. Der Einsatz eines Modells zur Risikoaggregation ist zum aktuellen Zeitpunkt 
nicht zu empfehlen, da die Verwendung mit hohen Modellrisiken verbunden ist 
und in den Risikotragfähigkeitskonzepten kein ökonomisches Kapital eingespart 
werden kann. 

 

                                                      
243  Vgl. Rosenberg, J., Schuermann, T., Integrated Risk Management, 2006, S. 612. 
244  S. dazu: Weiß, G., Copula-GARCH-Modelle, 2011, S. 572. 
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FOM. Die Hochschule. Für Berufstätige.

Die mit bundesweit über 46.000 Studierenden größte 
private Hochschule Deutschlands führt seit 1993 Stu-
diengänge für Berufstätige durch, die einen staatlich 
und international anerkannten Hochschulabschluss  
(Bachelor/Master) erlangen wollen.

Die FOM ist der anwendungsorientierten Forschung 
verpflichtet und verfolgt das Ziel, adaptionsfähige 
Lösungen für betriebliche bzw. wirtschaftsnahe  
oder gesellschaftliche Problemstellungen zu generie-
ren. Dabei spielt die Verzahnung von Forschung und 
Lehre eine große Rolle: Kongruent zu den Master-
programmen sind Institute und KompetenzCentren 
gegründet worden. Sie geben der Hochschule ein 
fachliches Profil und eröffnen sowohl Wissenschaft-
lerinnen und Wissenschaftlern als auch engagierten 
Studierenden die Gelegenheit, sich aktiv in den 
Forschungsdiskurs einzubringen.

Weitere Informationen finden Sie unter fom.de

FOM Hochschule

KCC KompetenzCentrum 
für Corporate Social Responsibility
der FOM Hochschule für Oekonomie & Management ifes         Institut für Empirie & Statistik 
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für Oekonomie & Management

Das ifes verfolgt das Ziel, empirische Kompetenzen an 
der FOM zu bündeln und die angewandte Forschung 
im empirischen Bereich der Hochschule weiter voran-
zutreiben.

Drei Aufgabenbereiche bilden die Schwerpunktak-
tivitäten: Zum einen unterstützt das ifes-Team die 
Hochschullehrenden der FOM bei der Kompetenzent-
wicklung im Bereich der empirischen Forschung und 
gewährleistet damit eine stetige Qualitätssicherung 
und die Einhaltung der Leitlinien der guten wissen-
schaftlichen Praxis im Rahmen von Forschungs- und 
Entwicklungsprojekten.

Zum anderen führt das ifes das Monitoring einer Ziel-
gruppe von Berufstätigen im Rahmen von »FOM fragt 
nach«-Projekten durch. Im Rahmen dieser Projekte 
werden junge, berufstätige Leistungsträger/-innen mit 
Managementorientierung zu aktuellen ökonomischen 
Themen befragt, die teilweise als Panelbefragungen 
angelegt sind. Dadurch ist ein vielschichtiger Erkennt-
nisgewinn über eine in den nächsten Jahren stärker 
in die unternehmerische Verantwortung gehende 
Generation möglich.

Darüber hinaus nimmt das ifes eine zentrale Stellung 
im Bereich der Entwicklung und Unterstützung der 
Methodenausbildung in der Lehre der Bachelor- und 
Masterstudiengänge sowie im Promotionsprogramm 
der FOM ein.

Weitere Informationen finden Sie unter fom-ifes.de
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