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SINOPSE

Até este momento, poucos artigos buscaram tratar diretamente dos problemas da não fundamentalidade 

e da não causalidade em estudos fi scais, menos ainda no Brasil. Esses problemas são de especial interesse 

no contexto fi scal em decorrência do fenômeno da antecipação fi scal, inerente à natureza das políticas 

fi scais. Este trabalho busca suprir essa lacuna na literatura nacional expandindo sua fronteira por meio 

da introdução expositiva destes conceitos, de suas causas e de suas soluções, bem como de uma primeira 

tentativa de tratamento metodológico destes problemas para os dados fi scais brasileiros. Estima-se um 

modelo de autorregressão vetorial (vector auto regression – VAR) fi scal não causal para o Brasil e os 

resultados obtidos indicam que o desempenho preditivo teve desempenho consistentemente superior a 

previsões equivalentes construídas utilizando modelos VAR tradicionais. Isso sugere que as expectativas 

possam ter papel relevante na determinação das dinâmicas fi scais.

Palavras-chave: antecipação fi scal; não fundamentalidade; não causalidade.

ABSTRACT

So far, there are very few papers concerning the problems of non causality and non-fundamentalness 

in fi scal studies. This is even truer for Brazil. Non causality and non fundamentalness are econometric 

problems that are specially relevant in fi scal studies, as they are relate to fi scal foresight, a natural 

phenomenon in fi scal studies. Fiscal foresight is the ability, by market participants, to forecast and preview 

government expenditures before they effectively happen. This happens because of the legal bureaucracy 

that commands fi scal expenditures and tax collection. The present paper fulfi lls part of this gap by 

presenting and discussing those issues and by treating such a problem reported in Brazilian data. We 

estimate a non causal VAR with Brazilian typical data and compare its forecasts to a regular causal VAR, 

using the same data found to be non-fundamental by Vonbun and Lima (2020). The results suggest that 

expectations may have a role in the determination of the effects fi scal policy, as the non causal VAR has 

shown substantially better predictive ability than the regular causal VAR for that dataset.

Keywords: fi scal policy; VAR; macroeconometrics; fundamentalness; forecasting.
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 1 INTRODUÇÃO

Com a publicação do trabalho seminal de Sims (1980), a utilização de modelos de 

autorregressão vetorial (vector auto regression – VAR) para a realização de testes empíricos 

macroeconômicos tornou-se rapidamente popular na literatura econômica. Não demorou 

muito até que tal classe de modelos se tornasse ferramenta fundamental para a mais ampla 

gama de estudos macroeconômicos. Presentes nesta ampla gama estavam, é claro, os 

estudos fi scais.

Os modelos VAR fi scais têm sido amplamente utilizados não apenas para a construção 

de previsões (forecasting) – uma das mais clássicas fi nalidades deste tipo de modelo – como 

também para a estimação dos chamados multiplicadores fi scais. A literatura empírica acerca da 

estimação dos multiplicadores fi scais por meio de modelos VAR pode ser considerada recente, 

com os primeiros trabalhos se originando ao fi nal da década de 1990. De acordo com Mertens 

e Ravn (2010), a literatura ainda não atingiu um consenso que possa orientar os formuladores 

de política, pois há ainda grandes divergências acerca do tamanho do multiplicador e dos 

efeitos dos choques fi scais sobre os principais agregados macroeconômicos.

Avanços recentes mostram que uma das possíveis causas da incapacidade dessa 

literatura em alcançar esse consenso pode residir em características inerentes à própria 

natureza da política fi scal. Ocorre que a política fi scal, diferente de políticas macroeconômicas 

de outras naturezas, embute em si a possibilidade do fenômeno da antecipação fi scal (fi scal 

foresight) que, por sua vez, termina por engendrar nos dados fi scais os problemas da não 

fundamentalidade e da não causalidade.

O fenômeno da antecipação fi scal ocorre pois as políticas fi scais são usualmente 

implementadas após anúncios públicos, permitindo assim que as expectativas dos agentes 

sejam imediatamente afetadas. Contudo, em função de demoras processuais legislativas ou 

atrasos de implementação, o início efetivo dessas políticas apresenta considerável defasagem 

em relação aos seus anúncios. Isso implica ao econometrista, quando comparado aos agentes 

da economia real, um relevante defi cit informacional que se associa fortemente  aos 

fenômenos da não fundamentalidade e da não causalidade (Leeper, Walker e Yang, 2013). 
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Esse problema, evidentemente, não existiria se a efetivação das políticas se desse no mesmo 

momento do anúncio ou se houvesse forma confi ável de medir as expectativas em tempo real.

Na presença desse fenômeno, portanto, os agentes da economia real detêm informações 

que os dados econométricos não são capazes de detectar. É precisamente nessa diferença 

entre o conjunto de informações dos agentes e dos econometristas que reside o fenômeno 

da não fundamentalidade, cujo problema pode existir por mais de um motivo, como será 

discutido ao longo deste trabalho, mas está fortemente – ainda que não somente – associado 

às consequências dos efeitos das expectativas ou das informações que geram expectativas 

sobre a ação dos agentes que, por sua vez, infl uenciam as variáveis macroeconômicas. Este 

caso particular da não fundamentalidade, em que o conjunto de informações do econometrista 

diverge daquele dos agentes reais da economia por intermédio da insufi ciência de informações 

relativas ao futuro das variáveis, isto é, das expectativas, recebe o nome de não causalidade. 

Ambos os casos, todavia, equivalem a problemas associados a vieses de variável omitida.

Em termos mais técnicos, a não fundamentalidade se refere a um conjunto modelo-dados 

em que a representação da média móvel (moving average – MA) do VAR é não invertível, 

gerando, assim, múltiplas representações MA distintas, todas, porém, com momentos de 

primeira e segunda ordem idênticos. Isso, por sua vez, abre a possibilidade de estimativas 

viesadas em diferentes sentidos e intensidades.

A não causalidade, no contexto covariância-estacionário, é seu análogo na própria 

representação autorregressiva, se tratando, portanto, da ocorrência de raízes do polinômio 

autorregressivo fora do círculo unitário. Isso, por sua vez, o torna não invertível e engendra ao 

modelo problema similar ao da não fundamentalidade.

Importante ressaltar que, no contexto covariância-estacionário, não causalidade e não 

fundamentalidade são conceitos equivalentes. O corolário da não causalidade, contudo, é que, 

para que o operador de defasagem possa ser invertido, o modelo precisa passar a depender 

de valores futuros de suas variáveis (leads).

Assim, um modelo é dito não causal quando depende funcionalmente, para a determinação 

de sua dinâmica, não apenas de valores presentes e passados (lags) de variáveis econômicas, 
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mas também (ou apenas) de leads representando componentes de expectativas do sistema. 

Como, no contexto fi scal, a não fundamentalidade é em geral associada ao fenômeno da 

antecipação fi scal, que, por sua vez, está intimamente relacionado ao papel das expectativas 

sobre o futuro dos agregados fi scais, então, nesse contexto, o problema está associado a um viés 

de variável omitida em que a não fundamentalidade está muito proximamente relacionada à 

não causalidade. Dada a equivalência dos dois conceitos em contexto covariância-estacionário, 

o diagnóstico da não fundamentalidade pode ser entendido como uma forma de identifi car a 

não causalidade, bem como o tratamento da não causalidade pode ser visto como uma forma 

de sanar a não fundamentalidade.1

Diante dessas constatações, surgem na literatura tanto formas de testar a não 

fundamentalidade e a não causalidade, quanto alternativas metodológicas para que, quando 

verifi cados, esses problemas possam ser tratados. Não obstante o desenvolvimento desta 

literatura, no âmbito nacional não parece ter havido, até então, grande preocupação com o 

problema. Com efeito, exceto pelo trabalho de Vonbun e Lima (2020), que verifi cou a presença 

de não fundamentalidade e não causalidade no conjunto de dados fi scais tipicamente 

utilizado para a estimação de modelos VAR no Brasil, nenhum outro trabalho da literatura 

fi scal parece ter considerado efetivamente tais fenômenos. Ainda que Vonbun e Lima (2020) 

tenham diagnosticado os problemas para os dados brasileiros, sua tentativa de tratá-los 

por meio da inclusão de variáveis adicionais – uma das potenciais formas de tratamento 

da não fundamentalidade – não foi bem-sucedida. Restou, portanto, como alternativa de 

tratamento, a especifi cação de um modelo que considere o problema sem incorrer no mesmo 

viés de erro de especifi cação gerado pelos modelos VAR tradicionais quando aplicados a 

dados não fundamentais.

1. Há, ainda, uma sustentação metodológica para a equivalência da não fundamentalidade e da não 
causalidade. Conforme argumentam Vonbun e Lima (2020), enquanto o fenômeno da não fundamentalidade 
está relacionado ao componente MA, o fenômeno da não causalidade está equivalentemente relacionado 
ao componente autorregressivo (AR) do sistema. Assim, no contexto covariância-estacionário, ambos 
os fenômenos são equivalentes. Dessa equivalência advém a vantajosa possibilidade de identifi car a 
não causalidade por intermédio de testes de fundamentalidade, tecnicamente mais simples que testes 
estatísticos para a não causalidade.
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É diante dessa situação que se insere este trabalho, que tem como objetivo não apenas 

introduzir em maior profundidade os problemas da antecipação fi scal, da não fundamentalidade 

e da não causalidade em VAR fi scais à literatura nacional, buscando expandir sua fronteira, 

como também oferecer a eles um primeiro tratamento efetivo, a saber, por via do emprego 

do chamado modelo VAR não causal, proposto por Lanne e Saikkonen (2013), para os dados 

fi scais brasileiros.

Com o objetivo de expor e ressaltar os problemas da não causalidade e da não 

fundamentalidade e suas relações com a antecipação fi scal, este texto realiza uma extensa 

revisão da literatura empírica sobre VAR fi scais, sobre os fenômenos da não fundamentalidade 

e da não causalidade e sobre os artigos fi scais que os consideram. Apresenta também 

exposições formais desses dois fenômenos, bem como de suas principais causas em diferentes 

contextos, incluindo, no contexto fi scal, o fenômeno da antecipação fi scal. Adicionalmente, 

expõe também as principais alternativas de solução até então presentes na literatura para esses 

problemas. Entre as alternativas de solução expostas, enfatiza-se o modelo VAR não causal, a 

ser utilizado na aplicação empírica proposta. São apresentadas desde a sua especifi cação até 

o seu método de estimação e de construção de previsões.

Quanto à aplicação empírica, objeto do principal objetivo do trabalho, a necessidade de 

fazê-la justifi ca-se de antemão, conforme já ressaltado, pelos resultados obtidos por Vonbun 

e Lima (2020), que, por meio dos testes de Forni e Gambetti (2014) e Canova e Sahneh 

(2018), rejeitaram a fundamentalidade no conjunto de dados a ser utilizado. Sendo os dados 

covariância-estacionários, os autores argumentam que a não fundamentalidade implica a não 

causalidade e, portanto, que o emprego de modelos VAR tradicionais nesse conjunto de dados 

consistiria em erro de especifi cação.

O conjunto de dados entendido como representativo dos VAR fi scais estimados para o 

Brasil foi então submetido ao procedimento de seleção de modelo, no sentido de se escolher 

os lags e leads, proposto por Lanne e Saikkonen (2013). Como resultado do procedimento, 

um modelo não causal foi selecionado, indicando a presença de não causalidade (e, portanto, 

também de não fundamentalidade) nos dados fi scais brasileiros, corroborando assim, por mais 
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uma via, os achados de Vonbun e Lima (2020). O modelo selecionado foi um modelo VAR(0,1)2

puramente não causal, isto é, dependente apenas dos valores futuros (leads) das variáveis 

modeladas, indicando um caráter puramente forward looking da dinâmica das variáveis fi scais 

que pode estar intimamente relacionado com o fenômeno da antecipação fi scal.

Ao ser estimado, o modelo apresentou relevante signifi cância estatística para todas 

as variáveis como determinantes da dinâmica fi scal, evidência fraca da importância da 

consideração da não fundamentalidade e da não causalidade em dados fi scais. A fi m de ilustrar 

a importância dessa consideração, o modelo estimado foi utilizado para a construção de 

previsões para o produto interno bruto (PIB). Tais previsões foram comparadas com previsões 

construídas por modelos VAR causais convencionais, que desconsideram o problema da não 

fundamentalidade. O objetivo foi avaliar se a consideração desses fenômenos, por meio da 

utilização de um modelo não causal, é capaz de promover, empiricamente, melhores previsões. 

As previsões obtidas pelo modelo não causal demonstraram-se consistentemente superiores 

às dos modelos VAR causais convencionais para praticamente todas as métricas de acurácia 

preditiva e horizontes de previsão considerados.

Todas as evidências obtidas ressaltaram a importância da consideração da não 

fundamentalidade e da não causalidade em dados fi scais, uma vez que tais dados, em especial, 

estão sujeitos ao problema da antecipação fi scal já amplamente identifi cado na literatura 

fi scal, contudo, até então desconsiderado na maioria dos trabalhos nacionais. Os resultados 

indicam que a desconsideração desses fenômenos pode implicar estimativas pouco confi áveis 

provenientes dos VAR fi scais, bem como resultados empíricos viesados.

Este trabalho é estruturado da seguinte forma: a seção 2 apresenta uma extensa revisão 

da literatura. A seção 3 introduz formalmente os conceitos de não fundamentalidade e não 

causalidade, bem como ilustra algumas das possíveis causas destes fenômenos. A seção 4 é 

especialmente reservada para a mais importante destas causas: o fenômeno da antecipação 

fi scal. A seção 5 apresenta um levantamento das principais propostas de solução para os 

problemas da não fundamentalidade e da não causalidade presentes na literatura. A seção 6 

apresenta formalmente o modelo VAR não causal. A seção 7 apresenta a aplicação empírica 

2. Convenção que indica zero defasagens e um lead.
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deste modelo para os dados fi scais brasileiros. A seção 8, por sua vez, apresenta a conclusão 

do estudo.

  2 LITERATURA RELACIONADA

Nesta seção, nós oferecemos uma extensa revisão da literatura relacionada aos assuntos 

a serem abordados por este trabalho. As subseções 2.1 e 2.2 iniciam a revisão com um 

prelúdio necessário para a ambientação do contexto em que se inserem os problemas da não 

fundamentalidade e da não causalidade, a saber, do contexto das aplicações empíricas de 

modelos VAR fi scais. Efetuada essa ambientação, na subseção 2.3 são revisadas as literaturas 

tanto do problema da não fundamentalidade quanto da não causalidade. Finalmente, na 

subseção  2.4 nós apresentamos um levantamento dos artigos fi scais que consideram 

estes problemas.

  2.1 A literatura empírica dos modelos VAR fi scais3

Em trabalho seminal, Sims (1980) propôs a utilização de modelos empíricos VAR 

para a realização de testes empíricos macroeconômicos. Tais modelos caracterizavam-se 

principalmente pela endogeneização de todas as variáveis consideradas na modelagem, 

simulando assim a marcante característica macroeconômica da interdependência causal entre 

os principais agregados a serem explicados, tornando-os também explicativos. Além disso, 

os modelos Real Business-Cycle (RBC) e Stochastic Dynamic General Equilibrium (DSGE), ao 

serem resolvidos, geram uma forma estrutural similar aos modelos empíricos VAR estruturais 

(structural vector auto regression – SVAR), capazes de identifi car o impacto e a importância 

dos diversos choques estruturais sobre as variáveis do modelo, estabelecendo assim uma 

conexão direta entre o empirismo e a teoria. Por esses e outros motivos, não demorou muito 

até que tal classe de modelos se tornasse ferramenta fundamental para a mais ampla gama 

de estudos macroeconômicos. Presentes nesta ampla gama estão, é claro, os estudos fi scais.

Os modelos VAR fi scais têm sido amplamente utilizados não apenas para a construção 

de previsões (forecasting) – uma das mais clássicas utilidades deste tipo de modelo – como 

3. Esta subseção é uma adaptação baseada em Vonbun e Lima (2020).
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também para a estimação de efeitos de choques, principalmente para a quantifi cação dos 

chamados multiplicadores fi scais.

A literatura empírica acerca da estimação dos multiplicadores fi scais por meio de modelos 

VAR pode ser considerada recente, com os primeiros trabalhos se originando ao fi nal da 

década de 1990. De acordo com Mertens e Ravn (2010), a literatura ainda não atingiu um 

consenso que possa orientar os formuladores de política. Há divergências acerca do tamanho 

do multiplicador, bem como dos efeitos dos choques fi scais sobre o consumo e sobre os 

salários reais. Os modelos SVAR, em desarmonia com os primeiros e principais modelos DSGE, 

concluem que consumo e salários reais crescem após um choque de gastos (Blanchard e 

Perotti, 2002; Perotti, 2005; Galí, Vallés e López-Salido, 2007; Mountford e Uhlig, 2009).

Mertens e Ravn (2010) dividem a literatura empírica acerca dos multiplicadores em dois 

grandes subgrupos, separados em função da técnica de identifi cação dos choques por eles 

empregada. O primeiro grupo é formado por modelos SVAR diversos, baseados em diferentes 

técnicas de identifi cação, necessárias para converter os coefi cientes do modelo na forma 

reduzida nos coefi cientes da forma estrutural – que têm paralelo com a teoria – e que permite 

a confecção das funções impulso-resposta. Nesse grupo estão os modelos recursivos – que 

usualmente empregam a Decomposição de Cholesky –, mormente baseados na ordenação 

dos efeitos dos choques, baseando-os em restrições que consideram lags na resposta de 

decisões (ou na disponibilização de dados), bem como os que empregam restrições de sinais 

na resposta de certas variáveis aos dados choques. O segundo grupo identifi ca por meio da 

chamada abordagem narrativa,4 que busca identifi car choques exógenos por meio da análise 

de documentos históricos, permitindo assim a estimação por meio de diferentes modelos, que 

não se restringem apenas aos VAR/SVAR.

Os modelos VAR estruturais (SVAR) empregam informações exógenas acerca do timing

das decisões dos agentes ou da disponibilização de dados para classifi car ou ordenar as 

relações contemporâneas entre as variáveis. Isso é feito com vistas a identifi cá-las, o que é 

4. A estratégia narrativa foi empregada, entre outros, por Edelberg, Eichenbaum e Fischer (1999), Ramey e 
Shapiro (1998), Burnside, Eichenbaum e Fischer (2004), Romer e Romer (2010) e Cloyne (2011). Siqueira 
(2016) faz uma descrição mais detalhada de seus métodos e resultados, descrevendo diversas aplicações 
de diferentes modelos VAR desenvolvidos a partir da restrição de sinais.
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necessário para inferir causalidade entre as variáveis, possibilitando a mensuração de efeitos 

de choques em determinada variável sobre as demais (Peres, 2007).5

Um amplo conjunto de artigos emprega SVAR como modelo principal de estimação de 

efeitos de política fi scal, entre eles Fatás e Mihov (2001), Blanchard e Perotti (2002), Monacelli, 

Perotti e Trigari (2011), Gordon e Krenn (2010) e Unal (2011). Entre esses, destaca-se o 

trabalho de Blanchard e Perotti (2002), que parte do pressuposto de que a política fi scal, em 

função de procedimentos políticos e burocráticos inerentes às democracias modernas, reage 

lentamente aos estímulos oriundos das demais variáveis macroeconômicas. Essa hipótese 

é empregada pelos autores na identifi cação das variáveis do SVAR. Isso contrasta com os 

modelos dedicados ao estudo de efeitos da política monetária, visto que os bancos centrais 

podem ter muito mais fl exibilidade na manipulação da taxa de juros, portanto, podendo 

responder muito mais prontamente a choques nas variáveis macroeconômicas do que as 

autoridades fi scais.

Tal hipótese permitiu aos autores identifi car o SVAR mantendo os gastos fi scais constantes 

em um primeiro momento, enquanto a arrecadação reagia às demais variáveis – notadamente 

a variações na base de arrecadação – por meio de elasticidades pré-estimadas, o que é 

coerente com o pressuposto de alíquotas tributárias constantes no curto prazo. Os resultados 

de Blanchard e Perotti (2002) mostram choques nos gastos do governo obtendo impactos 

positivos sobre a produção, enquanto choques nos impostos obtêm impactos negativos. 

Não obstante, ambos os multiplicadores impactos classifi cados como tipicamente pequenos e 

os impactos dos gastos e dos aumentos dos impostos sobre o investimento estimados foram 

negativos, ou seja: ainda que o produto tenha comportamento keynesiano, o investimento 

padece de crowding-out, apresentando comportamento neoclássico.

Fatás e Mihov (2001) estudam a economia norte-americana e obtêm, por meio de um 

SVAR identifi cado com o método de Blanchard e Perotti (2002), cuja primeira versão fora 

publicada como artigo no National Bureau of Economic Research (NBER) em 1999, conclusões 

quantitativamente diferentes: o multiplicador fi scal com relação aos gastos é, segundo os 

5. Os modelos VAR inicialmente eram propostos como ateóricos e se buscava obter as informações a 
partir dos dados. Todavia, alguns modelos SVAR empregam restrições baseados na teoria econômica.
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autores, maior que a unidade e a resposta do investimento privado ao choque de gastos, 

insignifi cante. Perotti (2005), por usa vez, estima os multiplicadores por intermédio de um 

SVAR e faz uso da abordagem narrativa, utilizando variações sobre a metodologia de Ramey 

e Shapiro (1998), encontrando um multiplicador de 0,7.

Almunia et al. (2009) estimam um SVAR empregando a decomposição de Cholesky, além 

de regressões em painel com variáveis instrumentais, para o período de 1912 a 2006 nos 

Estados Unidos. Os autores encontram um multiplicador que varia de 1,2 a 2,5, a depender do 

método de estimação. Mountford e Uhlig (2009) empregam um VAR com restrição de sinais, e 

obtêm um multiplicador de 0,65, para uma expansão fi scal fi nanciada por defi cit. Esse modelo 

veio a ser fortemente criticado por Arias, Rubio-Ramirez e Waggoner (2014), por conta de 

uma falha na obtenção da distribuição a posteriori, como será discutido mais adiante.

Gordon e Krenn (2010) estimam um SVAR com decomposição de Cholesky para o 

período 1920-1941 e concluem que as políticas monetária e fi scal foram importantes para a 

recuperação da Grande Depressão. O multiplicador fi scal obtido por estes autores é de 1,8. 

Auerbach e Gorodnichenko (2011), por seu turno, estimam um VAR estrutural com mudança de 

regime e obtêm multiplicadores de 0 a 0,5 em expansões e de 1 a 1,5 em recessões. O modelo, 

contudo, pode ser criticado por não considerar a mudança de regime como endógena.

Unal (2011) estuda quatro países da Organização para a Cooperação e Desenvolvimento 

Econômico (OCDE) usando um SVAR e decompondo os impostos líquidos em quatro 

componentes. Seus resultados sugerem que cada componente impacta a economia de forma 

diferente, constatando também o crowding-out do investimento privado tanto em função 

do aumento dos impostos quanto dos gastos nos Estados Unidos e no Reino Unido. O autor 

concluiu, contudo, que o efeito sobre a França e o Canadá desses mesmos choques seria 

expansionista. Em todos os países, o aumento dos gastos públicos acarretou elevação do 

consumo privado e a majoração de impostos levou à retração do mesmo. Ilzetzki (2012) 

estimou um SVAR utilizando o método de Blanchard e Perotti (2002) para uma amostra de 

diversos países e encontrou multiplicadores fi scais de 0,8 no consumo do governo (impacto 

inicial) em economias com renda alta e entre 0,15 e 0,2 para países em desenvolvimento.
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Diante da exposição de todos esses resultados, é possível notar na literatura conclusões 

contrastantes, muitos incoerentes com a teoria e todas dependentes de estratégias de 

identifi cação. Com vistas a esclarecer esses contrastes, Caldara e Kamps (2012) desenvolvem 

um modelo analítico para avaliar os multiplicadores fi scais sob diferentes formas de 

identifi cação do SVAR bivariado. Eles concluem que diferentes esquemas de identifi cação 

implicam diferentes prioris sobre as elasticidades e, portanto, sobre os multiplicadores. 

Desse modo, os multiplicadores estariam, a priori, limitados a intervalos determinados pela 

identifi cação. Os autores mapeiam esses intervalos para avaliar o impacto de cada método 

sobre os intervalos dos multiplicadores fi scal e de impostos: empregam seu modelo para 

o approach recursivo, proposto por Sims (1980); para o método proposto por Blanchard e 

Perotti (2002); para a restrição de sinais, em linha com o método proposto por Mountford 

e Uhlig (2009); para o método de restrição de sinais com a função perda, como em Uhlig 

(2005); e, fi nalmente, para a estimação do VAR usando a abordagem narrativa, como em 

Romer e Romer (2010) e em Ramey (2011).

Em resumo, Caldara e Kamps (2012) encontram que os estimadores de Blanchard e 

Perotti (2002) e os recursivos resultam em estimativas menores de elasticidade-produto da 

arrecadação e de multiplicadores fi scais quando comparados aos estimadores de Mountford 

e Uhlig (2009) e à abordagem narrativa. As estimativas de multiplicadores parecem ser mais 

limitadas nos modelos recursivo, no método proposto por Blanchard e Perotti (2002) e na 

abordagem narrativa. Na abordagem de Mountford e Uhlig (2009), o uso da função perda 

aparentemente gera um possível viés nas estimativas, como se se tratasse de uma restrição 

adicional, não podendo ser considerada verdadeiramente agnóstica. A restrição de sinais 

“pura” requer uma restrição adicional, mas permite que a estimativa das elasticidades e dos 

multiplicadores sejam menos restritas a priori que os demais modelos.

Owyang, Ramey e Zubairy (2013) empregam o modelo de Auerbarch e Gorodnichenko 

(2011) com mudança de regime, mas empregando a identifi cação narrativa. Usam dados 

históricos dos Estados Unidos e do Canadá, que, contudo, não disponibilizam informações sobre 

arrecadação, o que faz com que os multiplicadores estimados não sejam puramente os efeitos 

de uma expansão de gastos fi nanciados com dívida, e também não incluem transferências. 

Seus resultados divergiram da maior parte da literatura ao não encontrar diferença entre 
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expansões e recessões nos multiplicadores para os Estados Unidos, que variaram entre 0,7 e 

0,9, mas encontraram para o Canadá. Eles foram de 0,5 para períodos de recessão e maiores 

que a unidade em períodos de crescimento.

Arias, Rubio-Ramirez e Waggoner (2014) estudam a formulação proposta por 

Mountford e Uhlig (2009) e por Beaudry, Nam e Wang (2011) e concluem que seu algoritmo 

não apenas apresenta um resultado viesado, como também implica intervalos de confi ança 

subdimensionados, que levam à aceitação de um resultado errado: o problema está na 

geração da distribuição a posteriori na presença de restrições de sinais. Arias, Rubio-Ramirez 

e Waggoner (2014) desenvolvem, a partir do trabalho de Rubio-Ramirez, Waggoner e Zha 

(2010), um algoritmo que corrige esses problemas e que permite não apenas a estimação 

correta empregando a restrição de sinais, como também a inserção de zeros na matriz de 

identifi cação. Esse algoritmo se baseia em extrações da distribuição uniforme, com respeito à 

medida de Haar no conjunto de matrizes ortogonais condicionais às restrições nos coefi cientes. 

Suas conclusões invalidam os resultados obtidos por Mountford e Uhlig (2009) de que os 

cortes nos impostos teriam maior efi cácia como estímulo ao produto que aumentos de gastos. 

O trabalho faz crítica similar ao artigo de Beaudry, Nam e Wang (2011), que emprega o 

mesmo método para avaliar os efeitos do otimismo sobre o produto agregado.

A análise do amplo conjunto de pesquisas acima sugere, como conclusão, que o método 

de identifi cação por restrição de sinais é menos invasivo e mais agnóstico que os demais, 

desde que a correção de Arias, Rubio-Ramirez e Waggoner (2014) seja empregada. Além de 

não restringir as elasticidades das receitas fi scais, são compatíveis com uma gama mais ampla 

de multiplicadores fi scais e de impostos que não apresentam restrições, a priori, tão severas, 

como é o caso das identifi cações de Cholesky e de Blanchard e Perotti (2002).

 2.2 A literatura empírica dos VAR fi scais no Brasil6

A literatura para o Brasil é tida como incipiente por Orair, Siqueira e Gobetti (2016) e 

restrita pelas limitações das fontes de dados. Entre as limitações estão: i) o fato de as séries 

serem curtas, em parte em função de a estabilização infl acionária ter se dado apenas em 

6. Esta subseção é uma adaptação baseada em Vonbun e Lima (2020).
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1994; ii) a existência de muitas quebras estruturais, graças a diversas mudanças de moedas, 

regimes monetários, regimes cambiais; e iii) a ocorrência de crises políticas e fi nanceiras, 

nacionais e internacionais, que afetaram a economia de diversas maneiras.

Peres (2007) e Peres e Ellery Junior (2009) empregaram a abordagem de Blanchard e 

Perotti (2002) para o Brasil, com o intuito de estimar os multiplicadores fi scais do governo 

central entre 1994-2005. Os resultados foram multiplicadores positivos para gastos e negativos 

para impostos, mas com magnitudes e persistências baixas. Um resultado interessante de 

Peres (2007) foi que os investimentos públicos são mais efi cientes para gerar crescimento que 

os gastos públicos correntes.

Mendonça, Medrano e Sachsida (2009), baseados no procedimento agnóstico de 

Mountford e Uhlig (2009), sem o emprego da correção de Arias, Rubio-Ramirez e Waggoner 

(2014), obtêm que choques de gastos podem levar a uma ligeira retração do produto com maior 

probabilidade e que choques positivos de receita podem implicar uma elevação do produto 

interno bruto (PIB) no médio prazo, resultados classifi cados como não keynesianos7 por Orair, 

Siqueira e Gobetti (2016). Contudo, dadas as severas críticas tecidas por Arias, Rubio-Ramirez 

e Waggoner (2014) ao modelo de Mountford e Uhlig (2009), é preciso interpretar esses 

resultados com cautela.

O trabalho de Cavalcanti e Silva (2010) mostrou a obtenção de resultados por meio de 

um SVAR identifi cado pelo emprego da decomposição de Cholesky, adaptada por meio 

de uma restrição específi ca para considerar os efeitos dos resultados e sobre a dívida pública 

(e vice-versa) no sistema, visto que ela se comporta de maneira não linear. O trabalho, que usa 

método inspirado em Favero e Giavazzi (2007), além de ressaltar a importância da inclusão 

da variável dívida pública no modelo, obteve resultados que mostram que o não emprego 

dela pode induzir a um viés de variável omitida que leva a uma superestimação dos efeitos da 

política fi scal. Considerando-se a dívida pública constante,8 o impacto de um choque de gastos 

sobre o produto se aproxima de zero. Um choque na receita tributária teria efeito parecido.

7. Entende-se resultados keynesianos como efeitos positivos de gastos públicos (multiplicador positivo 
dos gastos sobre a atividade) e efeitos negativos (multiplicador negativo) para impostos.
8. Isto é, empregando-se uma função de reação para levar a uma dívida pública constante.
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Além disso, Cavalcanti e Silva (2010) identifi caram a possibilidade de que os choques 

estruturais fossem previsíveis aos agentes, o que remete à não fundamentalidade, problema 

que será ainda abordado com maior ênfase e profundidade neste trabalho. Assim, realizaram 

testes de previsibilidade de choques estruturais. Todavia, no nível de 5% de signifi cância, os 

choques não pareceram explicados por nenhum dos conjuntos de regressores. Nos níveis 

“de 10% e 15% (...) os gastos públicos defasados ajudam a prever choques de gastos e 

os choques tributários defasados ajudam a prever os choques tributários contemporâneos” 

(Cavalcanti e Silva, 2010, p. 404). E continuaram:

há, assim, alguns indícios de que os choques estruturais podem ser parcialmente 
previsíveis a partir de informações passadas (...), concluindo pela necessidade 
de estudos posteriores visando investigar a robustez dos resultados à hipótese 
de antecipação das medidas fi scais pelos agentes econômicos (idem, ibidem).

Pires (2012) fez uma análise empírica utilizando um SVAR empregando o método proposto 

por Blanchard e Perotti (2002), e estima multiplicadores fi scais de 0,99 para o consumo do 

governo e de 1,26 para o investimento público, quando ambos são desagregados, e de 1,11 

para a despesa pública agregada. Matheson e Pereira (2016) também estimaram um SVAR, 

empregando a decomposição de Cholesky para estimar o multiplicador fi scal para o Brasil. 

O  multiplicador de gasto estimado foi de 0,5 o mesmo valor do de crédito. O de receita 

também teve valor 0,5, mas com sinal trocado, conforme esperado.

Orair, Siqueira e Gobetti (2016), por seu turno, empregaram um modelo inspirado em 

Auerbach e Gorodnichenko (2011), empregando a base de dados sobre fi nanças públicas e 

investimentos públicos, proposta em Santos et al. (2011). Essa base de dados mensal agrega 

dados do setor público consolidado, com método similar aos dados empregados na literatura 

internacional, eliminando algumas incongruências entre as estatísticas ofi ciais brasileiras e os 

dados requeridos para a estimação de modelos empíricos, notadamente nos Estados Unidos. 

Além disso, foram considerados gastos e receitas consolidados do setor público municipal, 

estadual e federal. Seus resultados sugerem que choques em investimentos públicos, 

benefícios sociais e em despesas com pessoal são signifi cativos e maiores que 1, sendo 

respectivamente estimados em 1,68; 1,51 e 1,33 em momentos de recessão. Em momentos 

de expansão econômica, esses multiplicadores são próximos de zero ou pouco persistentes. 
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Como empregam o modelo de Auerbach e Gorodnichenko (2011), estão sujeitos à crítica de 

que a mudança de regime não é endógena.

Castelo-Branco, Lima e Paula (2016) usaram um modelo de VAR estrutural bayesiano 

com mudanças de regimes markoviana (MS-SBVAR), um instrumento em que todas as 

variáveis do modelo são endógenas e todos os parâmetros e valores podem mudar, como 

efeito de variações no estado da economia. Os resultados sugerem que os multiplicadores 

são estáveis ao longo do tempo, mas que as variâncias dos resíduos das equações mudam 

signifi cativamente com o estado da economia, e é elevada a probabilidade de o multiplicador 

do investimento público ser maior que 1 e de o da carga tributária ser negativo e menor que 1 

em módulo.

Como pode se observar, são grandes as divergências quanto à estimação dos 

multiplicadores fi scais, não apenas no contexto internacional, como também no contexto 

nacional, havendo muitos problemas – em geral, metodológicos – levantados pela literatura 

que, pelo potencial que têm para acarretar estimativas viesadas, suscitam amplos debates. 

Além das difi culdades associadas à identifi cação, dois outros problemas, já indiretamente 

levantados por autores como Blanchard e Perotti (2002), na literatura internacional e, na 

literatura nacional, por Cavalcanti e Silva (2010), são os problemas da não fundamentalidade 

e da não causalidade. Eles serão o foco deste trabalho e, por isso, é de suma importância que 

revisemos também a literatura a eles relacionada.

 2.3 A literatura sobre os fenômenos da não causalidade e da 
não fundamentalidade

A literatura da não causalidade precede a literatura da não fundamentalidade. Por este 

motivo, tratamos primeiro do fenômeno da não causalidade, e, somente depois, do fenômeno 

da não fundamentalidade.

 2.3.1 Não causalidade e modelos autorregressivos não causais

Um modelo é dito não causal quando possui raízes de seu polinômio autorregressivo 

recaindo fora do círculo unitário mesmo sob dados covariância estacionários, o que 
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implica que, para que esse polinômio possa ser invertido, o modelo autorregressivo passa 

a ter que depender funcionalmente, para a determinação de sua dinâmica, não apenas 

de valores presentes e passados de suas variáveis econômicas, mas também (ou apenas) de 

valores  futuros.9 Conforme discutem Lanne e Saikkonen (2011), ao contrário dos modelos 

autorregressivos causais convencionais, os modelos autorregressivos não causais mostram 

explicitamente como as variáveis econômicas consideradas são afetadas pelas expectativas 

e como as expectativas são formadas. Modelos autorregressivos não causais também podem 

ser utilizados para determinar até que ponto as expectativas e, então, o valor atual de uma 

variável econômica depende de seus valores realizados no passado e esperados no futuro. 

A dependência de valores futuros sugere que o modelo econômico subjacente tem uma solução 

não fundamental. A presença de não causalidade indica que os agentes são capazes de prever 

uma parte dos valores futuros da variável econômica em questão por informação desconhecida 

do econometrista. Portanto, os modelos autorregressivos não causais apresentam-se como 

uma forma de levar em conta o efeito do conjunto de informações verdadeiro do agente sem 

especifi cá-lo explicitamente.

O trabalho de Breidt et al. (1991) foi um dos pioneiros da literatura metodológica dos 

modelos não causais. Nesse texto, os autores desenvolvem a estimação de modelos ARs não 

causais por meio da máxima verossimilhança aproximada. Uma importante parte do trabalho 

consistiu na elaboração das alterações que se fi zeram necessárias para adaptar a função de 

verossimilhança ao caso não causal. Primeiramente, Breidt et al. (1991) reconhecem que os 

erros do modelo subjacente devem ser não gaussianos, isto porque, sob erros gaussianos, 

para cada especifi cação de modelo não causal AR haverá sempre uma representação causal 

de densidade espectral equivalente e, consequentemente, com estruturas de autocovariâncias 

também equivalentes. Como a máxima verossimilhança gaussiana baseia-se, para a 

estimação, somente em propriedades de até segunda ordem, nesse caso particular se torna, 

portanto, impossível a distinção entre modelos causais e não causais. Breidt et al. (1991) 

notam, ainda, que reescrever o modelo causal para uma representação não causal envolve 

o abandono da hipótese de independência dos erros. Em uma forma não causal têm-se 

9. É possível a ocorrência de algumas raízes dentro, enquanto outras fora do círculo unitário, gerando 
assim um modelo autorregressivo misto causal-não causal, também conhecido na literatura como mixed 
autoregressive (MAR).
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erros não correlacionados, mas não independentes. Conforme explicita Sahneh (2015a, p. 2, 

tradução nossa):

causalidade é a hipótese padrão na análise de séries temporais, pois sem 
tal hipótese o modelo não é identifi cado por meio do uso de métodos 
econométricos baseados em momentos de segunda ordem. Contudo, no caso 
não gaussiano, as representações causal e não causal são distinguíveis com 
base em cumulantes de ordem mais elevada.

Especifi camente, Breidt et al. (1991) propuseram a densidade de Laplace, mas outras 

distribuições não gaussianas podem ser empregadas. Os autores não apenas desenvolvem 

a metodologia de estimação para modelos AR não causais, como também propõem um 

procedimento de seleção para tais modelos, que pode ser interpretado, em alguma medida, 

como um teste para a não causalidade. A estratégia proposta é estimar o modelo em diversas 

formulações de leads e lags alternativas,10 maximizando a verossimilhança não gaussiana, 

e selecionando a formulação de maior valor de verossimilhança. As simulações de Monte 

Carlo, de acordo com os autores, sugerem que “maximizar a verossimilhança de Laplace pode 

trazer estimativas efi cientes dos parâmetros do modelo” (Breidt et al., 1991, p. 197, tradução 

nossa). A vantagem desse tipo de teste é que, caso se consiga acertar a distribuição dos 

resíduos, é possível especifi car o modelo AR corretamente, todavia, os resultados do teste são 

necessariamente dependentes desse acerto, o que pode não ser facilmente obtido.

Ainda no arcabouço univariado, Lanne e Saikkonen (2011) adaptam a metolodogia 

proposta por Breidt et al. (1991) para a estimação dos parâmetros de um modelo 

autorregressivo não causal de especifi cação ligeiramente distinta. Utilizando a metodologia 

proposta, os autores modelam a dinâmica da infl ação americana, buscando testar o modelo 

básico novo-keynesiano para a Curva de Phillips. Hecq, Issler e Telg (2020) estendem este 

modelo univariado, permitindo a inclusão de regressores exógenos. Utilizando esse novo 

10. Um método alternativo proposto seria empregar um modelo VAR causal habitual e realizar a seleção 
de modelos por meio dos critérios de informação, como Akaike e Schwarz, por exemplo, para determinar 
o valor da soma p entre defasagens e leads. Isto é, se r é o número de defasagens e se s o número de 
leads, p = r + s. Feito isso, tendo se descoberto o valor de p, se testaria todos os valores de defasagens 
e de leads que gerassem o referido valor de p, para descobrir o que gera maior valor de verossimilhança.
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arcabouço, investigam a infl uência da taxa de câmbio e do índice de produção industrial dos 

Estados Unidos sobre uma série de preços de commodities.

Para abrir portas à utilização desses modelos univariados para a construção de previsões, 

Lanne, Luoto e Saikkonen (2012) propõem um método numérico, baseado em simulações, 

para computar previsões pontuais e de densidade para modelos autorregressivos não causais 

univariados. De acordo com alguns experimentos de simulação efetuados por estes autores, o 

uso correto de um modelo não causal pode levar a ganhos substanciais de acurácia preditiva 

relativamente aos modelos puramente causais correspondentes. Para ilustrar e testar os 

resultados do método, os autores conduzem aplicações empíricas à infl ação americana e 

concluem que o poder preditivo dos modelos não causais, quando corretamente utilizados, 

é superior aos convencionais modelos puramente causais.

Para colocar à prova o poder preditivo dos modelos não causais em relação aos modelos 

convencionais puramente causais, Lanne, Nyberg e Saarinen (2011) comparam a performance

preditiva de modelos univariados não causais e modelos autorregressivos convencionais, 

isto é, puramente causais para um conjunto de dados de 170 séries temporais mensais 

americanas, de natureza macroeconômica e fi nanceira. Os modelos não causais apresentam 

performance consistentemente superior à dos modelos causais, tanto em termos de erros 

quadráticos médios quanto em termos de erros absolutos médios. Os autores efetuam ainda 

a comparação para um conjunto alternativo de dezoito séries temporais trimestrais, para o 

qual os ganhos de poder preditivo em decorrência da especifi cação correta dos modelos não 

causais são ainda maiores.

Estendendo para o arcabouço multivariado, Lanne e Saikkonen (2013) propõem as VAR 

não causais e desenvolvem a teoria assintótica de estimação de máxima verossimilhança e 

inferência estatística para esses modelos. Os métodos propostos pelos autores são ilustrados 

por meio de aplicações a dados referentes às taxas de juros americanas. Especifi camente, eles 

consideram a hipótese das expectativas da estrutura a termo das taxas de juros, segundo a 

qual as taxas de juros de longo prazo são uma soma ponderada das taxas de juros de curto 

prazo presentes e futuras esperadas.
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As previsões utilizando modelos VAR não causais surgem, pela primeira vez, em 

Nyberg e Saikkonen (2014), que estendem os métodos de computação de previsões do 

caso univariado (Lanne, Luoto e Saikkonen, 2012) para o caso multivariado. Os autores 

apresentam uma aplicação empírica do método efetuando previsões utilizando um modelo 

VAR não causal bivariado que tem como variáveis a infl ação americana e o custo marginal do 

trabalho. O exercício conclui que o modelo não causal apresenta poder preditivo superior ao 

correspondente modelo convencional puramente causal.

Em relação a testes para a especifi cação não causal, Sahneh (2015a) desenvolve um teste para 

representações de VAR não causais gerados por choques não gaussianos. O teste é baseado em uma 

densidade espectral generalizada11 para verifi car se as inovações de Wold são diferença-Martingale, 

pois o autor provou que as inovações de Wold são diferença-Martingale se, e somente se, o modelo 

for corretamente especifi cado. Sob a hipótese nula, o modelo é corretamente especifi cado e causal, 

portanto, a inferência usual se aplica. Sob a hipótese alternativa, o econometrista terá ajustado um 

modelo incorreto e as inovações Wold não serão diferença-Martingale.

Sahneh (2015a) justifi ca a necessidade desse teste em função de o teste de Breidt et al.

(1991), cujo emprego tornou-se praxe na literatura que o sucedeu, depender de forma crucial 

da escolha arbitrária de qual distribuição não gaussiana será empregada para gerar a função 

de verossimilhança. Se for mal especifi cada, o modelo correto pode não ser selecionado. 

Para  o caso univariado, com exceção do trabalho de Hecq e Sun (2019), que examina 

episódios de hiperinfl ação para um conjunto de países latino-americanos que inclui o Brasil, 

não foram encontradas outras aplicações de modelos não causais para dados do país. Para o 

caso multivariado, nenhuma aplicação foi encontrada.

2.3.2 Não fundamentalidade e testes para 
a não fundamentalidade

Segundo Canova e Sahneh (2018, p. 3, tradução nossa), “a não fundamentalidade ocorre 

quando os valores observados das séries não contêm informação sufi ciente para se recuperar 

o vetor de choques estruturais”. E continuam: “nesse caso, choques obtidos via procedimentos 

11. O teste é uma extensão multivariada do teste espectral generalizado (univariado) de Hong e Lee (2005).
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padrão de identifi cação têm pouca relação com os verdadeiros distúrbios, mesmo quando a 

identifi cação é feita corretamente, tornando as evidências do SVAR não confi áveis” (idem, 

ibidem). Isso decorre do fato de que, diante da não fundamentalidade, a representação do VAR 

na forma MA não é invertível, o que, por sua vez, implica a existência de múltiplas especifi cações 

compatíveis ao mesmo conjunto de dados utilizado. Estas especifi cações, todavia, não podem ser 

distinguidas, não havendo, portanto, forma de garantir que as estimativas obtidas pelo modelo 

estimado sejam, efetivamente, as “corretas” para a especifi cação utilizada. Alessi, Barigozzi e 

Capasso (2008, p. 16, tradução nossa) efetuam uma extensa revisão do fenômeno da não 

fundamentalidade em modelos econométricos estruturais.12 Conforme argumentam:

a teoria econômica atual normalmente assume que todas as variáveis 
macroeconômicas pertencentes a uma dada economia são impulsionadas 
por um pequeno número de choques estruturais. Conforme argumentado 
recentemente, exceto em casos desprezíveis, os choques estruturais podem ser 
recuperados se o conjunto de informações contiver valores atuais e passados de 
um conjunto grande e potencialmente infi nito de variáveis macroeconômicas. 
No entanto, a prática usual de estimar autorregressões vetoriais causais de 
pequeno tamanho pode ser extremamente enganosa, pois em muitos casos 
esses modelos só poderiam recuperar totalmente os choques estruturais se os 
valores futuros das poucas variáveis consideradas fossem observáveis. Em outras 
palavras, os choques estruturais podem ser não fundamentais no que diz respeito 
ao pequeno vetor dimensional usado na prática macroeconômica atual.

Dada a equivalência da não causalidade e da não fundamentalidade no contexto 

covariância-estacionário, torna-se claro, daí, que ao incluírem não apenas lags, mas também 

leads (valores futuros) das variáveis modeladas no sistema, as especifi cações dos modelos 

não causais têm o potencial de corrigir os problemas de especifi cação relacionados à não 

fundamentalidade em modelos VAR convencionais. Todavia, para determinar se a especifi cação 

do modelo não causal é correta, é preciso antes testar os dados.

12. Nós consideramos a revisão de Alessi, Barigozzi e Capasso (2008) a melhor e mais completa revisão 
disponível na literatura sobre o assunto. Desse modo, para maior aprofundamento no fenômeno da não 
fundamentalidade, recomendamos a leitura desse trabalho. Com essa recomendação, oferecemos maior 
enfoque, nesta revisão, à literatura relativa aos testes de não fundamentalidade, com os estudos de Killian 
e Lutkehpohl (2016), Lippi e Reichlin (1993b) e Beaudry et al. (2019). 
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A presença da não fundamentalidade pode ser detectada por intermédio de dois testes 

principais. Importante ressaltar que um dos componentes que distingue os testes de não 

causalidade dos de não fundamentalidade a seguir descritos reside na hipótese de os 

resíduos do modelo VAR serem ou não gaussianos. Os testes de não fundamentalidade, ao 

contrário dos de não causalidade, podem assumir que os erros sejam gaussianos.

Um dos primeiros testes foi proposto por Giannone e Rechlin (2006) e aperfeiçoado 

por Forni e Gambetti (2014), baseado na ideia de que, sob fundamentalidade, informações 

externas não deveriam causar variáveis do VAR no sentido de Granger. A ideia é que, se os 

dados da amostra do VAR são sufi cientes para causar, no sentido de Granger, as variáveis do 

sistema, sem que variáveis exógenas do modelo sejam necessárias, o modelo é fundamental. 

Logo, um modelo VAR que contenha informação sufi ciente para estimar seus parâmetros é 

fundamental. Assim, a ideia de Giannone e Rechlin (2006) seria testar se um dado sistema 

terá suas variáveis causadas, no sentido de Granger, por outras variáveis exógenas  ao 

sistema  original. Em caso positivo, ele seria não fundamental, pois se variáveis externas 

ao modelo acrescentam informação relevante, a informação original não era sufi ciente e se 

incorria em um viés de variável omitida.

Forni, Gambetti e Sala (2014) testaram diversos SVAR de pequena escala para estimação de 

efeitos de choques na produtividade total dos fatores sobre variáveis macroeconômicas. O teste 

foi realizado com base no modelo de teste proposto por Forni e Gambetti (2014). Os resultados 

empíricos levaram à conclusão de que todos seriam, na verdade, não fundamentais, padecendo 

de informação insufi ciente, exceto a formulação de Barsky e Sims (2011 apud Forni, Gambetti 

e Sala, 2014).

Leeper, Walker e Yang (2011, 2013), para avaliar a existência de não fundamentalidade 

no modelo de Blanchard e Perotti (2002), empregam um teste para condições necessárias 

para fundamentalidade, mas não sufi cientes (Leeper, Walker e Yang, 2011). Esse tipo de teste 

fora discutido em Forni e Gambetti (2011) e os próprios autores de Leeper, Walker e Yang 

(2011) reconheceram que se tratava de um teste apenas parcial. Os autores justifi caram sua 

escolha devido ao fato de os testes sufi cientes, como o de Forni e Gambetti (2014), serem 

condicionais a um segundo conjunto de dados, dos quais se extraem fatores comuns. Leeper, 
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Walker e Yang (2013, p. 29, tradução nossa) argumentam que “sua condição de sufi ciência, 

contudo, nunca será satisfeita em VAR médios-pequenos que têm sido usados para se extrair 

choques economicamente interpretáveis”.

Canova e Sahneh (2018, p. 3, tradução nossa) identifi caram no teste de Forni e Gambetti 

(2014) o que chamaram de “o fenômeno da não fundamentalidade espúria”, que consiste no 

fato de os testes até então existentes – incluindo aí o de Forni e Gambetti (2018, p. 3, tradução 

nossa) – serem “enganosos”. Isso teria ocorrido devido à “maldição da dimensionalidade”.13

Assim, esses autores propuseram um novo teste para detectar a não fundamentalidade, que 

seria robusto à agregação e a problemas de não observância de dados. Esse teste “explora o 

fato de que se o modelo for não fundamental, choques futuros preveem um vetor de variáveis 

excluídas do VAR” (idem, ibidem). O teste proposto foi batizado de Teste CH e supostamente 

é capaz de eliminar o problema da “não fundamentalidade espúria”.

Sahneh (2015b; 2016) construiu novos testes de não fundamentalidade baseados no 

fato de que as inovações de Wold são imprevisíveis se, e somente se, o modelo é fundamental, 

e emprega testes baseados na densidade espectral generalizada para checar se essas 

inovações são ou não previsíveis. Dessa linha de pesquisa, foram derivados dois testes de 

fundamentalidade: Sahneh (2016) e Sahneh (2015b). O segundo supõe normalidade dos erros, 

enquanto o primeiro, muito similar ao teste de Sahneh (2015) para causalidade, supõe uma 

distribuição não gaussiana. O artigo mais recente faz um teste para dados norte-americanos 

usando o modelo de Blanchard e Quah (1989), um VAR bivariado composto por desemprego 

13. Em estudos com pequeno número de variáveis, pode ocorrer um número de fontes primitivas de 
choques, os quais possam perturbar a economia, muito maior que o número de variáveis, o que Forni, 
Gambetti e Sala (2018) chamam de sistema retangular. Portanto, como o modelo somente pode recuperar 
um número de choques equivalente ao número de variáveis incluídas, os choques estimados são, na 
verdade, combinações lineares dos choques primitivos originais. Assim, as variáveis do VAR poderão ser 
preditas por outras variáveis que contenham informação sobre o choque primitivo, independentemente 
de o VAR ser fundamental para o conjunto de variáveis estimado ou não. O mesmo vale para variáveis 
agregadas, as quais, de um modelo específi co, podem ser causadas no sentido de Granger por uma 
variável que seja componente de uma das referidas variáveis agregadas.
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e renda dos Estados Unidos, no período que vai do primeiro trimestre de 1948 ao quarto de 

2010.14 O teste rejeitou a hipótese nula de fundamentalidade para a referida amostra.

Como já mencionado, Forni, Gambetti e Sala (2018) responderam ao artigo de Canova e 

Sahneh (2018), por meio da execução de nova simulação de Monte Carlo, comparando o teste 

de Forni e Gambetti (2014), baseado na causalidade de Granger, com o teste CH, que, por sua 

vez emprega uma versão de Geweke, Meese e Dent (1983 apud Forni, Gambetti e Sala, 2018) 

do teste de Sims (1972). Argumentam que os dois testes são muito parecidos e se baseiam 

em princípios similares, mas com formulações diferentes,15 que deveriam ser assintoticamente 

equivalentes, ainda que possa haver diferenças para amostras fi nitas. Seus resultados sugerem 

que ambos os testes são assintoticamente equivalentes e que “apresentam desempenho 

notável” (Forni, Gambetti e Sala, 2018, p. 1) para detectar não fundamentalidade. Além disso, 

argumentam pela inexistência do modelo agregado estrutural, mencionado em Canova e 

Sahneh (2018).

No âmbito da literatura nacional, até este momento, o único trabalho que parece ter 

abordado o problema da não fundamentalidade em dados fi scais foi o trabalho de Vonbun 

e Lima (2020). Nele, os autores identifi caram a presença de não fundamentalidade no 

conjunto de dados fi scais considerado representativo das aplicações de modelos VAR fi scais 

no Brasil. Não obstante, ainda que tenham diagnosticado o problema, não foi obtido êxito em 

tratá-lo, pois a introdução de variáveis adicionais ao modelo não foi sufi ciente para resolver 

o problema informacional verifi cado. Caberá a este trabalho avançar com um passo adicional 

nesse sentido.

Efetuada a revisão, pode-se concluir que o estado atual da literatura oferece 

tanto uma alternativa metodológica com potencial de amenizar o problema da não 

fundamentalidade (quando, em particular, se apresenta na forma da não causalidade) quanto 

14. Sendo uma extensão da amostra do artigo original, que ia do primeiro trimestre de 1948 ao quarto 
de 1989.
15. Enquanto o teste de Forni, Gambetti e Sala (2018) se baseia em um teste de causalidade de Granger 
dos fatores comuns defasados, obtidos de uma amostra grande de dados secundários para com as 
variáveis do modelo sob júdice, o teste CH avalia se os erros de um VAR em que, em uma regressão, se 
testa se os coefi cientes dos leads desses resíduos são estatisticamente conjuntamente correlacionados 
aos fatores dos dados secundários.
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formas de detectá-la. É natural que surja, agora, no âmbito fi scal, a pergunta: até que ponto 

a literatura considerou e tratou tais problemas?

 2.4 Artigos fi scais que consideram os problemas da não 
causalidade e da não fundamentalidade

Poucos artigos consideraram os problemas da não causalidade e da não fundamentalidade 

em estudos fi scais, sendo o único encontrado para o Brasil o de Vonbun e Lima (2020). 

Mertens e Ravn (2010) buscaram avaliar os impactos da política fi scal nos Estados Unidos, 

considerando que, muitas vezes, essas políticas são antecipadas. Trata-se do problema da 

antecipação fi scal. A ideia é que, após os anúncios de política fi scal, os agentes formam 

expectativas que antecipam seus efeitos antes mesmo de suas efetivas implementações, 

acarretando assim, possivelmente, o problema da não fundamentalidade. Para lidar com o 

problema, os autores partem da solução empregada nos modelos SVAR propostos por Lippi 

e Reichlin (1993b) para analisar as funções impulso-resposta sob não fundamentalidade 

usando a matriz Blaschke.

Para discriminar entre os choques antecipados e não antecipados de política fi scal e 

os demais choques estruturais, eles focam em mudanças permanentes nos gastos públicos, 

considerando que os impactos da política fi scal no longo prazo são independentes do fato de 

serem antecipados ou não. Assim, especifi cam um modelo vetorial de correção de erros (vector 

error corrections – VEC), para considerar curto e longo prazos, que emprega a matriz Blaschke, 

apelidando-o de VEC-BM. A identifi cação desse modelo requer que alguns parâmetros sejam 

previamente conhecidos, notadamente o que chamam de taxa de antecipação e o número 

de defasagens (lags) entre o anúncio da política e sua implementação. A taxa de antecipação 

mede a taxa na qual os agentes racionais estão dispostos a descontar inovações futuras e é 

uma entrada fundamental para a matriz Blaschke. Sua estimação é possível por SVAR, mas 

pode haver problemas que a inviabilizam. Uma das soluções que adotaram foi pré-calibrá-la, 

todavia, a teoria e os resultados empíricos têm divergido acerca da magnitude dessa variável. 

A teoria propõe que seu valor seja alto, enquanto os resultados empíricos por eles avaliados, 

que ela seja bastante baixa.
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Por meio de um modelo RBC, fi zeram simulações de Monte Carlo para avaliar o modelo. Seus 

resultados dependem fortemente da referida taxa de antecipação, que determina o desconto 

dos anúncios. Quando os anúncios são pouco importantes, tanto o VEC quando o VEC-BM são 

bons estimadores dos efeitos dos choques, independente da taxa de antecipação, segundo 

os autores. Quando a taxa de antecipação é baixa e os choques antecipados relativamente 

importantes, as estimativas por VEC são severamente viesadas, mas, segundo os autores, 

nessas circunstâncias, o VEC-BM é muito acurado. Contudo, quando a taxa de antecipação é 

alta e os choques importantes, ambos os procedimentos, VEC e VEC-BM, são substancialmente 

viesados no que tange a choques não antecipados em pequenas amostras.

Seus resultados empíricos para os Estados Unidos mostram efeitos positivos de 

um choque permanente nos gastos do governo sobre o produto e o consumo quando o 

aumento é não inesperado. Entretanto, obtêm efeitos menos intensos, ainda que positivos, 

no produto e no consumo quando o choque é antecipado. A diferença é que os efeitos sobre 

os gastos do governo no segundo caso parecem permanentes, ao contrário do primeiro. Seus 

resultados também dão suporte à ideia de que o timing não é responsável pela resposta 

positiva do consumo a um choque de gastos, como sugerido por Ramey (2011). Os autores 

reconheceram as difi culdades no que tange à defi nição dos valores da taxa de antecipação, à 

luz das consequências destes, sob certas circunstâncias, sobre o potencial viés de estimação. 

Além  disso, a metodologia forçou os autores a se concentrarem em estimar elevações 

permanentes nos gastos, o que limita a análise.

Leeper, Walker e Yang (2011), após detectarem a não fundamentalidade, recorreram ao 

uso de uma variável proxy para corrigir o conjunto de dados em sua estimação dos efeitos de 

elevações de impostos nos Estados Unidos. Empregando o spread entre os títulos públicos 

estaduais e municipais em relação aos títulos federais, conseguiram uma variável que tem seu 

valor alterado com base nas expectativas de elevações de impostos, portanto, supostamente 

conseguiram suprir a falta de informação. Também usaram o já mencionado teste de condições 

necessárias para identifi car a não fundamentalidade e para medir se sua solução conseguiu 

contornar o problema. As conclusões, contudo, estão sujeitas a serem testadas por testes 

mais sofi sticados, como o teste de sufi ciência de Forni e Gambetti (2014), ou o Teste CH, 

supostamente mais robusto à não fundamentalidade espúria.
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Caggiano et al. (2015) estudaram os multiplicadores para os Estados Unidos, fazendo um 

modelo vetorial autorregressivo com transição suave (smooth transition vector autoregressive – 

STVAR) baseado em Auerbach e Gorodnichenko (2010), contudo, tornando endógena a 

mudança de regime, considerando a não causalidade por meio de uma variável que capta 

as expectativas acerca de gastos fi scais e também empregando as funções impulso-resposta 

generalizadas (GIRF), ainda que empreguem a decomposição de Cholesky para identifi car 

o STVAR.16 Obtiveram que os multiplicadores aumentam em recessões e se reduzem em 

expansões extremas, mas que estatisticamente não crescem em recessões nem se reduzem 

em expansões consideradas normais.

Beaudry et al. (2019) realizam o teste de não fundamentalidade proposto por Forni e 

Gambetti (2014), com dados dos Estados Unidos.17 Os autores realizam uma simulação de 

Monte Carlo para um modelo simples de choques tecnológicos da árvore de Lucas para avaliar 

o viés que a não fundamentalidade pode impor às estimativas de um SVAR padrão. O objetivo 

foi estudar se a não fundamentalidade é quantitativamente relevante para viesar ou não 

pesquisas aplicadas. Os autores ilustram uma situação em que a não fundamentalidade gera 

apenas um viés pequeno nas estimativas, e que o teste de Forni e Gambetti (2014) detecta a 

não fundamentalidade mesmo quando o viés é quantitativamente pequeno. Além disso, tratam 

da questão da identifi cação do choque de notícias, concluindo que a não fundamentalidade 

não é um problema sério na identifi cação de choques tecnológicos e, ainda, que não há 

uma defi nição de como usar um SVAR para identifi car os efeitos de notícias. Mesmo assim, 

perceberam que, especifi camente, quando o coefi ciente de desconto intertemporal é maior, 

o problema de não fundamentalidade é menos severo, “já que os agentes reagem mais 

fortemente aos choques de notícias” (Beaudry et al., 2019, p. 5, tradução nossa), pois põem 

mais peso nas expectativas associadas ao choque de notícias.18

16. Importante notar que as GIRF são suscetíveis a críticas, por estarem sujeitas a hipóteses extremas 
que podem acarretar importantes vieses, não sendo um instrumento adequado para estimação, apenas 
previsão (Hyeongwoo, 2009).
17. Os autores empregam dados de horas trabalhadas, consumo, investimento, produtividade total dos 
fatores e preços de ações do S&P 500.
18. Trata-se do coefi ciente de desconto intertemporal β“ usual em modelos RBC e DSGE. Trata-se de 

medida inversamente proporcional à da taxa de desconto intertemporal, do tipo: , onde α é a 
taxa de desconto intertemporal.
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Finalmente, é válido ressaltar que os artigos levantados na subseção 2.3.1 podem ser 

também considerados textos que consideram a não fundamentalidade, uma vez que, conforme 

já ressaltado, a não causalidade é um caso particular de não fundamentalidade. Ainda que, 

no estado atual da literatura, os modelos não causais não estejam munidos da possibilidade 

da efetuação de análises estruturais, já que ainda não é possível identifi cá-los, o próprio 

procedimento de seleção entre modelos causais e não causais, bem como os resultados da 

estimação dos modelos não causais, podem servir como evidências da não fundamentalidade. 

Ademais, os resultados da literatura indicam que os modelos não causais apresentam, 

consistentemente, melhores previsões que os modelos autorregressivos tradicionais, o que 

também pode ser entendido como evidência a favor da importância da consideração da não 

fundamentalidade. Os resultados das aplicações dos modelos não causais, amplamente citados, 

podem ser entendidos, portanto, como evidências de ocorrência de não fundamentalidade.

Pode-se concluir, assim, que boa parte da literatura apresenta evidências de que a 

consideração dos problemas da não fundamentalidade e da não causalidade são de notória 

importância. Ainda que tais problemas tenham sido abordados e alternativas de tratamento 

tenham sido oferecidas no contexto da literatura internacional, permanece na literatura 

brasileira uma evidente lacuna nesse sentido, por mais que o problema já tenha sido 

indiretamente identifi cado – por exemplo, em Cavalcanti e Silva (2010) – e autores brasileiros 

tenham trabalhado em desenvolvimentos metodológicos de modelos a eles relacionados 

(Hecq, Issler e Telg, 2020).

Este trabalho se insere na literatura com o objetivo de oferecer um singelo primeiro passo 

na direção da consideração destes problemas para o Brasil. As contribuições a serem aqui 

oferecidas poderão ser resumidas em quatro pilares: i) a introdução conceitual dos problemas 

de não fundamentalidade e não causalidade; ii) a relação destes problemas com a teoria fi scal; 

iii) a verifi cação destes problemas no contexto dos dados fi scais brasileiros; e iv) uma primeira 

tentativa de tratá-los utilizando uma das alternativas atualmente disponíveis na literatura, a 

saber, os modelos VAR não causais.
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  3 NÃO FUNDAMENTALIDADE E NÃO CAUSALIDADE

3.1 O problema da não fundamentalidade

O problema da não fundamentalidade é defi nido pela não invertibilidade do componente 

de médias móveis da versão MA do modelo VAR. A não fundamentalidade é um fenômeno 

análogo à não causalidade,19 mas na versão MA dos modelos autorregressivos.

A não fundamentalidade gera a possibilidade de ocorrência de diversos vetores 

de coefi cientes do componente MA compatíveis com os dados. Assim, pode ocorrer o 

aparecimento de vieses em qualquer direção ou intensidade. Esse problema pode derivar 

da especifi cação do modelo, bem como de uma incompletude informacional, o que remete 

ao papel das expectativas não observáveis, pois esses componentes não invertíveis são 

compatíveis com observações futuras. Esse fenômeno expõe o modelo a possíveis ocorrências 

de vieses, em diferentes direções ou intensidades. Isso ocorre pois, uma vez que essas diferentes 

especifi cações não podem ser distinguidas, não se pode garantir que a especifi cação utilizada 

para obter as estimativas do modelo seja, efetivamente, a “correta” para a descrição do 

fenômeno estudado. Esse problema pode derivar tanto da especifi cação do modelo, quanto 

da incompletude informacional do conjunto de dados utilizado – o que remete ao papel das 

expectativas não observáveis, uma vez que esses componentes não invertíveis são compatíveis 

com observações futuras.

Em muitas situações, o papel das expectativas é crucial na determinação do comportamento 

das variáveis econômicas. A infl uência das expectativas pode ser entendida como uma forma 

de antecipação do futuro para a determinação do presente. Na ausência da consideração 

dessa infl uência, as estimativas dos modelos econômicos podem carecer de confi abilidade. 

O impasse surge, naturalmente, pelo óbvio fato de que os econometristas não dispõem de 

observações futuras das variáveis econômica: assim, são obrigados a recorrer a expectativas 

relevantes para a determinação dessas variáveis. No entanto, por serem quase sempre não 

observáveis ou quantifi cáveis, o econometrista costuma, muitas vezes, não dispor de medidas 

19. A não causalidade é defi nida na subseção 3.2 e se refere à ocorrência de raízes da matriz de coefi cientes 
do VAR recaindo fora do círculo unitário, na própria versão autorregressiva do VAR.
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para essas expectativa, e isso acarreta uma assimetria entre a informação à sua disposição 

e a informação à disposição dos agentes econômicos na economia real. Essa assimetria, por 

sua vez, pode trazer ao modelo a ocorrência da não fundamentalidade e da não causalidade, 

ainda que existam outras fontes possíveis para estes problemas. Conforme a defi nição de 

Canova e Sahneh (2018, p. 3, tradução nossa):

a não fundamentalidade ocorre quando os valores observados das séries não 
contêm informação sufi ciente para se recuperar o vetor de choques estruturais. 
(...) Nesse caso, choques obtidos via procedimentos padrão de identifi cação têm 
pouca relação com os verdadeiros distúrbios, mesmo quando a identifi cação é 
feita corretamente, tornando as evidências do SVAR não confi áveis.

O problema da não fundamentalidade pode existir por mais de um motivo, como erros de 

especifi cação, não linearidades e outros, o que será discutido mais adiante (Canova e Sahneh, 

2018; Vonbun e Lima, 2019), mas está fortemente – ainda que não somente – associada 

às consequências dos efeitos das expectativas ou das informações que geram expectativas 

sobre a ação dos agentes que infl uenciam as variáveis macroeconômicas. Segue, portanto, a 

defi nição formal de não fundamentalidade, como exposta por Kilian e Lütkepohl (2016), com 

pequenas mudanças textuais e considerações adicionais. A defi nição clássica de um modelo 

VAR, como aproximação de um processo gerador de dados é:

Θ (L) xt = ut (1)

Onde ut é o erro de previsão um passo à frente, baseado na informação passada 

{xt - 1, xt - 2, …}, e Θ (L) = Φ (L)-1, obtida por meio do modelo linear em questão.

Uma representação MA do VAR é conhecida como uma representação fundamental. 

Um VAR(p) fundamental deve ter uma representação (do processo xt , K-dimensional):

xt = Φ (L) ut (2)

Onde t ∈ z. Portanto, um VAR fundamental tem uma única representação MA, da 

equação  (2). “Entretanto, é concebível que os choques do processo MA representativo do 
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processo gerador de dados não coincidam com os erros de previsão de um determinado processo 

VAR” (Kilian e Lütkepohl, 2016, p. 590, tradução nossa) Assim, a representação MA do 

processo gerador de dados pode ser:

xt = Φ* (L) ut
*   (3)

Onde ut
* não é o erro de previsão linear baseado em {xt - 1, xt - 2, …}. Temos, então, duas 

representações MA distintas de uma mesma série de dados e não é possível recuperar os 

coefi cientes da primeira por intermédio dos choques da segunda, muito menos os choques 

da segunda por intermédio dos coefi cientes da primeira. Todavia, os momentos de primeira e 

segunda ordem de ambas as representações são os mesmos (Kilian e Lütkepohl, 2016).

Portanto, por meio dos coefi cientes de Φ*(L) não será possível recuperar as funções 

impulso-resposta dos erros de previsão ut. Como a representação MA é relevante para a 

análise de impulso-reposta, as funções impulso-resposta de um MA não fundamental podem 

ser consideravelmente diferentes das de uma representação fundamental. Considere, então, a 

formulação (2), onde ut ~ (0, Σu ) é um processo de ruído branco M-dimensional com média 

zero e matriz de covariância Σu invariante no tempo e não singular, com erros serialmente 

não correlacionados, em que é permitido que a dimensão do processo de ruído branco seja 

diferente da dimensão de xt, e considere o operador:

 

Φ(𝐿𝐿𝐿𝐿) = �Φ𝑖𝑖𝑖𝑖

∞

𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖    (4)

O operador, portanto, é uma matriz K × M de série potência (power series) matricial 

potencialmente de ordem infi nita no operador de defasagem L, com matrizes de coefi cientes 

absolutamente somáveis Φi , o que admite representações VAR e VARMA.
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Seja o espaço de Hilbert20 L2 (Ω, F, P), baseado no espaço de probabilidade (Ω, F, P), 

em que Ω é o espaço amostral; F é o sigma-álgebra21 descrevendo todos os eventos possíveis 

e P a medida de probabilidade. Suponha que todas as variáveis aleatórias de interesse 

pertençam a esse espaço. Além disso, considere que Ht 

x seja o subespaço de L2 (Ω, F, P) 

gerado por {xt - 1, xt - 2, …} e Ht

 u o sub-espaço de L2 (Ω, F, P) gerado por {ut - 1, ut - 2, …}, 

então, se ut é o erro de previsão um período a frente associado ao modelo linear ótimo de 

previsão, obtemos a defi nição a seguir.

Defi nição 1, baseada em Kilian e Lütkepohl (2016, p. 592): o processo ut é xt-fundamental 

se Ht

 x = Ht

 u ∀t ∈ Z. O processo é não fundamental se Ht

 x ⊂ Ht

 u ∧ Ht

 x ≠ Ht

 u para algum 

t ∈ Z. A defi nição de Kilian e Lütkepohl implica que a representação MA tenha representação 

explosiva, quando o polinômio característico estiver em potências positivas do operador de 

defasagens. Assim, a defi nição textual de Kilian e Lütkepohl (2016, p. 577, tradução nossa) é: 

“a representação MA é fundamental se o erro de previsão de um passo à frente, associado à 

previsão linear ótima, ut, depender (apenas) de xt defasados”. Logo, o erro não fundamental 

não depende (apenas) de xt defasado, de forma linear.

Se M ≤ K, Forni et al. (2009) observam que ut é fundamental se o posto de Φ(z) é igual a 

M para todo z no círculo unitário complexo.22 Se M = K 23 e se todas as raízes do determinante 

de Φ(z) estiverem fora do círculo unitário, a equação (2) é uma representação fundamental 

que pode ser invertida para obter uma representação autorregressiva do VAR em função de xt

defasados, possivelmente de ordem infi nita. Portanto, o erro de predição é um passo adiante, 

associado à previsão linear ótima de xt, baseado em Ht  -

x

1.

20. Espaço de Hilbert é um espaço métrico, real ou complexo, completo com relação à função distância 
induzida pelo produto interno.
21. A sigma-álgebra se trata de uma coleção de subconjuntos do conjunto de interesse, incluindo 
o conjunto vazio, sendo fechada para operações contáveis de união, interseção e complemento 
do conjunto de interesse e de seus subconjuntos. Com o conjunto de interesse, a sigma-álgebra forma o 
espaço mensurável.
22. Kilian e Lütkepohl (2016) observam que Forni et al. (2009) empregaram resultados de Rozanov (1967 
apud Kilian e Lütkepohl, 2016) para chegarem a essa conclusão.
23. Lembrando que M se refere ao número de choques e K o de variáveis do VAR. À condição M = K, Forni, 
Gambetti e Sala (2018) se referem como um sistema “quadrado”, em oposição a um “retangular”, no 
qual essa condição não se verifi ca.
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Ainda de acordo com Kilian e Lütkepohl (2016), a identifi cação do problema remonta a 

Hansen e Sargent (1980), que associaram o problema da não fundamentalidade a um componente 

MA não invertível. Isso signifi ca que o MA não pode ser representado por um VAR, nem mesmo 

como aproximação. Se o processo gerador de dados tem um componente MA, a representação 

VAR somente é adequada sob certas condições, no caso, se ocorrer a invertibilidade do MA 

(Alessi, Barigozzi e Carpasso, 2008). Nesse caso, a invertibilidade do componente de médias 

móveis é condição necessária para o emprego correto dos modelos VAR/SVAR tradicionais, caso 

contrário, nos deparamos com o problema da não fundamentalidade.

A relação entre a sufi ciência do conjunto de informação para a estimação do 

VAR e a invertibilidade da representação MA do VAR (considerando-se as potências 

positivas do operador  de defasagens) é estrita, de modo que também é possível defi nir 

a não fundamentalidade  com base nessa condição. Uma defi nição alternativa para a 

não fundamentalidade pode ser encontrada em Alessi, Barigozzi e Capasso (2008), 

transcrita a seguir.

Defi nição 1A (fundamentalidade em sistemas “quadrados”):24 dado um processo vetorial 

covariância estacionário xt, a representação xt = Φ(L) ut é fundamental se: i) ut é um vetor 

de ruído branco; ii) Φ(L) não tem polos de módulo menores ou iguais à unidade, isto é, não 

tem polos dentro do círculo unitário; e iii) det Φ(z) não tem raízes com módulo menor que a 

unidade, isto é, todas as raízes estão fora do círculo unitário se, e somente se, det Φ(z) ≠ 0, 

∀z ∈ C; |z| < 1.

Mais especifi camente, é fundamental se a sua representação MA relevante contém um 

polinômio com potências positivas do operador de defasagens e é invertível. Assim, um sistema 

não fundamental tem sua representação MA dependendo funcionalmente de choques futuros. 

Naturalmente, essa dependência não decorre de uma causalidade de um acontecimento 

futuro para um passado, mas é fruto da confi guração que resta ao MA. É crível que alguma 

variável não observada no presente esteja em ação e impactando as variáveis de interesse.

24. Sistemas “quadrados” são os que têm o mesmo número de choques estruturais que o número 
de variáveis.
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Temos, portanto, como ponto nevrálgico da não fundamentalidade a incapacidade do 

econometrista em observar toda a informação possuída pelos agentes, o que, naturalmente, 

na grande maioria das vezes, remete ao papel das expectativas, que podem incluir informações 

exógenas ao modelo em questão. “Assim, os erros de previsão que governam o processo 

gerador de dados não podem ser igualados às inovações da forma reduzida do VAR montado 

pelo econometrista” (Kilian e Lütkepohl, 2016, p. 591, tradução nossa).

Em termos pragmáticos, enquanto os agentes econômicos observam tanto os fundamentos 

quanto as expectativas (suas e do mercado) e tomam decisões considerando todo esse 

conjunto de informações, o econometrista, que se utiliza de registros de séries temporais 

para estimar os efeitos de uma determinada política, raramente dispõe de uma série histórica 

confi ável de expectativas dos agentes. Assim, os conjuntos de informações do econometrista 

e dos agentes diferem, ainda que a variável omitida em questão não seja, obrigatoriamente, 

uma expectativa ou um componente expectacional.

Contudo, há de se ressaltar que a não fundamentalidade pode também estar relacionada 

à disposição da equação de estimação ou a não linearidades observadas no mundo real, que 

determinados modelos VAR, notadamente os de pequena dimensão, não estão equipados 

para lidar. Há exemplos desses casos em Leeper, Walker e Yang (2011) e em Canova e Sahneh 

(2018), alguns dos quais serão discutidos na subseção 3.3. Importante também notar que, 

conforme observado por Kilian e Lütkepohl (2016, p. 596, tradução nossa), a fundamentalidade 

não se refere ao processo verdadeiro, mas à sua representação:

o processo é sempre fundamental, no sentido em que admite uma representação 
fundamental, pelo menos quando se considera a processos gaussianos, ou se 
apenas primeiro e segundos momentos forem de interesse.

Nesta seção nós introduzimos formalmente o problema da não fundamentalidade e 

enfatizamos especialmente a ideia de que, ainda que o problema não esteja exclusivamente 

relacionado à infl uência das expectativas nos processos econômicos, está a ela muito 

proximamente relacionado. Essa causa particular da não fundamentalidade, em que o 

conjunto de informações do econometrista diverge daquele dos agentes reais da economia 
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por intermédio da insufi ciência de informações relativas ao futuro das variáveis, isto é, das 

expectativas, recebe o nome de não causalidade.

  3.2 O problema da não causalidade

A defi nição formal de Sahneh (2015) de um VAR não causal é descrita nesta subseção, 

com a notação levemente alterada. Seja {xt } uma solução estacionária d-dimensional de um 

modelo VAR, que satisfaça a equação de diferenças:

Θ(L) xt = ξt (5)

Onde ξt é um processo não gaussiano e Θ(L) = Id - Θ1 L - … - Θp Lp é o polinômio 

autorregressivo, onde Id é a matriz identidade d × d, Θi ≠ 0 para i = 1, …, p e L é o 

operador de defasagem. É possível fatorar, por meio da decomposição de Wold, o polinômio 

autorregressivo em:

Θ(z) = Θ†(z) Θ*(z) (6)

Em que:

 

Θ† (z) = � (1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑧𝑧𝑧𝑧), |𝑏𝑏𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖| > 1
1≤𝑖𝑖𝑖𝑖≤𝑟𝑟𝑟𝑟

  (7)

 

Θ∗(𝑧𝑧𝑧𝑧) = � (1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑧𝑧𝑧𝑧), |𝑏𝑏𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖| < 1
1<𝑖𝑖𝑖𝑖≤𝑝𝑝𝑝𝑝

  (8)

Em que, por sua vez, Θ*(z) = 1 se r = p e bi são as raízes do polinômio característico 

da representação acima. O processo VAR defi nido na equação (5) pode ser entendido como 

causal se, e somente se, todas as raízes de Θ(z) estiverem fora do círculo unitário no plano 

complexo. O subscrit r o denota o número de raízes fora do círculo unitário (que gerará o 

número de defasagens) e s = p - r o número de raízes dentro do círculo unitário (que gerará 

o número de leads), exceto, naturalmente, quando r = p, logo, não haverá leads e o modelo 

é causal. Portanto, logicamente, p é a soma das defasagens e leads: p = r + s. Um VAR misto, 

com componente causal e não causal, portanto, será convencionado chamar VAR (r, s), onde s
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se refere às raízes dentro do círculo unitário. Convenciona-se chamar de VAR (p) o que possui 

apenas raízes fora do círculo unitário.

Defi nição 2 (VAR causal e não causal): um VAR defi nido pela equação (5) é dito causal 

se, e somente se, todas as raízes de Θ(z) estiverem fora do círculo unitário no plano complexo, 

isto é, se r = p. Havendo alguma raiz de Θ(z) dentro do círculo unitário, dizemos que o modelo 

VAR é não causal (Brockwell e Davis, 1991 apud Sahneh, 2016). Convenciona-se que um VAR 

puramente não causal é um VAR(s), um VAR puramente causal é um VAR(r) ou VAR(p) e um 

com ambos os componentes (defasagens e leads) é um VAR(r, s).

No caso da não causalidade, há uma dependência funcional de ut com relação a yt futuros 

na forma autorregressiva, o que obviamente não signifi ca que fatos ainda não efetivamente 

ocorridos determinem o presente. Trata-se de uma consequência técnica, pois as raízes de 

Θ(z) que estão dentro do círculo unitário no plano complexo – equações (5) a (8) – só 

podem estar associadas a leads (operadores defasagem de potência negativa) de um modelo 

VAR não causal, conforme proposto por Lanne e Saikkonen (2013). A consideração dos 

leads é, tecnicamente, o único meio matemático que resta para a recuperação dos choques 

não fundamentais. Quando interpretados à luz da teoria econômica, os valores futuros das 

variáveis podem ser entendidos como abstrações ideais do conceito de expectativas.

Portanto, temos que em um VAR na formulação causal não há a possibilidade de inclusão 

de choques futuros sob a forma de leads. Nesse caso, não há espaço para a consideração de 

que apenas as defasagens não sejam sufi cientes para a estimação, o que consiste em um 

erro de especifi cação. Um VAR não causal admite a insufi ciência informacional e permite uma 

compensação parcial, ainda que seja incapaz de, per se, completar o conjunto de informação 

com a parte faltante.

Importante ressaltar que somente é possível detectar a não causalidade sob a presença 

de não gaussianidade (Sahneh, 2015a; Breidt et al., 1991). Este aspecto será tratado em 

maior profundidade em seções futuras. Essa mesma limitação, no entanto, não se aplica à 

não fundamentalidade. Introduzidos formalmente os conceitos da não fundamentalidade e 

da não causalidade, prosseguimos agora para um estudo mais aprofundado de suas causas.
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 3.3 Razões para os problemas da não fundamentalidade e da 
não causalidade25

Como apontado por Canova e Sahneh (2018), o problema da não fundamentalidade, 

ainda que associado à omissão de variáveis futuras, tem outras causas possíveis. Importante 

notar que, em um contexto de variáveis covariância-estacionárias, não causalidade e não 

fundamentalidade são conceitos equivalentes – o que não ocorre sem essa hipótese – e as 

causas e consequências de um se igualam às do outro.

A não fundamentalidade, que, no contexto covariância-estacionário, consiste na 

ocorrência de componente MA não invertível para potências positivas do operador de 

defasagens, pode ser intrínseca a um modelo econômico ou a um processo de otimização. 

Além disso, pode decorrer também de problemas de não observância de variáveis endógenas, 

de não linearidades características de determinados modelos ou, fi nalmente, de seleções 

particulares de variáveis que possam induzir ao fenômeno. Canova e Sahneh (2018) elaboram 

um exemplo para cada uma dessas causas possíveis da não fundamentalidade, transcritos 

na sequência. O  primeiro exemplo, de Canova e Sahneh (2018), se refere aos processos 

intrinsecamente não causais e não fundamentais.

Exemplo 1: suponha que o processo gerador de dividendos seja o que segue.

dt = et - θet - 1,   θ < 0 (9)

Onde dt são os dividendos pagos no período t; et e et - 1 são observações de um processo 

de ruído branco, nos períodos t e t - 1, respectivamente e θ o coefi ciente de um modelo MA. 

Agora, suponha que os preços das ações sejam dados pelos dividendos futuros descontados:

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑡𝑡𝑡𝑡 ��𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡+𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑗𝑗𝑗𝑗

�  (10)

25. Esta subseção é transcrita de Vonbun e Lima (2020), que, por sua vez, advém de Leeper, Walker e 
Yang (2011; 2013).
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Onde pt é o preço da ação no período t; Et é o operador de expectativas para o período 

t; β ≥ 0 é o fator de desconto (não negativo) das variáveis futuras e dt + j o dividendo acima 

referido, j períodos à frente. Então, o valor de equilíbrio de pt em termos de et e de et - 1 é 

dado por:

pt = (1 - βθ) et - θet - 1 (11)

Assim, apesar de o processo de dividendos ser fundamental, o processo para os preços das 

ações é não fundamental se . Esse será o caso quando , contradizendo 

a hipótese de θ < 0.

O segundo exemplo dos autores se refere ao caso da não observância de 

variáveis endógenas.

Exemplo 2: suponha a função de produção e a lei de movimento do capital conforme a seguir.

yt = kt + εt  (12)

kt = (1 - δ) kt - 1 + α0 εt (13)

Onde yt é o log da produção e kt do capital. A variável εt é um processo de ruído branco. 

Se yt e kt são observáveis, este é apenas um caso de um VAR bivariado restrito. Contudo, se o 

estoque de capital não for observável, a função de produção se torna:

yt - (1 - δ) yt - 1 = (1 + a0) εt - (1 - δ) εt - 1  (14)

Se a0 < 0 e |a0| < |δ|, εt não pode ser expresso como a soma convergente dos valores 

passado e corrente de yt e (14) é não fundamental. Se a0 for positivo e pequeno e δ também 

for pequeno e a equação (14) tem raiz MA próxima à unidade e um VAR de ordem fi nita para 

yt, é uma fraca aproximação do processo bivariado original (Ravenna, 2007; Giacomini, 2013 

apud Canova e Sahneh, 2018).
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O terceiro exemplo trata do caso em que o modelo pode ser não fundamental, em função 

da escolha das variáveis, ainda que o modelo seja fundamental, em teoria.

Exemplo 3: considere o modelo padrão de consumo (ct ) e poupança (st ). Seja a renda 

yt = t, um ruído branco. Seja o fator de desconto , onde R > 0  é a taxa de juros, 

e assuma preferências quadráticas. Então:

ct = ct - 1 + (1 - R-1) t (15)

Assim, a taxa de crescimento do consumo tem uma representação fundamental. Contudo, 

se em vez de, em termos do consumo, o modelo for proposto em termos da poupança, isto é: 

st = yt - ct, a solução é:

 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡𝑡𝑡−1 =

1
𝑅𝑅𝑅𝑅
ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡 − ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡−1  (16)

Com isso, a taxa de crescimento da poupança é não fundamental, nesta formulação.

Portanto, segundo os autores, pode haver vários motivos que levem a não fundamentalidade 

em um VAR. Logo, simplesmente assumir que o VAR é fundamental pode ser problemático. 

No âmbito fi scal, esse fato é de ainda maior importância, uma vez que há na política fi scal 

um fenômeno inerente de grande potencial para engendrar a não fundamentalidade e a 

não causalidade: trata-se do fenômeno da antecipação fi scal. A próxima seção foi reservada 

exclusivamente para tratar desse fenômeno, ilustrando-o em maiores detalhes.

  4 ANTECIPAÇÃO FISCAL E NÃO FUNDAMENTALIDADE EM 
DADOS FISCAIS

Blanchard e Perotti (2002, p. 18, tradução nossa), em artigo seminal, já antecipavam 

a possibilidade de ocorrência de problemas associados à antecipação da política fi scal por 

intermédio das expectativas.

Implícita em nosso approach está a hipótese de que as inovações de políticas 
que nós estimamos foram, de fato, não antecipadas pelo setor privado. 
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Ainda que compartilhemos essa hipótese com toda a literatura VAR, nós 
reconhecemos  que isso é particularmente problemático aqui: a maioria das 
mudanças em impostos e em programas de transferências são conhecidas pelo 
menos alguns trimestres antes de serem implementadas. (...) Nós não temos 
uma solução geral para esse problema.

Ocorre que as políticas fi scais são usualmente implementadas após anúncios públicos, 

permitindo assim que as expectativas dos agentes sejam imediatamente afetadas. Contudo, 

em função de demoras processuais legislativas ou atrasos de implementação, o início efetivo 

dessas políticas apresenta considerável defasagem em relação aos seus anúncios. Isso implica 

ao econometrista, quando comparado aos agentes da economia real, um relevante defi cit

informacional que se associa fortemente aos fenômenos da não fundamentalidade e da não 

causalidade. Esse problema, evidentemente, não existiria se a efetivação das políticas se desse 

no mesmo momento do anúncio ou se houvesse forma confi ável de medir as expectativas em 

tempo real. Este defi cit informacional carrega consigo o evidente potencial de implicar vieses 

de estimação, uma vez que as variáveis macroeconômicas de interesse se movem em função 

do anúncio antes que qualquer variável de controle de política fi scal a ser modifi cada pelas 

referidas políticas tenha se alterado (Canova e Sahneh, 2018; Jasiak e Gorieroux, 2015; Leeper, 

Walker e Yang, 2011; Alessi, Barigozzi e Capasso, 2008; Fernández-Villaverde et al., 2007).

Com isso, os choques estimados pelo modelo podem ser não fundamentais, como o 

exemplo proposto por Leeper, Walk e Yang (2011), em que os agentes detinham mais 

informações antecipadas sobre a política fi scal do que o econometrista era capaz de sumariar 

em seu VAR, acarretando erros de estimação do multiplicador fi scal. Dependendo do caso, isso 

pode levar a uma sub ou superestimativa do efeito da política (Leeper, Walker e Yang, 2011). 

O viés pode ser tamanho considerável a ponto de inverter o sinal da função impulso-resposta.

Segundo Leeper, Walker e Yang (2008), apesar de os macroeconomistas reconhecerem 

a possibilidade da antecipação fi scal e até mesmo desenvolverem teoricamente as suas 

implicações, os modelos empíricos normalmente não são fundamentados na teoria, o que 

impõe um grande desafi o à análise econométrica da política fi scal: a geração de séries 

temporais com uma componente de média móvel não invertível, que, por sua vez, torna 
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distinto o conjunto de informações dos agentes em relação ao conjunto de informações dos 

econometristas para os modelos VAR por estes estimados. Nas palavras dos autores:

a previsão fi scal representa um desafi o formidável porque, como mostra Yang 
(2005), gera um equilíbrio com uma representação VARMA não invertível. A não 
invertibilidade, por sua vez, implica que os choques fundamentais da economia 
(à política tributária) não podem ser recuperados por meio de dados sobre 
o presente e o passado, um pressuposto central dos métodos econométricos 
convencionais (Leeper, Walker e Yang, 2008, p. 2, tradução nossa).

Dito de outra forma, a antecipação fi scal gera a não fundamentalidade.

A fi m de ilustrar o problema e estudar as consequências econométricas da desconsideração 

do fenômeno, Leeper, Walker e Yang (2008) desenvolvem um modelo analítico de crescimento 

com antecipação fi scal. O arcabouço econômico é simples e visa a exposição analítica das 

questões econométricas associadas a este fenômeno. Nesse modelo, as notícias sobre 

alterações nas taxas de impostos chegam aos agentes períodos antes de as políticas afetarem 

diretamente os fundamentos da economia. Os autores mostram que, quando não há antecipação 

fi scal, obtém-se o resultado usual de que os choques nas taxas de impostos não têm efeito 

sobre a acumulação de capital. No entanto, quando há algum grau de antecipação fi scal, 

obtém-se a implicação incomum de que mesmo choques fi scais não correlacionados em série 

afetam a acumulação de capital (impostos esperados mais altos reduzem o capital corrente).

Leeper, Walker e Yang (2008) realizam a especifi cação econométrica do modelo analítico 

apresentado e estudam as conclusões errôneas que um econometrista poderia chegar se 

desconsiderasse o fenômeno da antecipação fi scal (e da não fundamentalidade) ao prosseguir 

com a análise de VAR usual. A questão principal é que, com a antecipação fi scal, o conjunto 

de informações do agente privado pode ser maior do que o conjunto de informações do 

econometrista. O conjunto de informações do econometrista a partir da estimativa de um VAR 

será a sigma-álgebra gerada pelas variáveis observáveis atuais e passadas. No modelo de Leeper, 

Walker e Yang (2008), os agentes com antecipação fi scal irão observar choques fi scais antes que 

a cobrança dos impostos seja de fato efetivada, sugerindo que o conjunto de informações dos 

agentes privados não coincidirá com as informações geradas por variáveis observáveis.
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A condição necessária e sufi ciente para que a representação VAR do modelo econométrico 

de antecipação fi scal construído por Leeper, Walker e Yang (2008) tenha uma representação 

Wold (seja invertível) é que não existam raízes fora do círculo unitário aberto. Porém, os 

autores mostram que a representação VAR do modelo com antecipação fi scal tem um 

zero dentro do círculo unitário, desse modo, a antecipação fi scal implica que o conjunto 

de informações gerado pelos produtos defasados é menor do que o oriundo dos choques 

defasados. Assim, os autores argumentam que, caso os agentes estejam munidos, na 

realidade, de antecipação fi scal e os econometristas estimem um VAR (empregando o capital 

e tecnologia atual e passada), caso este sistema seja invertível em potências não negativas 

do operador defasagem, o vetor de erros poderá ser obtido como uma combinação linear dos 

produtos corrente e passado, sugerindo que o conhecimento do passado e do presente dos 

choques tributários seria equivalente ao conhecimento do passado e do presente do produto, 

Contudo, à luz dos desdobramentos do modelo teórico desenvolvido, essa conclusão seria, 

evidentemente, incorreta.

Portanto, Leeper, Walker e Yang (2008) notam que, ao se observar o capital atual e passado, 

o econometrista recupera os choques estatísticos do VAR, que representam informações que 

são “notícias velhas” para os agentes da economia. Então, o que o econometrista acredita 

ser a inovação tributária no momento t é, na verdade, uma soma descontada dos choques 

tributários observados pelos agentes na data t e anteriores. Assim, as funções de resposta ao 

impulso construídas não representarão de fato como os agentes respondem às inovações na 

política tributária e levarão a inferências incorretas. Os potenciais vieses da desconsideração da 

antecipação fi scal (e da não fundamentalidade) podem ser melhor esclarecidos examinando 

as funções de resposta ao impulso (impulse response function – IRF) apresentadas por esses 

autores com base nos conjuntos de informações dos agentes e do econometrista, apresentadas 

nos gráfi cos 1 e 2.
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GRÁFICO 1
Resposta do capital (K) a um choque nos impostos
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Fonte: Leeper, Walker e Yang (2008).

GRÁFICO 2
Resposta do produto (Y) a um choque nos impostos
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Fonte: Leeper, Walker e Yang (2008).

Munidos de antecipação fi scal, os agentes sabem exatamente quando a inovação na 

política fi scal se traduzirá em desvios da regra tributária. Daí o declínio acentuado do capital 

um trimestre após o choque e da produção em dois trimestres (o imposto é cobrado sobre a 

produção que depende do estoque de capital do último trimestre). No entanto, o econometrista, 

que ignora a presença da antecipação, produz uma resposta muito diferente ao choque fi scal. 
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A discrepância pode ser bastante dramática em horizontes curtos: a diferença na produção 

entre as duas funções de resposta ao impulso um trimestre após o choque fi scal excede um 

fator de 4, ressaltando a notória importância da consideração dos problemas da antecipação 

fi scal e da não fundamentalidade no contexto dos estudos empíricos fi scais.

 5 PROPOSTAS DE SOLUÇÃO PARA OS PROBLEMAS DA NÃO 
FUNDAMENTALIDADE E DA NÃO CAUSALIDADE

De acordo com Canova e Sahneh (2018), a solução geral para a não fundamentalidade 

é dependente do tipo de problema. Não obstante, todas as alternativas de solução envolvem 

direta ou indiretamente o acréscimo explícito ao modelo das informações faltantes. Nesse 

caso, apenas reescrever a equação a ser estimada pode ser sufi ciente. Outra solução possível 

se dá por meio do acréscimo das informações faltantes, por exemplo, ao se incluir variáveis 

ou proxies. O uso de modelos que permitam a ocorrência de componentes MA não invertíveis 

também pode ser uma solução.

Na linha das alternativas de expansão explícita do conjunto de variáveis do modelo, um 

approach pode ser a ampliação do conjunto de informação por meio do uso de modelos 

factor-augmented vector autoregression (FAVAR), pois esses modelos podem acomodar 

conjuntos de variáveis muito maiores que os VAR convencionais. Killian e Lütkepohl (2016), 

contudo, são céticos acerca da possibilidade de que o uso de modelos que incluem muitas 

variáveis sejam, per se, sufi cientes para resolver o problema da não fundamentalidade. Isso 

inclui modelos FAVAR, a adaptação de modelos de fatores dinâmicos para a construção de 

funções de impulso resposta estrutural e o uso de VARs bayesianos de larga escala, por meio 

do uso de prioris usadas para recuperar graus de liberdade perdidos por conta do grande 

número de parâmetros a estimar. Na opinião destes autores, “um approach mais promissor 

deve mesmo ser a determinação de um pequeno número de variáveis adicionais que capturem 

a informação faltante relevante, do ponto de vista econômico” (Killian e Lütkepohl, 2016, 

p. 603). Assim, recomendam, no lugar dessas alternativas, a utilização de variáveis escolhidas 

meticulosamente, como feito em Leeper, Walker e Yang (2011) e em Killian e Murphy (2014).26

26. Veremos que essa solução pode não ter sido sufi ciente em uma das aplicações de Leeper, Walker e 
Yang (2013).
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Além da óbvia (tentativa de) reintrodução das variáveis não observadas, como proposto 

por Leeper, Walker e Yang (2011), uma outra maneira de lidar com o problema é o uso de um 

VAR não causal. Esse tipo de modelo ainda não possui representação estrutural estabelecida. 

Existe uma formulação incipiente, mas ainda não aprovada em revisão do tipo duplo cego: sem 

um modelo estrutural, não se consegue computar as funções impulso-resposta. Não obstante, 

suas estimativas podem ser utilizadas como evidências para a presença de não causalidade 

nos dados modelados, bem como para a construção de previsões. O primeiro foi apresentado 

por Lanne e Saikkonen (2013). Jasiak e Gourieroux (2015), por sua vez, propõem que uma 

representação espaço-estado possa ser obtida por meio de uma decomposição por fração 

parcial ou por meio de uma forma canônica real de Jordan. Eles empregam o algoritmo 

BHHH para a maximização por máxima verossimilhança, que calcula os valores fi ltrados dos 

componentes não causais e dos causais não observados. Já Lanne e Luoto (2014) formularam 

um VAR bayesiano não causal.

É importante notar que os VARs não causais, bayesianos ou não, são uma adequação 

da especifi cação do VAR para lidar com os efeitos da informação incompleta, adequando 

a formulação do modelo a essa limitação do conjunto de dados do econometrista. Assim, 

se deixa de incorrer em erro de especifi cação, podendo-se gerar estimativas mais corretas, 

mas nenhuma formulação é capaz de introduzir no modelo a informação inexistente no 

conjunto de dados.

   6 O MODELO VAR NÃO CAUSAL

No caso particular de não causalidade, a principal alternativa atualmente presente na 

literatura é o VAR não causal proposto por Lanne e Saikkonen (2013). Esta seção transcreve, 

com pequenas modifi cações textuais e considerações adicionais, a exposição da especifi cação 

do modelo por estes autores, bem como seus métodos de estimação e construção de previsões. 

No caso da construção de previsões, a exposição segue de perto aquela apresentada em 

Nyberg e Saikkonen (2014).
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6.1 Especifi cação

Lanne e Saikkonen (2013) iniciam considerando o processo estocástico n-dimensional 

yt (t = 0, ±1, ± 2, …) gerado por:

Φ(L) Ψ(L-1) yt = ∈t  (17)

Onde Φ(L) = In - Φ1 L - … - Φr Lr (n × n) e Ψ(L-1) = In - Ψ1 L-1 - … - Ψs L-s (n × n) são 

polinômios matriciais do operador de defasagem L e ∈t (n × 1) é uma sequência de vetores 

aleatórios independentes e identicamente distribuídos (contínuos) de média zero e matriz de 

covariância positiva defi nida. Ademais, os polinômios matriciais Φ(z) e Ψ(z) (z ∈ C) têm seus 

zeros fora do disco unitário, portanto,

detΦ(z) ≠ 0, |z| ≤ 1     e     detΨ(z) ≠ 0, |z| ≤ 1 (18)

Se Ψj ≠ 0 para algum j ∈ {1, …, s}, a equação (13) defi ne um VAR puramente não 

causal quando Φ1 = ... = Φr = 0. O caso convencional, puramente causal, é obtido quando 

Φ1 = ... = Φs = 0. Note que, neste caso, a primeira condição na equação (18) garante a 

estacionariedade do modelo. Na especifi cação geral exposta na equação (17), o mesmo é 

verdadeiro para o processo:

ut = Ψ(L-1) yt (19)

Especifi camente, existe δ1 > 0 tal que Φ(z)-1 tem uma representação bem defi nida em 

série de potências  para |z| < 1 + δ1. Consequentemente, o 

processo ut tem uma representação causal MA(∞).

 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑀𝑀𝑀𝑀(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑡𝑡𝑡𝑡 = �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑗𝑗𝑗𝑗𝜖𝜖𝜖𝜖𝑡𝑡𝑡𝑡−𝑗𝑗𝑗𝑗

∞

𝑗𝑗𝑗𝑗=0

  (20)
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Note que M0 = In e que as matrizes de coefi cientes Mj decaem até zero a uma taxa 

geométrica conforme j → ∞. Quando conveniente, Lanne e Saikkonen (2013) assumem que 

Mj = 0, j < 0.

Escrevendo Φ(z)-1 = det(Φ(z))-1 Ξ(z) = M(z), onde Ξ(z) é o polinômio matricial adjunto 

de Φ(z), os autores obtêm det(Φ(L)) ut = Ξ(L) ∈t e, pela defi nição de ut. 

Ψ(L-1) wt = Ξ(L) ∈t (21)

Onde wt = det(Φ(L)) yt. Note que Ξ(z) é um polinômio matricial de grau máximo (n - 1)r

e, como Φ(0) = In, temos também Ξ(0) = In. Da última condição na equação (18), é possível 

encontrar 0 < δ2 < 1 tal que Ψ(z-1)-1 Ξ(z) tem uma representação em série de potências bem 

defi nida  para |z| > 1 - δ2. Então, o processo wt

tem a representação a seguir.

 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 = � 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑗𝑗𝑗𝑗𝜖𝜖𝜖𝜖𝑡𝑡𝑡𝑡+𝑗𝑗𝑗𝑗

∞

𝑗𝑗𝑗𝑗=−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑟𝑟𝑟𝑟

  (22)

Onde as matrizes de coefi cientes Nj decaem até zero a uma taxa geométrica 

conforme  j → ∞.

Da equação (18) segue-se que o processo yt possui a seguinte representação:

 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡 = � Π𝑗𝑗𝑗𝑗ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡−𝑗𝑗𝑗𝑗

∞

𝑗𝑗𝑗𝑗=−∞

  (23)

Onde Π j (n × n)  é a matriz de coefi cientes de z j da expansão em série de Laurent de 

Π(z) ≡ Ψ(z-1)-1 Φ(z)-1 que existe para 1 - δ2 < |z| < 1 + δ1 com Π j decaindo até zero a uma 

taxa geométrica conforme j → ∞.

Claramente, a equação (23) pode ser obtida multiplicando ambos os lados da equação 

(22) por det(Φ(L))-1 ou multiplicando ambos os lados da equação (20) por Ψ(L-1)-1. Chega-se, 

portanto, à seguinte equivalência de representações MA(∞):
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𝑦𝑦𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡 = det�Φ(𝐿𝐿𝐿𝐿)�−1 � 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑗𝑗𝑗𝑗ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡+𝑗𝑗𝑗𝑗

∞

𝑗𝑗𝑗𝑗=−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑟𝑟𝑟𝑟

= Ψ(𝐿𝐿𝐿𝐿−1)−1 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑗𝑗𝑗𝑗ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡−𝑗𝑗𝑗𝑗

∞

𝑗𝑗𝑗𝑗=0

= � Π𝑗𝑗𝑗𝑗ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡−𝑗𝑗𝑗𝑗

+∞

𝑗𝑗𝑗𝑗=−∞  

  (24)

Essa equivalência mostra a possibilidade de separar as representações unilaterais forward 

looking e backward looking da equação bilateral (23). Essa separação será de grande utilidade 

para posteriores desenvolvimentos do modelo, conforme será visto nas seções referentes à 

estimação e previsão dos modelos.

Lanne e Saikkonen (2013) fazem notar que a equação (23) implica que yt é um processo 

estacionário e ergódico com segundos momentos fi nitos. Utiliza-se a abreviação VAR (r, s) 

para o modelo defi nido em (17). No caso causal s = 0, a abreviação convencional VAR (r) é 

também utilizada. No caso não causal, Π j ≠ 0 para algum j < 0, a conexão entre o modelo 

VAR não causal e a não fundamentalidade previamente discutida é evidenciada. Para que 

visualizemos maiores implicações da não causalidade, consideremos a seguinte ilustração de 

Lanne e Saikkonen (2013). Seja E(⋅) o operador de expectativa condicional em respeito ao 

conjunto de informações {yt, yt - 1, …}. De (17) e (23) é possível ver que

 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡 = � Π𝑗𝑗𝑗𝑗𝔼𝔼𝔼𝔼�ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡−𝑗𝑗𝑗𝑗 �
𝑠𝑠𝑠𝑠−1

𝑗𝑗𝑗𝑗=−∞

+ �Π𝑗𝑗𝑗𝑗ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡−𝑗𝑗𝑗𝑗

∞

𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑠𝑠𝑠𝑠

  (25)

No caso causal convencional, s = 0 e Et (∈t - j) = 0, j ≤ -1, de modo que o lado direito 

da equação se reduz à representação MA(∞) da equação (16). No entanto, no caso não 

causal isso não ocorre. Nessa situação, Π j ≠ 0 para algum j < 0, o que, em conjunto 

com a representação (19) mostra que yt e ∈t - j são correlacionados e, consequentemente, 

E(∈t - j ) ≠ 0 para algum j < 0. Portanto, os erros futuros podem ser previstos pelos valores 

passados do processo yt, o que pode ser visto como uma caracterização alternativa 

de não fundamentalidade.

Em adição à dependência em erros futuros esperados, o processo yt pode também ser 

interpretado como sendo dependente nos seus valores futuros esperados. Para visualizar isto, 

Lanne e Saikkonen (2013) se concentram, por simplicidade, no modelo puramente não causal, 

onde Φ(B) = In. Nesse caso, o modelo (17) pode ser escrito como:
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yt = Ψ1 yt + 1 + ... + Ψs yt + s + ∈t (26)

E, tomando as expectativas condicionais em relação ao conjunto de informações 

{yt, yt -1, …}, obtém-se

yt = Ψ1 Et (yt + 1) + ... + Ψs Et (yt + s) + Et (∈t) (27)

Isso mostra, segundo Lanne e Saikkonen (2013), que os elementos das matrizes de 

coefi cientes Ψj dão o efeito das expectativas de yt + j sobre yt. Ainda segundo os autores, no 

caso geral (Ψ(L) ≠ In), obtemos uma expressão similar para yt, com exceção do termo Et (∈t), 

que é substituído por Et (ut ).

 6.2 Indistinguibilidade sob erros gaussianos

Até aqui foram tratados apenas aspectos relacionados à especifi cação teórica dos 

modelos não causais como extensões dos já conhecidos modelos puramente causais. 

No entanto, não se abordou ainda a aplicabilidade prática de tais modelos. Nesta subseção se 

dá início a esta abordagem por meio da exposição de uma primeira importante característica: 

a indistinguibilidade entre modelos causais e não causais sob erros gaussianos.

Uma complicação prática dos modelos não causais é que eles não podem ser identifi cados 

por meio de propriedades de segunda ordem ou por verossimilhança gaussiana. Isso ocorre 

pois, assumindo erros gaussianos, tem-se como densidade espectral de um modelo VAR (r, s) 

defi nido conforme a equação (17).

(2π)-1 [Ψ(eiω)’ Φ(e-iω)’C(∈t )
-1 Φ(eiω) Ψ(e-iω)]-1 (28)

Onde C é o operador de covariância. Nessa expressão, a matriz entre colchetes é 2π
vezes a matriz de densidade espectral de um processo estacionário em segunda ordem 

cujas autocovariâncias são iguais a zero para defasagens maiores que r + s. Como já é bem 

sabido, esse processo tem uma representação MA invertível de ordem r + s, ou seja, a mesma 
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densidade espectral é possível de ser obtida para um modelo VAR(r + s) puramente causal 

especifi cado como

Φ(L) Ψ(L) yt = ξt (29)

Onde ξt é um vetor de sequências de inovações estacionárias, não correlacionadas, mas, 

em geral, não independentes, de média zero e variância constante.

Mais especifi camente, por meio de uma leve modifi cação do Teorema 10’ de Hannan 

(1970), Lanne e Saikkonen (2013) obtêm a representação única:

 

Ψ(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖ω)′Φ(𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖ω)′ℂ(ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡)−1Φ(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖ω)Ψ(𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖ω) = ��𝒞𝒞𝒞𝒞𝑗𝑗𝑗𝑗𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖ω
𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑗𝑗𝑗𝑗=0

�

′

��𝒞𝒞𝒞𝒞𝑗𝑗𝑗𝑗𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖ω
𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑗𝑗𝑗𝑗=0

�  (30)

Onde as matrizes n × n C0, …, Cr + s são reais com C0 positiva defi nida e os zeros de 

recaem fora do disco unitário. Portanto, a matriz de densidade espectral de 

yt tem a representação , que é a matriz de densidade 

espectral de um processo puramente causal VAR (r + s).

A consequência dessa equivalência de densidades espectrais é, como já foi dito, a 

impossibilidade de distinguir estatisticamente processos causais, VAR (r + s), de não causais, 

VAR (r, s), quando yt ou, equivalentemente, os erros ∈t são gaussianos. No caso gaussiano, 

nada se perde utilizando uma representação causal convencional. No entanto, se os erros 

forem não gaussianos, utilizar uma representação causal para um processo verdadeiramente 

não causal signifi ca utilizar um modelo VAR cujos erros só podem ser garantidos como não 

correlacionados, mas não como independentes. Nesse caso, os erros podem ser previstos por 

valores passados da série considerada e, conforme já discutido, isso gera o problema da não 

fundamentalidade, implicando que os erros do modelo VAR causal estimado não representam 

os choques fundamentais econômicos.
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A conclusão de interesse prático decorrente do problema da indistinguibilidade 

gaussiana é, portanto, que modelos não causais precisam assumir erros não gaussianos para 

que possam ser identifi cados. Há uma ampla gama de distribuições de probabilidade que 

satisfazem essa condição. Exceto para casos bastante específi cos,27 a alternativa mais razoável 

e convencionalmente utilizada na literatura é a distribuição t de Student. Neste trabalho, esta 

será, portanto, a distribuição adotada para todos os exercícios a serem apresentados em 

futuras seções.

6.3 Estimação

Para a estimação, o primeiro passo é derivar a transformação representativa da relação 

de equivalência entre os conjuntos de informação do processo. Para isso, Lanne e Saikkonen 

(2013) recorrem à defi nição wt = det(Φ(L))yt. Nessa defi nição, detΦ(L) é um polinômio. 

Denotando esse polinômio como

det(Φ(z)) = a(z) = 1 - a1 z - … - anr znr ≡ a(z) (31)

Pode-se escrever

wt = a(L)yt (32)

Usando esse processo em conjunto com a defi nição ut = Ψ(L-1)yt Lanne e Saikkonen 

(2013) obtêm:

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1

⋮
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑦𝑦𝑦𝑦1 −Ψ1𝑦𝑦𝑦𝑦2 −⋯−Ψ𝑠𝑠𝑠𝑠𝑦𝑦𝑦𝑦𝑠𝑠𝑠𝑠+1
⋮

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠 − Ψ1𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1 −⋯−Ψ𝑠𝑠𝑠𝑠𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑠𝑠𝑠𝑠 + 1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠 − ⋯− 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⋮
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−1 −⋯− 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝐇𝐇𝐇𝐇𝟏𝟏𝟏𝟏

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑦𝑦𝑦𝑦1
⋮

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1

⋮
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Ou simplesmente x1 = H1 y.

27. Há uma literatura relativamente ampla, dentro do universo dos modelos não causais, relacionada a 
bolhas fi nanceiras. Essa literatura, por exemplo, utiliza a distribuição de Cauchy como opção, graças à sua 
utilidade para simular comportamentos explosivos de séries temporais.
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Da defi nição de ut e (13) segue-se que Φ(L)ut = ∈t de modo que, da igualdade anterior, 

os autores obtêm:

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜖𝜖𝜖𝜖𝑟𝑟𝑟𝑟+1
⋮

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1

⋮
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟+1 − 𝛷𝛷𝛷𝛷1𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟 − ⋯− 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝛷𝛷𝛷𝛷1𝑢𝑢𝑢𝑢𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠−1 −⋯−𝛷𝛷𝛷𝛷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑢𝑢𝑢𝑢𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠−𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1

⋮
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝐇𝐇𝐇𝐇2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟+1
⋮

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1

…
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Ou x2 = H2 x1.

Lanne e Saikkonen (2013) efetuam ainda uma terceira transformação que transforma as 

variáveis wT - s + 1, …, wT em x2. Com essa fi nalidade, defi nem:

 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑘𝑘𝑘𝑘 − � 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑗𝑗𝑗𝑗𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑗𝑗𝑗𝑗

−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑗𝑗𝑗𝑗=−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑟𝑟𝑟𝑟

,   𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1, … , 𝑠𝑠𝑠𝑠   (33)

Onde a soma é interpretada como zero quando k > (n - 1)r, isto é, quando o limite inferior 

excede o limite superior. Note também que, de (17) e (22), vk,T - s + k pode ser expresso como 

função dos dados observados y1, …, yT e que a representação

vale, o que mostra que vk, T - s + k (k = 1, …, s) são independentes de ∈t, t ≤ T - s. Agora, é 

possível introduzir a transformação:

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜖𝜖𝜖𝜖𝑟𝑟𝑟𝑟+1
⋮

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑣𝑣𝑣𝑣1,𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1

⋮
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑇𝑇𝑇𝑇 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟
ϵr+1
⋮

ϵ𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1 − 𝑁𝑁𝑁𝑁−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑟𝑟𝑟𝑟𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑟𝑟𝑟𝑟 − ⋯− 𝑁𝑁𝑁𝑁−1𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠

⋮
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑁𝑁𝑁𝑁−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑟𝑟𝑟𝑟𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑟𝑟𝑟𝑟 − ⋯− 𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑠𝑠𝑠𝑠𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝐇𝐇𝐇𝐇2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢𝑢𝑢𝑢1
⋮
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜖𝜖𝜖𝜖𝑟𝑟𝑟𝑟+1
⋮

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠+1

⋮
𝑤𝑤𝑤𝑤𝑇𝑇𝑇𝑇 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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Ou

z = H3 x2

Combinando as três transformações, os autores obtêm a equação:

z = H3 H2 H1 y

Onde as matrizes não estocásticas H1, H2 e H3  são não singulares. A não singularidade 

de H2 e H3 advém do fato de que det(H2) = det(H3) = 1, o que pode ser facilmente verifi cado. 

A demonstração da não singularidade de H1 é tarefa mais complicada e pode ser encontrada 

em Lanne e Saikkonen (2013).

Aqui observar-se-á mais uma vez a utilidade das representações MA(∞) equivalentes, 

expostas na equação (24). Das equações (20) e (22) pode-se constatar que os componentes de 

z dados por z1 = (u1, …, ur), z2 = (∈r + 1, …, ∈T - s )  e z3 = (v1, T - s + 1, …, vs, T ) são independentes. 

Portanto, sob valores verdadeiros dos parâmetros, a função densidade probabilidade conjunta 

de z pode ser expressa como:

 

ℎ𝒛𝒛𝒛𝒛1 (𝒛𝒛𝒛𝒛1)�� 𝑓𝑓𝑓𝑓𝛴𝛴𝛴𝛴

𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑡𝑡𝑡𝑡=𝑟𝑟𝑟𝑟+1

(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝜆𝜆𝜆𝜆)�ℎ𝑧𝑧𝑧𝑧3 (𝒛𝒛𝒛𝒛3)  (34)

Onde hz1
(⋅) e hz3

(⋅) signifi cam as funções densidade probabilidade de z1 e z3, 

respectivamente. Usando a especifi cação geral (17) dos modelos VAR(r, s) e o fato de que os 

determinantes de H2 e H3 são iguais a um, pode-se escrever a função densidade probabilidade 

conjunta do vetor de dados y como:

 

ℎ𝒛𝒛𝒛𝒛1 (𝒛𝒛𝒛𝒛1(𝜗𝜗𝜗𝜗))�� 𝑓𝑓𝑓𝑓𝛴𝛴𝛴𝛴

𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑡𝑡𝑡𝑡=𝑟𝑟𝑟𝑟+1

(𝛷𝛷𝛷𝛷(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝐿𝐿𝐿𝐿−1)𝑦𝑦𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝜆𝜆𝜆𝜆)�ℎ𝑧𝑧𝑧𝑧3 (𝒛𝒛𝒛𝒛3(𝜗𝜗𝜗𝜗))|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑯𝑯𝑯𝑯𝟏𝟏𝟏𝟏)|  (35)

Onde o argumento z1(ϑ) é defi nido substituindo ut na defi nição de z1 por 

Ψ(L-1) yt (t = 1, …, r) e z3(ϑ) é defi nido similarmente substituindo vk, T - s + k na defi nição 
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de z3 por um análogo com a(L) yT - s + k e Φ(L)Ψ(L-1) yT - s + k + j  usado no lugar de wT - s + k e 

∈T - s + k + j , respectivamente ( j = -(n - 1)r, …, -k, k = 1, …, s).

Lanne e Saikkonen (2013) fazem notar que o determinante do bloco (T - s) n × (T - s) n

do canto superior esquerdo de H1 é igual a um e, portanto, usando a já bem conhecida 

fórmula para o determinante de matrizes particionadas, é possível ver que o determinante 

de H1 é independente do tamanho T da amostra. Como consequência desse resultado, a 

aproximação da densidade conjunta de y reduz-se ao problema de aproximação apenas do 

segundo termo da expressão anterior. A função log-verossimilhança aproximada pode ser 

então descrita como:

 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑇𝑇𝑇𝑇 = � 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑡𝑡𝑡𝑡=𝑟𝑟𝑟𝑟+1

(𝜃𝜃𝜃𝜃) = � log
𝑇𝑇𝑇𝑇−𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑡𝑡𝑡𝑡=𝑟𝑟𝑟𝑟+1

𝑓𝑓𝑓𝑓(ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗𝜗𝜗)′Σ−1ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗𝜗𝜗); 𝜆𝜆𝜆𝜆) −
1
2

log det(Σ)  (36)

Onde

 

ϵ𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗𝜗𝜗) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗𝜗𝜗2) −�Φ𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

(𝜗𝜗𝜗𝜗1)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡−𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝜗𝜗𝜗𝜗2)  (37)

E

ut (ϑ2) = yt - Ψ1 (ϑ2) yt + 1 - … - Ψs (ϑ2) yt + s (38)

Maximizando lT(θ) para os valores permitidos de θ obtém-se um estimador aproximado 

de máxima verossimilhança para θ.

6.4 Previsão

Conforme já exposto na seção 5, o estado atual da literatura sobre modelos autorregressivos 

não causais ainda não possibilita o desenvolvimento de análises estruturais, impossibilitando, 

portanto, a construção de funções impulso-resposta. Não obstante, as estimativas que já 

podem ser obtidas utilizando esses modelos não são, evidentemente, de todo inúteis. Graças 
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aos desenvolvimentos metodológicos de Nyberg e Saikkonen (2014), esses modelos já podem 

ser utilizados para a construção de previsões.

Uma característica facilitadora dos modelos autorregressivos tradicionais, no que diz 

respeito à construção de previsões, é que seus problemas de previsão são problemas lineares. 

Graças a essa característica, no caso dos convencionais e já consolidados modelos, é possível 

construir previsões lineares ótimas no sentido dos erros médios quadráticos, com fórmulas 

explícitas e fechadas, sem que seja necessário recorrer a métodos baseados em simulações.

Em contraste, no caso dos modelos não causais, conforme já enfatizado na literatura 

por Rosenblatt (2000) e Lanne, Luoto e Saikkonen (2012), o problema é não linear. Essa 

circunstância difi culta consideravelmente a construção de previsões, pois, para que se possa 

computá-las, é preciso, em geral, recorrer a métodos baseados em simulações. Ainda assim, 

Nyberg e Saikkonen (2014) desenvolveram o método. O ponto de partida dos autores é a 

equação (22) e a estratégia é aproximar a soma infi nita nela presente por uma soma fi nita. 

Pelas equações (32) e (22), obtém-se a aproximação:

 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇+ℎ) ≈ 𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐸𝐸𝐸𝐸𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇+ℎ−1) +⋯+ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑇𝑇𝑇𝑇+ℎ−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ) + 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑇𝑇𝑇𝑇 � � 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑀𝑀𝑀𝑀−ℎ

𝑗𝑗𝑗𝑗=−(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

ϵ𝑇𝑇𝑇𝑇+ℎ+𝑗𝑗𝑗𝑗�  (39)

Onde M > 0, assim como no caso univariado, é um número grande o sufi ciente para 

tornar negligenciáveis os erros da aproximação. Como ET (yT + h - j) = yT + h - j para j ≥ h, previsões 

aproximadas podem ser computadas recursivamente iniciando-se de h = 1 se a expectativa 

condicional do último termo do lado direito de (39) for computada para todo h ≥ 1. Portanto, 

o problema objetivamente reduz-se a computar uma aproximação para este último termo.

A ideia dos autores é aproximar a expectativa condicional presente no último termo da 

equação por meio de simulações. Não obstante, uma diferença complicadora para o caso 

multivariado em comparação ao caso univariado é que, no caso univariado considerado em 

Lanne, Luoto e Saikkonen (2012), a expectativa condicional equivalente ao último termo 

depende apenas dos erros ∈T + 1, …, ∈T + M. No entanto, exceto para o caso puramente não 

causal (r = 0) isso não ocorre para o caso multivariado, uma vez que, nesse caso, os erros 

∈T + 1 - (n - 1)r, …, ∈T também estão envolvidos e o fato de que ∈T - s + 1, …, ∈T (s > 0) não 
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podem ser expressados como funções dos dados observados causa complicações (Nyberg e 

Saikkonen, 2014). No caso puramente não causal esses erros desaparecem do lado direito da 

equação (39), simplifi cando a situação e permitindo que a solução seja uma extensão direta 

do método proposto em Lanne, Luoto e Saikkonen (2012) para o caso univariado. Já o caso 

geral requer um tratamento mais delicado. Os detalhes deste tratamento fogem do escopo 

deste trabalho, mas podem ser consultados em Nyberg e Saikkonen (2014).

A construção de previsões depende da especifi cação do parâmetro de truncamento M e 

de um número de replicações N para as simulações utilizadas para aproximar as expectativas 

condicionais. Lanne, Luoto e Saikkonen(2012) apresentam evidências, por meio de simulações, 

de que mesmo atribuindo valores relativamente pequenos ao parâmetro de truncamento M

e ao número de replicações das simulações N, a aproximação descrita na equação (39) se 

demonstrou acurada. Baseado nestes exercícios de simulação, eles concluem como valores 

razoáveis para tais parâmetros M = 50 e N = 10000. Assim, para as aplicações empíricas a 

serem apresentadas nas próximas seções deste trabalho, é adotada a hipótese de que M = 50, 

conforme sugerido pela literatura. Não obstante, para N serão testados diversos valores. 

Maiores detalhes a respeito desta decisão serão providos na seção respectiva às aplicações. 

   6.5 Procedimento de seleção do modelo

Na prática, em aplicações econômicas, as ordens r e s de um modelo não causal são sempre 

desconhecidas. Diante deste fato, torna-se necessário especifi cá-las baseando-se, para isto, 

no conjunto de dados disponíveis para a modelagem. Nesta subseção será apresentado 

o procedimento de seleção de modelo proposto inicialmente por Breidt et al. (1991) e 

posteriormente estendido por Lanne e Saikkonen (2011).

Como já discutido na subseção 6.2, processos não causais de ordem r e s, sob erros 

gaussianos, não podem ser distinguidos de processos puramente causais de ordem p = r + s. 

Por esse motivo, a primeira condição necessária para a seleção de um modelo não causal é que 

sejam verifi cados sinais de não normalidade no conjunto de dados a ser utilizado. Com este 

objetivo, Lanne e Saikkonen (2011) propõem a estimação de um modelo gaussiano VAR(p) 
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que capture adequadamente as autocorrelações presentes no conjunto de dados utilizado 

para que, então, se teste a não normalidade para os seus resíduos.

Uma vez detectada a não normalidade, o próximo passo é selecionar número de 

defasagens e leads para escolher a melhor entre as diversas especifi cações alternativas 

de modelos VAR(r, s). Como o modelo VAR(p) foi identifi cado como o modelo que captura 

adequadamente as autocorrelações das séries de dados e, pelo problema da indistinguibilidade, 

sabe-se que um modelo não causal VAR(r, s) tal que r + s = p apresenta a mesma função de 

autocorrelação, é razoável supor então que o modelo não causal que captura adequadamente 

as autocorrelações da série de dados está contido no conjunto dos modelos cujas ordens 

respeitam a condição p = r + s. Assim, deve-se estimar todos os modelos não causais VAR(r, s) 

possíveis, sujeitos à condição de que a soma dos lags, r, e leads, s, do modelo deve ser igual 

à quantidade lags, p, identifi cada anteriormente para o modelo VAR(p) puramente não causal 

estimado. Por exemplo, se p = 2, deve-se estimar o modelo causal VAR(2,0), e, nos casos não 

causais: VAR(1,1) e VAR(0,2).

Diante de todas as alternativas de modelo VAR(r, s) estimadas, deve-se fi nalmente decidir 

qual das especifi cações utilizar. A convenção na literatura, inicialmente proposta por Breidt 

et al. (1991) e reforçada por Lanne e Saikkonen (2011), é de se selecionar o modelo que 

produz o maior valor da função verossimilhança. Este será, portanto, o modelo fi nal a ser 

utilizado. O procedimento pode ser então resumido em quatro etapas, conforme a seguir.

1) Por meio dos já convencionais métodos de seleção de modelos puramente causais, como os 

critérios de informação28 e os autocorrelogramas, encontrar a ordem p adequada aos dados.

2) Estimar o modelo VAR(p) e teste a normalidade dos resíduos.

3) Caso a normalidade não seja rejeitada, não será possível identifi car o modelo não causal e nada 

se perde utilizando uma representação AR causal convencional (Lanne e Saikkonen, 2013). 

No entanto, tendo a não normalidade identifi cada, estimar todos os modelos não causais AR(p) 

ou VAR(p) possíveis tais que p = r + s.

4) Selecionar o modelo que apresentar o maior valor da função verossimilhança.

28. Referente a critérios de informação, bayesianos ou não, como Akaike, Schwarz ou Hannan-Quinn, 
por exemplo.
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Caso o modelo selecionado seja um modelo na forma VAR(r, s), s ≠ 0, então o procedimento 

reforça levemente a hipótese de existência de não causalidade nos dados a serem modelados 

e sugere a utilização de um VAR não causal. Caso o modelo selecionado seja um modelo 

na forma VAR(r, 0), então o procedimento indica levemente a não existência de sinais de 

não causalidade nos dados a serem modelados e sugere a utilização de um modelo causal 

VAR(p) tradicional. Todavia, cabe enfatizar que tal procedimento não é plenamente confi ável 

ou conclusivo para a identifi cação da não causalidade no conjunto de dados considerado. 

Ocorre que a escolha arbitrária da distribuição não gaussiana, necessária para a identifi cação 

estatística do modelo não causal, pode comprometer a identifi cação da não causalidade para 

o conjunto de dados considerado, invalidando, assim, a seleção do modelo não causal.29

Tornam-se, portanto, necessários, adicionalmente ao procedimento exposto acima, 

testes estatísticos rigorosos para a não causalidade ou não fundamentalidade, a fi m de 

validar a escolha do modelo não causal selecionado. A respeito desses testes, podem ser 

citados os testes de fundamentalidade, como os propostos por Forni e Gambetti (2014) e 

por Canova e Sahneh (2018), bem como testes mais complexos para causalidade, como o 

proposto por Sahneh (2015a).

Neste trabalho, foi usado um conjunto de dados já constatado como não fundamental 

por Vonbun e Lima (2020), portanto, nesse conjunto de dados já foram feitos os testes de Forni 

e Gambetti (2014) e de Canova e Sahneh (2018) e ambos consideraram o conjunto dados e 

modelo como não fundamental. Com isso, havendo compreendido as potenciais causas dos 

fenômenos da não fundamentalidade e da não causalidade e suas possíveis consequências 

no âmbito fi scal, bem como os meios disponíveis na literatura para identifi cá-los e tratá-los, 

podemos fi nalmente prosseguir para uma primeira e inédita aplicação empírica para o Brasil 

dos métodos até aqui estudados.

29. Por exemplo, dado um mesmo conjunto de dados, o procedimento de seleção exposto, quando 
efetuado assumindo uma dada distribuição X, pode resultar na seleção de um modelo puramente causal 
convencional; enquanto, quando efetuado assumindo uma outra dada distribuição Y, pode resultar na 
seleção de um modelo não causal. Neste caso, o procedimento é inconclusivo em relação à existência ou 
não de não causalidade no conjunto de dados considerado. Em outras palavras: para que o procedimento 
seja sufi ciente para a identifi cação de não causalidade no conjunto de dados considerado, é preciso que 
se garanta que a distribuição não gaussiana utilizada é a distribuição correta para este conjunto.
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 7 APLICAÇÃO EMPÍRICA

Conforme já mencionado, Vonbun e Lima (2020) identifi caram a não fundamentalidade 

no modelo considerado típico da literatura de VARs fi scais para o Brasil. No entanto, ainda 

que tenham diagnosticado o problema, os autores não lograram sucesso em tratá-lo por 

meio da adição de variáveis ao modelo. Cabe, portanto, a este trabalho, prosseguir com o 

desenvolvimento da literatura suprindo esta lacuna. Conforme já discutido na seção 5, são 

diversas as alternativas de tratamento do problema da não fundamentalidade. Não obstante, 

para esta aplicação, tanto pela natureza fi scal dos dados quanto pelas evidências já obtidas 

em Vonbun e Lima (2020), optou-se por atacá-lo utilizando o modelo VAR não causal exposto 

na seção 6.

Na subseção 7.1 são apresentados os dados utilizados, considerados por Vonbun e Lima 

(2020). Na subseção 7.2 é efetuado o procedimento de seleção do modelo conforme descrito 

na subseção 6.5. Conforme esperado, uma vez já identifi cada a não fundamentalidade (e, logo, 

também a não causalidade) por Vonbun e Lima (2020), o modelo selecionado para os dados 

foi um modelo não causal, corroborando com o diagnóstico desses autores e reforçando, 

por mais um meio, a evidência da presença da não causalidade e não fundamentalidade em 

dados fi scais brasileiros. Na subseção 7.3 são apresentados os resultados. Primeiramente, na 

subseção 7.3.1 são apresentados os resultados da estimação, os quais apresentam evidências 

favoráveis à importância das expectativas sobre o futuro de diversas variáveis fi scais na 

determinação da dinâmica do sistema e, fi nalmente, diante dessas evidências, na subseção 

7.3.2, o modelo estimado é utilizado para a construção de previsões. Em particular, essa 

aplicação busca verifi car empiricamente se o modelo VAR não causal (que considera e trata o 

problema da não fundamentalidade) tem melhor capacidade preditiva que o modelo VAR usual 

(que desconsidera o problema). Como resultado, o desempenho preditivo do modelo não causal 

demonstrou-se consistentemente superior ao desempenho dos modelos VAR tradicionais.

 7.1 Dados

O conjunto de dados utilizado consiste do mesmo conjunto usado por Vonbun e Lima 

(2020) para a testagem da ocorrência de não fundamentalidade. A frequência das séries 
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é trimestral e o período coberto vai do segundo trimestre de 1996 ao primeiro trimestre 

de 2017. As variáveis utilizadas são o PIB real a preços de 1995, o investimento real do 

governo, o gasto real do governo e a carga tributária real líquida. Todas as séries foram 

dessazonalizadas via ARIMA X13 e transformadas logaritmicamente. O teste de Dickey-Fuller 

aumentado foi efetuado para todas as séries e para nenhuma delas a hipótese nula de raiz 

unitária pôde ser recusada. Desse modo, todas as variáveis precisaram ser diferenciadas para 

garantir a estacionariedade do sistema, condição necessária para o modelo VAR não causal. 

Ainda, todas as variáveis passaram também pelo processo de padronização (demeaning). 

Os gráfi cos 3, 4, 5 e 6 apresentam as séries fi nais utilizadas.

GRÁFICO 3
PIB real
(A preços de 1995, em log-diferença)
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Elaboração dos autores.
Obs.: ∆ln(PIB).
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GRÁFICO 4
Investimento real do governo
(Em log-diferença)
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Elaboração dos autores.
Obs.: Δln(I).

GRÁFICO 5
Gasto real do governo
(Em log-diferença)
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Elaboração dos autores.
Obs.: Δln(G).
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GRÁFICO 6
Carga tributária real líquida
(Em log-diferença)
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Elaboração dos autores.
Obs: Δln(CTL).

 7.2 Seleção do modelo

Seguindo o procedimento descrito na subseção 6.5, um modelo VAR puramente causal 

foi estimado e, utilizando tanto os critérios de informação quanto os demais critérios de 

diagnóstico da literatura, a ordem p ótima selecionada foi p = 1.30 Os resultados dos critérios 

de informação estão reportados na tabela 1.

30. Ordem selecionada com base nos critérios de Schwarz (SC) e Hannan-Quinn (HQ).
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TABELA 1
Resultados da seleção de modelos por meio dos critérios de informação

Defasagem LogL LR FPE AIC SC HQ

0 -3143,625 NA  1,76e+29 78,69061 78,80971 78,73836

1 -2796,284 651,2636 4,44e+25 70,40710  71,002611  70,645851

2 -2775,904 36,17438 4,00e+25 70,29760 71,36951 70,72736

3 -2758,176 29,69384 3,86e+25 70,25441 71,80273 70,87517

4 -2744,885 20,93467 4,19e+25 70,32211 72,34684 71,13388

5 -2721,540  34,433611 3,57e+25 70,13849 72,63962 71,14127

6 -2702,559 26,09797  3,44e+251  70,063981 73,04152 71,25776

7 -2699,087 4,427858 4,95e+25 70,37716 73,83110 71,76195

8 -2692,703 7,500060 6,76e+25 70,61759 74,54793 72,19337

Fonte: Vonbun e Lima (2020).
Nota: 1 Indica a ordem de defasagem selecionada pelo critério. LR – Estatística de Teste LR Sequencial 

Modificada (cada teste no nível de 5%); FPE – Erro Final de Previsão; AIC – Critério de Informação 
Akaike; SC – Critério de Informação Schwarz; HQ – Critério de Informação Hannan-Quinn.

Obs.: Variáveis endógenas: G CTL IG PIB. Variáveis exógenas: C. Data: 30/05/19 Hora: 20:21. Amostra: 
1996T1 2019T2. Número de observações incluídas: 80.

A normalidade dos resíduos de um VAR(1) foi então testada por meio do teste de 

Jarque-Bera e sinais de não normalidade foram identifi cados, justifi cando assim a utilização 

de distribuições não gaussianas para a modelagem. Em linha com a literatura, optou-se pela 

distribuição t de Student para que seja possível a identifi cação dos modelos não causais. 

Os resultados do teste de Jarque-Bera estão reportados na tabela A.1 do apêndice.

Tendo a não normalidade identifi cada, prossegue-se fi nalmente para a efetiva seleção 

do modelo não causal. Como a ordem p selecionada pelo critério de informação foi p = 1, 

foram dois os modelos estimados: o modelo puramente causal VAR(1,0) = VAR(1) e o modelo 

puramente não causal VAR(0,1). Tendo apresentado o maior valor da função verossimilhança, 

este último foi, portanto, o modelo selecionado. Conforme já mencionado, esses são exatamente 

os mesmos dados que foram testados por Vonbun e Lima (2020), por meio dos testes de Forni 

e Gambetti (2014) e de Canova e Sahneh (2018), nos quais foi verifi cada a presença de 

não fundamentalidade para o VAR fi scal “representativo” da literatura empírica brasileira. 

Segundo estes autores, sob a covariância-estacionariedade, a não fundamentalidade implica 

a não causalidade e, assim, seus resultados também servem como uma verifi cação da não 

causalidade para o VAR fi scal “representativo” brasileiro. Os resultados do teste efetuado por 
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estes autores estão reportados na tabela A.1 do apêndice. Ademais, como colocam Lanne e 

Saikkonen (2013, p. 471, tradução nossa):

em aplicações econômicas, esperamos que os modelos VAR não causais sejam 
valiosos na verifi cação da chamada não fundamentalidade. Em Economia, um 
modelo é dito não fundamental se sua solução depende explicitamente do 
futuro, de modo que não possui uma representação VAR causal. Portanto, a 
não fundamentalidade está intimamente relacionada à não causalidade e 
a verifi cação da não causalidade pode ser vista como uma forma de testar a 
não fundamentalidade.

Desse modo, os resultados aqui obtidos com a seleção de um modelo não causal, seguindo 

o procedimento proposto por Lanne e Saikkonen (2013), corroboram a verifi cação da não 

fundamentalidade (e não causalidade) obtida por Vonbun e Lima (2020). Reforçam assim, por 

mais um meio, as evidências da presença de não fundamentalidade (e não causalidade) nos 

dados fi scais brasileiros obtidas por estes autores. Ainda segundo Lanne e Saikkonen (2013, 

p. 472, tradução nossa),“verifi car a causalidade (ou fundamentalidade) é uma aplicação 

importante de nossos métodos, mas só pode ser considerada como o primeiro passo na 

análise empírica de dados de séries temporais. Uma vez que a não causalidade tenha sido 

detectada, seria natural usar o VAR não causal para previsão e análise estrutural”. Este é o 

intuito por trás da próxima seção.

7.3 Resultados

7.3.1 Estimação

Com o modelo selecionado, é possível agora estimá-lo e avaliar seus resultados. 

Os resultados do modelo VAR(0,1) estimado estão reportados na tabela 2.
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TABELA 2
Resultados da estimação do VAR(0,1) fi scal

Ψ1

0.2264 
(0.1225)

0.0123
(0.0124)

-0.1745*
(0.0463)

0.083*
(0.023)

Σ 0.9285*
(0.1759)

2.7604*
(1.1066)

0.1399
(0.1495)

1.7486*
(0.5933)

-0.1276
(1.0953)

0.2802*
(0.112)

-0.1575
(0.4097)

0.141
(0.2024)

2.7604*
(1.1066)

80.1325*
(15.0369)

0.7769
(1.367)

-1.2667
(4.8483)

0.2217
(0.1521)

0.0118
(0.0157)

-0.2378*
(0.0624)

0.0195
(0.0292)

0.1399
(0.1495)

0.7769
(1.367)

1.6033*
(0.3415)

0.6746
(0.6882)

1.409*
(0.5635)

-0.0028
(0.0589)

-0.354
(0.2051)

-0.2703*
(0.1059)

1.7486*
(0.5933)

-1.2667
(4.8483)

0.6746
(0.6882)

20.1141*
(3.7312)

λ 5.5482*
(1.5373)

log L -836.084

Elaboração dos autores.
Obs.: 1. PIB, investimento do governo, gasto do governo e carga tributária líquida.

2. Os valores entre parênteses são os erros-padrão baseados na Hessiana da função log-verossimilhança. 
Asteriscos (*) indicam significância estatística a 5%; Ψ1 é a matriz de coeficientes das variáveis 
um período à frente; Σ é a matriz de variância-covariância; λ é o parâmetro de graus de liberdade 
da distribuição t multivariada; e log L é a log-verossimilhança.

Como pode ser observado, as estimativas dos parâmetros de Ψ1 parecem não rejeitar a 

presença de não causalidade nos dados fi scais brasileiros. Infelizmente, na impossibilidade de 

promover a identifi cação, não se pode isolar e quantifi car corretamente os efeitos das variáveis 

futuras sobre as variáveis correntes específi cas. Todavia, é ainda possível afi rmar que a signifi cância 

destes coefi cientes informa a relevância destas variáveis sobre a dinâmica fi scal como um todo e, 

portanto, que apresentam evidências para o fenômeno da antecipação fi scal, da não causalidade 

e, consequentemente, da não fundamentalidade para os dados brasileiros.

A signifi cância dos parâmetros Ψ1,13  e Ψ1,33 indica que um aumento futuro esperado dos 

gastos do governo um trimestre à frente tem impacto estatisticamente signifi cativo sobre a 

dinâmica do sistema. Já a signifi cância dos parâmetros Ψ1,14 e Ψ1,44 indica o mesmo, mas para 

aumentos futuros esperados da carga tributária líquida um trimestre à frente. A signifi cância 

do parâmetro Ψ1,22 indica que um aumento futuro esperado do investimento do governo um 

trimestre à frente impacta signifi cativamente a dinâmica do sistema, enquanto a signifi cância do 

parâmetro Ψ1,41 indica o mesmo para um aumento futuro esperado do PIB um trimestre à frente.

São encontradas, portanto, evidências para a infl uência, sobre a dinâmica fi scal do 

sistema, das expectativas de todas as variáveis incluídas no modelo. Com efeito, todas as 
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quatro variáveis em lead apresentam coefi ciente estatisticamente signifi cativo em pelo menos 

uma das equações do sistema. Essas evidências ressaltam a importância da consideração da 

não fundamentalidade e da não causalidade em dados fi scais, uma vez que tais dados, em 

especial, estão sujeitos ao problema da antecipação fi scal já amplamente identifi cado na 

literatura fi scal, contudo, até então desconsiderado na maioria dos trabalhos nacionais.

A desconsideração desses fenômenos pode acarretar em estimativas fi scais pouco 

confi áveis. Para ilustrar este potencial problema, na próxima subseção nós comparamos 

os resultados de previsões utilizando o VAR não causal aqui estimado com modelos VAR 

tradicionais de ordem equivalente, utilizando os mesmos dados.

 7.3.2 Previsões

Como sugerem Lanne e Saikkonen (2013, p. 471, tradução nossa), “uma vez que a não 

fundamentalidade muitas vezes invalida o uso de métodos econométricos convencionais, ser 

capaz de detectá-la com antecedência é importante”. E “uma vez que a não causalidade 

tenha sido detectada, seria natural usar o VAR não causal para previsão e análise estrutural” 

(op. cit., p. 472, tradução nossa). Não obstante, sobre a análise estrutural, os autores alertam 

“requerer métodos que não estão prontamente disponíveis” (idem, ibidem).

Diante dessa limitação da literatura, resta-nos aqui apresentar, como aplicações empíricas, 

previsões construídas utilizando o modelo estimado. A ideia é comparar o desempenho 

preditivo do modelo não causal com o do modelo causal tradicional, buscando assim verifi car 

se a especifi cação não causal, supostamente correta, considerando a não fundamentalidade, 

oferece ganhos em relação à especifi cação tradicional, supostamente incorreta, que 

desconsidera o problema da não fundamentalidade. Assim, com base no VAR não causal 

estimado, bem como em um modelo VAR tradicional, nós efetuamos previsões para o PIB com 

vistas à elaboração de uma análise comparativa do desempenho de ambas as projeções.

As previsões pontuais são computadas para fora da amostra para quatro trimestres à 

frente, ou seja, para o período do segundo trimestre de 2017 ao primeiro trimestre de 2018. 

Esse período de previsão, em particular, foi escolhido com o objetivo de evitar a utilização 
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de dados do período da greve dos caminhoneiros, ocorrida no segundo trimestre de 2018. 

Previsões haviam sido construídas para intervalos contendo esse período e, tendo havido 

grandes distorções por motivos totalmente exógenos, decidiu-se por descartá-las e optou-se 

pela construção de previsões pontuais para períodos de maior estabilidade, que garantam 

maior confi abilidade estatística às comparações.

As métricas de avaliação de acurácia utilizadas foram o erro médio quadrático de previsão 

(mean squared forecast error – MSFE); a raiz do erro médio quadrático de previsão (root mean 

squared forecast error – RMSFE); o erro médio absoluto de previsão (mean absolute forecast 

error – MAFE) e o erro médio percentual (mean average percentual error – MAPE). Foram 

construídas previsões para diferentes números de replicações, possibilitando assim não 

apenas a análise da evolução das acurácias preditivas conforme são estendidos os horizontes 

de previsão, como também a análise de acordo com a variação do número de replicações. 

Essa análise pode também ser entendida como uma avaliação da robustez das previsões 

construídas. Os erros de previsão sob a ótica de todas as métricas comportam-se de maneira 

bastante estável conforme o número de replicações aumenta de 10 mil a 500 mil.

Em geral, o modelo VAR(0,1), nas diferentes especifi cações, no que tange às replicações 

e aos diferentes horizontes, apresenta consistentemente menores erros que o modelo VAR(1). 

As exceções ocorrem em cinco situações, com baixo número de replicações e com horizonte 

longo (10 mil ou 100 mil replicações e horizonte de quatro trimestres). O aumento do número 

de replicações para 200 mil acarretou melhores previsões do VAR(0,1) em todos os casos e 

em todos os horizontes.

As métricas relativas31 estão reportadas na tabela 3. Valores abaixo da unidade indicam 

a superioridade preditiva do modelo não causal em relação ao modelo causal de ordem 

correspondente. Os resultados apontam para a superioridade preditiva do modelo não causal 

VAR(0,1) em relação ao modelo puramente causal VAR(1) para quase todos os casos. Com 

efeito, das 64 métricas relativas calculadas, em 59 o valor encontrado situa-se abaixo da 

31. Razões simples entre as métricas de acurácia preditiva das previsões construídas pelos modelos VAR 
não causais e modelos VAR causais convencionais. 
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unidade. Em nenhum caso simulações com 200 mil ou mais repetições levaram a previsões 

piores que as do VAR(1).

TABELA 3
Avaliação da acurácia preditiva relativa dos modelos causais e não causais por 
diferentes métricas para diferentes horizontes e números de replicações 

Horizonte

VAR(0,1)/ VAR(1)

Número de replicações

10 mil 100 mil 200 mil 500 mil

MSFE Relativo

1 0.3695 0.3349 0.4030 0.4177

2 0.8040 0.8371 0.9271 0.9461

3 0.7691 0.9761 0.9135 0.9291

4 1.0184 1.0223 0.9353 0.9205

RMSFE Relativo

1 0.6079 0.5787 0.6349 0.6463

2 0.8967 0.9149 0.9629 0.9727

3 0.8770 0.9880 0.9558 0.9639

4 1.0092 1.0111 0.9671 0.9594

MAFE Relativo

1 0.6079 0.5787 0.6349 0.6463

2 0.8452 0.8596 0.8945 0.9056

3 0.8413 0.9452 0.8999 0.9118

4 0.9831 0.9874 0.9301 0.9055

MAPE Relativo

1 0.6079 0.5787 0.6349 0.6463

2 0.8921 0.9095 0.9541 0.9645

3 0.8614 0.9823 0.9434 0.9558

4 0.9936 1.0069 0.9637 0.9515

Elaboração dos autores.

Nos gráfi cos 7 a 22, a superioridade preditiva do modelo não causal pode ser facilmente 

notada. Neles são reportados, em gráfi cos de barra, as métricas de avaliação de acurácia 

preditiva para cada modelo. No caso do VAR não causal, são reportadas as métricas para cada 

número de replicações. A última barra, da esquerda para a direita, indica sempre a métrica para o 

modelo convencional VAR(1) puramente causal. Assim, barras em nível inferior à última indicam 

superioridade dos modelos não causais VAR(0,1). Para auxiliar a comparação, foram introduzidas 

linhas tracejadas ao nível da métrica de acurácia preditiva do VAR(1), em cada contexto.



TEXTO para DISCUSSÃO

72

2 6 9 9

Pode-se concluir, portanto, que nessa aplicação as evidências apontam para a 

superioridade preditiva dos modelos VAR não causais em relação aos modelos VAR puramente 

causais convencionais quando se considera o conjunto de dados e o período analisados. 

Estas evidências empíricas, mais uma vez, tornam explícita a importância da consideração do 

problema da não fundamentalidade (e da não causalidade) em modelos VAR fi scais.

GRÁFICO 7
MSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais

0,0410 0,0372
0,0448 0,0464

0,1111

VAR (0,1), N = 10k VAR (0,1), N = 100k VAR (0,1), N = 200k VAR (0,1), N = 500k VAR (1)

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

0,12

Elaboração dos autores.
Obs.: h = 1.

GRÁFICO 8
MSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 2.
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GRÁFICO 9
MSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 3.

GRÁFICO 10
MSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 4.
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GRÁFICO 11
RMSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais 
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Obs.: h = 1.

GRÁFICO 12
RMSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Obs.: h = 2.
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GRÁFICO 13
RMSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Obs.: h = 3.

GRÁFICO 14
RMSFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais

VAR (0,1), N = 10k VAR (0,1), N = 100k VAR (0,1), N = 200k VAR (0,1), N = 500k VAR (1)
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 4.
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GRÁFICO 15
MAFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Obs.: h = 1.

GRÁFICO 16
MAFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais

VAR(0,1), N = 10k VAR (0,1), N = 100k VAR (0,1), N = 200k VAR (0,1), N = 500k VAR(1)
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 2.
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GRÁFICO 17
MAFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais

VAR (0,1), N = 10k VAR (0,1), N = 100k VAR (0,1), N = 200k VAR (0,1), N = 500k VAR (1)
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 3.

GRÁFICO 18
MAFE para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 4.
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GRÁFICO 19
MAPE de previsão para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 1.

GRÁFICO 20
MAPE de previsão para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 2.
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GRÁFICO 21
MAPE de previsão para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais

VAR (0,1), N = 10k VAR (0,1), N = 100k VAR (0,1), N = 200k VAR (0,1), N = 500k VAR (1)
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 3.

GRÁFICO 22
MAPE de previsão para os modelos VAR(0,1) e VAR(1) fi scais
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Elaboração dos autores.
Obs.: h = 4.

   8 CONCLUSÃO

Este estudo apresenta o emprego de um modelo VAR não causal, conforme proposto 

por Lanne e Saikkonen (2013), para um conjunto de dados tipicamente utilizado em modelos 

fi scais para o Brasil. A vantagem do modelo não causal é permitir a inclusão não apenas 
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de lags, como no caso dos modelos VAR tradicionais, mas também de leads das variáveis 

a serem modeladas. O modelo permite, assim, a inclusão explícita de valores futuros das 

variáveis pertencentes ao sistema, o que pode ser entendido como uma abstração do conceito 

das expectativas. Esse conceito é de especial interesse no contexto de dados fi scais, uma 

vez que tais dados estão especialmente inclinados a padecer do fenômeno da antecipação 

fi scal, que, por sua vez, engendra nos dados fi scais os problemas da não causalidade e da não 

fundamentalidade. Assim, os modelos não causais viabilizam uma estimação mais adequada 

dos coefi cientes do VAR quando os dados utilizados apresentam sinais de não causalidade 

e não fundamentalidade, apresentando-se como alternativa atrativa para aplicações fi scais. 

A desvantagem de tais modelos é a impossibilidade, até o momento, de análise estrutural.

Os dados fi scais trimestrais utilizados foram os calculados por Orair et al. (2016),32 que 

consolidaram as fi nanças públicas do país e a dividiram em investimento, gasto corrente 

e receita tributária líquida. Adicionalmente, foi incluído também o PIB real trimestral, 

calculado pelo IBGE, obtido junto ao seu sítio na internet. Para esse mesmo conjunto de 

dados, Vonbun e Lima (2020) já haviam previamente verifi cado a presença do fenômeno 

da não fundamentalidade. Tratando-se de dados covariância-estacionários, isso equivale ao 

diagnóstico de não causalidade, justifi cando assim a utilização do modelo.

O procedimento proposto por Lanne e Saikkonen (2013) foi efetuado e um modelo VAR 

não causal foi selecionado, corroborando levemente a verifi cação da não fundamentalidade 

(e não causalidade) já anteriormente obtida por Vonbun e Lima (2020). Tal seleção reforçou 

assim, por um novo meio adicional, as evidências da presença de não fundamentalidade 

(e não causalidade) nos dados fi scais brasileiros obtidas por estes autores.

Em particular, o modelo selecionado foi um modelo puramente não causal de um lead, ou 

seja, o sistema estimado dependia dos valores das variáveis no presente e de suas expectativas 

em relação a um trimestre à frente. Todas as variáveis demonstraram-se estatisticamente 

signifi cativas, em pelo menos uma das equações do sistema, para a determinação da dinâmica 

geral do sistema. A estimação apresentou, portanto, evidências de que aumentos futuros 

32. Posteriormente atualizados até 2017 pela equipe de Finanças Públicas da Diretoria de Estudos e 
Políticas Macroeconômicas (Dimac) do Ipea.
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esperados do PIB, dos investimentos do governo, dos gastos do governo e da carga tributária 

líquida possuem infl uência signifi cativa sobre as dinâmicas fi scais do país. Interessante ainda 

notar que a seleção de um modelo puramente causal (ou seja, que inclui apenas leads de cada 

uma das variáveis modeladas) pelo procedimento efetuado pode indicar que as expectativas 

sobre o futuro das variáveis fi scais podem ser tão importantes quanto, ou até mais, que os 

seus valores passados.

Não obstante a impossibilidade da análise estrutural, o estado atual da literatura 

metodológica sobre modelos VAR não causais já permite a construção de previsões. Assim, 

com o objetivo de comparar o desempenho do modelo VAR fi scal não causal estimado em 

relação ao modelo VAR fi scal usual, sob um conjunto de dados não fundamentais, foram 

construídas previsões para o PIB.

Os resultados foram plenamente favoráveis à previsão com o modelo VAR não causal, 

em especial quando se considera um maior número de simulações. Apenas em cinco casos, 

com baixo número de simulações e para um horizonte preditivo de quatro trimestres o 

modelo não causal foi pior que o VAR tradicional. Aumentando o número de interações, 

o VAR não causal sempre obteve desempenho superior. Sendo assim, o emprego de modelos 

VAR não causal parece trazer um ganho preditivo relevante, que deve ser considerado pelos 

econometristas, ao menos para o período e o conjunto de dados empregado.

Portanto, nosso trabalho apresenta evidências que corroboram: i) a presença de não 

fundamentalidade e não causalidade em dados fi scais, em linha com os resultados já obtidos 

anteriormente em Vonbun e Lima (2020); ii) a importância dos valores futuros esperados 

das variáveis fi scais sobre a dinâmica fi scal do país; e iii) a superioridade empírica preditiva 

do modelo VAR não causal, que considera o problema da não fundamentalidade (e da não 

causalidade), em relação ao modelo VAR tradicional, o qual desconsidera o mesmo problema 

neste conjunto de dados “típicos” da literatura.

Todas essas evidências ressaltam a importância da consideração da não fundamentalidade 

e da não causalidade em dados fi scais brasileiros, uma vez que tais dados, em especial, estão 

sujeitos ao problema da antecipação fi scal já amplamente identifi cado na literatura fi scal, 

contudo até então desconsiderado na maioria dos trabalhos nacionais.
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Ganhos ainda maiores para os estudos empíricos poderão ser obtidos quando se avançar 

nas técnicas de identifi cação do VAR não causal. Sugestões para futuras pesquisas envolvem a 

utilização do VAR não causal em outros conjuntos de dados e contextos econômicos. Projetos 

mais ambiciosos podem envolver o desenvolvimento de técnicas de identifi cação e análise 

estrutural para tais modelos, permitindo assim a construção de funções impulso resposta e 

análise de multiplicadores fi scais utilizando tais modelos .
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APÊNDICE

  TABELA A.1
Resultados dos testes Jarque-Bera para normalidade

Componente Assimetria Chi-quadrado G.L. Probabilidade

1 -2,316679 77,82155 1 0,0000
2 -0,138122     0,276628 1 0,5989
3  0,080499     0,093962 1 0,7592
4 -0,986608 14,11425 1 0,0002
Conjunta 92.30639 4 0.0000

Componente Curtose Chi-quadrado G.L. Probabilidade

1 16,08080 620,2643 1 0,0000
2     3,834746         2,525903 1 0,1120
3     4,255636         5,715255 1 0,0168
4     4,798800     11,72934 1 0,0006
Conjunta 640.2348 4 0.0000

Componente Jarque-Bera G.L. Probabilidade

1 698,0859 2 0,0000
2         2,802530 2 0,2463
3         5,809218 2 0,0548
4     25,84359 2 0,0000
Conjunta 732.5412 8 0.0000

Fonte: Vonbun, C.; Lima, E. C. R. Há fundamentalidade nos modelos VAR fiscal típicos para o Brasil? Brasília: 
Ipea, 2020. (Texto para Discussão, n. 2555).
Obs.: 1. Ortogonalização: Cholesky (Lütkepohl). H0: Resíduos são normais (multivariada). Data: 30 de maio 

de 2019 Hora: 20:21. Amostra: 1996T1 2019T2. Observações Incluídas: 87.
2. G. L. – graus de liberdade.

 TABELA A.2
Resultado do teste de fundamentalidade de Canova e Sahneh (CH)

Número de componentes principais
p-valor (sem dívida, com 

dívida no grupo de controle) (A)
p-valor (sem dívida no 

grupo controle) (B)
1 0,2364 0,2364
2 0,0836 0,0836
3 0,0285 0,0285
4 0,0154 0,0154
5 0,0227 0,0227
6 0,0432 0,0432
7 0,0620 0,0620
8 0,0277 0,0277
9 0,0407 0,0407

Fonte: Vonbun, C.; Lima, E. C. R. Há fundamentalidade nos modelos VAR fiscal típicos para o Brasil? Brasília: 
Ipea, 2020. (Texto para Discussão, n. 2555).
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