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Abstract 
 
A model that only focuses on economics relations, and in which efficiency and equity are defined 
in terms of resource allocation may miss an important part of the picture. We propose an integrated 
model that embeds economic activities in a larger game of social interactions, and define 
comprehensive notions of efficiency and equity. Social interactions provide additional sources of 
inefficiencies and inequalities, including through the mere lack of coordination between the 
regulation mechanisms of the economics sphere and the social sphere. Remedies may require 
more than market solutions and redistribution of resources. In particular, social norms are likely 
to play an important role. 
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❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛✐♠s ❛t ♠❛❦✐♥❣ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ st②❧✐③❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦❝✐❡t②

t❤❛t ❡♠❜❡❞s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ♦t❤❡r ♥♦♥✲♠❛r❦❡t s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s

❦❡② t❡♥❡ts ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣

❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❜r♦❛❞ ✏s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧✑ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛❧♦♥❡✳

❚❤✐r❞✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❡①♣❧♦r❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐❞❡❛s t♦ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥✈✐s✐❜❧❡ ❍❛♥❞ ✭❛s ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✮✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛r❦❡ts ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t②✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞

✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ tr❛❞❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❢♦r ♦✉r s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t❡s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤✐♥❦✐♥❣ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛r❦❡ts✱ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ tr❛❞❡ ❛♥❞ t❡♥❞ t♦ ✐❣♥♦r❡

♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✬s ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✱ ❱❡❜❧❡♥✬s ❚❤❡♦r②

♦❢ t❤❡ ▲❡✐s✉r❡ ❈❧❛ss ✭❱❡❜❧❡♥ ✶✾✸✹✮ ❛♥❞ ❇❡❝❦❡r✬s ✏❚❤❡♦r② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✑ ✭❇❡❝❦❡r ✶✾✼✹✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

♠❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦❝✐❛❧ s✐❞❡ t♦ ♣❡♦♣❧❡✬s ❧✐✈❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡

✐❣♥♦r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✐t ✐♥ r❡t✉r♥✳ ❆ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❧♦ss♦♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✳

❚❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❜r♦❛❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❖♥❡ ❜r❛♥❝❤ st✉❞✐❡s s♦❝✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✇✐t❤

❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦♦❧s ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❡♠❡r❣❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱

❛s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■t ❤✐❣❤❧✐❣❤ts s♣❡❝✐✜❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ s✉❝❤

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❢♦r♠✐s♠ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❡✛❡❝ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛♥❞ ✐t

❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝✉❧t✉r❛❧✱ ♠♦r❛❧ ♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r

✭❡✳❣✳✱ ❇❡r♥❤❡✐♠ ✶✾✾✹✱ ❆❦❡r❧♦❢ ✶✾✾✼✱ ❇r❡♥♥❛♥ ❛♥❞ P❡tt✐t ✷✵✵✹✱ ❇r♦❝❦ ❛♥❞ ❉✉r❧❛✉❢ ✷✵✵✶✱ ❉✉r❧❛✉❢ ✷✵✵✶✱

❉✉r❧❛✉❢ ❛♥❞ ■♦❛♥♥✐❞❡s ✷✵✶✵✱ ▼❛♥s❦✐ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❞❡s✐r❡ t♦ ❝♦♥❢♦r♠ t♦

t❤❡ ♦t❤❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♦t❤❡rs t❤❡r❡ ✐s ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦❧✐❝✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦✈❛❧ ❛♥❞ ❜❧❛♠❡✳ ❉✐✛✉s✐♦♥

t❤r♦✉❣❤ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✭❏❛❝❦s♦♥ ✷✵✵✽✱ ❇r❛♠♦✉❧❧é ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✮✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ st✉❞✐❡s t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳ ■t ❤❛s ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ s♦❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✭❇♦✉r❞✐❡✉ ✶✾✼✾✱ ❈♦❧❡♠❛♥

✶✾✾✹✱ P✉t♥❛♠ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❤♦✇ s♦❝✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r s♦❝✐❛❧ st❛t✉s✱ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s

❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♦r ❡✈❡♥ ♠❡r❡ ♥❛rr❛t✐✈❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧
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❛♥❞ ❑r❛♥t♦♥ ✷✵✵✵✱ ❈♦❧❡✱ ▼❛✐❧❛t❤ ❛♥❞ P♦st❧❡✇❛✐t❡ ✶✾✾✷✱ ✶✾✾✽✱ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ▼✉r♣❤② ✷✵✵✵✱ ❇❡♥❛❜♦✉

✶✾✾✸✱ ✶✾✾✻✱ ❋r❛♥❦ ✶✾✽✺✱ ❑♦❧♠ ✷✵✵✺✱ ▲♦✉r② ✶✾✼✼✱ ❈♦❛t❡ ❛♥❞ ▲♦✉r② ✶✾✾✸✱ ▼❛✐❧❛t❤ ❛♥❞ P♦st❧❡✇❛✐t❡

✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✱ ❙♥♦✇❡r ❛♥❞ ❇♦s✇♦rt❤ ✷✵✶✻✱ ❙❤✐❧❧❡r ✷✵✶✾✮✳

❆ t❤✐r❞ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ♠✐❝r♦❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥

✷



❢r♦♠ ♣s②❝❤♦❧♦❣② ✭❡✳❣✳✱ ❋✐s❦❡ ✷✵✵✺✱ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐t r❡✈❡❛❧s

❤♦✇ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ t♦ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ ❢❛✐r♥❡ss ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ t❤❡② ❛r❡ ❜② t❤❡

s♦❝✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ♦t❤❡rs ✭❘❛❜✐♥ ✶✾✾✸✱ ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ✶✾✾✾✱ ❋❡❤r ❡t ❛❧✳

✷✵✵✷✱ ❈❤❡r❝❤✐❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼✱ ▲❛②❛r❞ ✷✵✵✺✮✳ ❇r❡♥♥❛♥ ❛♥❞ P❡tt✐t ✭✷✵✵✹✮ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦

❜❡ ❡st❡❡♠❡❞ ❛s ❛ ❦❡② s♦❝✐❛❧ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡✈❡r ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ❢❡❛r ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱

❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❞❡s✐r❡s s✉❝❤ ❛s ❣❡♥✉✐♥❡ ❝❛r✐♥❣✱ ❛ ❞❡s✐r❡ ❢♦r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❆s t❤✐s ❜r♦❛❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❛♥② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ s♦❝✐❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢r♦♠ t❤❡ t❡①t❜♦♦❦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t✐♠❡ ♠❛② ❜❡

r✐♣❡ ❢♦r r❡t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡✈✐s✐t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢

❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝

♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❦❡② ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❆rr♦✇✲❉❡❜r❡✉ ♠♦❞❡❧

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✱ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❡✳❣✳✱

◆♦r❞❤❛✉s ❛♥❞ ❇♦②❡r ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❞✐r❡❝ts s♦♠❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❡s❡❧❢✮✱ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s✉❝❝❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

s✉♣♣♦rt ♦r r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐s♠ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱

t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦r♠s ❜② s♦❝✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡✱ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❛♥❞ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ♣♦✇❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❛s

✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r st❛t✉s ❛♥❞ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s st❛t✐❝ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❧❡❛✈❡s ♦✉t ❛ ❦❡② s❡t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ s♦❝✐❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❇✉t✱

❛s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❝♦✈❡r ❦❡② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ♦❢ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝

❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r

s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✳ ❖♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♣❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ♣❡♦♣❧❡✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❧✐❡s ✐♥

t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ s✉❝❝❡ss✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ s❡♥s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❲❛❧r❛s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡

s♦❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❊❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜r✐♥❣s ✐♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♠♣♦rt❛♥t

s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✳

❆s ❢❛r ❛s ❡q✉✐t② ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡q✉✐t② ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✬s ❧✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛ss❡ts✳ ❆s ❢❛r ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣

♠♦♥❡②✲♠❡tr✐❝ ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ❛❧r❡❛❞② ❢❛♠✐❧✐❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✭❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ❇❧❛♥❝❤❡t ✷✵✶✸✮✱

t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦❝✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢r♦♠ ♦t❤❡r

✸



s♦❝✐❛❧ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❚❤r❡❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❛t ✐t ❛ss✉♠❡s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t

❢❛✐❧✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐❞❡✱ t❤❛t ✐t ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r t❤r♦✉❣❤ ♠❛r❦❡t

tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❡①❝❧✉❞❡s s♦❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝ts ♦♥

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✭✻✱ ✼✮✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝

♠♦❞❡❧ r❡♠❡❞② t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s s♦❝✐❛❧ r❡♠❡❞✐❡s t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐❧❧s✱ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✢♦✉r✐s❤✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛s ❛♥❞ t❤❡

♠❛✐♥ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤r❡❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧

t❤❛t ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r s♦❝✐❛❧

s♣❤❡r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✐♥ t❤✐s s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡s ❤♦✇ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼

♣r♦♣♦s❡s ❛♥♦t❤❡r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②

❡♥♠❡s❤❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ❡❝♦♥♦♠✐❝ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s✐t❡

♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ■♥s✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦

❤✐❣❤❧✐❣❤t ❤❡r❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❞✐✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛s ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡

♥♦t ❛❧❧ ♥❡✇✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❖✉r

s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧ ❤♦✇❡✈❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡s❡

✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❤❛✈❡ ❢❛r✲r❡❛❝❤✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡

♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠② ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ❛✛❡❝ts t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆✉♠❜❡rs ✐♥

♣❛r❡♥t❤❡s❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛♣♣❡❛r✳

❆ ✜rst s❡t ♦❢ ✐♥s✐❣❤ts ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡♠❜❡❞❞❣❡❞ ✐♥ s♦❝✐❡t②✱ ❛♥❞ t❤❛t

✐❣♥♦r✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✿

✲ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛r❡ ✉♥❞❡r♠✐♥❡❞✿ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡✱ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❧❡❛❞s t♦ ❛ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱

❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛r❦❡ts✱ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✭✹✳✶✱ ✹✳✹✮✳ ❙✐♥❝❡

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡ts ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ■♥✈✐s✐❜❧❡ ❍❛♥❞

✐s ✉♥❞❡r♠✐♥❡❞✳ ▲✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡rs ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ♠❛r❦❡ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t s✉✣❝❡ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

❛❝❤✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ✭✺✳✶✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡q✉✐r❡s ✭✐✮ ❡✣❝✐❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝

♠❛r❦❡ts✱ ✭✐✐✮ ❡✣❝✐❡♥t s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞

s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ✐s ♥♦t

s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ P❛r❡t♦✲❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠② ✭✇❤❡r❡❜② ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♦♥❡

✹



✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡tt❡r ♦✛✱ ❛❝r♦ss ❜♦t❤ s♣❤❡r❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦rs❡ ♦✛✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s

t❤❛t s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡sts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✭✹✳✶✱ ✹✳✹✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❜♦t❤ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦

❢✉❧✜❧❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ✭s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✱ t❛❝✐t r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ♦r ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②

♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ t❛s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛②

✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♦♠❡

❢♦r♠s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤♦✉t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭✼✮✳

✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♠❛❦❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t s♦❝✐❡t②✿

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦✲

❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❆rr♦✇✲❉❡❜r❡✉

♠♦❞❡❧✱ ✐s ❛ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

s♦❝✐❡t② ✭✉♥♠♦❞❡❧❧❡❞✮ ✐s ✇❡❧❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✱ t♦♦ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞

❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s✳ ■t ✐s ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t

t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❞②s❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②s❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t

✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✮ ❛♥❞ ♠♦st ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r✐❡s r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s✱ ❜✉t st✐❧❧ ❛ss✉♠❡

❛ ✇❡❧❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ ❧❡ss

❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛ss✉♠❡ ❛✇❛② s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥s ❛❧t♦❣❡t❤❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ✇♦r❧❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❜✉t ♥♦t s♦❝✐❛❧❧② ✐s t♦t❛❧❧②

❢♦r❡✐❣♥ t♦ ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥✐t②✳

❆ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ✐♥s✐❣❤ts ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧

s♣❤❡r❡s ✐♥ ♠❡❡t✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ♥❡❡❞s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡✇✱ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✈✐✈✐❞❧② ✇❤❡♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ❛r❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳

✲ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❛r❦❡t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ❧✐❡s ✐♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❜✐❧✐③❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛♥ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st✱ s✉❝❤

❛s ❛❧tr✉✐s♠ ♦r ♠♦r❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② s❡r✈❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ s✉❝❤

❛s ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t✐❡s ♠❛② ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤

s♦❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ✭✻✮✳ ◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱

s♦❝✐❛❧❧②✲❞r✐✈❡♥ r❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊❧✐♥♦r ❖str♦♠✬s ❈♦r❡ ❉❡s✐❣♥

Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛✐♠ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧

s♣❤❡r❡✱ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❣♦✈❡r♥❛♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

✲ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ❧✐❡s ✐♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❝r♦ss ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡rs✱ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢

♦♥❡ ✐♥✈✐t❡s ❛ ❢r✐❡♥❞ ❢♦r ❞✐♥♥❡r ❛t ❤♦♠❡✱ t❤❛t ❢r✐❡♥❞ ♠❛② r❡❝✐♣r♦❝❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐♥♥❡r ✐♥ ❤❡r ❤♦♠❡❀ ❜✉t ✐t ✐s

♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❡♥❞ t♦ ✐♥st❡❛❞ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ❞✐♥♥❡r ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❧❡ss ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡♦♥❡ ❡❧s❡ t♦

♣❛② ♦♥ t❤❡ ❢r✐❡♥❞✬s ❜❡❤❛❧❢✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t❤❛♥

✺



❞♦❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ♦♣❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

❝❤❛♥♥❡❧s s✉❝❤ ❛s t❛❝✐t r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ❝❛r❡✱ ❝✉❧t✉r❛❧❧② s❝r✐♣t❡❞ ♥♦r♠s✱ ♦r ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s

❝♦❣♥✐t✐✈❡❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲s♣❡❝✐✜❝ ✭■ ❤❡❧♣ ②♦✉ ✐❢ ②♦✉ ❤❡❧♣

♠❡✮ ❛♥❞✴♦r ❛❝t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ✭❛ ❞✐♥♥❡r ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡t✉r♥ ❢♦r ❛ ❞✐♥♥❡r ✐♥✈✐t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ✐s ♠✐ss✐♥❣✱ s✐♥❝❡ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡

❧❡ss ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ t❤❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✱ ✸✳✷✱ ✹✮✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝♦♠❡s

❢r♦♠ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❞✉❝❡ s♦❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② r✐✈❛❧r② ✐♥ ❛❝❝❡ss t♦ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✱

✐s t❤❡ ✐❞❡❛ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✏❞♦✉① ❝♦♠♠❡r❝❡✱✑ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♠❡r❝❡ t❡♥❞s t♦ ❝✐✈✐❧✐③❡ ♣❡♦♣❧❡✱ ♠❛❦✐♥❣

t❤❡♠ ❧❡ss ♣r♦♥❡ t♦ ❞✐r❡❝t ♣r❡ss✉r❡ ♦r ✈✐♦❧❡♥❝❡ ✭✻✮✳ ❚❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♠✉st ❜❡ s❡t ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t

♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠❛r❦❡t ❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤❛r♠❢✉❧ s♦❝✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧✐st✐❝ st❛t✉s✲

s❡❡❦✐♥❣ ✭✺✳✶✮✳

❆ t❤✐r❞ s❡t ♦❢ ✐♥s✐❣❤ts ✐s ❛❜♦✉t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❛ s♦❝✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✲ ❙♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♦❝✐♦✲

❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❲❤✐❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡s✲

s❛r✐❧② ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✱ ✺✳✶✱ ✼✮✳ ❇❡❝❛✉s❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ st❛♥❞✐♥❣ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜✉t ❞✐st✐♥❝t✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✇❛② ❝♦✈✲

❡r✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♦✛❡rs ✇❛②s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

s♣❤❡r❡ t♦ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✺✳✷✮✳ ■t ❛❧s♦ s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢

❡❝♦♥♦♠✐❝ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t tr❛♥s❢❡r r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ r✐❝❤ t♦ ♣♦♦r ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❜✉t ✇✐❞❡♥ t❤❡ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ st❛♥❞✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❡♥t❡r ♠❛st❡r✲s❡r✈❛♥t✱ ♦r ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡

r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s

❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t♦ ❛❧✇❛②s tr❡❛t r❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ r❡s♦✉r❝❡s ❛s s♦❝✐❛❧❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡✱

❡✈❡♥ ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s♦❝✐❛❧ st❛♥❞✐♥❣✳

✲ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t②✿ ❆ ❤✉❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❞❡✈♦t❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✜♥❞

t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧

❜② ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❛s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✉s✲

s❡❡❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥t❡♥s❡✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t② ❛♠♦♥❣

♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❡♥❛❜❧❡s ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❝✐❛❧

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❢✉rt❤❡r ❜❡♥❡✜ts ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣✉rs✉✐t ♦❢ st❛t✉s✲s❡❡❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭✇❤✐❝❤

✐♥✈♦❧✈❡ ❡✛♦rt ❜✉t ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦ ♦✈❡r❛❧❧ ❣❛✐♥✮✳ ❯♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r

❡✈❡r②♦♥❡ ✭✹✳✷✱ ✺✳✶✮✳

❚❤❡ s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

s♣❤❡r❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛❝t♦rs✳

✲ P♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s✿ ❆❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s ❛✛❡❝t ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❦❡② ✐♥♣✉ts

t♦ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛② s❤❛♣❡

❡❝♦♥♦♠✐❝s r❡❧❛t✐♦♥s ❜② ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥

✻



t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✏P♦s✐t✐✈❡✑ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s ♦❜t❛✐♥s ✇❤❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡sts

♦♥ s♦❝✐❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ s✉❝❤ ❛s ✇❤❡♥✿

❼ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r❡✈❛✐❧s ♠♦r❡ r❡❛❞✐❧② ❛♠♦♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❛r❡ s♦❝✐❛❧❧② ❜♦♥❞❡❞ ✭✻✮✱

❼ ♠✉t✉❛❧ ❝❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❝✐❛❧ ❣r♦✉♣ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ❝✉s❤✐♦♥✐♥❣ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs

❢r♦♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❤❛r❞s❤✐♣ ✭✻✮✱ ♦r ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱

❼ s♦❝✐❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✺✳✶✮✳

✏◆❡❣❛t✐✈❡✑ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥✱ ❢r♦♠ s♦❝✐❡t② t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱

❼ ♠❛r❦❡t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s♦❝✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐s✲

❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ✭✸✳✶✮✱

❼ st❛t✉s s❡❡❦✐♥❣ ❧❡❛❞s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ✈❛❧✉❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✭✺✳✶✮✱ ♦r✱

✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥

❼ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✇❡❧❢❛r❡✲❞❡str♦②✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣❛✐♥s ♠❛② ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♦❝✐❛❧ ❧♦ss❡s ✭✼✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❣❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ✇❤✐❧❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥✲

♥❡❝t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛t ❝♦❧❧❛♣s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ❛♥❞ r♦❜♦t✐❝s✮✱ t❤❡s❡

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠❛② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ s♦❝✐❛❧❧② ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣❛✐♥s ♠❛② ❢❛❧❧ s❤♦rt

♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥♠❡❛s✉r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❧♦ss❡s ✭✹✳✷✱ ✹✳✸✱ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❡♠❡r❣❡s ❛❜♦✉t

❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦s✱ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣

✇❛②s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡s ❛♥❞ ❧♦♦s❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❤❡r❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

✲ ❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝

r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ✜r♠s ♠❛①✐♠✐③❡ ♣r♦✜ts ✭♦r s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡✮✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞

✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❤❛♣❡s ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭t❤r♦✉❣❤ t❛①❡s✱ s✉❜s✐❞✐❡s✱

r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✜♥❛♥❝❡ ♦r ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥s✮ s♦ t❤❛t ♠❛r❦❡t

❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t✐❡s ❛r❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢

❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♣♣❡❛rs ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

❼ ❙✐♥❝❡ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❛②

❤✉rt s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❝♦sts ♠❛② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣❛✐♥s✱ ✜r♠s ❛♥❞

❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♠✉st ❛ss✉♠❡ ❜♦t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s ✭✻✮✳

❼ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ✐ts ✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧

♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❛ ✈✐❡✇ t♦ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s✱

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ✭✹✳✷✲✹✳✹✱ ✺✳✶✮✳

✼



❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t

❼ ❜✉s✐♥❡ss ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♣r♦✜t ✭✻✱ ✼✮✱

❼ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣❛✐♥s ✭✺✳✷✮✱ ❛♥❞

❼ ❝✐✈✐❧ s♦❝✐❡t② ❤❛s r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❢✉❧✜❧❧ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ✭✻✮✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧

✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡♣✐❝t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐♥❣

str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ✐t✳

❚❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✈❡ ❝❛❧❧ ✐♥t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✬s ■♥✈✐s✐❜❧❡ ❍❛♥❞ ❛♥❞

❜r✐♥❣ ✉s ❝❧♦s❡r t♦ ❆rr♦✇✬s ✭✶✾✼✸✮ ✈✐❡✇s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❡sts ❛♥❞

♠♦r❛❧ ♥♦r♠s✳ ❲❤❛t ♠❛❦❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❛r❦❡ts ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡② ❞♦✖❞❡s♣✐t❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ♠❛r❦❡t

❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t②

♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✖✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❡♥❛❜❧❡rs✿ ▼❛r❦❡t

❡❝♦♥♦♠✐❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡❧❧ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ✈♦❧✉♥t❛r② ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ✭❛❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❛r❦❡ts✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ❛❞❞r❡ss ♦t❤❡r ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐♥❡q✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦

❞r✐✈❡rs ♦❢ t❤❡ ■♥✈✐s✐❜❧❡ ❍❛♥❞✖❛ ✇❡❧❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ♣❡r♠✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♠❛r❦❡ts

❛♥❞ ❛ ✇❡❧❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ s♦❝✐❡t② t❤❛t ♣❡r♠✐ts ✐♥t❡r♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s✖

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✬s t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥ ❚❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥ ❚❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r② ❢♦❝✉s❡s

❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇✐t❤ ❞❛♥❣❡r♦✉s ♣♦❧✐❝②

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♥❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❡t✐❡s ♦❢t❡♥ ❞♦ ♥♦t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡❧❧✳ ❲❤❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s

❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛❞❧② ❛♥❞ s♦❝✐❡t✐❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡❧❧✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❤✉♠❛♥ ♥❡❡❞s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡❧② ♠❡t✱ ❞❡s♣✐t❡

✏❝❛r✐♥❣ s♦❝✐❡t✐❡s✱✑ ✐♥ s♦♠❡ ❧❡ss✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❇❡❧❧❛❤ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷✱ ●❧❡♥♥ ✷✵✵✵✮✳ ❲❤❡♥

❡❝♦♥♦♠✐❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❛♥❞ s♦❝✐❡t✐❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛❞❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t❡♥t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r✐st s♦❝✐❡t✐❡s

♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❙❝✐t♦✈s❦② ✶✾✼✻✱ ❍✐❧t♦♥ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❢❛✐❧❡❞ st❛t❡s✱✑ ❜♦t❤

❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❡t✐❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛❞❧②✳

❚❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✐s♠ ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❛r❦❡ts ✐♥t♦

❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ✉s❡❞ t♦ ❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❤✐s ♠❛❣♥✉♠ ♦♣✉s✱ ❚❤❡ ●r❡❛t ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❑❛r❧ P♦❧❛♥②✐ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s

❜❡❝❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡ts✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✐s✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ st❛t❡✳ ■t ✇❛s t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ❝♦♥❝❡✐✈❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❛♥ts t❤r♦✉❣❤ ✈♦❧✉♥t❛r② ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧♦st s✐❣❤t

♦❢ P♦❧❛♥②✐✬s ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ✏♠❛♥✬s ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛s ❛ r✉❧❡✱ ✐s s✉❜♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❤✐s s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳✑ ✭♣✳ ✹✽✮

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛ t❡♥t❛t✐✈❡ ❛tt❡♠♣t t♦ r✐❣❤t t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡✳

❚❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❛❥♦r t❤❡♠❡s✱ ❡♠❡r❣✐♥❣

❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✿ ❚❤❡ ✜rst ✐s ✏t❤❡ ♠❛❣✐❝ ♦❢ ♠❛r❦❡ts✑ t❤❡♠❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤②

♣❡♦♣❧❡ tr❛❞✐♥❣ ❢r❡❡❧② ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜❡tt❡r ♦✛✳

✽



❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ✏t❤❡ ♠❛❣✐❝ ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s✑ t❤❡♠❡ ♦❢ ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣②✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✲

❛r② s✉❝❝❡ss ♦❢ ❤✉♠❛♥✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r s♦❝✐❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❈❤r✐st❛❦✐s ✭✷✵✶✾✮✱ ❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✶✻✮✱ ◆♦✈❛❦ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❚✉r❝❤✐♥ ✭✷✵✶✻✮✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞

❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐st✬s ■♥✈✐s✐❜❧❡ ❍❛♥❞❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s t❤❡ ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣✐st✬s ■♥✈✐s✐❜❧❡ ❍❛♥❞✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛♥

❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡♠❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐❡t✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✱ ❤❡❧♣

♣❡♦♣❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❡② ❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♠❡❛♥t ❛s ❛

st❡♣ t♦✇❛r❞s s✉❝❤ ❛ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳

✸ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ st❛rts ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❆rr♦✇✲❉❡❜r❡✉ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞s ✐t ✐♥ ❛

s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✱ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝❧✐♠❛t❡✲❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧s ❢❡❛t✉r❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❙♦❧♦✇ ❣r♦✇t❤

♠♦❞❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝❧✐♠❛t❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ t❤❡

❧♦❝✉s ♦❢ ❤✉♠❛♥ str❛t❡❣✐❝ ❛❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❡❝♦♥♦♠✐❝✱ ✐t ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡

✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❡✈❛♥t t❤r❡❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳

✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚♦ ❦❡❡♣ t❤✐♥❣s s✐♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦✉t❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛

st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❆rr♦✇✲❉❡❜r❡✉ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦

s❝❛❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ▼❛r❦❡t ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✻✲✼✳

✸✳✶✳✶ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s i ∈ N = {1, ..., n} . ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② ❛ ♣❛✐r (xi, yi) , ✇❤❡r❡ xi ∈ Xi ⊂ Rℓ
+ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ℓ > 1 ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② i✱ ❛♥❞ yi ❛

✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✳ ❚♦t❛❧

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s q ∈ Q ⊂ {0} ∪
(

Rℓ \ Rℓ
+

)

✱ ✇❤❡r❡ ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ q ✐s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ Q ✐s ❛ ❝♦♥❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✭✐✳❡✳✱ Q ✐s ❛ ❝♦♥❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜t

❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❲❤❡♥ Q = {0} , t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❡❝♦♥♦♠②✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ui (xi, yi) . ❚❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧②

❝❛♣t✉r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s r❡❛❧❧② s❤❛♣❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♠✐♥❞s❡t

❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡❡♣ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢

s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞r❛♠❛t✐❝ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡

✾



st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r xi ❛r❡ st❛❜❧❡✳ ❲❤❛t ✇❡ ❦❡❡♣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❛t✐♦♥❛❧❧②

str✐✈❡ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ui✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❤♦♦s❡ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❣r♦✇ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤✉♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❢❛r✐♦✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝✳ ❇✉t ✇❡ r❡t❛✐♥ ✐t ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣

r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡r✐♦✉s ♦❜st❛❝❧❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s

♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤✐♥❣s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❞♦♣t s❡❧❢✲❞❡str✉❝t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳

❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s t✇♦ ❝♦♥tr❛✐♥ts✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛

t②♣✐❝❛❧ ❜✉❞❣❡t✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✶✲✻ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♣r✐❝❡✲t❛❦❡rs✿

x ∈ Xi ❛♥❞ pxi ≤ pωi,

✇❤❡r❡ ωi ✐s i✬s ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ❈♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❛❜♦r s❡r✈✐❝❡s✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥t ❜r✐♥❣s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ■t s❛②s t❤❛t yi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛

❣❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t②♣❡

yi = Fi (p, x, s) ,

✇❤❡r❡ x = (x1, ..., xn) ✐s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s = (s1, ..., sn) ✐s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ✐♥

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fi ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s ❤♦✇ i✬s s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❜✉t

❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥

❛❝t✉❛❧❧② ❣♦ ❜♦t❤ ✇❛②s✳ ❙♦♠❡ s♦❝✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱

✐t ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ❛❞♦♣t ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐❢❡st②❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥

s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s✐♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ i ✐s

❛ ✜①❡❞ Si✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ s✱ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ si ❛♥❞ s−i✱

❛r❡ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fi✳

▼❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋♦r ❝♦♥❝r❡t❡♥❡ss✱ t❤✐♥❦ ♦❢ si ❛s ❛ str❛t❡❣②

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✿

❼ ❡①t❡♥❞✱ ❛❝❝❡♣t ♦r ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥s t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢❛♠✐❧② ❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❢r✐❡♥❞s❤✐♣s✱ ❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✮❀

❼ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❝❤❡❡r✐♥❣✱ ❜♦♦✐♥❣✱ ✜❣❤t✐♥❣✱ ❥♦✐♥✐♥❣

❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s✮❀

❼ ♣❛ss ♦r ✇✐t❤❤♦❧❞ ✭♠✐s✮✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❛❞♠♦♥✐t✐♦♥s✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t

♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦r ❛✛❡❝t t❤❡ ♦t❤❡rs❀

❼ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s ♦r ✉♥❞❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦t❤❡rs✬ ❡st❡❡♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭❡✳❣✳✱

❜❡✐♥❣ tr✉t❤❢✉❧✱ ❢❛✐t❤❢✉❧✱ ❝♦✉r❛❣❡♦✉s✱ ❡♠♣❛t❤❡t✐❝✱ ♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✮❀

❼ s❡❡❦✱ ❦❡❡♣ ♦r ❝❤❛♥❣❡ ♦♥❡✬s ♦r s♦♠❡♦♥❡ ❡❧s❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♣♦✇❡r ♦r

✐♥✢✉❡♥❝❡✳

✶✵



❚❤❡ ❣❛♠❡ ♣r♦❞✉❝❡s s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r i ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r yi✳

❚❤✐s ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs (j, r) ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t i ✐s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ r ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

j ✭❡✳❣✳✱ i ❤❛s ❛✉t❤♦r✐t② ♦✈❡r j r❡❣❛r❞✐♥❣ r♦❛❞ ✉s❡✮✱ ♦r ✐t ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ i ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❡st❡❡♠✱ ♣r❡st✐❣❡✱ ✇❤❛t t②♣❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ r♦❧❡✱ ♣♦✇❡r ❛♥❞ st❛t✉s i ❡♥❥♦②s ♦r ❡♥❞✉r❡s✱

❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■t ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❢❡❛t✉r❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♦❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ str✐❝t❧②

♣❡rs♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ✇❤♦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✇❤♦♠✱ ✇❤♦ ❤❛s s✉❝❤ ♦r s✉❝❤

♣♦s✐t✐♦♥ ♦r s♦❝✐❛❧ st❛t✉s ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ yi = Fi (p, x, s)✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s yi ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛♥② t❤✐♥❣s ❛❜♦✉t t❤❡

s♦❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t✿ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s x, t❤❡ str❛t❡❣✐❡s

♣❧❛②❡❞ ❜② ❡✈❡r②♦♥❡ s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t ♣r♦❝❡❞✉r❡s

❛♥❞ ♥♦t ❥✉st ❛❜♦✉t ✜♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② r❡s❡♥t ❜❡✐♥❣ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❞♦ ❝❡rt❛✐♥

t❤✐♥❣s ✭❡✳❣✳✱ ♣r❛❝t✐❝❡ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ t❤✐♥❣s ❛r❡ ♥♦t ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✉♥♣❧❡❛s❛♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜② ❧✐st✐♥❣ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ yi, ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r r❡❝♦r❞✐♥❣ ❤♦✇ ✐t ❝❛♠❡ ❛❜♦✉t t❤r♦✉❣❤ s♣❡❝✐✜❝ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡

♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ♦❢ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♣♦♥t❛♥❡✐t② ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❛❝❝❡♣t ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s t❤❛t ❢♦st❡r s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜② ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ♠❡❡t✐♥❣s ♦r

❝r❡❛t✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦❝❝❛s✐♦♥s✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❡❧❧❡❞ ❜② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥❥✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❦✐❧❧ t❤❡

s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❣✐✈❡s ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✷ ❋❧❡s❤✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡

❆s t❤❡r❡ ✐s ❛ str✐❦✐♥❣❧② s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♠♦st s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✱ ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❆rr♦✇✲❉❡❜r❡✉

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣

♥❛t✉r❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐r❡❝ts ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss s✉♣♣♦rt✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♦♥❡s❡❧❢✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉♣♣♦rt r❡❝❡✐✈❡❞

❜② t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ✐ts❡❧❢ ♠❛② ❜❡ ❛✐♠❡❞ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s✿ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ✭❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t②✱ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡❢s✮✱ ♦r ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✭st❛t✉s✱ ♣♦✇❡r✮✳ ❍②❜r✐❞ ♦✉t❝♦♠❡s

❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥♣❧❛❝❡✱ ✇❤❡♥ ❣r♦✉♣ ❣❛t❤❡r✐♥❣s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r st❛t✉s

♦r ♣♦✇❡r✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t si = (sij)j=1,...,n✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ sij ∈ Rm ✐s ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉♣♣♦rt ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s d = 1, ...,m✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ yi ∈ Rm+ℓn+mn2

✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s d = 1, ...,m ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ x ❛♥❞ s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fid (p, x, s) ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❡❝t♦r (sjid)j=1,...,n . ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s Fid (p, x, s) ❡♠❜♦❞② ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❍❡r❡ ❛r❡

s❛❧✐❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇✐t❤ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✇❤❡♥ r❡❧❡✈❛♥t✿

❼ t❤❡ ✈❡t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ yid = minj∈Nid
sji ❡♥❛❜❧❡s ❡✈❡r② j ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s❡t Nid t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡

yid ✿

✶✶



✕ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✿ ✇❤❡t❤❡r i ❜❡❢r✐❡♥❞s l ❝❛♥ ❜❡ ✈❡t♦❡❞ ❜② i, l ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❛ ❢❡✇ ♦t❤❡rs ❛♠♦♥❣ t❤❡✐r

r❡❧❛t✐✈❡s❀

✕ ♣❡rs♦♥❛❧✿ i✬s ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ tr✉sts ❤✐♠ t❤❡ ❧❡❛st✱ ✐❢

s✉❝❤ ♦♣✐♥✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡❀

❼ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ yid = maxj∈Nid
sji ❡♥❛❜❧❡s ❡✈❡r② j ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s❡t t♦ ✉♣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ yid ✿

✕ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✿ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ t❤❡ ❙♠✐t❤s ❛♥❞ t❤❡ ❏♦♥❡s❡s ❤❛✈❡ ❞✐♥♥❡r t♦❣❡t❤❡r ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

♦♥❡ ✇❤♦ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠♦st ✐♥✈✐t❛t✐♦♥s❀

✕ ♣❡rs♦♥❛❧✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♠❛② s✉✣❝❡❀

❼ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ yid =
∑

j∈Nid
sji ❡♥❛❜❧❡s ❡✈❡r② j ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s❡t t♦ ❛❞❞ ✉♣ t♦ t❤❡

♦✉t❝♦♠❡ ✿

✕ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✿ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❧✐❢❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭❛s ❢♦r ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✮❀

✕ ♣❡rs♦♥❛❧✿ ♣❡♦♣❧❡ ❤❡❛♣ ♣r❛✐s❡ ♦r ❜❧❛♠❡ ♦♥ i❀

❼ t❤❡ r❛♥❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ yid = r ✐❢
∑

j sji ❤❛s r❛♥❦ r ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
∑

j sjl, l = 1, ..., n ✿

✕ ♣❡rs♦♥❛❧✿ st❛t✉s ♦r ♣♦✇❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣♦rt r❡❝❡✐✈❡❞✱ ❡✳❣✳ ❣❡tt✐♥❣ ❛ ♣❧✉r❛❧✐t②

♦❢ ✈♦t❡s ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝t✐♦♥❀

❼ t❤❡ ❛✛♦r❞❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ yid = min {xik, sijd}✿

✕ ♣❡rs♦♥❛❧ ♦r s♦❝✐❛❧✿ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣② ✭❡✳❣✳✱ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✮ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✇✐t❤

t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡r❡✇✐t❤❛❧ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡s❀

❼ t❤❡ ❣❛t❡❦❡❡♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ yid = xiks❣♥
(

sijd − s∗ijd

)

❀

✕ ♣❡rs♦♥❛❧✿ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉✛❡rs ❛ s♦❝✐❛❧ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ❝♦♥s✉♠✐♥❣ xik ✉♥❧❡ss s❤❡ ✏❝♦♥❢♦r♠s✑ ❜②

❤❛✈✐♥❣ sijd > s∗ijd❀ t❤✐s ❝❛♥ s❡r✈❡ t♦ ♣♦❧✐❝❡ s♦❝✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤r♦✉❣❤ ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss ❞✐s❝r✐♠✐✲

♥❛t✐♦♥❀

❼ t❤❡ ❝♦♥t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ yid = f (xjk, j = 1, ..., n) ✇❤❡r❡ f ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ xik ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ xjk

❢♦r j 6= i✱ ❛♥❞ k ✐s ❛ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✭♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡①♣❡♥s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡st✿

✕ ♣❡rs♦♥❛❧✿ st❛t✉s ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦st❡♥t❛t✐♦✉s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❼ t❤❡ s♦❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ yid = siid ♠❛r❦s ❛ ♣✉r❡❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✿

✕ ♣❡rs♦♥❛❧✿ i ❥♦✐♥s ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❛ r❡❧✐❣✐♦✉s ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥✮✱ ♠❛❦❡s ❛ ♣✉❜❧✐❝ st❛t❡♠❡♥t

✭❡✳❣✳✱ ❛♥ ♦✉t✐♥❣✮✱ ♦r ❛❞♦♣t ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t ♦t❤❡rs✬

♣❡rs♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❜✉t ✇✐❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s❤✐❢t t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❀

❚❤❡ ♥❡①t t♦ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t ❜✉②✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢

❝♦♠♠♦❞✐t② k ❛s s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♦♥❡✬s ♦✇♥ st❛t✉s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦✉♥t✳ ◆♦

s✉♣♣♦rt ❢♦r ♦t❤❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐t ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❣✐❢ts✳

▼♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ♠♦st ♦❢

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧

♠♦❞❡❧s✳

✶✷



✸✳✶✳✸ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i s❡❧❡❝ts ❤✐s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿

max
xi∈Xi,si∈Si

ui (xi, yi)

s✉❝❤ t❤❛t

{

pxi ≤ pωi,

yi = Fi (p, (xi, x−i) , (si, s−i)) .

❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛❦❡s ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ str❛t❡❣✐❡s ❛s ❣✐✈❡♥✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ◆❛s❤✲t②♣❡ str❛t❡❣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❆ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♣❛✐r (x, y) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣②

♣r♦✜❧❡ s✿

❲◆✲✐✮ ❡✈❡r② i s♦❧✈❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❣r❛♠❀

❲◆✲✐✐✮ t❤❡ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✿
∑

i xi =
∑

i ωi + q❀

❲◆✲✐✐✐✮ q ♠❛①✐♠✐③❡s pq ❢♦r q ∈ Q.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Fi✳

❆ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ❲❛❧r❛s

s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❲❛❧r❛s

s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p s✉❝❤ t❤❛t✿

❲✲✐✮ ❡✈❡r② i s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿

max
xi∈Xi

ui (xi, yi) s✉❝❤ t❤❛t

{

pxi ≤ pωi,

yi = Fi (p, (xi, x−i) , s) .

❲✲✐✐✮ t❤❡ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r ✭s❛♠❡ ❛s ❲◆✲✐✐✮❀

❲✲✐✐✐✮ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✭s❛♠❡ ❛s ❲◆✲✐✐✐✮✳

■♥ t❤❡ ❲❛❧r❛s s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛❦❡s ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ xi ❤❛s

♦♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ yi✳

❚❤❡ ◆❛s❤ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡

y ✐s ❛ ◆❛s❤ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s s✉❝❤ t❤❛t✿

◆✲✐✮ ❡✈❡r② i s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿

max
si∈Si

ui (xi, yi) s✉❝❤ t❤❛t yi❂Fi (p, x, (si, s−i))✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❲❛❧r❛s ❛♥❞ t❤❡ ◆❛s❤ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ t❤❡

❢♦r♠❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛❦❡s ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s yi ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s xi✱ ✈✐❛ t❤❡

✶✸



❢✉♥❝t✐♦♥ Fi (p, (xi, x−i) , s)✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♣♣❡❛r ♥♦t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐❝

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② s❡❡♠ ♦❞❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fi (p, (xi, x−i) , s) ❞♦❡s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❛❝❝❡ss

t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❛r❦❡t ♠❛② ❜❡ ❜❛rr❡❞ ✉♥❧❡ss ❛ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣❛t❡❦❡❡♣❡r✮✳ ❇✉t

s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❖♥❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✜①❡❞✱

t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛❜♦✉t ✐t t❤r♦✉❣❤ s♦❝✐❛❧ ❛❝t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡

❣✐✈❡♥✿ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❛❧♠✱ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦✇❡r t♦ ❛❧t❡r s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦❝✐❛❧

str❛t❡❣✐❡s s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✉♥❛❧t❡r❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❆ ♣❛✐r (x, y) ✐s ❛ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣②

♣r♦✜❧❡ s, ♦♥❧② ✐❢ x ✐s ❛ ❲❛❧r❛s s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ s ✭❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❝t♦r p✮ ❛♥❞

y ✐s ❛ ◆❛s❤ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ x ✭❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✭✏✐❢ ✑✮ ✐s tr✉❡ ✐❢

❢♦r ❡✈❡r② i, t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠ ϕ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ hi (p, x, s) = ϕ◦ui (xi, Fi (p, x, s))

✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ C1 ✐♥ (xi, si) .

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✏♦♥❧② ✐❢✑ ♣❛rt ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❡✈❡r② s✉❜s❡t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❚❤❡ ✏✐❢✑ ♣❛rt ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❲◆✲✐ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ x ✐s ❛ ❲❛❧r❛s s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s ❛♥❞ y ✐s ❛ ◆❛s❤ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ x ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✳ ■♥❞❡❡❞✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦

ui (xi, yi) = ui (xi, Fi (p, (xi, x−i) , (si, s−i))) .

■❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ C1 ✐♥ (xi, si) ❛♥❞ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ xi ❛♥❞ ✐♥ si✱ t❤❡♥

✐t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r (xi, si) . ❇✉t ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t

t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳✶

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛❞❛♣t✐♥❣ ●❤♦s❛❧ ❛♥❞

P♦❧❡♠❛r❝❤❛❦✐s ✭✶✾✾✼✱ Pr♦♣✳ ✶✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❆ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

❼ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ui (p, x, s) := ui (xi, Fi (p, x, s)) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ (p, x, s) ❛♥❞ ♥♦♥✲s❛t✐❛❜❧❡✷ ✐♥ xi❀

❼ ❚❤❡ s❡t Xi ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①❀

✶■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤♦❧❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : R2 → R

❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

f (x, y) =

{

−x+ 2y ✐❢ x ≥ y

2x− y ✐❢x ≤ y.

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❛♥❞ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ x = y ✐t ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ❛♥❞ y s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t
❛ ♠❛①✐♠✉♠✳

✷◆♦♥✲s❛t✐❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② (p, x, s)✱ ❡✈❡r② ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N ⊂ Xi ♦❢ xi✱ t❤❡r❡ ✐s x′

i ∈ N s✉❝❤ t❤❛t
Ui

(

p, x′

i, x−i, s
)

> Ui (p, x, s)✳

✶✹



❼ ❚❤❡ s❡t Si ✐s ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①❀

❼ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ωi ≫ 0;

❼ ❚❤❡ ❝♦♥❡ Q ✐s ❝❧♦s❡❞❀

❼ ❋♦r ❡✈❡r② p ❛♥❞ (x−i, s−i)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ (xi, si) ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ Ui (p, x, s) s✉❝❤ t❤❛t pxi ≤ pωi ✐s ❝♦♥✈❡①✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✸✳✷ ❚❤r❡❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t s✐♠♣❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s (xi, si) ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s yi
✐s t❤❛t ✐t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠❡ t❤r♦✉❣❤ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡

✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t s♣❡❝✐✜❝ r❡str✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛♥t ✐s ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛r❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡✬s s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣❛r❦✱

t❤✐s ✐s ❛ ❜r❡❛❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt ♦❢ ❧✐❢❡ ❛♥❞ ❡✈❡r②♦♥❡ ❝♦♠❡s ✐♥ ❝❛s✉❛❧ ♦✉t✜t✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦

♥♦t✐❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

❘❡✢❡❝t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡

s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

ui (xi, yi) = vi (fi (xi) , gi (yi)) ,

✇❤❡r❡ fi ✐s t❤❡ s✉❜✉t✐❧✐t② ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ gi t❤❡ s✉❜✉t✐❧✐t② ♦♥ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

✇❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇❛♥t t♦ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❦ ✭s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❤❛t t❤❡② ❞♦ ❛t ❤♦♠❡

✭❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✿

yi = Fi (s) .

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p ✿

✐✮ ❡✈❡r② i ❝❤♦♦s❡s xi ∈ Rℓ
+ s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ fi (xi) s✉❝❤ t❤❛t pxi ≤ pωi;

✐✐✮ t❤❡ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✿
∑

i xi =
∑

i ωi + q❀

✐✐✐✮ q ♠❛①✐♠✐③❡s pq ❢♦r q ∈ Q.

❚❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ s♦❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ y s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s✿

✐✈✮ ❡✈❡r② i ❝❤♦♦s❡s si ∈ Si s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ gi (yi) s✉❝❤ t❤❛t yi = Fi (s) .

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ✭✐✮✲✭✐✐✐✮ ❢♦r♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❲❛❧r❛s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤✐❧❡ ✭✐✈✮ ❢♦r♠s ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶✺



✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ❜❛❝❦②❛r❞ ♠♦❞❡❧

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛♥t ❦❡❡♣s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s❡♣❛r❛❜❧❡ ❜✉t r❡✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛✛❛✐rs ✐♥t♦ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s✿

ui (xi, yi) = vi (fi (xi) , gi (yi)) ❛♥❞ yi = Fi (p, x, s) .

❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✐♥ ♦♥❡✬s ❜❛❝❦②❛r❞✱ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧②

✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛✛♦r❞ t♦ ✐♥✈✐t❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ♦✛❡r t❤❡♠ ❞r✐♥❦s ❛♥❞ ❢♦♦❞✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s

❧✐tt❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❈❛♥ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s❡♣❛r❛t❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐❛❄ ❚❤❡ ◆❛s❤

s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥❞❡❡❞ ✐s ♥♦✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠✿

max
si∈Si

gi (yi) s✉❝❤ t❤❛t yi❂Fi (p, x, (si, s−i))✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ x ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡❛rs ♦♥

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♥ t❤❡ ❲❛❧r❛s s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st✐❧❧ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

xi ♦✈❡r yi✿

max
xi∈R

ℓ
+

vi (fi (xi) , gi (yi)) s✉❝❤ t❤❛t

{

pxi ≤ pωi,

yi = Fi (p, (xi, x−i) , s) .

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡✐♥❣ ❜❡tt❡r ❞r❡ss❡❞ ♠❛② ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈✐t❡ ❛ ❢r✐❡♥❞ t♦ ❛ r❡st❛✉r❛♥t✱ ❛♥❞

❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢r✐❡♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♣❡♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❤✐♠✳

✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝❧✉❜ ♠♦❞❡❧

❚❤✐s t❤✐r❞ ✈❛r✐❛♥t ❞♦❡s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ■t ❞r♦♣s t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜✉t

s❤✉ts ❞♦✇♥ ❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❛✛❛✐rs ♦♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② s✐❞❡✿ yi = Fi (s) .

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦✇ t❤❡ ❲❛❧r❛s s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❜♦✐❧s

❞♦✇♥ t♦✿

max
xi

ui (xi, yi) s✉❝❤ t❤❛t pxi ≤ pωi.

❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✐❞❡

✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t xi✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ❛❧t❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② si t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛❦❡ ♦♥❡ s❡❡❦

❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❣✐❢ts ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞✮✱ ✇❤✐❝❤✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ♠❛❦❡s t❤❡s❡ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ♠♦r❡

❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡s❡ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❝❛♥

❜❡ s✉❜st✐t✉t❡s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❜✉②✐♥❣ ❛ ❚❱ s❡t ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦r t✐♠❡ ❢♦r ❝❤❛ts

✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s♦❧✐❞❛r✐t② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡s ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s✮✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✿

✶✻



yi = Fi (s) yi = Fi (p, x, s)

vi (fi (xi) , gi (yi)) P❛r❦ ❇❛❝❦②❛r❞

ui (xi, yi) ❈❧✉❜ ❋✉❧❧ ♠♦❞❡❧

❇② s②♠♠❡tr②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fi :

Fi (x, s) = Gi (hi (x) , ki (s)) .

❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ str❛t❡❣② ❝❤♦✐❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ x✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ x

❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ xi ❛♥❞ yi. ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ss✉♠❡

vi (f, g) = fg

Gi (h, k) =
√
h+ k,

✇✐t❤ gi (yi) = yi. ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭▼❘❙✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

∂fi
∂xi1

(hi + ki) + 0.5fi
∂hi

∂xi1

∂fi
∂xi2

(hi + ki) + 0.5fi
∂hi

∂xi2

,

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ki ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✿ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r ki ✭✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✮✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡

▼❘❙ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭fi✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✭hi✮✳

✹ ❊✣❝✐❡♥❝②

❊✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦r s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✐t✉t✐♦♥s✳

❼ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x′, y′) s✉❝❤ t❤❛t ui (xi, yi) ≤
ui (x

′
i, y

′
i) ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ ui (xi, yi) < ui (x

′
i, y

′
i) ❢♦r s♦♠❡ i✳

❼ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢❡❛s✐❜❧❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x′ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❧❡tt✐♥❣ y′i = Fi (p, x
′, s)✱ ♦♥❡ ❤❛s ui (xi, yi) ≤ ui (x

′
i, y

′
i) ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞

ui (xi, yi) < ui (x
′
i, y

′
i) ❢♦r s♦♠❡ i✳

❼ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ y ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢❡❛s✐❜❧❡

str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s′ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❧❡tt✐♥❣ y′i = Fi (p, x, s
′)✱ ♦♥❡ ❤❛s ui (xi, yi) ≤ ui (x

′
i, y

′
i) ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞

ui (xi, yi) < ui (x
′
i, y

′
i) ❢♦r s♦♠❡ i✳

●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐❢ x−i ✐♥✢✉❡♥❝❡s i✬s ✉t✐❧✐t② ✈✐❛

Fi (p, x, s) , ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛r✐s❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉❜ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② Fi (s) ♣r❡✈❛✐❧s✱ ❛r❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❊✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❥♦✐♥t❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥

✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✿

✶✼



✶✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡t♦ ♦r t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣r❡✈❛✐❧s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡✣❝✐❡♥t

❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜t❛✐♥s ❤❡r ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♣t✐♦♥✳

✷✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ t❤❛t ✐s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤❡r❡ ♣r✐✈❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❧❡❛❞

t♦ ✉♥❞❡r♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❧❛❣✉❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✳

✸✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r st❛t✉s ♦r ♣♦✇❡r✱ ✈✐❛ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞✴♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛❧❧②

❧❡❛❞s t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❡①❡rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ♥❡①t t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❝❛✉s❡s ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✿ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✈✐❛ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐♦♥s✱ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞

❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r st❛t✉s ♦r ♣♦✇❡r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

❜② ✇❤✐❝❤ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♠❛② ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ r❡str✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✷✱ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳

✹✳✶ ❚❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡✿ ❆♥

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x′ s✉❝❤ t❤❛t fi (xi) ≤ fi (x
′
i)

❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ fi (xi) < fi (x
′
i) ❢♦r s♦♠❡ i❀ ❛ s♦❝✐❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ y ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢❡❛s✐❜❧❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ y′ s✉❝❤ t❤❛t gi (yi) ≤ gi (y
′
i) ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ gi (yi) < gi (y

′
i) ❢♦r s♦♠❡ i✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❆rr♦✇✲❉❡❜r❡✉ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❋✐rst ❲❡❧❢❛r❡ ❚❤❡♦r❡♠

❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❇✉t

❣❡♥❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) ✐s ❡✣❝✐❡♥t ♦♥❧② ✐❢ x ❛♥❞ y ❛r❡ ❡❛❝❤ s❡♣❛r❛t❡❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t t❤✐s

✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ ❡✐t❤❡r x ♦r y ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

✐♥❝r❡❛s❡ ui ❢♦r s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❜❡❝❛✉s❡ vi ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts fi (xi) , gi (yi) , ❛♥❞ ♥♦

♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❛r♠❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❥♦✐♥t ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ x ❛♥❞ y ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ (x, y) .

❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✶✮✳

❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♣❛r❛t❡❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ x ❛♥❞ ✐♥ y ❝❛♥

♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❜❡ ❣r♦ss❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❖♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❣♦♦❞✱ s♦

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠❡s ❤❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t✿ xi = ωi✳

❚❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✐❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭yi ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ si,

t♦♦✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② yi = minj=1,2 sj ✳ ❖♥❡ r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❡ ✈❡t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✇❤♦ st♦♣s ✜rst✳ ❖r t❤❡ ✇❛r♠t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❞❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳

■♥ t❤✐s ❣❛♠❡✱ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ y∗i ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s gi (yi)✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❝❛♥ ♣❧❛② si = y∗i ✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ y1 = y2 = mini=1,2 y
∗
i . ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ y∗i

❢♦r ❡❛❝❤ i✱ t❤✐s ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❤✐s ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛②

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❤❛r♠✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧

♦✉t❝♦♠❡ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ✐s r✐❝❤❡r t❤❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r y∗i ✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡

s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜② ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ♦♥❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ x ❛♥❞ ✐♥ y✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦t ❡✣✲

❝✐❡♥t✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ tr❛♥s❢❡rs ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

✏❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✑ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡tt❡r ♦✛✳

❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❧♦♦❦s ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧ ✷ ♣❛②s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ❝❤❛t✳ ❲❤❛t t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡❛♥t t♦ s✉❣❣❡st✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t

❝♦♠♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❆ ♠❛r❦❡t ❢♦r t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s

♠❛② ❜❡ s❡❧❢✲❞❡❢❡❛t✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❡❧❢✲♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡

✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛♥s✳✹

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛r❦❡t ❢♦r s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❝♦✉rs❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛②

♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥✉✐♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ yi ❛♥❞ ♣❛✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ zi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♠♦❞✐t②

❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤✐s ♠❛r❦❡t✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭t❛❦✐♥❣

✸■♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t si ❛s ❜❡✐♥❣ ❛❝t✉❛❧❧② sij ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❥♦✐♥t
❛❝t✐✈✐t② ♠❛❞❡ ❜② i t♦ j✱ ❛♥❞ sii ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳

✹❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♠❛r❦❡ts✱ s❡❡ ❑❛♥❜✉r ✭✷✵✵✹✮✱ ❙❛t③ ✭✷✵✶✷✮✱ ❙❛♥❞❡❧ ✭✷✵✶✷✮✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❍♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶

x2, y2 ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ z2 ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❛✐❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r (x2, y2, z2)✮✱ ❢♦r r❡❧❡✈❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ δ, ε✿

u2 (x2 − δ, y2 + ε, 0) > u2 (x2, y2, 0) > u2 (x2 − δ, 0, y2 + ε) .

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r st❛② ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛♥ ❣✐✈❡ ♠♦♥❡② ❢♦r ❛ ✏♣❛✐❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✑✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❧✐❦❡ t❤✐s ♠♦✈❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ♠♦♥❡②

❧♦st ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ❣❡♥✉✐♥❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❈♦❛s❡❛♥ ❜❛r❣❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠✐❣❤t ♥♦t ✇♦r❦ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧

♣❛②♠❡♥t✱ ♦r ❛♥② ❢♦r♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡q✉✐r✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ♠✐❣❤t ✇♦r❦ ✐❢

✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ♦t❤❡r✱ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ✇❛②s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ t♦ ♣❛② ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ♠✐❣❤t ♠❛❦❡ ❛ ❣✐❢t ❛♥❞ t❤✐s ♠✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ t♦ ✏s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧②✑

r❡❝✐♣r♦❝❛t❡ ❜② tr②✐♥❣ t♦ ❜❡ ♥✐❝❡r ❛♥❞ st❛② ❧♦♥❣❡r✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡

♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ tr❛♥s❢❡rs ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ tr❛♥s❢❡rs ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐❞❡✳ ❚❤✐s ❛✈❡♥✉❡ ✐s ♥♦t ❡①♣❧♦r❡❞

✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜✉t s♦❝✐❛❧ s♦❧✐❞❛r✐t② t❤r♦✉❣❤ ♦t❤❡r ♠❡❛♥s ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ r❡st♦r❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤♦✉t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ tr❛♥s❢❡rs ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦r♠s ♦❢ ♣♦❧✐t❡♥❡ss ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡

✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♥♦r♠ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ♣♦✇❡r

t♦ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ st♦♣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✭✏s♦rr②✱ ■ ❤❛✈❡ t♦ ❣♦✑✮✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♥♦r♠

✇♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ t♦ st❛② ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡rs♦♥ st✐❧❧ ✇❛♥ts t♦ ❝❤❛t✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣② yi = maxj=1,2 sj ✱ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❙✐♠✐❧❛r ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s ✇♦✉❧❞ ❛r✐s❡

✇✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♥♦✇ ✇✐t❤ ❜♦r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ✏♣❛②✑ t♦ st♦♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ❡❛r❧✐❡r✳

❈❛s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✱ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ♥♦r♠

♦❢ ♣♦❧✐t❡♥❡ss t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❜♦❞② ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❆ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r t♦♥❡ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❣❡♥t❧②

s✉❣❣❡st t❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠♦✈❡ ♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❜r✉♣t❧② s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❛♥ ✐♥❥✉♥❝t✐♦♥ t♦ st♦♣✳ ❚❤❡♥ t❤❡

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊✣❝✐❡♥❝② t❤r♦✉❣❤ ❛❧t❡r❡❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠

❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ s❧♦✇❧② ✇✐♥❞s ❞♦✇♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ t❤❡ s✉❜st❛♥❝❡✳ ❯♥❞❡r

t❤✐s s✉❜t❧❡ ♣♦❧✐t❡♥❡ss ♥♦r♠✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ minj=1,2 sj ❛♥❞ maxj=1,2 sj . ❍♦♣❡❢✉❧❧②✱

t❤✐s ♥♦r♠ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♦✉t❝♦♠❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺

❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✐s ❛❜♦✉t ❛ ❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ✐s

❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r st❛t✉s ♦r ♣♦✇❡r✱ ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t

✇❛st❡❢✉❧✳

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ❦❡② ❧❡ss♦♥s✳ ❋✐rst✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ♦♥❧②

✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧

str❛t❡❣✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛②

t♦ ❛❞❞r❡ss ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐r❞✱ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♠❛② ❛❧t❡r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ s♦

❛s t♦ r❡❞✉❝❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❜❛❝❦②❛r❞ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ❜❛❝❦②❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ s♦❝✐❡t②✳

◆♦✇ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

❉❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠❜♦❞✐❡s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❝❤♦♦s✐♥❣ xi ♦♥❝❡

t❤❡ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣② ✐s ❞❡✜♥❡❞✿

hi (xi, x−i, s, p) = vi (fi (xi) , gi (Fi (p, (xi, x−i) , s))) .

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛①✐♠✐③❡s

t❤✐s ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ xi. ❇✉t t❤❡ ❋✐rst ❲❡❧❢❛r❡ ❚❤❡♦r❡♠ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s✱ ❞✉❡ t♦

✺❆ s✐♠✐❧❛r ♦✉t❝♦♠❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥♦t t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✱ ❜✉t t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❞✐s❝✉ss✐♥❣
✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧✐③✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❛ r❡✈✐s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✳

✷✶



t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ xi✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤✐s

✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② hj (xj , xi, x−ij , s, p) ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s j✳ ❚❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧②

❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ x ♦♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧✐❦❡

t❤❡ r❛t r❛❝❡✱ ✇❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡ s❡❡❦ s♦❝✐❛❧ st❛t✉s t❤r♦✉❣❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦✇❡ss✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛② ❤✐♥❞❡r s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s ❤❛r♠❢✉❧ t♦ ❡✈❡r②♦♥❡✳ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥

♣r♦♠♦t❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r✐❝❤ ❢♦r

t❤❡✐r ❧♦ss ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r✐✈✐❧❡❣❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s i = 1, 2. ❆s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡

❝♦♠♠♦❞✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ✇✐t❤ xi = ωi ❢♦r ❡✈❡r② i✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❲❛❧r❛s s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦②❛r❞

♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈✐t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢♦r ❛ ❜❛❝❦②❛r❞ ♣❛rt②✳ ❇✉t t❤❡ ❤♦st ❤❛s t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ❝❛t❡r✐♥❣✱

❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉t ♦❢

r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❤❡② ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❡s ✐♥ ❡✐t❤❡r ❜❛❝❦②❛r❞✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥

❤♦st✐♥❣ ♣❛rt✐❡s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Fi (x, s) = min {x1, x2, s1, s2} ,

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ✐♥✈✐t❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡② ❝❛♥ ❛✛♦r❞ ✐❢ t❤❡② ✇✐s❤ ✭si < xi✮ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡❧②

✐♥✈✐t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡② ❝❛♥ ❛✛♦r❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ✐s r✐❝❤❡r ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤♦st ♠♦r❡

♣❛rt✐❡s ✭❞❛s❤❡❞ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡✮✱ ❜✉t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷✬s s♠❛❧❧❡r ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②

♥♦r♠✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s t❤❡ ♣❛rt②✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❡s t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ui (xi, yi)✱ ✇❤❡r❡ ui ✐s ❛

q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ xi ❛♥❞ ✐♥ yi ✇❤❡♥ x ❛♥❞ y ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s ❤♦✇ ❛ P❛r❡t♦✲✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✶ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷✳ ❇② ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷✱ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✐s

❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ✐❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ♥♦t ❡①❝❡ss✐✈❡✳

✹✳✸ ❚❤❡ ❝❧✉❜ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ❝❧✉❜ ♠♦❞❡❧✱ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❛✐❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s

♦♥ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ❞✐r❡❝t❧②✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ t❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❇✉t t❤❡ t✇♦

s♣❤❡r❡s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧✱ ❛r❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s✐♥❝❡ s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❛♥❞ x ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✱ ❜♦t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r xi ❛♥❞ yi✳ ❚❤✐s

✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❍♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞✱ t❤✐s t✐♠❡✱ t✇♦ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✱ ✈✐❞❡♦ str❡❛♠✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞

❜✐❦✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❇✉t ❛

str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦✛❡r✐♥❣ t✐♠❡ ❜✐❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r

❜✐❦✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❜✉②✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❜❡②♦♥❞ ✇❤❛t ✐s

♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❜✐❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❜✐❦✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡

✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❆♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ❜✐❦❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤❡r ♦✇♥

♦♣t✐♠❛❧ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ str❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐❦✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐♥ ❤❡r ❜✉❞❣❡t✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✻ ✭❣♦♦❞ ✶ ✐s str❡❛♠✐♥❣✱ ❣♦♦❞ ✷ ✐s ❜✐❦✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ ❤❛s

❛ s♠❛❧❧❡r ❜✉❞❣❡t ❛♥❞ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❜✐❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r✬s ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ t♦ ❜✐❦✐♥❣ ✇❛s ♥♦t

❝♦♥str❛✐♥✐♥❣✳ ❇✉t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ st♦♣s ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❡q✉❛❧

t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷✬s ❧❡✈❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❜✐❦✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❈❘❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s✲

❢♦r♠✐♥❣ str❡❛♠✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ✐♥t♦ ❜✐❦✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧② ✭❛t t❤❡ r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❜✉❞❣❡ts ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ s✐♥❝❡ ❛♥②

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❜✐❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ✭❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻

✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❤❛t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉❜❣❛♠❡ ❝❛♥

❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s ❛ ❧♦✇ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❦✐♥❣

❡q✉✐♣♠❡♥t✱ t❤❡r❡❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❜✐❦✐♥❣ t✐♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❡✐♥❣ tr❛♣♣❡❞ ✐♥

s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❢❡r✐♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ ❥♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝❧✉❜✳ ■t

♠❛② s❡❡♠ s✐♠♣❧❡✱ ❤❡r❡✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ t❛❧❦ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝✐♥❣ ♠♦r❡ ❜✐❦✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉②✐♥❣

♠♦r❡ ❜✐❦✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ ❜✉t t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts ❛r❡

✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦✈❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤❡r❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧✐❦❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉❜ ♠♦❞❡❧

t❤❛t r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❯♥❧✐❦❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✱ t❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❍♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸

♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♠✐♥♦r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❛st❡ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❜❧✉rr② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ ❛

P❛r❡t♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹✳✹ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧

❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ Pr♦♣✳ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❋♦r t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧

s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✭❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ x✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✭❢♦r t❤❡

❣✐✈❡♥ s✮✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ x✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡♥

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦✜❧❡ s′ s✉❝❤ t❤❛t

ui (xi, Fi (x, (si, s−i))) ≤ ui

(

xi, Fi

(

x,
(

s′i, s
′
−i

)))

❢♦r ❛❧❧ i✱ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r s♦♠❡ i✳ ▲❡t y′i = Fi

(

x,
(

s′i, s
′
−i

))

. ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y′) ✐s t❤✉s

s✉❝❤ t❤❛t ✐t P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) .

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞

❛♥♦t❤❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ x′ s✉❝❤ t❤❛t

ui (xi, Fi (x, s)) ≤ ui (x
′
i, Fi (x

′, s))

❢♦r ❛❧❧ i✱ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r s♦♠❡ i✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x′, y′)✱ ✇❤❡r❡ y′i = Fi (x
′, s)✱ ✐s t❤✉s s✉❝❤

t❤❛t ✐t P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) .

✷✺



❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✉✣❝✐❡♥❝② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱

s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

✹✳✺ ❆ ❢✉rt❤❡r ✈❛r✐❛♥t

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛

s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❝❝✉r ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥ s♦♠❡ s❡tt✐♥❣s s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡

❣r❡❛t❡r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ▲❡t ✉s ❣♦ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡①tr❡♠❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❢✉❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ✐♥ ❡✛❡❝t ❛ s♦❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

❛ s♦❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ W (u1 (x1, y1) , ..., un (xn, yn))✱ t❛❦✐♥❣ x ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t

t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ W ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

❊✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ y✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❢✉❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝②

t♦ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡✱ ♦r ❛t ❧❡❛st

t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s✱ ♦♥❡

❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲❛❧r❛s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ x (s) ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡♥ ❢✉❧❧ s♦❝✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♠❛①✐♠✐③❡ W (u1 (x1(s), F1 (x(s), s)) , ..., un (xn (s) , Fn (x(s), s)))

❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ s✳

✹✳✻ ❙✉♠♠❛r②

▲❡t ✉s r❡❝❛♣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧❡ss♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s✿

✶✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ✭t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧✮ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢✉❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱

❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❤❡r❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠❛② ❜❡

✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳

✷✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❢✉❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s

✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♠✉st ❣♦ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤

❡①✐st✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛② ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t♦♦❧s t♦ ❡①♣r❡ss

t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳

✸✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛✛❡❝t s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♣❧❛❣✉❡❞

✇✐t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❲❛❧r❛s s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

✹✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♠♣❛❝ts✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦

♦❜t❛✐♥ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉❛❧✐t②

♠❛② ❢♦st❡r ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝♦❤❡s✐♦♥✳

✺✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❛♥❦❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❛r❡t♦✲

❞♦♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

✷✻



✻✳ ❙♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s t❤❛t ❣♦✈❡r♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ♠❛② t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡ ❛♥ ✐♠♣❡❞✐♠❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡✣✲

❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s✱ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♣✉t ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡♥❥♦②❛❜❧❡ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❤♦✇ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r

❜❡♥❡✜❝✐❛❧ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆❧t❡r✐♥❣ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♠❛② ❜❡ ❛ r❡♠❡❞②✳

❆r❣✉❛❜❧②✱ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❛❝r♦ss t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② s✉❝❤ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r✳

❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❣❧❡ ♦♥ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ✇♦♥❞❡r ✇❤② ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡✐r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❛❞②✲♠❛❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❧✐st ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r r❡❛s♦♥s ✇❤② ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ✇♦r❦ ♦✉t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

♠❛♥② ♠❛r❦❡ts ❢♦r s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐❝❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛r❞❧②

❢♦r♠ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇❛②✱ t❤❡r❡❜② ✉♥❞❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥② ❤♦♣❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥s ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱

❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✉♥❞❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥② s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

❛✉t❤❡♥t✐❝ ❢❡❡❧✐♥❣s ❛♥❞ ❞❡❢❡rr❡❞ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ✐❢ ♥♦t ♦✉tr✐❣❤t ❞✐s✐♥t❡r❡st❡❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②

❝♦♠♠♦♥❧② ♣r❛✐s❡s ♠❛r❦❡t tr❛❞❡s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡✈❡r② ♣❛rt② ❜❡tt❡r ♦✛✱ ❜✉t tr❛❞❡ ✐s ❛ ✈❡♥✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧

✐♥t❡r❝♦✉rs❡✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ♣❛rt② ❡①♣❡❝ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉rs✉❡s ✐ts ♦✇♥ ✐♥t❡r❡st s❡❧✜s❤❧②✳

❋♦r ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦r♠❛❧ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡

s❡❧✢❡ss ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❞❡❢❡rr❡❞✱ ♥♦t ❛✉t♦♠❛t✐❝✱ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ ♣❛r❦ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❢r✐❡♥❞❧②

❝❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❜♦✉❣❤t ✇✐t❤ ♠♦♥❡② ❛♥❞ st✐❧❧ ❜❡ ❛ ❢r✐❡♥❞❧② ❝❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❥♦②♠❡♥t✳ ❚❤✐r❞✱

❛♥♦t❤❡r ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥② s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ ❢❡❡❧✐♥❣s ✭❛s ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣

❡st❡❡♠ ❢♦r s♦♠❡♦♥❡ ♠❡❛♥s ❤♦❧❞✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ ❢❡❡❧✐♥❣s ❛❜♦✉t t❤✐s ♣❡rs♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧②

♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ♣❛② ♣❡♦♣❧❡

t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦♥❡ ✐s ✇♦rt❤② ♦❢ ❤✐❣❤ tr✉st✱ ❢r✐❡♥❞s❤✐♣ ♦r ❧♦✈❡✳ ❚r✉❧②✱ ♠❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡

❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❝✐t r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥t✐♠❛t❡ s♦❝✐❛❧

r❡❧❛t✐♦♥s ✭❩❡❧✐③❡r ✷✵✵✺✮✱ ❜✉t t❤❡ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r✐❝❡✳ ❋♦✉rt❤✱ ♣❡♦♣❧❡ ♦❢t❡♥

❤❛✈❡ ♠❡♥t❛❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❤❛❜✐ts ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥t t❤❡♠ ❢r♦♠ ❞♦✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞

❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡♥t❛❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s r❡q✉✐r✐♥❣ t♦ ❦❡❡♣ ❞✐✛❡r❡♥t

s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡ ❧❡st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♣♦✐❧❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❜② ✈❡♥✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✮✱ ❜✉t t❤❡r❡

♠❛② ❜❡ ♠❡♥t❛❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ s✉❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠❛② ❦❡❡♣ tr❛❝❦

♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❤❡r❡ ✭❡✳❣✳✱ s♠❛❧❧ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ❢❛✈♦rs ❛♠♦♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮ ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♦t❤❡r s♣❤❡r❡s ✭❡✳❣✳✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✮✳

▼♦r❡ ❜r♦❛❞❧② ✭✐✳❡✳✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✮✱ ✇❤❛t ♦❜st❛❝❧❡s ♣r❡✈❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s❄ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ♠❛r❦❡t r✉❧❡s ♠❛❦❡s ✐t q✉✐t❡

❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ❞❡str♦②s t❤❡ ♠❛r❦❡t ✭t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ r♦✉t❡✮ ♥♦r ❡①♣❛♥❞s ✐t

t♦ ❝♦✈❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ r♦✉t❡✮✳ ❚❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

s♣❤❡r❡✱ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❡r❛ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ♣r❡✜❣✉r❡❞ ✐♥ ❡❛r❧✐❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢

❤✐st♦r②✮✱ st❡♠s ♣r❡❝✐s❡❧② ❢r♦♠ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧②

✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞

t♦ ❢✉❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇♦✉❧❞✱ ✐♥ ❛❧❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡t❤✐♥❣ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❣❧♦❜❛❧ s♦❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛❧❧✉❞❡❞ t♦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡ t♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❢✉❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❛ ❢❡❛t t❤❛t ✐s ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ r❡❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛

♣❡r❢❡❝t ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥♦t❤❡r ❢❡❛t

✷✼



✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❛t ❧❡❛st ❛s ❢❛r❢❡t❝❤❡❞✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦♥❞❡♠♥❡❞ t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠

✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ❞✉❡ t♦ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ♥♦r ✐♥❡✣❝✐❡♥t s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❝♦♠❡ ❢r♦♠

t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♣❤❡r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❛❝✐t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r t❤r♦✉❣❤ ❛❧t❡r❡❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r ✏✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦

♣❛②✑ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ✐♥ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ♥♦t t❤❡✐r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦❞✐✜❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s✮

❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✺ ❊q✉✐t②

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡q✉✐t② ✐♥ ♠♦r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛♥ r❡s♦✉r❝❡ ❡q✉❛❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

✐♥ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✉s ♦r ♣♦✇❡r✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

✇❡ ✜rst ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t② ♠❛tt❡rs✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ st✉❞② ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡q✉✐t② ✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✇❛②✳

✺✳✶ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t②

❲❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡r❛❝t✱ t✇♦ t❤✐♥❣s ♠❛② ❤❛♣♣❡♥✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♠❛② r❡✐♥❢♦r❝❡ ♦r ❢♦st❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡②

♠❛② ❜❡ ❤❛r❞❡r t♦ ❝✉r❜ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❡♥tr❡♥❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❲❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ❧♦✇✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t

❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐ss✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ✈✐❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ t❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤

✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ s❦✐♥ ❝♦❧♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❡♣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

♦❢ st❛t✉s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❦✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛✛❛✐rs✱ ❡✈❡♥ ❢✉❧❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉❛❧✐t② ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ t♦ t❛❝❦❧❡

t❤❡s❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

■♥ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✲✸✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❛♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❡q✉✐t✐❡s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ❝❤❛t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ ❞✉❡ t♦ r❛❝✐❛❧ ❛♥✐♠✉s✳ ❚❤❡

❢r✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ ✐s t❤❡♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧

s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥t❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✭❛♣♣❛r❡♥t✮ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹ ✭♣❛r❦ ♠♦❞❡❧✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ♥♦✇ ✐s ❥♦❣❣✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢

❝❤❛tt✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r s♦❝✐❛❧ st❛t✉s t❤❛t ✐s ♦♥❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❡❞ si ❛t

✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❥♦❣✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❡❞s✱ Si = [0, s̄i]✱

❛♥❞ s♦❝✐❛❧ st❛t✉s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ yi = si + (si − sj) , ✇❤❡r❡ i, j = 1, 2,i 6= j.

■♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✉♥s ❛t ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ✐❢ s♦❝✐❛❧ st❛t✉s ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❣♦♦❞ t❤✐♥❣ ✐♥

t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ✭❚❤❡r❡ ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ s♦♠❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ✐ts❡❧❢✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❡❞✳✮ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✷✽



✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥♥♦t ❞♦ ♠✉❝❤ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺ ✭❜❛❝❦②❛r❞ ♠♦❞❡❧✮✳ ❆♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ ✶ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥✲

❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❛s ✐♥ ❛ ❜❛❝❦②❛r❞ t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s

✇✐t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❤❛s

t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ yi = (yi1, yi2) = (min {s1, s2} , xj)✱ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✏s♣❡♥❞✐♥❣ yi1 = min {s1, s2} t✐♠❡

♦❢ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❡rs♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛♥❞✐♥❣ yi2 = xj .✑ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉♥❡q✉❛❧

✐♥s♦❢❛r ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✉♥❡q✉❛❧✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❡♥ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❜✉t ✇❤❡t❤❡r ✐t ♠❛tt❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ yi✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶✬s ✐♥✐t✐❛❧

❧✉❦❡✇❛r♠ t❛st❡ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✷ ✭❢♦r ✇❤❛t❡✈❡r r❡❛s♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉❛❣❡❞ ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣

t❤❡ ❧❛tt❡r✬s ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜② ✇❤✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t② ❝❛♥

❛❧❧❡✈✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✇♦r❦s ♦✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❢❛❝ts ❛❜♦✉t

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆ ❤❛r❞✲❝♦r❡ r❛❝✐st ♣❡rs♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❡r✈✐♦✉s t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ❢r♦♠

t❤❡ ♦t❤❡r r❛❝❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻ ✭❝❧✉❜ ♠♦❞❡❧✮✳ ▼♦❞✐❢② ❡①❛♠♣❧❡ ✸ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱

✇✐t❤ ✉♥❡q✉❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❜✉t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐❧❧ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛ss❡♠❜❧❡

❜② ✇❡❛❧t❤ ❣r♦✉♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❜✐❦✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❜②

♦❜t❛✐♥ t❤❡✐r ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❦✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐❞❡♦ str❡❛♠✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❜✐❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♦✉r❝❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❜✐❦✐♥❣ ❡♥❥♦②♠❡♥t✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❡①❛♠♣❧❡✱ r❡♣❧❛❝❡ ❜✐❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡①♦t✐s♠✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦r ❧✉①✉r② ✐♥ ✈❛❝❛t✐♦♥ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞

❝♦♥s✐❞❡r str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ❣r♦✉♣s ❣♦✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡r❡✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡s ✺✲✻ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜② ✇❤✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t② ❝❛♥ ❤❛✈❡

♣♦s✐t✐✈❡ s♣✐❧❧♦✈❡rs ♦♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡✿ t❤r♦✉❣❤ ❜❡tt❡r ❛❝❝❡ss t♦ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✺✱ t❤✐s

✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ♣❡♦♣❧❡✬s ❞✐s❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦♦r ♣❡♦♣❧❡✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠❡

❢r♦♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✮✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❤♦♠♦❣❡♥✐③✐♥❣

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ r❡✐♥❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ●r❡❛t❡r ❛❝❝❡ss t♦ s♦❝✐❛❧

r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡ t✐❣❤t❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❛② ❢♦st❡r s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ s♦❝✐❛❧

st❛t✉s ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ❛♥❞ s✉❝❤ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ♣❡♦♣❧❡ t♦ s♣❡♥❞ ❧❡ss ♦♥ ♣r✐✈❛t❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s

❜❡❝♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①❛♠♣❧❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼ ✭❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ωi✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ s♣❡♥❞ ♦♥ ✈✐❞❡♦

str❡❛♠✐♥❣ vi ♦r ❣❛r❞❡♥✲s❤❛r✐♥❣ gi✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t vi + gi = ωi✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧✿ ω1 > ... > ωn✳ ❚❤❡✐r s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥✈✐t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ t♦

❣❛r❞❡♥✲s❤❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡♠✿ Si = 2{1,...,n}. ❆♥ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s r❡❝✐♣r♦❝❛t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ i ❛♥❞

j ❡♥❞ ✉♣ ❣❛r❞❡♥✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✐❢ t❤❡② ✐♥✈✐t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤✉s✱ yi ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❣❛r❞❡♥✲s❤❛r❡ ✇✐t❤ i✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

✷✾



■✳❡✳✱ yi ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs (j, ωj)✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ j ✐s ❣❛r❞❡♥✲s❤❛r✐♥❣ ✇✐t❤ i✳✻ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿

ui (xi, yi) = vi + n (yi)
√
gi,

✇❤❡r❡

n (yi) = # {j| (j, ωj) ∈ yi, ωj ≥ ωi/2} −# {j| (j, ωj) ∈ yi, ωj < ωi/2} .

❚❤✐s t❡r♠ ❡♠❜♦❞✐❡s ❛ ❞✐s❧✐❦❡ ❢♦r ❣❛r❞❡♥✲s❤❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛s r✐❝❤ ❛s ♦♥❡s❡❧❢✳

❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ vi, gi, ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✇✐❧❧ ✐♥✈✐t❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s j s✉❝❤ t❤❛t ωj ≥ ωi/2✱ ❛♥❞ t❤❡

✐♥✈✐t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤♦s❡ s✉❝❤ t❤❛t ωi ≥ ωj/2✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✱ i ❡♥❞s ✉♣ ❣❛r❞❡♥✲

s❤❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ✇❡❛❧t❤ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [ωi/2, 2ωi] . ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

❣❛r❞❡♥✲s❤❛r✐♥❣ ✐s n (yi)
2
/4, ❢♦r n (yi) = # {j|ωi/2 ≤ ωj ≤ 2ωi} . ❚❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦

ωi − n (yi)
2
/4 + n (yi)

2
/2 = ωi + n (yi)

2
/4

❯♥❞❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❤❛s n (yi) = n ❢♦r ❛❧❧ i✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ♠❛①✐♠❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ g✳ ❖♥ t❤❡

❝♦♥tr❛r②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❛② s❡r✐♦✉s❧② r❡❞✉❝❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ g ❛s ✇❡❧❧✳

❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ n/2, s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r✐❝❤❡r

❣r♦✉♣ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ ❛s r✐❝❤ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡♥✱ n (yi) = n/2 ❢♦r ❛❧❧ i✱ ❛♥❞ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ g ✐s

♦♥❧② ✶✴✹ ♦❢ ✇❤❛t ✐t ✐s ✉♥❞❡r ❢✉❧❧ ❡q✉❛❧✐t②✳

■♥ t❤✐s t✇♦✲t✐❡r s♦❝✐❡t②✱ ❝❛♥ t❤❡ r✐❝❤ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉❛❧✐③✐♥❣ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥❄ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ t❤❡✐r

✇❡❛❧t❤ ω ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❣r♦✉♣✬s ✇❡❛❧t❤ ω′ s❛t✐s❢②

ω + ω′

2
+ n2/4 > ω + n2/16,

✐✳❡✳✱ ω < ω′ + 3n2/8. ❈❧❡❛r❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡ s♦❝✐❡t② ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ r✐❝❤ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r s♦❝✐❛❧

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐❢ ✐t ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ❇✉t ♦♣♣♦s✐t❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✇♦rt❤

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✐❝❤ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❡♥❤❛♥❝❡❞ st❛t✉s ❛♥❞ ✐♥✈❡st ✐♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤✐s st❛t✉s✱ ✇❤❡r❡❛s

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡✐r st❛t✉s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✈❡st♠❡♥t ❥♦✐♥t❧②✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✽ ✭❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ωi✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ s♣❡♥❞ ♦♥ ♥❡❝❡ss✐t✐❡s

vi ♦r st❛t✉s ❣♦♦❞s gi✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t vi + gi = ωi✳ ❙♦❝✐❛❧ st❛t✉s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡

♦♥ st❛t✉s ❣♦♦❞s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥ s✉❝❤ ❣♦♦❞s ✐♥ s♦❝✐❡t②✿

yi = gi/ḡ,

✇❤❡r❡ ḡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭ḡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❞♦❡s

♥♦t ❤❛✈❡ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✳ ❯t✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ui (xi, yi) =
√
vi +

√
yigi,

✻❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡
❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✸✵



❡♠❜♦❞②✐♥❣ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t ✇❤❡r❡❜② ❤✐❣❤❡r st❛t✉s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❣r❡❛t❡r t❛st❡ ❢♦r st❛t✉s ❣♦♦❞s✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❡♥ s♣❡♥❞ gi = ωi − ḡ/4, ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t✱ ❣✐✈✐♥❣ ❣r❡❛t❡r st❛t✉s

t♦ t❤❡ r✐❝❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡s r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ st❛t✉s ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❧✉①✉r② s♣❡♥❞✐♥❣✱ t♦♦✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❝✉r❜ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r st❛t✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ st❛t✉s ❣♦♦❞s ✐s ❛❧✇❛②s ✽✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢

t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✭t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ st❛t✉s ❣♦♦❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✺✵ ♣❡r❝❡♥t ✐♥

❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✮✳

❆❢t❡r t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ s❡❡❦✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ❢✉❧❧✮

♠♦❞❡❧✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ r❡s♦✉r❝❡s tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❧♦✇❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦r s♦❝✐❛❧ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡

❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ xi ❛♥❞ yi ❛r❡ ❡❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs✱ ❜♦t❤ ❞❡♥♦t❡❞ � s✐♥❝❡ ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐s

♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ s❡r✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ tr❛❝❦ t❤❡ ♠♦r❛❧❧②

r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ x ♠❛② ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ✭❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛r❦❡t

♣r✐❝❡s✮✱ ❛♥❞ y ♠❛② ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t❛❝ts ✭❢♦r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✮ ❛♥❞✴♦r st❛t✉s ✭❢♦r

s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧

♦r❞❡r✐♥❣s ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❥♦✐♥t❧② ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞

s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛❧✇❛②s ♦✛❡r ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡❞

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♦✇♥ str❛t❡❣② t❤❛♥ ♦♥ ♦t❤❡rs✬✱

s♦ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②

❤❛r♠s ❤❡r ♦✇♥ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ▲❡t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs � ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ ❛❧❧ xi✱ yi ≻ y′i ✐♠♣❧✐❡s

ui (xi, yi) > ui (xi, y
′
i)✳ ❈♦♥s✐❞❡r i, j s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✐✮ ✇❤❡♥❡✈❡r xi ≻ xj✱ ❢♦r ❛❧❧ s−i ∈ S−i t❤❡r❡ ✐s si ∈ Si ❢♦r ✇❤✐❝❤ Fi (x, s) ≻ Fj (x, s)❀

✭✐✐✮ ✇❤❡♥❡✈❡r Fi (x, s) ≻ Fj (x, s) , ✐❢ s′i ✐s s✉❝❤ t❤❛t Fi (x, s
′
i, s−i) ⊀ Fi (x, s)✱ t❤❡♥ Fi (x, s

′
i, s−i) ≻

Fj (x, s
′
i, s−i) .

❚❤❡♥✱ xi ≻ xj ✐♠♣❧✐❡s Fi (x, s) ≻ Fj (x, s) ❛t ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞s ✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t i, j ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t xi ≻ xj .

❈♦♥s✐❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s s∗. ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮✱ t❤❡r❡ ✐s si s✉❝❤ t❤❛t Fi

(

x, si, s
∗
−i

)

≻ Fj

(

x, si, s
∗
−i

)

.

■♥ t❤❡ ◆❛s❤ s✉❜❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ Fi

(

x, s∗i , s
∗
−i

)

≺ Fi

(

x, si, s
∗
−i

)

✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❡♥t❛✐❧s t❤❛t Fi

(

x, s∗i , s
∗
−i

)

≻ Fj

(

x, s∗i , s
∗
−i

)

✳

◆❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✭✐✮✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ s✉❝❤ t❤❛t y ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ ♦✈❡r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✳ ■t s❛t✐s✜❡s ✭✐✐✮

tr✐✈✐❛❧❧② ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
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◆❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✭✐✐✮✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ x ❛♥❞ sj ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱

❛♥❞ ❡✈❡r② i 6= j ❤❛s ❛ str❛t❡❣② s0 ✭❡✳❣✳✱ s❧❛♥❞❡r✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡str♦②s yj ✭s♦ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✮✱ ❜✉t

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ❢♦r ❡✈❡r② i t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ♦✇♥ st❛t✉s ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ str❛t❡❣② s1 ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rts

♣✉tt✐♥❣ j ❛t t❤❡ ♣✐♥♥❛❝❧❡ ✭✐♥ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮✮✳ ❚❤❡ Fj ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s j t❤❡ t♦♣ st❛t✉s ✐❢

❡✈❡r②♦♥❡ ❡❧s❡ ❝❤♦♦s❡s s1✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❡♥ ❤❛s j ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡st st❛t✉s ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢

x✮✳ ❚❤✐s ❣❛♠❡ s❛t✐s✜❡s ✭✐✮ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❲❤❛t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② ❛❜♦✉t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❤♦✇ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t r❡✈❡rs❛❧s

❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✇❤❡♥✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❤✐❣❤❧② ♣r❛✐s❡✇♦rt❤② ❛❝t ❜② ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡❞ ♣❡rs♦♥ ❝❛♥ ❧✐❢t ❤❡r s♦❝✐❛❧ st❛t✉s

tr❡♠❡♥❞♦✉s❧②✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ❞♦ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❤❡r ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧

s✉❜❣❛♠❡✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✇❤❡♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r

❛♥❞ ❛ ❣❡♥✐❛❧ ✐♥✈❡♥t♦r ❡♥❞s ✉♣ ♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥ ❛ ♣❡❞❡st❛❧✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r

✇♦✉❧❞ ❞♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ♣❡rs♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉❜❣❛♠❡✳

❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ r❛♥❦✐♥❣s ✐s r❛t❤❡r ❤❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛s

❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐s ✇❤❛t r❡❛❧❧② ♠❛tt❡rs✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❛②s ♥♦t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ❧❛r❣❡ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢❛✐❧s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛r❡

♥❡❝❡ss❛r② ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❞r♦♣♣✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡♠ ♥✉❧❧✐✜❡s t❤❡ r❡s✉❧t✱ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❡② ♠✉st

❤♦❧❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

✺✳✷ ❙♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t②

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ♥♦t

♦♥❧② ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❜✉t ❢♦r ❡q✉✐t② ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ❛ ♥❛rr♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t②✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ xi ✐s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s

✐♥❝♦♠❡ ✭♦r ✇❡❛❧t❤✮✳ ■t ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♠♦♥❣

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢❡r ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t② ❋♦r ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s (x, y) , (x′, y′) ❛♥❞ ❛❧❧ i, j✱ s✉❝❤ t❤❛t yi = yj = y′i = y′j ❛♥❞

xi > xj ✱ ✐❢ (x, y) , (x′, y′) ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② ❛ r❡❣r❡ss✐✈❡ tr❛♥s❢❡r x′
i = xi + δ✱ x′

j = xj − δ✱ ✇✐t❤ δ > 0✱ t❤❡♥

(x, y) ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ (x′, y′)✳

❇✉t ❛s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢❛✐r s♦❝✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣s ✭❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ▼❛♥✐q✉❡t ✷✵✶✶✮✱ t❤✐s ❦✐♥❞

♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ r✉♥s ❛❢♦✉❧ ♦❢ t❤❡ P❛r❡t♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t

tr❛❞✐♥❣ ♦✛ xi ❛❣❛✐♥st yi✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧② ❧♦✇ yi = yj ❛♥❞ xi > xj ♠❛② ❜❡

P❛r❡t♦ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧② ❤✐❣❤ yi = yj ❛♥❞ xi < xj ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❡q✉✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ i t♦ j,✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ j t♦ i✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ P❛r❡t♦ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✱ r❡s♣❡❝t ❢♦r t❤❡

P❛r❡t♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❤♦✉❧❞ tr❡❛t t❤❡s❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❝❧❛s❤✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❝♦♥t❡①ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡❛r ♦♥ ♠❛r❦❡t ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s

❛♥❞ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❧✐❢❡✳ ❋♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞

❇❧❛♥❝❤❡t ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ r❡str✐❝t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤

✸✷



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡

t❤❡ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❛s♣❡❝t ♦❢ ❧✐❢❡ ✐s ❛t ✐ts ❜❡st ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ t❡♥s✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ P❛r❡t♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ▲❡t ✉s s❛② t❤❛t yi ✐s ✐❞❡❛❧ ❢♦r i ❣✐✈❡♥ xi ✇❤❡♥ yi ♠❛①✐♠✐③❡s ui (xi, yi) ❛♠♦♥❣

t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ yi✳

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t② ✉♥❞❡r ✐❞❡❛❧ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❋♦r ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s (x, y) , (x′, y′) ❛♥❞ ❛❧❧ i, j✱ s✉❝❤

t❤❛t yi, yj , y′i, y
′
j ❛r❡ ✐❞❡❛❧ ❢♦r i, j ❣✐✈❡♥ xi, xj , x

′
i, x

′
j r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❛♥❞ xi > xj ✱ ✐❢ (x, y) , (x′, y′) ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② ❛ r❡❣r❡ss✐✈❡ tr❛♥s❢❡r x′
i = xi + δ✱ x′

j = xj − δ✱ ✇✐t❤ δ > 0✱

t❤❡♥ (x, y) ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ (x′, y′)✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ P❛r❡t♦ ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ❡q✉✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ P❛r❡t♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

s❡r✐♦✉s❧② ♥❛rr♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▲❡t ✉s ✜rst st❛t❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡✳

❙tr♦♥❣ P❛r❡t♦ ❋♦r ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s (x, y) , (x′, y′) s✉❝❤ t❤❛t ui (xi, yi) ≥ ui (x
′
i, y

′
i) ❢♦r ❛❧❧ i✱ (x, y) ✐s

❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s (x′, y′)❀ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s str✐❝t ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ i✱ t❤❡♥ (x, y) ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥

(x′, y′)✳

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ ✉t✐❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ xi t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ i

t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡♥ ❢✉❧❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✿

min
{

z|max
w

ui (z, w) ≥ ui (xi, yi)
}

.

■t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ♦❜t❛✐♥s ❛t ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ yi ✐s ✐❞❡❛❧ ❣✐✈❡♥

t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s s❛② t❤❛t ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r n✲✈❡❝t♦rs ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦✈❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✉♣ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡ ✐❢ ❛ r❡❣r❡ss✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠♦✈❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞♦✇♥✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ❲✐❧❧✐❣✬s ✭✶✾✽✶✮

❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✸



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ■❢ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s (x, y) s❛t✐s✜❡s ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐t② ✉♥❞❡r ✐❞❡❛❧ s♦❝✐❛❧ ♦✉t✲

❝♦♠❡s ❛♥❞ ❙tr♦♥❣ P❛r❡t♦✱ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❛✈❡rs❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡s✱ ❢♦r t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥✲

❝♦♠❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❇② t❤❡

P❛r❡t♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐❞❡❛❧

s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭◆♦t❡✿ s✉❝❤ ❛

♠♦✈❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳

❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ✏❡q✉✐✈❛❧❡♥t✑ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳

■✳❡✳✱ (x, y) ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s (x′, y′) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ (x∗, y∗) ✐s ❛t ❧❡❛st

❛s ❣♦♦❞ ❛s (x′∗, y′∗)✱ ✇❤❡r❡ x∗
i ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ (xi, yi) ❢♦r i✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s♦❝✐❛❧

♦✉t❝♦♠❡ y∗i ✱ ❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

◆♦✇✱ t❤❡ P❛r❡t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ t♦ ❜❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

r❡q✉✐r❡s ✐t t♦ ❜❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s✐❧❡♥t ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s♦♠❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❛r❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛s ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❣♦♦❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✱ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♥❡❛r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣

t❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❇✉t t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞❡❜❛t❡❞✱ ❛s ♣♦♦r

♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ❝♦♠♣❧❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ ❞❡♣r✐✈❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s♣❡❝t

❛♥❞ ❞✐❣♥✐t② ✐♥ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ s♦❝✐❡t②✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ♠❡❛♥ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ s♦❝✐❛❧

❞❡♣r✐✈❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❢❛❧❧✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢r♦♥t✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞

❜② ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤✐❝❤ t❛❝❦❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥❧②✳

▲❡t ✉s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❡✇ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✷ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❤✐s ❢✉❧❧ ❧♦t ♦❢ ❝❤❛t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✐♥❝♦♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✶✱ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✷✬s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❜❡❧♦✇ ❤❡r ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶✬s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❤❡r

✐♥❝♦♠❡✳

■♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❝❤❛tt② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡q✉❛❧s

t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛tt✐❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ■❢✱ ❛s ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s r✐❝❤❡r✱ t❤✐s

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❤♦♦s✐❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭t❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✮✳ ■♥ ❛

♥✉ts❤❡❧❧✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ❥✉st✐❢② t❤❛t t❤❡ r✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ♣♦❧✐t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✸ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♦❢ ♣♦❧✐t❡♥❡ss t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❧❡tt✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s✉❜t❧② ❡①♣r❡ss

t❤❡✐r ✇✐s❤❡s✳ ❇✉t ♥♦r♠s ♦❢ ♣♦❧✐t❡♥❡ss ❞♦ ♥♦t r❡❢❡r t♦ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

✸✹



♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❡❣❛❧✐t❛r✐❛♥ r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✐♥❝♦♠❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳

■♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✱ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛s ♠❛♥② ♣❛rt✐❡s ❛s t❤❡② ✇♦✉❧❞

✇✐s❤✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ♣❛rt②✐♥❣ ✐s

❛ ♥♦r♠❛❧ ❣♦♦❞✱ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ r✐❝❤❡r ♣❡rs♦♥ ✭✇❤♦ ✐s

❢✉rt❤❡r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ ❤❡r ♥❡✐❣❤❜♦r✮✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋❛✉st✐❛♥ s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❛r❣❛✐♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡

t❤r❡❛t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✉r❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts ❛ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥♥♦t

s✉r✈✐✈❡ ✇✐t❤♦✉t s❡❧❧✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t❤❡ ♠♦st ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t♦ ❛❝❝❡♣t s❛❝r✐✜❝❡s

♦♥ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ st❛t✉s ♦r t❤❡✐r ❛✉t♦♥♦♠② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❜②✳ ❊❝♦♥♦♠✐sts ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❤❛t ❡①❛❝t❧② ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✳ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✱ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧

❙❡♥t✐♠❡♥ts✱ ♦✛❡r❡❞ ❛ ✭♥♦t✲s♦✲✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✮ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❤❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ tr❛❞❡s t❤❛t tr❛♥s❢❡r ♠♦♥❡②

❢r♦♠ r✐❝❤ ❡♠♣❧♦②❡rs t♦ ♣♦♦r ❡♠♣❧♦②❡❡s✿ ✏❚❤❡② ❛r❡ ❧❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❤❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❡s ♦❢ ❧✐❢❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱ ❤❛❞ t❤❡ ❡❛rt❤ ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦

❡q✉❛❧ ♣♦rt✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐ts ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts❀ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡♥❞✐♥❣ ✐t✱ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✐t✱ ❛❞✈❛♥❝❡

t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t②✱ ❛♥❞ ❛✛♦r❞ ♠❡❛♥s t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳✑ ❑❛r❧ ▼❛r① ❜❡❧✐❡✈❡❞

❤❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ s❡❝r❡t ♦❢ ♣r♦✜t ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡♠♣❧♦②❡rs ♦♥❧② ♣❛✐❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ❜✉t

❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❛❜♦r✳ ◆❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐sts ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r②♦♥❡

❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ▲❛❜♦r ❡❝♦♥♦♠✐sts ♥♦t❡❞ t❤❛t ❧❡✐s✉r❡

❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ♦✛❡r❡❞ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ❧♦st ❧❡✐s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡

t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡②✲♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭Pr❡st♦♥ ❛♥❞

❲❛❧❦❡r ✶✾✾✾✮✳

❲❤❛t ✐s ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ st❛t✉s ❛♥❞ ❛✉t♦♥♦♠②✳ ❨❡t t❤✐s ✇❛s ❛

r❛t❤❡r ♣r♦♠✐♥❡♥t ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❋♦✉♥❞✐♥❣ ❋❛t❤❡rs ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❘❡♣✉❜❧✐❝✳ ✏❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦st ❆♠❡r✐❝❛♥s

✐♥ ✶✼✼✻ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ♥♦t ❡✈❡r②♦♥❡ ✐♥ ❛ r❡♣✉❜❧✐❝ ❤❛❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✳ ✳ ✳ ❛❧❧

t♦♦❦ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞✱ t❤❛t ❛ s♦❝✐❡t② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❧♦♥❣ r❡♠❛✐♥ r❡♣✉❜❧✐❝❛♥ ✐❢ ❛ t✐♥② ♠✐♥♦r✐t② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠♦st

♦❢ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡r✈❛♥ts ♦r ♣♦♦r ❧❛♥❞❧❡ss ❧❛❜♦r❡rs✳✑

✭●♦r❞♦♥ ❙✳ ❲♦♦❞✱ ❊♠♣✐r❡ ♦❢ ▲✐❜❡rt②✿ ❆ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❊❛r❧② ❘❡♣✉❜❧✐❝✱ ✶✼✽✾✕✶✽✶✺✱ ❝✐t❡❞ ✐♥ ❇❧❛s✐ ❡t

❛❧✳ ✷✵✶✸✱ ♣✳ ✼✮✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t s✉r✈❡②s ♦❢ ❥♦❜ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠② ❢♦r

♠❛♥② ❡♠♣❧♦②❡❡s ✭❋r❡❡♠❛♥ ❛♥❞ ❘♦❣❡rs ✷✵✵✻✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐❣♥♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ st❛t✉s

✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡rs✱ s✐♥❝❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ st❛t✉s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♥♦r♠ r❛t❤❡r t❤❛♥

t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♥♦♠② ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s s❤♦✉❧❞ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡✐r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t

t❤❛t t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♠❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡✐r ✐♥❢❡r✐♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

❚❤✐s ❧❛st r❡♠❛r❦ r❛✐s❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♠❛② ♠❛❦❡ ❛

♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ❧✐❦❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✏❝♦rr❡❝t✑ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❜✐❛s❡s ✭❛s ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❞♦♥❡ t♦ tr❡❛t ❜✐❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r❡s❡♥t

❜✐❛s✱ ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✮✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡✳ ■❢

s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦♠❡ t♦ ❧✐❦❡ t❤❡✐r s❡r✈✐t✉❞❡✱ s♦❝✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ st✐❧❧ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ t❤❡✐r s✐t✉❛t✐♦♥ ❢❛r❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✸✺



✻ ❙♦❝✐❡t② ❛s ❛ r❡♠❡❞② t♦ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✲

✐t✐❡s

❚❤❡ t❤r✉st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ s♦ ❢❛r✱ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♥❛rr♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ♠✐ss❡s

✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t②✳ ❚♦ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❆rr♦✇✲❉❡❜r❡✉ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛ ❣♦♦❞

st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❛s ✐t ❡♠❜♦❞✐❡s t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢❛r

❢r♦♠ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝ts ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ❛r❡ ❞✐♠♠❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ♣❧❛❣✉❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦

❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t✱ ❛s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦❝✐❛❧ ❢❛❝ts ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧

t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐❝t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ ♠❛② ❛❧❧❡✈✐❛t❡ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ♥❡✇✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s ❝r✉✲

❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❲❡❜❡r ✭✷✵✵✸✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ Pr♦t❡st❛♥t✐s♠

st❡❡r❡❞ t❤❡ ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦✇❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ✉♥❡q✉❛❧ ❞❡❣r❡❡s✳ ❈♦❛s❡ ✭✶✾✸✼✮ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥ ✭✶✾✽✺✮

s❛✇ ♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✱ ❛s ❛ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r

s♦❝✐❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✭❜✉s✐♥❡ss ✜r♠s✮ t❛❦✐♥❣ ♦✈❡r ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❆rr♦✇ ✭✶✾✼✸✱ ✶✾✼✹✮ ❤❛s

❜❡❡♥ ❛ ♣r♦❧✐✜❝ ❛✉t❤♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❡t❤✐❝s✱ tr✉st ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❈❛t♦ ❛♥❞ ▲✉t③

✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ❤✉❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱

❑❡❡❢❡r ❛♥❞ ❑♥❛❝❦ ✷✵✵✺ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✉❝❤ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞

❝r✉❝✐❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❝✉❧t✉r❡s✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢

t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦ r❡❤❛s❤ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐❞❡❛s✱ ❜✉t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②

❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♣❤❡r❡✳

❚♦ ❦❡❡♣ ✐t s✐♠♣❧❡✱ ✇❡ r❡t❛✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❤❡r❡ ✭✐t ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

s❡❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❡✛❡❝ts✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡

❣r❡❛t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ ❞✐❧✐❣❡♥❝❡✱ q✉❛❧✐t②

s❡r✈✐❝❡✳✳✳✮ ❜✉t t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❛❝t❢✉❧✱ ❛♥❞ t❤✐s

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡❢t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳✼

❚❤❡r❡ ❛r❡ n ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ m ✜r♠s✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❤❛s ❛♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ωi ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ t✐♠❡✱

❛♥❞ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❢r♦♠ ✜r♠s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❝♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ❜✉♥❞❧❡ xi

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧❡✐s✉r❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉t✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❛♥❞ t❤❡ ✜r♠s✬ ❜❡❤❛✈✐♦r

t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❆ ✜r♠ j ♦♣❡r❛t❡s ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♥✐t✱ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥ qj t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

♣r♦✜t✳ ❇✉t ✐♥ ✐ts ❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r✱ t❤❡ ✜r♠ ♠❛② ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②

s♦❝✐❛❧ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ♦r ❛ s❡♥s❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✳

✼❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❡♥s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦❡ts ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡♠✱ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ t❛r❣❡t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡✐r ♣❡r✈❛s✐✈❡♥❡ss ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s r❡s❡♠❜❧❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♠❡❞✐♦❝r❡ q✉❛❧✐t② ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✏♣❤✐s❤✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✑ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❆❦❡r❧♦❢ ❛♥❞
❙❤✐❧❧❡r ✷✵✶✺✮✳

✸✻



❋♦r♠❛❧❧②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i s❡❧❡❝ts ❤✐s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿

max
xi∈Xi,si∈Si

ui (xi, zi, yi)

s✉❝❤ t❤❛t



















pxi ≤ pωi +
∑

j

θijpqj ,

zi = Gi (x, q)

yi = Fi (p, (xi, x−i) , (si, s−i)) .

■♥ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ q ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s✬ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥s qj ✱ pqj ♠❡❛s✉r❡s ✜r♠ j✬s ♣r♦✜t ❛♥❞

θij ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ j✬s ♣r♦✜t r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✭♦♥❡ ❤❛s
∑

i θij = 1 ❢♦r ❛❧❧ j✮✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠

❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② x ♠❛②

❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✭t❤❡ ❜❡❛✉t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✬s r❡♣❛✐♥t❡❞ ❤♦✉s❡✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❤✐s ♠✉s✐❝✱ t❤❡

s♠♦❦❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r②✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛♣♣❡❛rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ zi = Gi (x, q) ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ✉t✐❧✐t②✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✭t❤❡ ❡♥✈② ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✬s st❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡ s②♠♣❛t❤② ❢♦r ❛ str✉❣❣❧✐♥❣ s✉❜❣r♦✉♣✮✱

✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ yi.

❋✐r♠ j s❡❧❡❝ts ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❢r♦♠ ❛ s❡t Qj (x, q−j , s) ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧

❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✜r♠s✬ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦❝✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜r♠ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s♦❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② t❡r♠ ✐♥ ✐ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❛✛❡❝ts ✐ts r❡♣✉t❛t✐♦♥ ♦r ✐ts s❡♥s❡ ♦❢ s❡r✈✐♥❣ s♦❝✐❡t② r❡s♣♦♥s✐❜❧②✿

max
qj∈Qj(x,q−j ,s),pqj≥0

pqj + yj (qj , s) .

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✈✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t pqj ≥ 0✱ ❜✉t ✐t ♠❛② ♥♦t ❢✉❧❧②

♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♣r♦✜t ✐❢ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝❧❛s❤ ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②

♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳

❆ ❲❛❧r❛s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♣❛✐r (x, y) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣②

♣r♦✜❧❡ s✿

❲◆✲✐✮ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❛♥❞ ❡✈❡r② ✜r♠ j s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❣r❛♠s❀

❲◆✲✐✐✮ t❤❡ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✿
∑

i xi =
∑

i ωi +
∑

j qj ✳

❚♦ r❡❝❛♣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❧✐st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ xi✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ♠❛② ❛✛❡❝t✿

✕ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✿

✯ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♦r ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t✐❡s❀

✯ t❤r♦✉❣❤ s♦❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✭❡✳❣✳✱ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✮❀

✕ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s t❤r♦✉❣❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✭❡✳❣✳✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✮✳

❼ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ si✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ♠❛② ❛✛❡❝t✿

✕ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤r♦✉❣❤ s♦❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✭♣♦ss✐❜❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✮❀

✸✼



✕ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s✿

✯ t❤r♦✉❣❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✭❡✳❣✳✱ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝✮❀

✯ t❤r♦✉❣❤ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✳

❼ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ qj , ✜r♠ j ♠❛② ❛✛❡❝t✿

✕ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✿

✯ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀

✯ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t✐❡s❀

✕ ♦t❤❡r ✜r♠s t❤r♦✉❣❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳

❚❤✐s ❧♦♥❣ ❧✐st s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s st✐❧❧

♦♥❡ s✉❜t❧❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛②s

✭t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✬s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛r ❝❛♥ ❛❧t❡r ♦♥❡✬s s♦❝✐❛❧ ♣r❡st✐❣❡✮✱ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛❧t❡r

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭♥♦ s♦❝✐❛❧ ❣❡st✉r❡ ❜② ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❛♥ ❛❧t❡r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ♦♥❡✬s

♦✇♥ ❣❛r❛❣❡ ♦♥❝❡ ✐t ✐s ❛❝q✉✐r❡❞✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞♦ s♦ t❤r♦✉❣❤ s♦❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧t❡r

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ✜r♠s✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❛ s♦❝✐❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡♣✐❝t s♦❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤r♦✉❣❤ ♥♦r♠s ♦❢ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✳

❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ❞❡s❡r✈❡

s♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞

❜② s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❛♥❞ ♠♦r❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ✭♦r ♠♦r❛❧ ✈❛❧✉❡s✮ ♠❛② ❤❡❧♣

❛❧❧❡✈✐❛t❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❣♦♦❞s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♦♥ ❡✈❡r②♦♥❡✳ ❆s

✐♥ ❊①✳ ✽✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ωi✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ s♣❡♥❞ ♦♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❣♦♦❞s✱

♥❛♠❡❧②✱ ❝❧❡❛♥ ❣♦♦❞s vi ♦r ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❣♦♦❞s gi✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t vi + gi = ωi✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s

ui (xi, yi) =
√
vigi −

∑

i

gi + yi,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t♦t❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥
∑

i gi✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛ st❛♥❞✐♥❣

✈❛r✐❛❜❧❡ yi = −αigi t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s❤❛♠❡✱ ♦r t❤❡ ❣✉✐❧t ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡❞ ❜② i, ❢♦r ♣♦❧❧✉t✐♥❣✳

❲❤❡♥ yi ♠❡❛s✉r❡s ✭t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢✮ s♦❝✐❛❧ s❤❛♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ♦t❤❡r

♣❡♦♣❧❡ ❝❤❛st✐s✐♥❣ i ❢♦r ♣♦❧❧✉t✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞

✐❢ t❤❡ ❜❧❛♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ♦t❤❡rs ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✭❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡♠✮ ❛♥❞

✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② i ✭❢♦r ✇❤♦♠ ✐t ❤❛s ❛ t❛♥❣✐❜❧❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐♠♣❛❝t✮✳ ❆s ✐s ❝❧❡❛r✱ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧②

❡♥♦✉❣❤ t❤❛t i ❢❡❛rs t❤❡ ♦t❤❡rs✬ ❜❧❛♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤✐s ❜❧❛♠❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥✈❡②❡❞ t♦ i ❜②

t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❛♥❞ ❡♥❞♦rs❡❞ ♠♦r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♣❧❛② ❛ s✐♠✐❧❛r r♦❧❡

✐♥ ❣✉✐❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✬s ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r g ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦

gi =
ωi

2

(

1−
√

1− 1

2 + αi (2 + αi)

)

,

✸✽



✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ αi✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦r❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ αi t♦ ❜❡

✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♦r ❡①❝❡ss✐✈❡✳ ■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ ❛ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ♥♦r♠ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ❇✉t

❛t ❧❡❛st✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛✐ss❡③✲❢❛✐r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ αi = 0✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❛

P✐❣♦✉ t❛① ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

■♥ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ❢♦r ❛ P✐❣♦✉ t❛①✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦✈❡r✲✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥

♦❢ t❤❡ t❡r♠ −αigi✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ✇♦rr② t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ♠♦♦❞ ✭❣✉✐❧t ♦r s❤❛♠❡✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥✉❧❧✐❢② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✏♠♦r❛❧✐③✐♥❣✑ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡

✜♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✈✐rt✉♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ♠♦r❛❧✐③✐♥❣ ❝❛♥ ♦❝❝✉r t❤r♦✉❣❤

♣♦s✐t✐✈❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ■❢ g∗i = ωi/2 ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❜❛❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡t ❜② t❤❡ s❡❧✜s❤ ✭❛♥❞ ♥❛✐✈❡✮ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡ ❛t ❛❧❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❛❝t ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡s❡❧❢✮✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞

❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❛❧ t❡r♠ ❡q✉❛❧ t♦ +αi (g
∗
i − gi) , ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❛❜♦✈❡ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

♥❡t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦r❛❧ t❡r♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r♦✇❞ ♠❛❦❡s ♦♥❡✬s

❜❡❤❛✈✐♦r ✏♥♦r♠❛❧✱✑ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❛✐s❡ ♦r ❜❧❛♠❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t tr✐❣❣❡r ❛♥②

str♦♥❣ ❢❡❡❧✐♥❣✳ ❙❤❛♠❡ ✐s ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞❡✈✐❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣r❛✐s❡ ✐s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r

s✉♣❡r❡r♦❣❛t♦r② ✈✐rt✉❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ r❛✐s❡❞ ❜② t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❛t ✐♥t❡r♥❛❧✐③✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱

❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧❧② ✈✐rt✉♦✉s✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❣❡♥✉✐♥❡❧② ❞✐s❛❣r❡❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ tr❛♥s❢❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ❧✐❣❤t✱ s♦♠❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ❡①❡♠♣t ♣♦♦r ♣❡♦♣❧❡

❢r♦♠ t❤❡ ❛❜❛t❡♠❡♥t ❡✛♦rt✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ♠❛② ❞✐s❛❣r❡❡✮✳ ❙♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐ss✉❡s ♥♦t

❥✉st ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s t♦♣✐❝ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛

❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡r✳

❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✜r♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡s ❝❛♥ ❛✛❡❝t ♥♦t ♦♥❧②

r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜✉t ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✜r♠s✳ ❚❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦♦❞ f ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛ ❣r❡❡♥

❣♦♦❞ g ♦r ❛ ❜r♦✇♥ ❣♦♦❞ b✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❧✐♥❡❛r✿

qjf + γ (qjg + qjb) = 0✱ ✇❤❡r❡ qjf > 0 ≥ qjg, qjb✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ✐♥ s♦❝✐❡t②✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

♣❧❛② ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐s♠ ❣❛♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❧❡❞ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❡t❤♦s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡

❝♦♥❢♦r♠✐s♠ ❣❛♠❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✱ s✐♥❝❡ ❛♥② ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❞♦♣t❡❞ ♥♦r♠ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉❜❣❛♠❡ ✭♥♦ ♦♥❡ ❞❛r❡s t♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♥♦r♠s✮✳ ◆♦r♠s ❜❡❛r ♦♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✳

❋✐rst✱ t❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✭❡♠♣❧♦②❡❡s ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡rs✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t② ❛t ✇♦r❦ γ✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜r♦✇♥ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

❲✐t❤ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ t❤❡ ✜r♠ ❜❡❛rs ❛ s♦❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ✈✐rt✉❛❧ ❝♦st ❡q✉❛❧ t♦ qjb✳ ❲✐t❤ ♥♦

r❡♣✉❧s✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❝♦st✳

■❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♥♦r♠s ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s

3
(

3
√
xifxigxib + θqb

)

✱ ✇❤❡r❡ qb ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ωi ✐♥ ❣♦♦❞s g, b✱ ❛♥❞

t❤❡✐r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s xif + pgxig + pbxib = pgωig + pbωib✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✉s❡ ♦❢ ❣♦♦❞ b ✭❡✳❣✳✱ ✉s❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r r❡❝r❡❛t✐♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥✮✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ✭❱❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛❣❡♥t✬s

❧❛❜❡❧ ❞❡♣✐❝t t♦t❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳✮

✸✾



❼ ♥♦ ♠♦r❛❧ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✿ pg = pb = γ✱ t♦t❛❧ ❢♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s qf = γ
3 (ωg + ωb)✱ ❛♥❞ t♦t❛❧

♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐s −qb =
1
3ωg +

2
3ωb✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✬s ✉t✐❧✐t② ✐s t❤❡♥ γ1/3 (ωig + ωib)− θ (ωg + 2ωb)✳

❼ ❤✐❣❤ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ s♦❝✐❛❧❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✜r♠s ✐s qjf +pgqjg +pbqjb+ qjb✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝♦st✮✿

✕ ❧♦✇ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝ ✭γ < 1✮✿ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❣♦♦❞ b ✭✐❢ t❤❡② ✉s❡❞ ✐t✱ ✐ts ♣r✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ γ − 1✮✱

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ Pr✐❝❡s ❛r❡ pg = γ✱ pb =
γ
2
ωg

ωb
✳ ❚♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s qf = γ

2ωg✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧

i✬s ✉t✐❧✐t② ✐s t❤❡♥
(

2γ ωb

ωg

)1/3 (

ωig +
ωg

2ωb
ωib

)

✳

✕ ❤✐❣❤ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝ ✭γ > 1✮✱ ❤✐❣❤ ❜r♦✇♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✭ωb > γ
2(γ−1)ωg✮✿ pg = γ, pb = γ − 1✱

✐♠♣❧②✐♥❣ t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ qf = γ
3 (ωg + ωb)− ωb

3 , ❛♥❞ t♦t❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐s −qb =
2
3ωb−

γ
3(γ−1)ωg✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✬s ✉t✐❧✐t② ✐s t❤❡♥ 1

(γ(γ−1))1/3
(γωig + (γ − 1)ωib)− θ

(

2ωb − γ
(γ−1)ωg

)

✳

✕ ❤✐❣❤ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝ ✭γ > 1✮✱ ❧♦✇ ❜r♦✇♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✭ωb ≤ γ
2(γ−1)ωg✮✿ s❛♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❢♦r

❧♦✇ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❝❧❡❛♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠❛② ❜❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❡❞❣❡❞ s✇♦r❞✱ ✐❢

❣r❡❛t❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✜①❡❞ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱

✇❤❡♥ ωb >
ωg

2 ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥

♣♦ss✐❜❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♠❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❤✐❣❤ ✇♦r❦ ❡t❤✐❝

s❤♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t s♦❝✐❛❧ s♦❧✐❞❛r✐t② ♠❛② s❡r✈❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❝♦♠❡ t❤r♦✉❣❤ s❤❡❡r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜r♦❛❞❡r

❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✱ ♦r ❛ ❧❡ss ❛❧tr✉✐st✐❝ ❞❡s✐r❡ ❢♦r s♦❝✐❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❡r❡❝t ❜❛rr✐❡rs ❛❣❛✐♥st s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳

❘❡❝❛❧❧ ❊①✳ ✷✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♥♦r♠s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❛② ♣r❡✈❡♥t s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠

❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛s ♦❢t❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇♦✉❧❞ ✇✐s❤✳ ❖♥❡ ♦❜✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧

❣❛♠❡ ✐s t♦ ❛❧t❡r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❛♥❞ ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞

✇❤❡♥ s♦♠❡♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ s♣❛❝✐♦✉s ♣❧❛❝❡ ♦✛❡rs t♦ ❤♦st ♠♦r❡ ❡✈❡♥ts✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✉s❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ t♦ r❡❧✐❡✈❡ ♦t❤❡rs ♦❢ t❤❡✐r ❣✉✐❧t ❢♦r ❢❛✐❧✐♥❣ t♦ r❡❝✐♣r♦❝❛t❡✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❊①✳ ✷

✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❝♦♠❡ t❤r♦✉❣❤ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s

t❤❛♥ ❞✐r❡❝t r❡s♦✉r❝❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❢❡❡❧✐♥❣s ♦❢ s♦❧✐❞❛r✐t②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s st❛rt ✇✐t❤ ❛♥

❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s♦♠❡ ♦❢ ✐t t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡②

❝❛♥ ❞❡✈♦t❡ s♦❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❛r❣❡t❡❞ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❣❡st✉r❡s ✭❞✐r❡❝t tr❛♥s❢❡rs

♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✮✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s

ui = xi + ln
∑

j

gj +
∑

j 6=i

(

sji −
1

2
s2ij

)

+ θmin
j

uj ,

✇❤❡r❡ xi ✐s ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ gj t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜② j t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✭✇❤✐❝❤ ❡✈❡r②♦♥❡ ❡♥❥♦②s

❡q✉❛❧❧②✮✱ ❛♥❞ sji t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❣❡st✉r❡ ❢r♦♠ j t♦ i ✭✇❤✐❝❤ ❜❡♥❡✜t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❝♦st t❤❡ ❞♦♥♦r✮✳

✹✵



❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ✇♦rst✲♦✛ ✐♥ s♦❝✐❡t②✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛s q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t②

✐s ❛ ♠♦♥❡②✲♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✮✳

❲❤❡♥ θ = 0 ✭♥♦ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ✇♦rst✲♦✛✮✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✭✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s♦❝✐❛❧ ❣❡st✉r❡s

t♦✇❛r❞ ♦t❤❡rs✳

❲❤❡♥ θ > 0✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ m ✇♦rst✲♦✛ ♣❡♦♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s

t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ 1 + θ✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ✇♦rst✲♦✛ ♣❡♦♣❧❡ r❡❝❡✐✈❡ sij = θ/m ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ❛❜♦✉t t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❛t s♦❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❝❛♥ ❝♦♠❡ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢♦r♠s✱ ✇✐t❤♦✉t ❞✐r❡❝t

r❡s♦✉r❝❡ tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❡❛t❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t s♦❝✐❛❧ r❡♠❡❞✐❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝♦♣❡

♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❊①✳ ✾✱ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❢❛r ❛✇❛②

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣r♦✉♣ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢❡❡❧s ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛✣♥✐t②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ t♦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈✐❝t✐♠s

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✇❛② t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❤♦✇ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡❣❛r❞❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❢♦r♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♥♦r♠s ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❧❛①❡r ❢♦r ❡①♣♦rts t❤❛♥

❢♦r ❞♦♠❡st✐❝ ✉s❡ ✐♥ ♠❛♥② r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❊①✳ ✶✶ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s♦ ❡♥tr❡♥❝❤❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❡s ❧✐✈❡ s❡♣❛r❛t❡ ❧✐✈❡s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❢❡❡❧ ❛ str♦♥❣

✉r❣❡ t♦ ❛❧t❡r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥t θ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡

♠✉❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✬s ✇❡❧❢❛r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣✉t ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❛t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r sji r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ s♦♠❡♦♥❡ ❢r♦♠

t❤❛t ❣r♦✉♣✮✳

❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♠♣❡t❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ❝❡rt❛✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✬s ♣♦s✐t✐✈❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮ ✐s r❡❧❡✈❛♥t

❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❜✉t ❛❧s♦

r❡❞✉❝❡ ♣♦✈❡rt②✱ s✉r♣❛ss✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✷✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡q✉❛❧❧② s✐③❡❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ✉♥❡q✉❛❧ ✇❡❛❧t❤✳ ❚❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡ ✭❣♦♦❞ ✶✮✱ ❜✉t t❤❡ r✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐♥ ❣♦♦❞ ✷ ✭❛ ❣❡♥❡r✐❝

st❛♣❧❡✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣♦♦r ❤❛✈❡ ♥♦ s✉❝❤ ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ❆s ❛ s❧✐❣❤t ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

❞✐r❡❝t tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡

♣♦♦r ❝❛♥ ♦♥❧② s✉r✈✐✈❡ ❜② ❜❡❣❣✐♥❣ t❤❡ r✐❝❤✱ ♦r t❤r❡❛t❡♥✐♥❣ t❤❡♠✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❛r❡✿

❛ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t xi2 = ωi + ri − di, ✇❤❡r❡ ri ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ di t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❞♦♥❛t❡❞❀

❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t xi1 = 1− si, ✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❜❡❣❣✐♥❣ ❢♦r ❣♦♦❞ ✷✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛r❦❡t ✇❤❡r❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜✉② ❣♦♦❞ ✷✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts

❜❡❝♦♠❡

xi1 + pxi2 = 1− si + p (ωi + ri − di)

xi1 = 1− si − li

✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ✷✱ ❛♥❞ l ✐s t❤❡ ♥❡t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♦❧❞ ✭✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s i ✐s ❛ ♥❡t

❜✉②❡r ♦❢ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✮✳

✹✶



■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦

lnxi2 −
1

2
(2− xi1)

2 − 2w2
i x

2
i2,

✇❤❡r❡ xi2 t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ✷✱ ❛♥❞ wi t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❜❡❣❣❛rs ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sj t❛r❣❡t❡❞

❛t i✮✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s❡r✈✐❝❡s ❜♦✉❣❤t ✭✐❢ ❛♥②✮✱ ❛ ❝♦st ♦❢ ❧♦st ❧❡✐s✉r❡

✭❛❧s♦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❤✐r✐♥❣ ❧❛❜♦r s❡r✈✐❝❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ s✉❜❥❡❝t t♦

♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s ❞♦♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ❆❧tr✉✐st✐❝ s♦❧✐❞❛r✐t② ✐s

♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r✐❝❤ ✇❡r❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❛❧tr✉✐sts✱ ❜❡❣❣✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧②

♣✉s❤ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❞♦♥❛t✐♥❣ ❤❛s ❛ ♥❡t ❞✐s✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❜❡❣❣❛rs✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣♦♦r

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♣❛✐r❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❜❡❣❣✐♥❣ t✐♠❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② ❛ ♣♦♦r ♣❡rs♦♥ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛s ♣r❡ss✉r❡

❜② ♦♥❡ r✐❝❤ ♣❡rs♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✐s ♦♣❡♥❡❞✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ♣r✐❝❡ t❛❦❡rs✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ωi = 1 ❢♦r ❡✈❡r② r✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳

❋✐rst ❝❛s❡✿ ♥♦ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✇❤♦ ✐s r✐❝❤ ❛♥❞ r❡❧❡♥ts ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉t✐❧✐t② ✐s t❤❡♥

ln (ωi − di)− 2w2
i (ωi − di)

2
,

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ di = ωi − 1
2wi

.

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✇❤♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡❣ t♦ ❡❛r♥ ❛ ❧✐✈✐♥❣ ❜② ❜❡❣❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✐r❡❞ r✐❝❤

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉t✐❧✐t② ✐s

ln

(

ωj −
1

2si

)

− 1

2
(si + 1)

2

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ si ≃ 0.83❀ t❤✉s✱ ri ≃ 0.40 ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❡q✉❛❧s −2.60 ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ❡q✉❛❧s −1.01 ❢♦r

t❤❡ r✐❝❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❜❡❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ ❜❡❣❣❛rs ❢♦r❝❡s xi2 t♦

❢❛❧❧ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❜❡❣❣✐♥❣✱ ❡✈❡r②♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛✳

❙❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✿ ❛ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐s ♦♣❡♥❡❞ ❛♥❞ ❜❡❣❣✐♥❣ ✐s ♦✉t❧❛✇❡❞ ✭♦r ✐♥t♦❧❡r❛❜❧❡ t♦ ❡♠♣❧♦②❡rs✮✳ ▲❛❜♦r

s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

ln

(

l

p
+ ωi

)

− 1

2
(1 + l)

2
,

✐♠♣❧②✐♥❣ l = −1+
√
5

2 ≃ 0.62 ❢♦r ❛ ♣♦♦r ❛♥❞ l =
−(1+p)+

√
(1+p)2−4(p−1)

2 ❢♦r ❛ r✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ s♦ t❤❛t ❛

♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ p = 2
√
5−1

3−
√
5
≃ 3.23✳ ❯t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ −2.96 ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r ❛♥❞ −0.29

❢♦r t❤❡ r✐❝❤✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ r✐❝❤✱ ✇❤♦ ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❜❡❣❣❛rs ❛♥❞

❝❛♥ ❤✐r❡ ♥❡✇ ❤❛♥❞s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡t✉r♥s t♦ ❜❡❣❣✐♥❣ ✇❡r❡ ❤✐❣❤❡r

✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✳ ❇✉t ✐t ✇♦✉❧❞ s✉✣❝❡ t♦ ❛❞❞ ❛ s♠❛❧❧

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st t♦ ❜❡❣❣✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❤❛♠❡ ♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥❡✇

s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r ❡✈❡r②♦♥❡✳

✹✷



❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ r❡♠❡❞✐❡s ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞

❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉✐t✐❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P♦❧❛♥②✐ ✭✶✾✹✹✮✱ s♦❝✐❛❧ s♦❧✐❞❛r✐t② ❛♥❞

♥♦r♠s ♦❢ ❝✐✈✐❧✐t② ✇❡r❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❧❡✈❡❧ ❜❡❢♦r❡ ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠② ❤❛s ❢r❡❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❤❛❝❦❧❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡♣r✐✈❡❞ t❤❡♠

♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s❛❢❡❣✉❛r❞s t❤❛t ❝❛♠❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❜♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡❣✉❧❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡ ✐s ♣❛rt❧② ❛ r❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❧❞✲st②❧❡ s❛❢❡❣✉❛r❞s✱ ❜✉t ❛❧s♦

❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ♦❧❞ s♦❝✐❛❧ r❡❝✐♣❡s t♦ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡s r❛✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞

♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❤♦✇ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❛r❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲

❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ♣✉❜❧✐❝ ❛❣❡♥❝✐❡s s❡❧❞♦♠ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ♣r♦♣❡r ✐♥❝❡♥✲

t✐✈❡s✱ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❛t t❤❡ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧❡✈❡❧ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r✐s❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s

t❤❛t ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❡♠❡r❣❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤✐s ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ◆♦r♠s ♦❢ ❣♦♦❞

❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛✐♠❡❞ ❛t ❧♦❝❛❧ ✐♠♣❛❝ts✱ ✇❤❡r❡ ❝❛r✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❢❡❧❧♦✇ ❝✐t✐③❡♥s✱ ❝♦✲✇♦r❦❡rs

♦r ♣❛rt♥❡rs ✐♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❤❡❧♣s s♠♦♦t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② r❡❞✉❝❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts

t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ st❛❣❣❡r✐♥❣ ✐❢ ♣✉r❡ r✉t❤❧❡ss ❛♥❞ s❡❧✜s❤ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✲s❡❡❦✐♥❣ ✇❛s t❤❡ ♥♦r♠✳ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❣❡♥❡r❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛✉s❡

✐♠♣❛❝ts ❛♥❞ ❧❛r❣❡r s♦❝✐❡t❛❧ ♦r ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ s❝♦♣❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐✈❛t❡

s♦❝✐❛❧ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐❧❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠②✳

❚❤✐s ✐s r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t ❥✉st ❢♦r ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❞✉❡ t♦ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ P✉t♥❛♠

❛♥❞ ●❛rr❡tt ✭✷✵✷✵✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ tr❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ♣♦❧✐t✐❝s✱ s♦❝✐❛❧

r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✷✵t❤ ❈❡♥t✉r②✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ tr❡♥❞s ✐s t❤❡ ❜❛tt❧❡

❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐s♠ ❛♥❞ s♦❧✐❞❛r✐t②✳ ❲❤❡♥ ❛ s♦❧✐❞❛r✐t② ♠✐♥❞s❡t ♣r❡✈❛✐❧s✱ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝

♣♦❧✐❝② ❤❡❧♣ r❡❞✉❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐s♠ ✐s ♦♥ t❤❡ r✐s❡✳ ❚❤✐s

❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❢❛r ❢r♦♠ st❡♣♣✐♥❣ ✐♥ t♦ ♣❛❧❧✐❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣❛t❝❤❡s t♦ s♦❝✐❡t❛❧ ✐❧❧s✱

♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ♦♣❡r❛t❡s ❛t ✐ts ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦r♠s

❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠✐♥❞s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦tt♦♠ ✉♣ ❛♥❞ t♦♣ ❞♦✇♥

✐♥✐t✐❛t✐✈❡s ✐s ♦♣❡r❛t✐✈❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥❞s❡t ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❞r❛♠❛t✐❝ s✇✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❢❛❜r✐❝✳

✼ ❙♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

❖♥❡ ❛s♣❡❝t t❤❛t ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t♦

t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥

❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

▲❡t zijk ❜❡ t❤❡ ♥❡t ♣✉r❝❤❛s❡ ♦❢ ❣♦♦❞ k t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ♠❛❦❡s ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j✱ ❛t ♣r✐❝❡s pijk✳ ❲❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ j ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s✉❝❤ tr❛❞❡s✳ ■❢ z ❞❡♥♦t❡s t❤❡

✇❤♦❧❡ ♠❛tr✐① (zijk)i,j∈N,k∈K , ❧❡t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ yi ♥♦✇ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✿

yi = Fi (p, x, z, s) .

✹✸



❇♦t❤ x ❛♥❞ z ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♠❛② ♣❧❛② ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡s✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r xi r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤❡r❡❛s zi r❡♣r❡s❡♥ts ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡s✳

◆♦t✐❝❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs z ❛♥❞ s✱ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t d ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♦❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

i ❛♥❞ j✿

❼ yid = (pijzij)
α
min {sij , sji}✿ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ j ❞❡♣❡♥❞s✱ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

✇❛②✱ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ ♦✈❡rt✉r❡s❀

❼ yid = (
∑

l min {pilzil, pjlzjl})α min {sij , sji}✿ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ j ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡✐r ❜❡✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ l ❛❣❡♥ts ✭❡♠♣❧♦②❡rs✱ ♣r♦✈✐❞❡rs✮ ❛♥❞ ♦♥ ♠❛❦✐♥❣

t❤❡ ✉s✉❛❧ s♦❝✐❛❧ ♦✈❡rt✉r❡s❀

❼ yid = |zijk|+min {sij , sji}✿ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t② k ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❤❛✐r❝✉t✮ ❜② ✐ts❡❧❢ r❡q✉✐r❡s s♦❝✐❛❧

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ♦✈❡rt✉r❡s✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡❛r ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r (xi, yi)✱ ✇❤❡r❡ xi = ωi +
∑

j 6=i zij ❛♥❞ zij ❞❡♥♦t❡s t❤❡

✈❡❝t♦r (zijk)k∈K . ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❣❡♥✉✐♥❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✐s ❛ ❝♦♠♠♦❞✐t②✱

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ t❛st❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❛♥❣❡ ❥✉✐❝❡ ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s♠✐❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦♣❦❡❡♣❡r✳

❇✉t t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♠❛② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡♥❥♦② t❤❡

❝❤❛t ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤♦♣❦❡❡♣❡r ✇❤✐❧❡ ❜✉②✐♥❣ ♦r❛♥❣❡s✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐♦♥s ✭❞✐❧✐❣❡♥❝❡✱ q✉❛❧✐t②

s❡r✈✐❝❡✳✳✳✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦r ❞❛♠♣❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❞❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ❛✈❡♥✉❡ ✐♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s s t♦ r❡♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥✈♦❧✈❡s

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳

▲❡t Bi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (zi, pi) = (zij , pij)j 6=i , s✉❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥t i ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡ zij ✇✐t❤

❛❣❡♥t j ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t ♣r✐❝❡s pij ✳ ❊❛❝❤ i s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿

max
(zi,pi,si)∈Bi×Si

ui (xi, yi)

s✉❝❤ t❤❛t



















xi = ωi +
∑

j zij
∑

j 6=i pijzij = 0

yi = Fi (p, x, z, s)

❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ s❡ts Bi✱ tr❛❞❡s zij ✱ ♣r✐❝❡s pij ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s si s✉❝❤ t❤❛t

❡✈❡r② i s♦❧✈❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛t ❡✈❡r② r❡❛❧✐③❡❞ ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ (zij , pij) ∈ Bi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ (zji, pji) ∈ Bj ✱ ✇✐t❤ s❛♠❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞

♦♣♣♦s✐t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞✳

✹✹



❲❤❡t❤❡r ❜❡❧✐❡❢s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❜♦✉t ♥♦♥✲r❡❛❧✐③❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭s❡❡ ❩❛♠❡ ✷✵✵✼ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢

t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✮✳

Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ s✐♥❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r

♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ♣♦s✐t t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ s❡t Ωi

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ωi ✐s ❞r❛✇♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

✐♥♣✉ts t♦ ❜❡ ❜♦✉❣❤t✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳

❆♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❝❛♥ ♣✐❝❦ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜✉②✐♥❣ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠✱ ❛♥❞ s❡❧❧✐♥❣ ♦✉t♣✉ts t♦✱ ♠❛♥②

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧

❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r t❤❛t ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

❛♥❞ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛t t❤❡s❡ ♣r✐❝❡s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s tr✐✈✐❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✭♣♦ss✐❜❧②

❝♦♠♠♦♥✮ ❜❡❧✐❡❢s✱ s✐♥❝❡ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣♦s✐t t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧✐❡✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛❞❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❊①✐st❡♥❝❡ ✐s ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ s❡ts ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥

r❡♣r❡s❡♥t ♠❛♥② ❢♦r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜①❡❞ ♣r✐❝❡ r❛t✐♦♥✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣

✈❛r✐♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ❝❛♥

✐♥t❡r❛❝t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t②♣❡ i ❛r❡

t❤❡ ♦♥❧② s✉♣♣❧✐❡rs ♦❢ ❣♦♦❞ k = i✳ ❆❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s u (x1, x2, y) ✇❤❡r❡ y = z121

✐s t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ✶ ❜② ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ t②♣❡ ✶ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ t②♣❡ ✷✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✱

♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛s z121 = x21✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥❡t tr❛❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ✶ ❜② ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♦❢ t②♣❡ ✷✳

■❢ t❤❡ t②♣❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ ❛s ♣r✐❝❡✲t❛❦❡rs✳

❆t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❧❡tt✐♥❣ ui
k = ∂u

∂xik
(xi1, xi2, x21)✱ ♦♥❡ ❤❛s

u1
1 − u1

3

u1
2

=
u2
1 + u2

3

u2
2

,

✐♥❞✉❝✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t②♣❡ ✷ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ✶ t❤❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t②♣❡ ✶✱ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s

❡q✉❛❧✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ❣♦♦❞ ✶ ❜♦♦sts ✐ts ♠❛r❦❡t✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣♦♦❞ ✷✳

❚❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤r♦✉❣❤ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ♠✐ss

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ s❡r✈✐❝❡✱ ❛♥ ✐ss✉❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❆t❦✐♥s♦♥ ✭✷✵✶✺✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✹✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♠♦♥♦♣♦❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ✶✳

❚✇♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ✐s ❧❛❜♦r ✭❣♦♦❞ ✷✮ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡s ❣♦♦❞ ✸ ❛s ✐♥♣✉t✳

❇♦t❤ ❡①❤✐❜✐t ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ q1 = xk/ck✱ ✇❤❡r❡ q1 ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ xk t❤❡ ✐♥♣✉t

❛♥❞ ck t❤❡ ✉♥✐t ❝♦st✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉t✐❧✐t②

av (x1) + v (x2) + x3 + b.

✹✺



❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❣♦♦❞ ✷ ✐♥t♦ ❣♦♦❞ ✸ ♦♥❡ ❢♦r ♦♥❡✳ ❚❛❦✐♥❣

❣♦♦❞ ✸ ❛s ♥✉♠❡r❛✐r❡✱ ♦♥❡ t❤❡♥ ❤❛s p2 = 1. ■♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦

t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ✶✳ ■❢ ❣♦♦❞ ✷ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t✱ t❤❡♥ ❝♦♥s✉♠❡rs ❡♥❥♦②

❤✉♠❛♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡rs✱ s♦ t❤❛t a > 1, b > 0✱ ✇❤❡r❡❛s ✐❢ ❣♦♦❞ ✸ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t✱

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❤✉♠❛♥ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ a = 1, b = 0. ❖♥❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ b ❛s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣

❤✉♠❛♥ ❝♦♥t❛❝t ❛t ❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ a ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❣♦♦❞ ✶ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ❡q✉❛❧✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡

♣r✐❝❡✲t❛❦❡rs✳ ❆❧s♦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ❤❛s ❛ s❧✐❣❤t ♣❡rs♦♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ q✉❛ ❝♦♥s✉♠❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛❜♦r

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡

❧❡❛❞✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡✱ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ♣r♦✜t✮✳

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ v ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ε
ε−1x

ε−1

ε ✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②

ε. ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧②✬s ♣r♦✜t✱ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

(

ck
ε− 1

)1−ε
(a

ε

)ε

,

✇❤❡r❡❛s ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❣♦♦❞ ✶✱ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

ε

ε− 1

(

ck
ε− 1

)1−ε
(a

ε

)ε

+ b.

■❢ b ❞✐❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❛♥❞ ♣r♦✜t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❇✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ b ♠❛② s❡♣❛r❛t❡ ✇❤❛t ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r ♣r♦✜t ❢r♦♠ ✇❤❛t ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r

❝♦♥s✉♠❡r ✉t✐❧✐t②✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② t♦ ❝♦♥✈❡② t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r s❡❝t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✐♥✲♠❛r❦❡t s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢✉rt❤❡r r❡✐♥❢♦r❝❡

t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t s♦❝✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡

s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t♦ t❤✐s ❧❛t❡st ✈❡rs✐♦♥✱ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s② t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡

✈❛r✐♦✉s ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❛tt❡rs ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥

❛t ❧❛r❣❡✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♦✛❡rs ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ t♦♦❧❦✐t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✉s❡❢✉❧ ✉♠❜r❡❧❧❛ t♦

❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ st②❧✐③❡❞

❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❡t② t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❤❡❧♣s ✢❡s❤✐♥❣ ♦✉t ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞❡r s♦❝✐❛❧ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✇❤② t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡ st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■❞❡❛❧❧②✱

❛ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s t❤✐s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t s❤❛♣❡ ❤♦✇ ♣❡♦♣❧❡✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

❡①♣❡rts ❛♥❞ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs✱ ✈✐❡✇ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ✐ts r✉❧❡s✳

✹✻



❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rs t♦ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛s t❤❡ ❦❡② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜r♦✉❣❤t ✐♥

❜② t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ ❧✐✈❡s✳ ❊①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

t❤❡♦r②✱ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛❢t❡rt❤♦✉❣❤t✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

♦✉t❧♦♦❦ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✉s✉❛❧ t❡❛❝❤✐♥❣ ❝✉rr✐❝✉❧❛✱ ♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ♦♥❧② ❧❛t❡r ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❲❤❛t t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

s✉❣❣❡st✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✈✐✈✐❞❧② ❛✣r♠s✱ ✐s t❤❛t ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♣r✐♠❛r②

❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❛t ♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❛t ♠♦st ❝❛r✈❡ ❛ s♣❛❝❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✉t ♥❡✈❡r ❡s❝❛♣❡

❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡♦♣❧❡✳ P❡♦♣❧❡✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ s✉❝❝❡ss

❛r❡ ✐♥ s✉❜st❛♥❝❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t

✐♥ ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✈✐❡✇✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛s ✐❝❡❜❡r❣s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t s❡❛✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞

✈✐❡✇ ♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛s ❛ s♠❛❧❧ ✢❡❡t ✐♥ ❛♥ ♦❝❡❛♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣❛♠❡ s❡❡♠s ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱

✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜② ✐ts❡❧❢ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛s ✐♥ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✈❡t♦

❛♥❞ ❝❧❛✐♠ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❢♦r ❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❡♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

♦✉t❝♦♠❡s t❤❛t ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱

t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉✐t❛❜❧❡✳ ❇✉t ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ st✐❧❧ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s♣❤❡r❡s✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐ss❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s

❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s♣❡♥❞ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡♠✱ ❜✉t r❡s♦✉r❝❡s ♠❛② ❜❡ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❝✉rr❡♥❝②

✉♥❞❡r t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡✐t② ❛♥❞ s✐♥❝❡r✐t② r✉❧❡s t❤❛t ❣♦✈❡r♥ ♠❛♥② s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▼❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ✇♦✉❧❞

❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜❡ ❧❡ss ❛✤✉❡♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r s♦❝✐❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜✉t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s r❡s♦✉r❝❡s ✐♥t♦ ❞❡❝❡♥❝②✱ ❢r✐❡♥❞s❤✐♣✱ ❡st❡❡♠✱ ❣❡♥✉✐♥❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡

❧✐❦❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦❝✐❡t✐❡s ♠✉st ✜♥❞ ✇❛②s t♦ t❡♥❞ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ ❣❛r❞❡♥ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✳

❘❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ t♦ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ r❛✐s✐♥❣ ❛✇❛r❡♥❡ss

❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ s♦♠❡t✐♠❡s✱ ✐♥ s✉❜t❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s

t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✉♥❞❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❩❡❧✐③❡r ✷✵✵✺✱ ✷✵✶✼✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

s♣❤❡r❡✱ ❛ ♠✐① ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ♥♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❜✐❧✐③❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t

t❛❦❡s ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❆❧❧ ♦❢ t❤✐s ✉♥❞❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡✣❝✐❡♥❝② t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r② ❛r❡ ♦❢ ❛♥②

r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❇✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣❡ss✐♠✐st✐❝

❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡②

❝❛❧❧ ❢♦r ❛ s❡r✐♦✉s ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡

❢❛❝t t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❧❛② ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t r♦❧❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❆s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥

■P❙P ✭✷✵✶✽✮✱ ✈❡r② ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝✉❧t✉r❛❧ tr❡♥❞s s❡❡♠ t♦ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❢❛✈♦r ♠♦r❡ t♦❧❡r❛♥t ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✐✈❡

❛tt✐t✉❞❡s✳ ❙✉♣♣♦rt✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❜✉r❣❡♦♥✐♥❣ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ❛ ✢♦✉r✐s❤✐♥❣

♣❛rt ♦❢ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❛❝t✐✈✐s♠✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛✇s ❝✉r❜✐♥❣ ❛❜✉s✐✈❡ ♣r❛❝t✐❝❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ✇❡❛❦ ♣❛rt✐❡s ✐♥ ❧♦♥❣

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♠❛rr✐❛❣❡ ❛♥❞ ❥♦❜s ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡r s❤❛r♣❡r ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡✈❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s

❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✈✐❝t✐♠s

♦❢ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❛ss♠❡♥t✳ ❇✉t ♠❡❞✐✉♠ t❡r♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛❝❦❧❛s❤ ❝❛♥ s❡t s♦❝✐❡t✐❡s ❜❛❝❦
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❼ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ui (p, x, s) := ui (xi, Fi (p, x, s)) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ (p, x, s) ❛♥❞ ♥♦♥✲s❛t✐❛❜❧❡ ✐♥ xi❀

❼ ❚❤❡ s❡t Xi ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①❀

❼ ❚❤❡ s❡t Si ✐s ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①❀

❼ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ωi ≫ 0;

❼ ❚❤❡ ❝♦♥❡ Q ✐s ❝❧♦s❡❞❀

❼ ❋♦r ❡✈❡r② p ❛♥❞ (x−i, s−i)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ (xi, si) ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ Ui (p, x, s) s✉❝❤ t❤❛t pxi ≤ pωi ✐s ❝♦♥✈❡①✳

❙✐♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts
∑

i ωi✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢

Q✱ ❞❡♥♦t❡❞Q∗✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t

❛♥❞ ❝♦♥✈❡① tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ Xi✱ ❞❡♥♦t❡❞ X∗
i ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s i✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭❜② ❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❡t s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡

r❡❧❡✈❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r q ∈ argmax {pq|q ∈ Q∗} ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥

q ∈ argmax {pq|q ∈ Q} . ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r xi ∈ argmax {Ui (p, x, s) |xi ∈ X∗
i , pxi ≤ pωi} ❜❡❧♦♥❣s t♦

❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ xi ∈ argmax {Ui (p, x, s) |xi ∈ Xi, pxi ≤ pωi}✳ ▲❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞

t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ Q∗✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣r♦✜t pq ✭✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✐s ♣r♦✜t ✐s ♥✉❧❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ✐s ✇✐t❤♦✉t

❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮✳

▲❡t P =
{

p ∈ Rℓ
+| ‖p‖ = 1

}

✱ ✇❤❡r❡ ‖‖ ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✱ X =
∏

i Xi✱ S =
∏

i Si✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦✈❡r P ×X × S ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ p ∈
{

p+
∑

i(xi−ωi)−q

‖p+∑
i(xi−ωi)−q‖ |q ∈ argmax {pq|q ∈ Q∗}

}

❼ xi ∈ argmax {Ui (p, x, s) |xi ∈ X∗
i , pxi ≤ pωi}

❼ si ∈ argmax {Ui (p, x, s) |si ∈ Si}

❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐s ✉♣♣❡r ❤❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ argmax {pq|q ∈ Q∗}
✐s ❛❧s♦ ✉♣♣❡r ❤❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ p✱ ✇❤✐❧❡

p+
∑

i (xi − ωi)− q

‖p+∑i (xi − ωi)− q‖

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ (p, x, q)✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

argmax {Ui (p, x, s) |xi ∈ X∗
i , pxi ≤ pωi}

✐s ✉♣♣❡r ❤❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐♥❝❡ X∗
i ∩

{

xi ∈ Rℓ
+|pxi ≤ pωi

}

✐s ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ p ✭✐✳❡✳✱ ❜♦t❤

✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❤❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ωi ≫ 0✮ ✇❤✐❧❡ Ui (p, x, s) ✐s

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ (p, x, s)✳

✺✷



❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r p✱ t❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

argmax {pq|q ∈ Q∗} ✐s ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ t❤✉s

{

p+
∑

i (xi − ωi)− q

‖p+∑i (xi − ωi)− q‖ |q ∈ argmax {pq|q ∈ Q∗}
}

✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡①✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① s❡t

{

p+
∑

i

(xi − ωi)− q|q ∈ argmax {pq|q ∈ Q∗}
}

♦♥ t❤❡ s❡t P ✳ ❋♦r xi ❛♥❞ si t❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ X∗
i ❞♦❡s

♥♦t ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❑❛❦✉t❛♥✐✬s ✜①❡❞✲♣♦✐♥t t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❤❛s ❛

✜①❡❞ ♣♦✐♥t (p∗, x∗, s∗)✳ ❋♦r p∗✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t

p

(

∑

i

(xi − ωi)− q

)

= 0

❜② ♥♦♥✲s❛t✐❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♦❜t❛✐♥s ♦♥❧② ✐❢

∑

i

(xi − ωi)− q = 0

❢♦r s♦♠❡

q∗ ∈ argmax {p∗q|q ∈ Q∗} i.e., if
∑

i

(x∗
i − ωi)− q∗ = 0.

❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳

❋✐rst ❝❛s❡✿ ‖p∗ +
∑

i (x
∗
i − ωi)− q∗‖ = 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s

p∗ = p∗ +
∑

i

(x∗
i − ωi)− q∗,

✐♠♣❧②✐♥❣
∑

i (x
∗
i − ωi)− q∗ = 0.

❙❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✿ ‖p∗ +
∑

i (x
∗
i − ωi)− q∗‖ 6= 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s

p∗ =

∑

i (x
∗
i − ωi)− q∗

‖p∗ +∑i (x
∗
i − ωi)− q∗‖ − 1

,

✐♠♣❧②✐♥❣

‖p∗‖ =
p∗ (
∑

i (x
∗
i − ωi)− q∗)

‖p∗ +∑i (x
∗
i − ωi)− q∗‖ − 1

= 0,

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ‖p∗‖ = 1 ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ t❤✐s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s♦ ✐t ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s

q∗ ∈ argmax {p∗q|q ∈ Q}

✺✸



❛♥❞

x∗
i ∈ argmax {Ui (p

∗, x, s∗) |xi ∈ Xi, p
∗xi ≤ p∗ωi} ,

✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✺✹
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