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Serie de Machine Learning
Revision de Algebra Lineal 1

SERGIO A. PERNICE'

Universidad del CEMA
Av. Cérdoba 374, Buenos Aires, 1054, Argentina

16 de Julio de 2020

Abstract

En este documento presentamos una primera revision de dlgebra lineal de una forma es-
pecialmente adaptada para sus eventuales aplicaciones en aprendizaje automdtico (machine
learning). Es el primero de una serie de documentos sobre machine learning en espaiiol.
Es parte del contenido del curso “Métodos de Machine Learning para Economistas” de la
Maestria en Economia de la UCEMA.
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1 Introduccion

En esta introduccion se asume conocido el material presentado en la seccion 1.1.

1.1 Notacion y conceptos basicos

Usamos letras mindsculas en negrita “v” para vectores, letras mindsculas “a” para escalares,
y mayusculas “A” para matrices. A menos que se especifique lo contrario los vectores son
“columna”, y si queremos referirnos a vectores “fila” lo hacemos explicitamente con el simbolo

de traspuesto v'.

Vector columna x € R”:

x=| " (1.1)

Una matriz A € R™" se puede pensar simplemente como una tabla de m X n entradas, como n
vectores columna, cada uno € R, o m vectores fila, cada uno € R>":

app dpp -0 Ay T
b dy e A | aj
A= . . . =|la a - a'|= : (1.2)
Poor | | —a]—
Anl w2 *°° Amp "

La matriz identidad es /, y sus elementos son ¢;;:
1, i=7j;
1U=%={0’i¢§ (1.3)
IA=AI=AIv=v,v[=v".

Una matriz diagonal tiene todos los elementos no diagonales iguales a cero: D;; = 0 sii # j.
D = diag(d,,d,,--- ,d,):

_Jd, i=];
D"f"{o, i#J. (14

Obviamente / es una matriz diagonal donde d; = 1, Vi.

Dependiencia/independencia lineal: Se dice que un conjunto de vectores {X, X, ...X,} C R”
es linealmente dependiente si un vector perteneciente al conjunto se puede representar como una
combinacion lineal de los vectores restantes; es decir,

X, = a;X; (15)



para algiin conjunto de escalares «;,...,a,-; € R. Sino existe un vector para el cual exista tal
conjunto de escalares, entonces el conjunto se dice linealmente independiente.

Si el conjunto es linealmente independiente, cualquier vector en el “span” (conjunto de todas las
posibles combinaciones lineales de ellos) de {x,X»,...X,} C R” se puede expresar de manera
unica como combinacién lineal de ellos, mientras que si es linealmente dependiente hay infinitas
maneras de hacerlo (dada una combinacién lineal cuyo resultado sea el vector deseado, siempre
le podemos sumar el vector 0, como por ejemplo pasando en (1.5) el lado derecho al izquierdo
cambiando el signo y multiplicando luego por un escalar arbitrario @).

Para el producto escalar (o “producto interno”) entre vectores vamos a usar la forma matricial:

x-y:XTy:[xl Xy - x,,] y:2 :iny,-eR (1.6)
' i=1

Con el producto escalar se puede definir la “norma’’, o magnitud, o longitud de vectores como
x|l = VxTx (1.7)

y la distancia entre dos vectores x e y como ||x — y||.

Angulo entre vectores: Con el producto escalar (1.6), el 4ngulo 6 entre dos vectores X e y viene
dado por
.
cosf= — (1.8)

L[yl

los vectores x/|x||, tienen norma 1, y si cos@ = 0 se dice que los vectores son ortogonales (o
perpendiculares, el 4ngulo entre ellos es de /2 o 37/2).

Si x tiene norma 1, x"y es la proyeccion de y en la direccion de x, y (x"y) X es un vector que
apunta en la direccién de x y su norma es la proyeccion de y en la direccion de x.

1.2 Producto “‘outer” (o outer product)

El producto “outer” entre dos vectores x € R” ey € R" es:

X1 X1y1 X1y2 0 X1Yn

X2 Xoy1 o X2y2 ot X2Yn .
xey=xy =| ||y v o= T T L T |er™ (1.9)

Xm XmY1 XmY2 ° XmYn

Es decir, X ® y es el producto matricial entre x € R™! e yT € R, Las dimensiones de este
producto son: (m X 1)(1 X n) — (m X n). Notar que la componente ij de X®y es x;y;.



Veamos el efecto de multiplicar por derecha un vector columna por el producto outer entre dos
vectores (asumimos que las dimensiones son correctas):

x®y)z=(xy)z=x(y"2) (1.10)

Pensado como producto matricial, el producto outer satisface la propiedad asociativa. La dltima
igualdad, sin embargo, tiene gran utilidad, porque el producto escalar entre y y z va a ser cero
si esos vectores son ortogonales. Es decir que el efecto de la matriz x y' sobre el vector z
es multiplicar escalarmente a z por y' y al escalar resultante multiplicarlo por el vector x. El
resultado tiene la direccion de x. Por lo tanto siy = xy [x| = 1, x X" es un proyector en el
subespacio spaneado por X.

De la misma manera, veamos ahora el efecto de multiplicar por izquierda un vector fila por el
producto outer entre dos vectores (nuevamente asumimos que las dimensiones son correctas):

2" (x®y) =2 (xy") = (2'x)y" (1.11)

Ademas de la propiedad asociativa por derecha y por izquierda, el producto outer satisface las
siguientes propiedades:
xey)' =(y®x)
Y+2)®Xx=y®X+Z®X

(1.12)
X®(Y+2)=XQy+XQz
cxX®y)=(x)®y =x®(cy)
1.3 Diferentes maneras de ver los productos matriciales
Diferentes maneras de ver el producto ‘“matrix-vector”:
-aj - a/x
y = AX = X = (113)
—-a, - a, X

cada componente es el producto escalar del correspondiente vector fila de A con x. Enfatiza la
relacion de dangulo entre los vectores fila de A y el vector x. Otra manera es:

| | X1 | |
y=Ax=|dad - a" Cl=ad x| @ | x, (1.14)
| |

| X, |
el resultado es una combinacion lineal de los vectores columna de A, enfatiza el span de estos
vectores.

(1.14) es especialmente ttil, entre otras cosas, para entender cudando una ecuacion lineal Ax = b
va a tener solucidn, con la matriz A y el vector b conocidos, siendo el vector x la incégnita. De



acuerdo a (1.14), Ax, para todos los posibles vectores X, es el span de los vectores columna de
A, por lo que la ecuacién va a tener solucion sélo si b estd en dicho span. Por otro lado si las
columnas de A son linealmente independientes y b estd en su span, la solucion es tinica, mientras
que si las columnas son linealmente dependientes y b estd en su span, van a haber infinitas
soluciones.

Ejercicio: verificar (1.13) y (1.14).

En componentes,
n

y,-:Zaijxj (115)
=1
si pensamos en g;; como la componente j de un vector i tenemos (1.13). Si la miramos como la
componente i de un vector j tenemos (1.14).

Diferentes maneras de ver el producto “vector-matrix”:

Pensando en la matriz como conjunto de vectores columna:
y =x'A=x"|d & - & :[ x'a' x"a® - x'ad" ] (1.16)

enfatiza la relacion de dangulo entre el vector X' y las columnas de A.

Pensando en la matriz como conjunto de vectores fila:
—al -
Yo=x"A=|[x o ox || 0 | =x-af-]+ .+ x[—a)] (1.17)
T
m

—d
el producto es una combinacidn lineal de estos vectores. Enfatiza el span de los vectores fila de
A.

Ejercicio: verificar (1.16) y (1.17).

En componentes,
n

yj= ) xiay (1.18)
i=1
si pensamos en a;; como la componente i de un vector j tenemos (1.16). Si la miramos como la
componente j de un vector transpuesto i tenemos (1.17).

Diferentes manera de ver el producto ‘“matriz-matriz”:

Como un conjunto de productos escalares:

T alb' ab* --- albr

C o AB - ! bll blf’ ~ ab' ajb* - aybr
=AB=| SO (1.19)

i | | a’b' a'b* --- a'b’



Como conjunto de productos “matriz-vector’”:

| | | |
C=AB=A|b" --- b |=| Ab' --- AbP (1.20)

Como conjunto de productos “vector-matriz’:

—-aj - —a| B—-
C=AB= : B= : (1.21)
—-a, — —a, B—
Como suma de productos outer:
| [P a
C=AB=|d - a Lo [=> alb] (1.22)
| | ~bT— i=1

Ejercicio: verificar (1.19-1.22): A: mxn, B: n X p, C: m X p.

Las compenentes de C = AB son:

Cij = Z aikbkj (123)
k=1

Si pensamos a a;; como la componente k del vector fila i, y a b;; como la componente & del vector
columna j tenemos (1.19).

Si pensamos a b;; como la componente k del vector columna jy a a; como el elemento ik de la
matriz A, tenemos (1.20).

Si pensamos a a; como la componente k del vector fila i, y a b;; como el elemento & j de la matriz
B, tenemos (1.21).

Finalmente, si pensamos a a; como la componente i del vector columna k y a by; como la
componente j del vector fila k, entonces tenemos (1.22).

Propiedades de la multiplicacion de matrices:
1. Asociativa: (AB)C = A(BC)
2. Distributiva: A(B+ C) = AB+ AC

3. En general no es conmutativa: AB # BA en general (puede ocurrir que un producto exista
y el otro no, pero aun si ambos existen puede que no sean iguales).



1.4 La transpuesta de una matriz

Ya la estuvimos utilizando, pero resumamos aqui sus propiedades. Si el elemento ij de A son a;;,
el elemento ijde A" son a;.

1. (AT =A
2. (AB)T = BTAT
3.A+B)"=A"+BT

1.5 La traza de una matriz

A € R™" (cuadrada) con elementos a;;:
A = )" a (1.24)
i=1

A menos que se explicite de otra manera, las siguientes propiedades asumen todas las matrices
involucradas € R™":

1. trA =trA"
2. tr(A+ B) =trA + trB
3. tr(@A) = atr(A)
4. A:mxn, B: n X m, tr(AB) = tr(BA):
tr(AB) = Z [Z aijbji] = Z [Z bj,-a,-j) = tr(BA)
i=1 \j=1 j=1 \i=1

5. Para A, B, C tal que ABC es cuadrada, tr ABC = tr BCA = tr CAB, y lo mismo vale para
productos de mas matrices (sale de 4 y propiedad asociativa).

1.6 La nocion de norma

La norma de un vector x, informalmente, es la “longitud” de un vector. Ya conocemos la norma
Euclidiana (1.7) (o norma ¢,, como vamos a definir ahora): ||X||§ = X'X, pero la idea se puede
generalizar.

Una “norma” es cualquier funcién: R” — R tal que satisface las siguientes 4 propiedades:

1. Vx € R”, f(x) > 0 (no-negatividad)



2. f[x)=0ex=0
3. Vx e R" t € R, f(rx) = |t|f(x) (homogeneidad).

4. ¥Vx,y e R", f(x+Yy) < f(x) + f(y) (desigualdad triangular)

Ejemplos de normas:

O Xl =x"x = Z?:1 x?

i

G Il = X 1l

loo & Ix[loo = max; [x;]

£y IIxll, = (s 1xil)"”

Ejercicio: probar que £, = lim,_ €.

Todas estas normas cumplen con las 4 propiedades y pueden ser utiles en algunos problemas.

Normas de una matriz: hay muchas, la més simple es considerarla como un vector, se conoce
como la norma de Frobenius:

lAllF =

Z Z @ = \r(A7A) (1.25)
i=1 j=1

2 Funciones lineales y rango de una matriz

2.1 Matrices como funciones

El rango columna de una matriz es el maximo nimero de columnas linealmente independientes.
El rango fila es el mdximo nimero de filas linealmente independientes. Resulta ser que para toda
matriz, el rango fila es igual al rango columna.

Este resultado se puede probar en dos lineas, pero en general, esas dos lineas no proveen la in-
tuicion necesaria para que el resultado sea completamente transparente, ya que es una propiedad
que no es intuitivamente obvia al principio, no al menos de la manera en que si lo son otros
resultados en dlgebra lineal. Esto es desafortunado, ya que es un resultado importante. Y es im-
portante que sea completamente transparente, porque varios otros resultados dependen de este,
y la mente humana no es buena para digerir resultados que dependen de otros resultados si esos
otros no resultan obvios. Por eso tomamos una ruta mds larga para explicar este resultado. EIl
objetivo, precisamente, es que al final de la ruta el resultado finalmente resulte obvio.

Matrices como vectores:



Antes que nada enfaticemos, como ya lo hemos hecho, que las matrices son un conjunto de
nimeros que se pueden pensar de muchas maneras diferentes. Por ejemplo, una matriz A € R™"
puede pensarse como un vector € R™™>1:

apn
a a a
A= 11 12 21 2.1)
az; an apn
an

la transformacion (2.1) es lineal. La norma de Frobenius (1.25) de la matriz no es otra cosa que
la norma ¢, si la miramos como vector.

Matrices como funciones lineales

Para el propésito en consideracion es especialmente ttil mirar a las matrices como representantes
de funciones lineales que a un vector le asignan otro vector. Es decir, A € R™" como represen-
tante a una funcién lineal fy: R™! — R™! como en Ax =y, y/o como representante de otra
funcién lineal g4: R — R™" comoeny'A =x".

Para ello conviene primero ver propiedades de las funciones lineales en abstracto. La Fig. 1 nos
recuerda las nociones de dominio, codominio e imagen o rango de una funcién.

ectiva

-
~~~~~

Figure 1: X, en celeste, es el dominio de la funcién f. f aplica a todos los elementos x € X. Y,
en rojo, es el codominio de f. No todo elemento de Y es “receptor” de la funcién f. El conjunto
anaranjado, de elementos y € Y para los que existe un x € X tal que f(x) = y, se conoce como la
imagen o rango de f.

Funciones inyectivas, suryectiva y biyectiva

Una funcién es inyectiva si asigna elementos distintos de su dominio a elementos distintos de su
codominio. En otras palabras, cada elemento del codominio de la funcién es la imagen de, como
maximo, un elemento de su dominio. La funcién de la Fig 1 claramente no es inyectiva ya que
hay un elemento de la imagen al que le llegan 2 flechas.
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Una funcién es suryectiva si para cada elemento y en el codominio Y hay al menos un elemento
x en el dominio X tal que f(x) = y. No se requiere que x sea Unico; la funcién puede asignar uno
o mas elementos de X al mismo elemento de Y. La Fig 1 sugiere que la funcién representada no
es inyectiva ya que a la parte roja de Y (que presumiblemente es # @) no le llega ninguna flecha.

Una funcién es biyectiva (o “uno a uno”) si a cada elemento del codominio le corresponde
exactamente por un elemento del dominio y vice versa. Es decir, la funcion es tanto inyectiva
como suryectiva.

2.2 Funciones lineales, formulacion abstracta
Si V 'y W son espacios vectoriales reales de dimensiones n y m respectivamente, una funcién

f:V — Weslineal si
f(ax + by) = af(x) + bf(y) 2.2)

donde x,y € V, f(x),f(y) € W,y a,b e R.

AV, Ar W,

f(V2)
\ w

A > W,

w

Figure 2: dim V = dim V| + dim V;, and dim V| = dim W;.

Consideremos el conjunto V, C Vtal que si v, C V,, f(v,) = 0, ver figura 2. V, es un subespacio
vectorial de V que se conoce como espacio nulo de f, o N(f).

Para ver esto tomemos dos vectores Vo, Y Vo, € V) (f (v2,) = f(v2,) = 0) no nulos, linealmente
independientes, y dos escalares a, y @;, al menos uno de ellos no nulo. Entonces, por linealidad,
f(a,v2u + apVayp) = 0, por lo que @, Vo, + apVay, € Voo

Ahora consideremos el complemento ortogonal de V, en V, al que llamamos V; (V| = Vzl). Vv,
es un subespacio de V, es decir, es cerrado frente a operaciones lineales: si vy, y v, € V), para
todo elemento de v, € V,, v, v, = V, Vi, = 0, entonces, por linealidad, v, (a,Vi, + @;Vi,) = 0.
Ademads, para todo elemento no nulo v; € Vi, f(vy) # 0, ya que si fuera 0 por definicion estaria
en V,.

Sin embargo notar que la inversa no vale, que v sea tal que f(v) # 0 no implica que v € Vi, ya
que, por ejemplo, si v = v| + v,, donde v; € V| y v, € V,, f(v) = f(v;) # 0 y sin embargo, por
construccion, v ¢ V.

11



Todo elemento v € V se puede expresar de manera tnica de la forma v = v; + v,, donde v; € V;
y V2 € V, (se dice que V es la “suma directa” de V, y Vo, V =V, @ V,, VinV, = {0}), y v[v, = 0.

Ya sabemos que la imagen de V, es {0}, consideremos ahora la imagen de V, a la que llamamos
W, c W, ver figura 2, es decir,

Wi={weW/dveV, ¥y =w} 2.3)

Resulta que dim W; = dim V.

Para ver esto simplemente consideremos una base de vectores linealmente independientes de
Vi, {X1,...,X4}, d < n, y elijamos los dos primeros, X; y X;. f(x;) y f(x;) son linealmente
independientes. Si no lo fueran, existirian dos escalares a; y @, con al menos uno de ellos no
nulo, tales que af (x;) + a>f (x;) = 0. Pero af (x1) + arf (x) = f(a1X; + @yX;), por lo que,
o bien a1X; + a»X, = 0, o bien € V,. Pero ninguna de esas alternativas es posible, ya que por
hipétesis X; y X, son linealmente independientes y V; es cerrado ante operaciones lineales.

Consideremos ahora cualquier vector del span de {x;, X,}, al que llamamos X;, y X3. Por el mismo
razonamiento que antes, f (x;,) y f (x3) son linealmente independientes. Iterando hasta completar

la base {xy, ..., X,;} demostramos que el conjunto de vectores {f (x;5),...,f(x3)} es linealmente
independiente. Hay j elementos en este conjunto, y para cualquier X que no pertenezca al span
de la base {xi,...,X;}, como X = X; + X, conX; € V] yx, € V, f(x) = f(x;), por lo tanto esta

en el span de {f (x1,),...,f(x3)}. Por lo tanto dim W; = dim V. v/

Acabamos de ver, de manera abstracta, que n = dimV = dimV, +dimV, = j+ (n — j), y que
Jj = dimV; = dim W;. W, no tiene ninguna restricciéon inducida por f, aunque, obviamente, si
dim W = m, dim W, = m — j. W es el codominio de f y W; su imagen o rango.

Otra manera de decir que lo probamos mads arriba es que f es una biyeccion entre V; y W que
respeta las operaciones lineales.

Las funciones lineales quedan determinadas por su efecto en una base del dominio, como lo
muestra el siguiente teorema.

Teorema: Supongamos que {X;,X,,...,X,} es una base de V no necesariamente linealmente
independiente, y f: V — W es lineal. f queda definida por su imagen en estos vectores
{f(XI), f(XZ)a LI ] f(Xn)}~

Demostracion: ya que {x;,X,,...,X,} es una base de V, todo vector z de V se puede escribir
como combinacion lineal de ellos z = Y7, a;X;, y (2.2) indica que f(z) = )\, af(x;). vV

2.3 Base dual

Para conectar la idea abstracta de una funcién lineal entre espacios vectoriales reales con su
representacion como matrices conviene antes definir la base dual de una base dada, ver que tal
base siempre existe, y entender cémo construirla.
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M np.random.seed(111321)
# cl1 y c2 son dos vectores 2x1 con elementos aleatorios
vl = 2*(np.random.rand(2,1)-0.5)
v2 = 2*(np.random.rand(2,1)-0.5)

0.2 /
# vector en la direccion dual de vi (ortogonal a v2)

Vv —
1dual
vld = scipy.linalg.null_space(np.transpose(v2))
# vector en la direccion dual de v2 (ortogonal a v1)

0.2 0 " 4\/1 06 08 1 12 v2d = scipy.linalg.null_space(np.transpose(vl))
\ vid /= np.dot(np.transpose(vl),vld) # vector dual de vi
—0. v2d /= np.dot(np.transpose(v2),v2d) # vector dual de v2

print("vl =",v1)
print("v2 =",v2)

-4 v print(“"vid =",vid)
2 print("v2d =",v2d)
0V2dua| print("vi.vid , np.dot(np.transpose(vl),vid))
L&

print("vi.v2d
print("v2.v2d
print("v2.vid

, hp.dot(np.transpose(vi),v2d))
, np.dot(np.transpose(v2),v2d))
', np.dot(np.transpose(v2),vid))

vi = [[ 0.88887704]
[-0.14203138]]
v2 = [[ 0.16938612]
1 [-0.90469276]]
vid = [[1.15971014]
[0.21713316]]
v2d = [[-0.1820676 ]

-1.2 [-1.13943625]]

. 1 > vi.vid = [[1.]]
(a) Base {vy, v} (roja) y su base dual {v', v°} (azul). vi-vad - Hizj?sssme-lm
v2.vid = [[2.49800181e-16]]

(b) Python function “scipy.linalg.null space()”.

Figure 3: Dada cualquier base de vectores linealmente independientes {v;, v,}, siempre podemos
AT
encontrar la base dual {v', v*} tal que (v’) Vi = 0k

Dada la base {vy,...,v,} de R™!, siempre podemos encontrar otra base de R"™!, que llamamos
“dual” de {vi,...,v,}, a la denotamos con super-indices en vez de sub-indices, {v', ..., v"}, tal
que para todo i

AT
(Vl) Vi = 5,"1{ (24)
ver figura 3.

En tratamientos clasicos de dlgebra lineal, las bases duales se plantean generalmente como bases
en el espacio de funcionales lineales f: V — R (o el field sobre el que este definido el espacio V).
En este documento preferimos enfatizar el sentido geométrico de las bases duales, por lo que las
definimos como bases del mismo V' que satisfacen los productos escalares (2.4). En dimension
finita, que es el caso en este documento, ambos tratamientos son equivalentes (equivalencia que
se conoce como ‘“Riesz representation theorem”).

Veamos intuitivamente que esa base existe y como se puede construir: para cada i, los vectores
{Vi,...,Vi_1,Vis1 ... V,} (es decir, la base completa con exclusion de v;) spanean un subespacio
de n — 1 dimensiones. Llamamos ¥ a un vector genérico no-nulo en el complemento ortogonal
de dicho subespacio, es decir ¥ es tal que

(vf)T Vi=0, Vi€{Visr Vit Visg .. V) (2.5)

Obviamente tiene que ocurrir que
AT
(V) vi=c#0 (2.6)
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ya que v, tiene que tener una componente no nula en la direccién de ¥, de lo contrario {vi, ..., v,}
(con inclusién de v;), no seria una base de R"™*! como habiamos supuesto. El vector

2.7)

satisface (2.4). Ver la figura 3b y el uso de la funcién scipy.linalag.null space para ver como
encontrar V', a partir de una matriz cuyas columnas son los vectores {V,...,V,_|, Vi1 ...V,}
(notar que hay que transponer dicha matriz).

Es importante notar que la base dual de (v',...,v"}es {vi,...,V,}, es decir, la base original. Y
que si dicha base es ortonormal, la base “dual” coincide con la original.

Por altimo, supongamos que el espacio vectorial V es la suma directa de dos subespacios ortog-
onales entre si, V; y V5, como en la figura 2. Consideremos la base

{Vl,l, ey V]J, V2,j+1 e Vz,n} (28)
donde {Vl,l, e Vl,j} es basede V;y {Vz,j” ... Vz,,,} es base de V,. Como V; y V, son ortogonales
entre si,

VLVz’k:O,ViZ1,...j,k:j+1,...l’l (29)
en la base dual de (2.8), {Vl’l, sV R .vz’”},

{Vl’l, ey Vl’j} es base de V, (2.10)
y .

{Vz’-’“ . VZ’”} es base de V, 2.11)

Esdecirsi V = V@V,, los subespacios V; y V, son cerrados respecto de la operacion de dualidad
de una base dada.

Para ver esto basta considerar un elemento de (2.10): v, i = 1,... j. (2.4) indica que (Vl’i)T Voi =
0,Yk=j+1,...n,porloque v ¢ Vo, ycomo ViNV, ={0}y vl # 0, v} € V,.

De la misma manera, consideremos un elemento de (2.11): v**, k = j+1,...n. (2.4) indica que
T

(Vz’k) vi;=0,Vi=1,...j,porloque v* ¢ V;,ycomo Vi NV, = {0}y v} £0,v** € V,. /

2.4 Conexion entre funciones lineales y matrices

Teorema: hay unarelacién 1 a 1 entre funciones lineales f,: V — W y matrices A: € RAimWxdimV,

2.4.1 Dada una funcién lineal f,, encontrar la matriz A correspondiente
Supongamos que dim V = n'y dim W = m. Primero mapeamos los espacios vectoriales abstrac-

tosVyWenV & R>* 'y W « R™! (es decir, columnas de n y m nimeros reales respectiva-
mente), que son “realizaciones” de dichos espacios.
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Elijamos n vectores columna de R™*! linealmente independientes, y los ordenamos asi:
x1 .
{Vl,la--~aV1,j7V2,j+l,~'-9V2,n} CR” ) ]S”l (212)

De la misma manera, elijamos m vectores columna de R™! linealmente independientes, y los
ordenamos asi.
x1 .
(Wil s Wiy Wo g, W, CR™, j<m (2.13)

Consideremos la funcién lineal f: R™! — R™! definida por:

f(vi)) = wy,, i=1,...,j (2.14)
f(VQ’k) 0, k:j+1,...,l’l (215)

como vimos antes, (2.14-2.15) definen completamente a la funcién.

Ahora consideremos la matriz
1,i Li\T
Ai=w; Qv =wy; (V ) (2.16)

donde estamos utilizando el producto outer definido en la seccién 1.2 y los vectores v' pertenecen
a la base dual de (2.12). (2.4) indica que

A,‘Vl,,‘ = Wy, (217)
Avee = 0 sia=2o0sik#1i (2.18)

La matriz A correspondiente a la funcién lineal (2.14-2.15) es:

J J
=1 =1

A=3"A= > wi (V) (2.19)

] 1

Notar que si bien en la férmula (2.19) no aparecen explicitamente los vectores v>, ya que 0! ®
v, = 0™, su presencia influye en la construccion de la base “dual” de (2.12)

1,1

, Lj 2.j+1
(v, ...,v7,vo/m

LV (2.20)

ya que todos los {v""!, ..., v!/} tienen que ser ortogonales a todos los vectores {v>/*!, ... v>"},
como indican (2.10) y (2.11). v/

2.4.2 Dada una matriz A, encontrar la funcion lineal f, correspondiente: el problema

Dada una matriz A € R™", queremos determinar dos bases

1 .
{V1’1,...,V]’j,V2’j+1,...,Vz,n} c R™ , J=<n (221)

1 .
{Wl,l’ e s Wi Wik, e, Wg,m} c R™ , J<m (222)
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tal que:

Avi;, = wi (2.23)
Avi; = 0 (2.24)

de modo que la funcién f,: R™! — R™! quedar4 definida por:
f(vi) = wi, i=1,...,j (2.25)
f(vo)) = 0, k=j+1,....n (2.26)

Antes de ver la solucién general del problema planteado en (2.21-2.26), veamos un ejemplo.

2.4.3 Ejemplo

Consideremos la matriz

_ 1 O a 2%3
A_(O | b)eR (2.27)
Notemos que
x 00 X
b 00) " y(lOO) (2.28)
0 x O X
0y 0] = y(010) (2.29)
0 0 x X
00y = y(001) (2.30)
De modo que (2.27) se puede escribir asi:
1 00 00O 0 0 a
A_(OOO)+(OIO)+(OOb) 231

(‘1))(100)+((1))(010)+(Z)(001) (2.32)

vemos que los vectores (Vi)T (en la notacién de (2.19)) expanden todo R'3, de hecho constituyen
la base candnica. Pero los vectores w; (en la notacion de (2.19)) son linealmente dependientes.
Podemos usar las propiedades (1.12) del producto outer hasta llegar a una expresion que sea una
suma de productos outer en la que tanto los vectores columna como los fila sean linealmente
independientes entre si. Por ejemplo, el tercer sumando en (2.32) se puede expresar asi:

[5)(0 0 )=a(§)eo 0 e T)o o) e

entonces

-
|

)[(1 0 0)+a(0 0 1)]+((1))[(0 1 0)+b(0 0 1) @34
)(10")+((1))(01b) (2.35)

S = O =
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en esta dltima expresion, tanto los vectores w;; € R*>! como los vectores (Vl’i)T e R™ son
linealmente independientes. Ahora usamos la notacién (2.19) completa (diferenciando entre v'
y v*), porque llegamos a una expresién en la que tanto los vectores w;; como los v+ son lin-
ealmente independientes entre si, como presupone la expresion (2.19). Vemos que estos dltimos
expanden un subespacio 2-D en R**!, y que esta dimension es la misma que la del subespacio
columna spaneado por los vectores wy ;.

Entonces los vectores v*' y v!? son los transpuestos de los vectores fila que aparecen en (2.35):

1 0
vl =10 |, vi2=1|1 (2.36)
a b

el span de estos dos vectores es V (ver figura 2). Sabemos que V; es ortogonal a Vi, y también
sabemos que si V = V| @ V>, los subespacios V| y V, son cerrados respecto de la operacion de
dualidad de una base dada (ver (2.8-2.10)). Como V = R3y V; es 2-D, V, tiene que ser 1-D,
por lo que v*? y v, 5 tienen que ser colineales y tales que su producto escalar es 1. Los podemos
elegir de norma 1 de modo que v>* = v, 3 en el subespacio ortogonal al plano spaneado por v*!
y v!2. Entonces:
23 a N
vV =vVy3 = —————| —b/a 2.37
S v I 237

vily v!2 en (2.36), y v*3 en (2.37), forman la base dual asociada a (2.21), de donde se puede
obtener facilmente la base {v; 1, V|2, V23}. Por otro lado, de (2.35) vemos que la base {w;, w,} es
la base canodnica, con lo que resolvimos el problema.

En la figura 4 est4 la solucién en Python con el uso de la funcién scipy.linalg.null_space(). Esta
funcién, como su nombre lo sugiere, calcula el espacio nulo de una matriz (array) A devolviendo
una matriz B tal que AB = 0. De (1.19) vemos que eso significa que cada columna de B es
ortogonal a cada fila de A. Entonces, una vez conocida la base {v""!, v!?, v>3} en (2.36) y (2.37),
aplicando sucesivamente scipy.linalg.null_space() a: 1) la matriz cuyas filas son {v'?, v>*}, obte-
niendo un vector v ; en la direccion de v, j, 2) la matriz cuyas filas son {vh!, v>3}, obteniendo un

vector Vi, en la direccién de vy, y 3) la matriz cuyas filas son {v!!, v!2}, obteniendo un vector
V,3 en la direccién de v, 3.
Finalmente: 5
Vﬂsi T a1
Vai = m, =2V, V= 1 (238)

2.4.4 Dada una matriz A, encontrar la funcion lineal f, correspondiente: la solucién

Destilemos los pasos del algoritmo general subyacente a la solucion del problema que acabamos
de hacer para el ejemplo (2.27). Este algoritmo general es el que torna obvio que el rango
columna es igual al rango fila en cualquier matriz.

Primer paso
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a=1

b=1

vlld = np.array([[1],[@],[a]l])

vi2ad = np.array([[@],[1],[b]])

v23d = np.array([[1],[b/a],[-1/a]])*a/np.sqrt(1+a**24b**2)

wl = np.array([[1],[e]])
w2 = np.array([[e],[1]])

A = np.dot(wl,np.transpose(vlld)) + np.dot(w2,np.transpose(vi2d))
print("A =",A)

v1l = scipy.linalg.null _space(np.transpose(np.concatenate((vl2d, v23d), axis=1)))
v1l /= np.dot(np.transpose(v1l),viid)

v12 = scipy.linalg.null _space(np.transpose(np.concatenate((vlld, v23d), axis=1)))
v12 /= np.dot(np.transpose(vi12),vi2d)

v23 = scipy.linalg.null _space(np.transpose(np.concatenate((vlld, v12d), axis=1)))
# v23 ya esta automaticamente normalizado

print("A v11
print("A v12
print("A v23

", np.dot(A,v11))
", np.dot(A,v12))
", np.dot(A,v23))

A=[[101]
[ 11]]

A vil = [[ 1.00000000e+00]
[-1.66533454e-16]]

A v12 = [[5.55111512e-17]
[1.00000000e+00] |

A v23 = [[0.]
[e.]]

Figure 4: Generacion de la base {v; 1, vi2, v21} y comprobacion de que Avy; = wy; y Avp; = 0.

Realizado en (2.31-2.32) en el ejemplo. En general, consiste en reconocer que toda matriz de
R™" se puede escribir como suma de productos outer. Si n > m, escribimos la matriz asi:

A= Z ¢ (@) (2.39)
i=1

donde ¢; es la i-ésima columna de A y &; es el vector i-ésimo de la base canénica de R” (vector
columna de con n — 1 ceros y un 1 en la componente i).

Notar que todos los €; que aparecen en (2.39) son linealmente independientes entre si y consti-
tuyen la base canénica completa de R”, tal como ocurre en (2.32) con R? en el ejemplo analizado.
Sin embargo, los vectores ¢; € R™, como por hip6tesis m < n 'y hay n de ellos, son necesariamente
linealmente dependientes.

Sim > n la escribimos asi:

A= Z & ()7 (2.40)
i=1

4
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donde &; es el vector i-€simo de la base canénica de R™ y (f;)" la i-ésima fila (€ R'*") de A.

Los &; en (2.40) son linealmente independientes entre si y constituyen la base candnica completa
de R™, mientras que los vectores f; € R", como por hipétesis m > n y hay m de ellos, son
necesariamente linealmente dependientes.

Si m = n, podemos usar (2.39) o (2.39) indistintamente.
En el ejemplo (2.27), como n = 3 > 2 = m, usamos (2.39).

Esto finaliza el primer paso, en el que explotamos el hecho de que toda matriz A € R™" se
puede escribir como una suma de productos outer. Se elige la suma, (2.39) si n > m. Las filas
que aparecen en dicha suma son linealmente independientes. Se elige la suma, (2.40) si m > n.
Las columnas que aparecen en dicha suma son linealmente independientes. Se puede elegir tanto
(2.39) como (2.40) si m = n. Si se elige (2.39) las filas son linealmente independientes, y si se
elige (2.40) las columnas son linealmente independientes.

Segundo paso

Realizado en ejemplo en las ecuaciones (2.33-2.35). Usamos las propiedades (1.12) del producto
outer (particularmente las tres ultimas), para eliminar todas las columnas y/o filas linealmente
dependientes, de modo que el resultado es una suma de productos outer en la que todas las
columnas son linealmente independientes entre si y lo mismo todas las filas. Recordemos las
tres ultimas propiedades (1.12) en notacién matricial:

(y+2z)x' = yx' +zx' (2.41)
x(y+z)' = xy' +xz' (2.42)
c(xy') = (ex)y' =x(cy") (2.43)

Con (2.42) y 2.43) vemos que si {Xj, X;, X3} son linealmente independientes como en (2.39), e y3
es linealmente dependiente de y; y y», esto es, si y3 = b1y, + byy,, para by, b, € R, no ambas
simultaneamente cero,

YiX| +Y2X, +¥3X3 = Yi(X] +b1X3) + Ya(X, + box;) (2.44)

Esta ecuacion nos dice que a pesar que del lado izquierdo tenemos tres filas linealmente inde-
pendientes, si una de las columnas es linealmente dependiente de las otras dos, como ocurre en
(2.39), las podemos re-arreglar de modo que queden dos columnas y dos filas. Dado que por
hipétesis, los vectores X, X, € X3 son linealmente independientes, entonces X; + b1X3 y X; + byX3
también lo son.

Si quedan mas columnas linealmente dependientes entre si, continuamos con este procedimiento
hasta que todas sean linealmente independientes. Notar que en cada iteracién de este proced-
imiento, los vectores fila x; resultantes son necesariamente linealmente independientes ya que
en la iteracion anterior lo eran.

En cada iteracion tenemos menos términos en la suma, pero como cada término tiene una
columna y una fila, al final del proceso terminamos con igual nimero de columnas que de fi-
las linealmente independientes.

19



De manera andloga, con (2.41) y 2.43) vemos que si {y1,y1, Y3} son linealmente independientes,
y X3 es linealmente dependiente de X; y X», esto es, si X3 = a;X; +a,Xp, paraay, a; € R, no ambas
simultidneamente cero,

YiX| +¥Y2X; +¥3X; = (Y1 + a1y3)X] + (Y2 + a2y3)X, (2.45)

Como los vectores {y;, ¥, Y3} son linealmente independientes, las dos columnas que aparecen en
el lado derecho de (2.45), y; + a1y3 y y» + a»y3, también lo son.

Si quedan més filas linealmente dependientes entre si, de manera anaaloga a como hicimos antes,
continuamos con este procedimiento hasta que todas sean linealmente independientes.

Al finalizar este procedimiento, la matriz A queda expresada como una suma de productos

A=

M-

yix; (2.46)

i=1

donde los vectores {y;} € R™ son linealmente independientes entre si, y los vectores {x;} € R"
también lo son.

Tercer paso

Identificamos en (2.46) a:

Y = wyi, = 1, .. ] (247)
X, = v, oi=1,...j (2.48)
por lo que ya identificamos a los vectores {w; i,..., W ;}, base de W; en (2.22), ver figura 2.
Los vectores {W j.1, ..., W2} son cualquier base del complemento ortogonal de Wi, Wf, que se

obtiene en la préctica con scipy.linalg.null_space() aplicada a la matriz cuyas filas son los w{i,
i =1,...j. Con esto identificamos completamente a la base W en (2.22).

Construyendo una matriz cuyas filas son (Vl’i)T, con los v!* identificados en (2.48), y calculando

su espacio nulo (en la préctica, por ejemplo, aplicando scipy.linalg.null_space() a dicha matriz),

obtenemos la base {vy j.1,...,V2,} de V, correspondiente a la segunda parte de (2.21), ver figura
2.
Notar que cualquier base de V, puede actuar como {v j,1, ..., V2,}, 1o importante es que spanee
a todo V,, ya que necesitamos que los v, ; sean ortogonales a dicho subespacio.
Calculamos, parai = 1, ..., j, un representante de los espacios nulos de la matriz cuyas filas son
» 1’1 T 1’._1 T 1’. 1 T 1’- T
Vi = I‘CpN{(V ) ,...,(V ! ) ,(V " ) ,...,(V J) ,v1j+1,...,v£n} (2.49)
donde alos v, s=1,..., Jj los extraemos de (2.48), y acabamos de explicar cémo obtener los
vk k= Jj+1,...,n. Noten que para cada i, el espacio nulo de la matriz indicada en (2.49) (que

se puede calcular en la prictica aplicando scipy.linalg.null_space() a dicha matriz) tiene una y
solo una dimension, por lo que v, ; es colineal con vy ;.
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Finalmente: .
Vi . .
Vi = ~T [li’ lzla"'a] (250)
Vv

de modo que v] v = 1,.

Con esto quedan completamente identificadas bases (2.21-2.22) tal que la matriz A de la que
partimos actda de acuerdo a (2.23-2.24). De modo que queda definida completamente la funcién
f: R™! — R"™! que mapea a los vectores de (2.21) de acuerdo a (2.25-2.26). v/

2.5 Igualdad entre rango fila y rango columna de una matriz

Recordemos que el objetivo de esta seccidn es encontrar la manera de mirar las cosas de modo
que el hecho conocido de que para toda matriz, el rango fila es igual al rango columna, resulte
obvio. El camino planteado para llegar al objetivo, fue elegido para cumplir ademds con obje-
tivos secundarios. Entre ellos, mostrar la relacién entre matrices concretas y funciones lineales
abstractas en seccion 2.2, bases duales en la seccion 2.3, la expresion de matrices como suma de
productos outer, etc.

El “segundo paso” en 2.4.4, que finaliza con la expresion (2.46) para A € R™" como suma
de productos outer, donde tanto los j vectores {y;} € R™ como los j vectores {x;} € R" son
linealmente independientes, y probablemente nunca vayamos a implementar en la prictica a
menos que alguien lo solicite explicitamente (ver seccion 2.8), es crucial para que resulte obvio
entender que el rango fila y el rango columna de cualquier matriz son iguales.

Sin embargo, la igualdad del nimero de filas y columnas linealmente independientes en (2.46)
es “casi” el resultado buscado. Pero es importante notar que las columnas que aparecen en dicha
suma no son necesariamente idénticas a las columnas de A. Por ejemplo, la tercera columna en
la matriz (2.27) no aparece en la expresion (2.35), que es de la forma (2.46).

De la misma manera, las filas que aparecen en (2.46) no son necesariamente iguales a las filas de
A.

La ecuacion (2.46) es una expresion con igual ndimero de filas que de columnas linealmente
independientes. Pero falta probar que el subespacio espaneado por las columnas de A es idéntico
al spaneado por las columnas que aparecen en (2.46). Y que el subespacio espaneado por las filas
de A es idéntico al spaneado por las filas que aparecen en (2.46). Probamos estas dos propiedades
a continuacion.

El subespacio espaneado por las columnas de A es idéntico al spaneado por las columnas
que aparecen en (2.46):

La manera (1.14) de mirar el producto matriz-vector indica que el resultado de multiplicar
Av,V¥v € V es el span de las columnas de A. (2.46) indica que el resultado es el span de los
vectores columna que aparecen en dicha ecuacién. Son dos maneras distintas de calcular lo
mismo, por lo que tenemos la prueba deseada. v/

El subespacio espaneado por las filas de A es idéntico al spaneado por las filas que aparecen
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en (2.46):

(2.46) indica que Av = 0 solo para vectores ortogonales a las filas que aparecen en dicha
ecuacion. La manera (1.13) de visualizar el producto matriz-vector nos indica que Av = 0
sOlo para vectores ortogonales a las filas de A. Por lo que el espacio nulo de las filas que apare-
cen en (2.46) es idéntico al de las filas de A. El complemento ortogonal de este espacio nulo es
entonces el span de las filas que aparecen en (2.46) y el span de las filas de A, que por lo tanto
son idénticos como queriamos probar. v/

Como la dimension de los subespacio spaneado por las filas y columnas que aparecen en (2.46)
son iguales, obtenemos el resultado deseado. v/

2.6 Propiedades del rango una matriz

e Para A € R™" rank(A) < min(m,n). Si rank(A) = min(m, n), entonces se dice que A es
full rank.

e Para A € R™" rank(A) = rank (A7)
e Para A € R™", B € R, rank(AB) < min(rank(A), rank(B))

e Para A, B € R™" rank(A + B) < rank(A) + rank(B)

Ejercicio: A partir de los conceptos aprendidos, “probar con palabras” estas propiedades.

2.7 Observaciones generales sobre funciones lineales, matrices, y bases
duales

Lo explorado en esta seccién nos brinda una perspectiva profunda de lo que en el fondo son
las funciones lineales. El hecho de que dim V; = dim W, nos indica que en cierto sentido las
funciones lineales son biyecciones. En un sentido abstracto, dada una funcién lineal, podriamos
descartar a V, y a W5, que son simplemente artefactos del espacio en el que estamos realizando
la funcidon. Entonces, en un sentido abstracto, toda funcién lineal es una biyeccion entre espacios
vectoriales (V; y W) de igual dimension.

Llevado a la realizacion de funciones lineales en términos de matrices, el parrafo anterior sig-
nifica que, en el fondo, toda matriz esconde una matriz cuadrada de rango completo.

Por otro lado, hay situaciones en las que el bakground donde las funciones (o matrices) actian
es importante. Es decir, situaciones en las que V, y/o W, contienen parte de la informacién que
necesitamos para entender el problema. En esos casos es fundamental entender que toda funcién
lineal (o matriz) f: V' — W separa naturalmente a V en V, = N(f) y V; = V3, de modo que
V = Vi@V, Y, dados el codominio W y el rango W, definimos W, = Wj, de modo que
W=W eW,.
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La base dual de una base dada es un concepto tremendamente poderoso para obtener resultados
de manera que resulten “obvios”. Ademds, el mecanismo de subir y bajar indices, es como que
toma vida propia y funciona en automatico, como vamos a ver mds adelante.

Como la base dual de la base dual de una base dada es la base original, pierde sentido (por lo
menos en dlgebra lineal) la nocién de a cudl llamamos dual y a cudl no. Lo importante es que,
dada una base linealmente independiente de un espacio vectorial V, a la que denotamos con
subindices,

{vi,...,v,} : base de V denotada con subindices (2.51)

siempre existe otra base de V linealmente independiente
{V1 s V”} : base de V denotada con superindices (2.52)

tal que
Tvi=(v) vi=o 2.53

viv = (V) v, =6 (2.53)
notemos que la “delta” en esta ecuacion tiene el indice j arriba y el i abajo, tal como aparecen
en el lado izquierdo de la ecuacién. Esto lo hacemos para llevar el registro de los indices, pero
esa delta significa lo mismo que la usada previamente con dos subindices: cero si i # j y uno si
i=j.
Vamos a adoptar la siguiente convencion: dado cualquier vector X, a sus coordenadas en la base

con subindices las expresamos con superindices, y a sus coordenadas en la base de superindices

la expresamos con subindices:
n

X = Z x'v; = Z xv (2.54)
i=1 i=1
Notar que

n n n n n
X'X = [Z xiV,-T] Z xv'|= Z Z x'x; (V,-ij) = Z x'x; (2.55)
i=1 Jj=1 i=1 j=1 i=1
donde en la ultima igualdad usamos (2.53). Este resultado es reminiscente del cuadrado de la
norma ¢, de un vector en una base ortonormal, es decir, del teorema de Pitdgoras. Justamente,
una de las cosas que permite trabajar con esas dos bases es que extiende la simplicidad formal
de las bases ortonormales a bases no ortonormales!

La ecuacion (2.55) aplica también a productos escalares entre dos vectores diferentes: x'y =
>r X'y = YL, x;y'. Nuevamente un resultado que extiende la simplicidad formal de las bases
ortonormales a bases no ortonormales.

Por tltimo, recordamos que dado cualquier espacio vectorial V, un subespacio V| y su comple-

mento ortogonal V, = Vll, Si{Vi1,..., Vi, V2 js1,...,V2,} €S unabase de V tal que {vy,..., vy}
es base de Vi y {vy js1,...,V2,} s base de V5, es decir, si
ViV =0,Yi=1,...,j,andk=j+1,...,n (2.56)
entonces la base {v""!,..., vl v*/*1 . v>"} es una base de V tal que {v!!, ..., v!/} es base de
Viy (v2* L v es base de V, = Vi, es decir,
AT AT
(vl’l) v = (vl”) Voi = (Vl,,-)T v =0,Vi=1,...,j,andk=j+1,....n (2.57)
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2.8 Ejercicios

1) Generar al azar en un Jupyter notebook 4 vectores € R*!, {v|, v,, v3,v4} y 2 vectores € R>¥!,
{wy, w,}. Construir la matriz de 3 X 4 que genera el siguiente mapping:

f(vi) = wy (2.58)
f(vo) = w, (2.59)
f(v3) = 0 (2.60)
f(vy)) = 0 (2.61)

2) Generar al azar en un Jupyter notebook 4 una matriz € R>*, Con probabilidad ~ 1 las dos
filas € R van a ser linealmente independientes (por qué?) y de las 4 columnas € R>!, 2 van
a ser linealmente dependientes de las otras dos. Encontrar dos bases, {vi, v, v3, v4} y 2 vectores
e R, y {wy, w»}, que definan univocamente a la funcién en el sentido de las ecuaciones (2.21-
2.26).

3 Mas sobre bases duales y aplicaciones

Esta seccion, que como su nombre lo indica, esta dedicada a bases duales y sus aplicaciones,
pretende ser semi-independiente de la anterior, para que sea util para lectores que quieran con-
centrarse exclusivamente en aplicaciones. Por lo que algunos resultados aqui presentados repiten
parcialmente resultados presentados en la seccién anterior.

3.1 Coordenadas de vectores en bases duales

Supongamos que tenemos bases linealmente independientes y duales una de la otra, de un espa-
cio vectorial V

{Xl,19'~'9xl,j’x2,j+la~"7X2,n} (31)
I N AT o N BN A (3.2)
donde {xl,l, co X j} es base de un subespacio V) y {xz, FTS TR szn} es base del subespacio V.

Cada uno de esos subespacios es complemento ortogonal del otro en V: V, = Vf, V) = VZL, 0
V =V, @ V. Es decir que tenemos las siguientes productos escalares:

i) xx = (x4) x¥=0, Vi=1l....j k=j+1l...n porque V,=V{ (33)

(x.;) X = (X“’i)T Xpx = OapOixs Vi,k=1,...,n, porque son bases duales (3.4)

Proposicion: {x“, . ,xl’j} esbasede V, y {xz’f“, ... ,xz’"} es base de V5.

24



Para probar la primera afirmacién basta ver que por (3.4), cualquierx!,i = 1, ..., j, es ortogonal
a la base de V, {Xz, FIET ,Xz,n}. Y para probar la segunda, por la misma razén, todo x'**, k =

Jj+1,...,n, es ortogonal a la base de V, {lel, ... ,xl,j}.\/

Como ambos conjuntos, (3.1) y (3.2), son bases de V linealmente independientes, cualquier
vector y € V se puede expandir de manera dnica en términos de ambas. Llamemos y* a las
coordenadas de y con respecto a la base (3.1), e y,x a sus coordenadas con respecto a la base
(3.2):

J n
y = Z)’l’lxl,i + Z yz’kxz,k (3.5)
i=1

k=j+1

J n
Z)’l,ixl" + Z Youxt (3.6)
i=1 K

=j+1

notar que los indices de las coordenadas son superindices si los de la correspondiente base son
subindices y viceversa.

Multiplicando escalarmente a y por elementos de ambas bases, (3.3) y (3.4) implican las sigu-
ientes relaciones entre coordenadas:

Y= (Xl,r)T y= Zyl,i ((Xl,r)T Xl,i) (3.7)

P = (Xz s)T y = Z Vo ((Xz s)T &2 k) (3.8)
K=yl
J
Yir = (Xl,r)T Y= Zyl’i ((Xl,r)T Xl,i) (3.9)
P
Yas = (%0,)'y = Z ¥ ((Xz,s)T X2,k) (3.10)
k=j+1

3.2 Laidentidad y proyectores sobre subespacios como suma de productos
outer

Pensemos en R? y la base canénica {&,, &,}:

élz((l)), ézz((l)) (3.11)

Consideremos las siguientes matrices:
1 1 0 0 00
A AT _ _ A AT _
€€ —(O)(l,O)—(O O)’ ezez—(l)(O,l)—(O 1) (3.12)
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vemos que &€, “proyecta” sobre la direccion &, en el sentido que si tengo un vector y

(y1,¥2)", su proyeccion en la direccion €; es obviamente (y;,0)7, y eso es lo que logra €&
cuando multiplica al vector y. De la misma manera, &,&, proyecta sobre la direccion &,:

aar( Vi \_ (1 O\[ o \_(m AtV \_ [0 O\( > )\_[O
e‘el(yz)_(o 0)(yz)_(0)’ ezez(yz)_(o 1)(yz)_(yz) G139

ademds, de (3.12) vemos que podemos escribir la identidad como:

2
. (10 (00) (10
:Zef‘*f‘(o 0)+(0 1)‘(0 1) ©.19)

=

T
1

Todas estas ecuaciones extienden de manera trivial a R”.

Tratemos de ver esto de una manera un poco mas abstracta. El vector y = (y;,y;)" se puede

escribir asi:
1 0 2
y=(§;)=y1(0)+yz(1)=y1é1+yzéz:2;yiéi (3.15)

las y; son las coordenadas de y en la base €. Notar que estdn escritas en letras sin negrita,
indicando que son niimeros reales. Veamos de manera formal los productos realizados en (3.13):

2 2
(e6])y = (¢,¢]) (Z yié,) Zy, & = Z g (e&) =y, v (3.16)
i=1

Entonces € jéjT es un proyector sobre el vector €;.

Todo esto funciona porque la base {€, €,} es ortonormal, por lo que el producto escalar é]Téi = 0ji,
lo que genera la dltima igualdad en (3.16). Si la base considerada no fuera ortonormal, nada de
todo esto se puede lograr. Sin embargo, un gran mérito de las bases duales, es que todo esto se

puede reproducir de manera casi idéntica con ellas, como probamos a continuacién.

Consideremos las bases duales (3.1-3.2). La matriz

I = Zj:x], Z xo (x34) (3.17)
i=1 k= j+l

= 2 X (xp)" + Zn:xz»k(xz,kf (3.18)
i=1 k=j+1

es la matriz identidad,

J J
Proj (5 Vi) = 3 x1(x™) = 3 x" (x1)" (3.19)

i=1 i=1
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es un proyector sobre Vi, y
) n - n
Proj (-3 V) = Z X (x4) = Z XK (x00)7 (3.20)
k=j+1 k=j+1
es un proyector sobre V,. Verificamos a continuacién (3.17), dejando la verificacion de (3.18),
(3.19) y (3.20) como ejercicio para el lector.

Recordemos que como las bases (3.1-3.2) son completas y linealmente independientes, cualquier
vector y se puede escribir de forma tnica en términos de cualquier de ellas, tal como hicimos en
(3.5-3.6). Miremos por ejemplo el producto de /, en la forma (3.17), por la expansion (3.5) de y:

J n
Iy = 1)’ 2)" 3.21
Yy = XX + X0k | X7 y "Xy, + y "Xo, (3.21)
i=1 k=j+1 r=1 s=j+1
i . i o .
_ Lr Li 2,5 1i
= Z E y Xl,i(X ) X1 |t Z Z)’ Xl,i(X ) Xos |+
i=1 r=1 ~— i=1 s=j+1 —
=Gy =0
n J
Lr Li\"
Z)’ X2k (X ) X1r Z Z ¥ sz X2,s
k=j+1 r=1 — k=j+1 s=j+1 ‘/—’
=0 :5ks
1,r
= Z)’ X1t Z VX, =Yy, V
s=j+1

Ejercicio: Consideremos R? con la base (3.1) dada por {v;; = (2,1)T,v;, = (1,2)"}, con
j =n=2.1) Construir la base dual (3.2). 2) Verificar (3.17) y (3.18).

Ejercicio: Realizar una prueba similar para (3.18), (3.19) y (3.20).

3.3 Matrices cuadradas como suma de productos outer

Consideremos una matriz cuadradas A € R™”. Lo visto en la seccién 2 implica que existen dos
bases linealmente independientes de R™!,

{Vl,l,---,Vl,j,Vz,j+1,---,V2,n} (3.22)
{Wl,l’---’Wl,j’wz,j+1a---aW2,n} (3.23)
con j < n, tal que
J

A= wi (V) (3.24)

donde la accién de A sobre la base {v} es:
AVU = Wy, (325)
Avy; = 0 (3.26)
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{Vg,j+1, .. .,Vz’n} spanea a V, = N(A), y si llamamos V; al span de {vl,l, .. .,vl,j}, R*=V,® V,.

De manera similar, si llamamos W al span de {wl,l, ce W j}, dim W; = dim Vy, y llamando W,
al spande {wz, Lo wz,n}, elegida de modo que W, = WlL (o W = W;®W,), como A es cuadrada
y ambas bases (3.22) y (3.23) tienen n vectores linealmente independientes, dim W, = dim V.

Si j = n, la matriz (3.24) tiene “rango completo”, o “full rank™, y tiene inversa, que es:

n

AT =D v (W) (3.27)

k=1

multiplicando a (3.24) por derecha o por izquierda por (3.27), teniendo en cuenta (3.4) con j = n,
llegamos trivialmente a (3.17) o (3.18). Notar que en (3.27), los roles de la base de vectores w
y v estdn intercambiados con respecto a (3.24) y ademds los subindices pasan a superindices y
vice-versa.

Una dada matriz n X n de rango completo A, pensada como coleccion de filas,

.
W] e
A= : =) &(a) (3.28)
_ (am)T _ i=1
corresponde a (3.24) con w; = &; y los vectores v/ = a’ son simplemente las filas de A. (3.27)
indica que su inversa es

A :Zak(ék)T ~|la - a, (3.29)

(recordemos que & = &). Es decir, si A es cuadrada y rango completo, de modo que tanto
sus filas como sus columnas forman bases de R”, mirandola como coleccidon de vectores fila, su
inversa sera una coleccién de vectores columna donde el vector columna a; de la inversa es el
elemento dual del vector fila a’. La prueba ya fue hecha en general debajo de (3.27).

De manera andloga, una dada matriz n X n de rango completo A, pensada como coleccion de
columnas a;, tiene como inversa una matriz cuya fila i-ésima es el elemento (ai )T.

De (3.28) y (3.29) vemos que (3.17) y (3.18), para j = n, implican que:

n

> a'al =1 (3.30)

i=1
Recordemos que la base dual de la base dual de una base dada es la base original, por lo que se
pueden intercambiar sub y super indices en (3.30).

Las siguientes propiedades de la matriz inversa son triviales a partir de lo visto:

()" =4
(AB"' =B'A™! (3.3D)
(A7) = @n
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3.4 Pseudo inversa, o proyectores

Volvamos a una matriz cuadrada A que no es de rango completo, como en (3.24), actuando sobre
las bases (3.22-3.23) y resultando en (3.25-3.26). Recordemos que {Vz,]q_] e Vz,n} es la base de

NA)y {Vl,l,...,vl,j} es la base de Vi, que V| = V5, que W, = W}, y que dimV, = dim W,.
Notar que como A es cuadrada, V = W, pero el subespacio V| no es necesariamente igual al
subespacio Wi, ellos simplemente tienen la misma dimension.

Llamamos “pseudo inversa” de (3.24) a la matriz
~ j AT
A= v (wh) (3.32)

Por qué ese nombre? Consideremos el efecto de la matriz A=A sobre un vector cualquiera. Dado
que la base (3.22) es completa y linealmente independiente, todo vector X € V se puede expresar
de manera inica como combinacion lineal de los vectores de ella,

J

x_val,+va2, (3.33)

r=j+1

por lo que, de (3.32) y (3.24):

AlAx = (ZJ: Vi (wl’i)T] (zjl Wik (v”‘) }{Z X'V, + Z xX'v, ,) (3.34)
i=1 k=1 r=j+1
_ [Z]: Vi, (wl’f)T] (Z]: wl,kxk] (3.35)
i=1 =1

J
= > xvy (3.36)

para pasar de (3.34) a (3.35) usamos (vl”‘)T Vor = 66116’;. Y para pasar de (3.35) a (3.36) usamos

(wl’i)T Wi = 62. Como se ve de la expansion (3.33), (3.36) es la proyeccién de x en V. De

modo que si x € V;, A~'A actda como la matriz identidad. De ahi el nombre de A~! como pseudo
inversa.

De manera andloga, dado que la base (3.23) es completa y linealmente independiente, todo vector
x € V se puede expresar de manera tinica como combinacién lineal de los vectores de ella,

Zj] D v, (337)
r=1

r=j+1
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por lo que, de (3.32) y (3.24):

AA'x = [2 Wi, (Vl’i)TJ [2 Vik (wl’k)T] [2 YWy, + i YW, (3.38)
i=1 k=1 r=1 r=j+1
J J
= [Z Wi (Vl’i)T) [Z Vl’kyk] (339)
i=1 k=1
J
= > ywy (3.40)

1

i
Six € W;, AA~! actia como la matriz identidad. De ahi el nombre de A~! como pseudo inversa.

Es importante recordar que si bien dim V; = dim W;, W, es en general un subespacio de V
diferente que V, por lo que en general AA~! # A~A.

Para desarrollar el concepto de pseudoinversa supusimos que la matiz A € R™” es cuadrada,
por lo que V = W, aunque no de rango completo. Pero mirando el desarrollo, desde la ecuacion
(3.32) hasta (3.40), notamos que todo funciona igual si A € R™", es decir,con V =R"y W = R"
y con bases

{Vl,l,---,Vl,j,Vz,j+1,---,V2,n} (3.41)

{Wl,l,---,Wl,j,Wz,j+1,---,Wz,m} (3.42)
Como vimos en la seccion 2, sigue siendo el caso que N(A) = V,, V, = V5, dimV, = dim W,
(aunque ahora esos subespacios estdn sumergidos en espacios diferentes), y W, = W;'.

Resumiendo, A: R* —» R"™, A~!: R” - R". A'A: R*" - R”, es igual a la identidad en V;,y ala
matriz cero en Vs, es decir que “proyecta” vectores de V sobre V;. AA™!: R™ — R™ es igual a la
identidad en Wy, y a la matriz cero en W,, es decir que “proyecta” vectores de W sobre Wj.

A~'A tiene dim V, autovalores repetidos igual a 1, y dim V, autovalores repetidos igual a 0. Todos
los vectores de V| son autovectores correspondientes al autovalor 1 (se puede elegir una base de
dim V; autovectores ortonormales que spanean V; y lo mismo con V,).

De manera andloga, AA7! tiene dim W, = dim V, autovalores repetidos igual a 1, y dim W,
autovalores repetidos igual a 0. Todos los vectores de W, son autovectores correspondientes al
autovalor 1 (se puede elegir una base de dim W, autovectores ortonormales que spanean W; y lo
mismo con W,).

3.5 Proyecciones sobre una base dada de un subespacio

Consideremos una coleccion
{Xl,l’---’xl,j} (343)

de j vectores de R", j < n. Asumimos que son linealmente independientes pero no ortogonales.
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Recordemos que el “span” de estos vectores es el conjunto de todas las posibles combinaciones

lineales de ellos: ,
J
span ({Xl,l, .. .xl,.,-}) = {V TV = Z Xy, @€ R} (3.44)

i=1
Este conjunto es un subespacio de R", al que llamamos V;, de dimV; = j (por la asumida
independencia lineal de los vectores x;). Llamemos V, al complemento ortogonal de V; en R”":
sz VlJ‘,dlmVQ :l’l—j.
Dado otro vector y € R”, buscamos al vector de V; mas cercano a y en el sentido de ¢,. El
teorema de Pitdgoras nos indica que tal vector es la proyeccion de y sobre V;:

argminvespan({xlyl“__,XIJ_}) lly — vl = Proj (y; V1) (3.45)
Construimos la matriz D, cuyas columnas son los vectores {X; i, ..., X; ;}, de modo que D € R™,
| |
D. = . S I Xl,j (346)
nxj

Como mencionamos, dichos vectores son linealmente independientes, por lo que el rango, o
imagen de D es Vi, de dimension ;.

La siguiente ecuacion resuelve el problema (3.45):

Proj(y; Vi) = argmingy, |[v -yl = Ay, (3.47)
-1
donde A = D.(DT D.) D' (3.48)
nxn nxj\ jxn nxj jxn

recordemos que y € R™!, por lo que Ay € R™!. Y

-1
a = (DT D) D'y (3.49)
jx1 JXn nxj jx”nxl

es un vector cuyas componentes son las coordenadas de Proj(y; Vi) en la base {x,,...,X; }

(columnas de columnas de D).

Cuando D contiene solo una columna, D = d € R™!, A en (3.48) se reduce trivialmente a la
proyeccion de y en el subespacio spaneado por d:

T T
dd._d d_ =dd” (3.50)

A=d@d)'d = — = —
(@) Idi> il lid]]

donde d es el vector de médulo unidad en la direccién de d. (3.50) es un proyector en la direccién
de d, entonces, usando (1.8)

Proj(y; d) = d(d"y) = llyll cos 6ayd (3.51)
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donde 6y es el dngulo entre d e y, por lo que (3.51) es transparentemente la proyeccion de y en
la direccion de b, como habiamos anunciado.

Notar, por otra parte, que

_ d'y
d'd)'d’y =
(@D 4y = 1qp
es la coordenada del vector Proj(y; d) de (3.51) en la base constituida por d (a diferencia de la
base ortonormal constituida por d).

(3.52)

Este resultado es muy simple, y esta descrito en cualquier libro de textos bdsico de dlgebra lineal.
Por otra parte, que la férmula general (3.47-3.48) también genera la proyeccion de y en Vi, no es
tan fécil de intuir en general con los métodos estdndar. El resultado no es tan transparente como
(3.51).

3.5.1 La proyeccion no es directa cuando la base no es ortonormal

La raz6n fundamental de la complicacion es que, si bien los vectores {X; i, ...,X; ;} son lineal-
mente independientes, no son ortogonales. Cuando una base no es ortogonal, la suma de las
proyecciones individuales no es igual a la proyeccion en el subespacio que spanean.

Por ejemplo, consideremos el vector de R3 y = (1,1, 1)7. Su proyeccion sobre el plano (x,y)
es obviamente Proj(y; plano(x,y)) = (1,1,0)". Pero consideremos en este plano la base no
ortogonal dada por x; = (1,0,0)" y x, = (1,1,0)7/ V2. Ambos tienen norma 1, pero no son
ortogonales entre si. Veamos las proyecciones de y sobre ellos y su suma:

1 1 1
Proj(y;x;) = x;(x{y) :[ 0 ] 1,0, 0)[ 1 ] :( 0 ] (3.53)
0 1 0
(1 1 1
Proj(y;x2) = X (xy)=5| 1 |[(ILLO] 1 |[=]1 (3.54)
2l o | 0
2 1
Proj(y; x;) + Proj(y; x2) = ( 1 ]¢[ 1 | = Proj (y; span ({x;,X,})) (3.55)
0 0

Si X; y X, hubieran sido ortogonales, esta suma si hubiera funcionado. Por ejemplo si x| =
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(1,-1,0)7/ V2 yx,=(1,1,0)7/ 2} (comprobar que son ortonormales):

1 1 0
1
Proj(y;x)) = x,(x)"y)=5| -1 |[[0.-1.0)| 1 ||=] 0| (.56
2
0 1 0
1 1 1 1
Proj(y;x;) = x(x)'y)==| 1 [|(I,LLO)| 1 ||=] 1 (3.57)
2
0 1 0
1
Proj(y; x}) + Proj(y; x;) = 1 | = Proj (y; span ({x},x5})) (3.58)
0
En abstracto, si expresamos al vector y en una base ortonormal, esto es, una base {ey, ..., e,}:
y = Zy,»e,-, donde e/e; =4;; (3.59)
i=1
obtenemos las coordenadas y; de y en esta base como:
eJy =) vee =y (3.60)
i=1
por lo que la matriz Zi:l ee, proyecta sobre el subespacio spaneado por {ey,...,e;}:
J J n J n J
[Z ekeZ] y= > vilee)e= Y > yie(ee) = > e (3.61)
k=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Si, por el contrario, la base de vectores linealmente independientes {x, ..., X,} no es ortogonal,

si bien sigue siendo cierto que podemos expresar a cualquier vector y de manera tnica en dicha
base:

y= ) Vi (3.62)
i=1

como ya no es cierto que XJT.X j = 0ji, no es automdtica la extraccion de las coordenadas y’ en esta
base:

X;y= Z i (X}—Xi) (3.63)
i=1
como el paréntesis del lado derecho no es ¢;, no se puede proyectar de manera andloga a (3.61).

Una alternativa para proyectar a 'y en es subespacio spaneado por {X; i, ..., X ;} seria usar el pro-
ceso de Gram-Schmidt para generar una base ortonormal que spanee el mismo subespacio. Esto
funciona, pero luego, aplicando los procedimientos (3.60-3.61), obtendriamos las coordenadas
en esta base de Gram-Schmidt.

Resulta que, como vamos a ver mas adelante, para muchas aplicaciones, por ejemplo regresiones,
no solo necesitamos obtener la proyeccion de y en es subespacio spaneado por {Xj, ..., X;}, sino
que ademads necesitamos sus coordenadas en esa misma base. Requeriria otro proceso adicional
extraer las coordenadas en esta base a partir de las coordenadas en la base de Gram-Schmidt.
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3.5.2 La proyeccion es directa usando bases duales aunque la base no sea ortonormal

Es una prueba del poder del formalismo aprendido, verificar la trivialidad con la que se logra este
objetivo usando bases duales que, como dijimos en (2.55), devuelven la simpleza y transparencia
de las bases ortonormales a bases que no lo son. De hecho, esencialmente ya resolvimos este
problema en (3.7-3.10).

Primero veamos como construimos dichas bases: en el espiritu de lo hecho en la seccion 3.1, a

partir de los vectores {X; i, ...,X; ;} dados en (3.43) construimos la base de R”
{Xl,l, N SINIR. SN TS P 9X2,n} (3.64)
donde {x; ,...,X; ;} esbasede Vi y {Xs j;1,...,X2,} €s base del complemento ortogonal V, = Vll

en R”. Esto se puede hacer en la practica con la funcién scipy.linalg.null_space() aplicada a DT,
con D en (3.46).

En la base (3.64), porque Vo = Vi, X[ Xo4 = O paratodoi = 1,...,jytodok = j+1,...,n,
pero recordemos que los {x; i, ...,X; j}, dados en (3.43), no son ortogonales entre si. A partir de
(3.64) construimos la base dual

{xl’l, X xR ,xz’”} (3.65)
donde {x"!,...,x""/} es base de V; y {x>/*!,...,x>"} es base de V,. En la préctica, la base (3.65)
se puede calcular con el procedimiento explicado en la seccion 2.3.

Con las bases (3.64) y (3.65), estamos en una situacién idéntica a la estudiada en la seccién 3.1,
por lo que copiamos la solucién. Como la base (3.64), que contiene a los vectores (3.43), es
completa, existe una expansion del vector y de (3.45) como en (3.5):

y= Zy X+ Z ¥ (3.66)

k=j+1

La proyeccion deseada de y en V; (ver (3.45)) es la primera suma en esta expresion. El problema
es cémo encontrar las coordenadas y'*'. La solucién, que reescribimos, estd dada en (3.7):

y=(x)y (3.67)

La similitud entre (3.67) y (3.60) muestra que, efectivamente, las bases duales devuelven la
simpleza y transparencia de las bases ortonormales a bases que no lo son.

Con las bases duales también podemos trivialmente escribir un proyector andlogo al que hicimos

en (3.61) para bases ortogonales:
J
A= "%, (x) (3.68)

r=1

Verifiquemos que (3.68) logra no sélo la proyeccion de y sino que ademads lo hace en la base

deseada:
Ay = ZJ: zjl yl lX1 - ’r T Xl’l + ZJ: Zn: yZ,kXLr (Xl,r)T Xz’k — ZJ: yl,l’xl’r (3.69)
r=1

r=1 i=1 r=1 k=j+1
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El problema (3.45) estd entonces resuelto.

Comparando el proyector (3.61) en la base ortogonal, Zi:l e.e/, con el proyector (3.68) en la
base no ortogonal (3.64) vemos una vez més el poder del formalismo dual. (3.68) se reduce a
(3.61) si la base (3.64) fuera ortogonal, porque la base dual coincide con la original si esta es
ortogonal.

Volvamos al ejemplo de la seccién 3.5.1.

Recordemos que los vectores X; y X;, que ahora pasamos a llamar x; ; y X;,, son x;; = (1,0,0)"
y x5 = (1,1,0)" (no dividimos este vector por V2, como si lo hicimos en 3.5.1, para mostrar
que el formalismo funciona independientemente de la norma de los vectores), forman la base de
Vi.

Podemos elegir la base de V, = V" como x,3 = (0,0, 1)". Por supuesto que hay arbitrariedad
acd, porque lo unico que se requiere de X, 3 es que sea ortogonal a Vi, y cualquier vector de la
forma (0,0, ¢)", para ¢ € R, cumple con dicha condicién. Pero por simplicidad elegimos ¢ = 1.
Entonces la base {x; 1, X2, X235} (3.64) es

1 1 0

X1,1 :( 0 ], b ) :[ 1 ], X233 =[ 0 ] (3.70)
0 0 1
1 0 0

Xl,l :[ -1 ], X1,2 :[ 1 ], X2,3 :[ 0 ] (371)
0 0 1

el lector puede comprobar estas bases cumplen las condiciones (3.3-3.4).

la base dual (3.65) es

Queremos proyectar un vector arbitrario de R:
a
y=| > (3.72)
c

en V. En este caso V) es el plano (x,y), asi que su proyeccion es obviamente Proj(y; Vy) =
(a,b,0)". Pero no queremos sélo proyectar y en Vi, queremos hacerlo conociendo las coorde-
nadas en la base {x; 1, X;,}. (3.67) nos indica que

yl,l _ (Xl’l)Ty = (1,-1,0) ] —a—b (3.73)

a
b
c
] =b (3.74)

o SR

y1,2 _ (XI,Z)T y = (0, 1,0)[
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de modo que

1 1 a
yIx )+ 92X, = (a - b)[ 0 ) + b( 1 ] = [ b ] = Proj(y; V1) (3.75)
0 0 0

entonces (3.73) y (3.74) son las coordenadas correctas.

La matriz A en (3.68) es:
2 T
- )
r=1
1 1
0 ((1,-1,00+] 1 [(0,1,0)
0 0
1 -1 0 010
=10 0 O+]0 1 O
0O 0 O 0 00
1
0
0

00
1 0 (3.76)
00

de modo que
1 00 a a
Ay=(0 1 0 b |=| b | =Proj(y; V1) (3.77)
0 0O 0
acorde con (3.69).

3.5.3 Tluminando la solucién A = D (D™ D)"' D7

La matriz A en (3.48) no se parece a la matriz A en (3.68). M4s atn, el significado de (3.48) es
completamente opaco, mientras que (3.68) es transparentemente un proyector en el subespacio
Vi spaneado por los vectores {Xj 1, ...,X; j} de (3.64). En esta seccion demostramos que (3.48) y
(3.68) son la misma matriz.

Expresemos la matriz D en (3.46) como suma de productos outer:

| | j RSHI j
D=|x - x;|=Yx&, D =| i |=)ex], (3.78)
nxj ’ Jjxn ’
| | r=1 _XT _ s=1
1,
donde {e;},i =1,..., jes labase canénica de R4, que escribimos siempre con subindices porque,

ya que es ortonormal, su base dual coincide consigo misma. Estamos usando las formas (2.39) y
(2.40) de escribir una matriz. Notar que la segunda expresion sale de la primera recordando que
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la transpuesta de una suma es la suma de las transpuestas y que la transpuesta de un producto es

el producto de las transpuestas intercambiando posiciones.
De (3.78),

J J J
T — E A vl E AT | — E AT aT
D'D= [ eSXl,s]( Xl,’er] - eSXl,sXLFer

s=1

De (3.79) no es dificil adivinar que

u,v=1
lo verificamos asi:
J T
—1 A A
(D'D) " (D'D) = Z é, (xl’”) x" 88, x| x,&
u,v,s,r=1 _
J . J
= Z é, (xl’”) Z x| X er
u,r=1 v=1
~———
= Iy,

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

El tnico paso no trivial a primera vista es (3.82). Como vimos en (3.68), el paréntesis es un
proyector sobre V; (o la matriz identidad restringida a ese subespacio, de ahi el nombre Iy,),
ycomox;, € V;, Yr = 1,...,j, IyX;, = X;,. Se deja para el lector la comprobacion de

(D'D)(D'D)' =1.
Con (3.78) y (3.80),

J
-1 AT A T AT A
D(D" D) D" = Z X, €'¢e, (xl’”) x" 87e x|,
——

Il
—_——
<
I
—_
o
5
—
x’—t
5
N—

_|
~————
—_——

M\..
xi—A
—~~
o
©@
~
N —

J
Lr\"
- Sa)

r=1

(3.85)

(3.86)

(3.87)

en la dltima igualdad usamos la identidad Iy, Iy, = Iy,, vélida para todo proyector. (3.87), que es

(3.48), es idéntica a (3.68), como queriamos probar. v/
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Recordemos que en (3.67) estdn dadas las coordenadas del vector proyeccién en la base de
columnas de D (3.78). En (3.49) se afirma que esas coordenadas, ordenadas como las compo-
nentes de un vector € R?, vienen dadas por @ = (DT D)™ DTy. Es ficil ver que esto tiene que
ser asi, porque si, como acabamos de probar,

Proj(y; Vi) = D(DT D) ' D"y (3.88)

la forma (1.14) de ver el producto matriz-vector nos indica que D € R™“, multiplicada por un
vector @ € R™! | resulta en una combinacién lineal de las columnas de D, con coeficientes iguales
a las componentes de a. Pero eso es precisamente el vector proyeccion Proj(y; V) en (3.88). Por
lo tanto

a=(D"D)' Dy (3.89)
es un vector cuyas componentes son las coordenadas de Proj(y; V) en la base de columnas de D.

Ejercicio: Verificar explicitamente (al estilo de la prueba (3.85-3.87)), que las componentes del
T
vector a en (3.89) vienen dadas por (3.67) (esto es, por y'" = (xl”) y).

Veamos el ejemplo analizado en 3.5.2 conx;; = (1,0,0)" y x;, = (1,1,0)":

11
D:[O 1] (3.90)

entonces

1 1
e (100 (11 el (2 -1
ool 0)[03](1 D e (27 e

por lo tanto

11
D(D"D)' DT = 01(_21 _11)(1(1)8)
00
N ERAITRE
"l oJlo 10
100
={010 (3.92)
000

igual a (3.76), como habiamos probado en (3.85-3.85), pero definitivamente con un proced-
imiento mds opaco.

Si, como ocurre en aplicaciones a regresiones (ver seccion 4), lo que realmente queremos son
las coordenadas en la base de las columnas de D en (3.90), la solucién viene dada por (3.73) y
(3.74), o, para el caso general, por (3.67).
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4 Regresiones

4.1 La regresion es una proyeccion en un subespacio determinado por los
datos

En problemas de regresion, tipicamente tenemos una variable, a la que llamamos y, a la que
queremos “explicar” en términos de otras j — 1 variables xi, ..., x;_;, con un modelo lineal:

Y=o+ X+ o+ X = XoQo + Xj@p .+ X @ “4.1)

donde « es la ordenada al origen. En la segunda igualdad introducimos una variable x, ficticia
que siempre va a valer xo = 1.

Usualmente contamos con datos, esto es, valores empiricos para las variables xi, ..., x;_;, y para
el correspondiente valor de yenp,. Supongamos que contamos con n conjuntos de datos, a cada
uno de esos conjuntos los llamamos muestras. Ordenamos los valores de las xs en una matriz
D € R™J y los de 1as yemp en un vector Yem, € R

xO;l,O xO;l,l Tt xO;l,j—l yemp,O

X1;1,0 X1 o Xignj-1 Yemp,1
D. = . . . . s Yemp = . (42)
nxj : : t. : nx1 :

Xn—1;1,0 Xn—1;1,1 °°° Xp-131,j-1 Yemp,n—1

En la matriz D, el primer indice numera a la muestra, va de 0 a n — 1, porque asumimos que
tenemos n muestras. El segundo indice, que como se ve, por ahora son todos 1, se va a explicar
mads adelante, y el tercer indice indica la variable explicativa k = 0, ..., j — 1. Como dijimos, la
variable ficticia k = 0 siempre toma el valor 1, es decir que toda la primera columna de D tiene
Is. Notar que los indices ahora corrende O a j— 1,y de 0 an — 1, a diferencia del resto del paper
en el que corriande 1 a j,ode 1 an.

Para la muestra i, la “prediccidon” del valor de la variable y en (4.1) es
Ypred,i = Xi;1,0Q0 + Xi1,1@1 + ..o+ Xy 1@, i=0,...,n—-1 (43)

Podemos “vectorizar” las predicciones de las distintas muestras:

YVpred,0 X0;1,000 t ... + Xp;1,j-1Q j-1
Ypred,1 X1;1,0Q0 t ..o+ Xy o1 @
Yored = . = . = Da (44)
Ypred,n—1 Xn-1,1,00%0 T ...+ Xp-1;1,j-1@ -1

donde @ € R™! es el vector de los pardmetros a;:

a= : 4.5)



Notar que el vector yp.q €n (4.4), pensando en el producto matriz vector de la forma (1.14), se
puede pensar como una combinacioén lineal de los vectores columna de D:

j-1

Ypred = Da = X1,i@; (4.6)
i=0
donde
X0:1,i
X131, . .
Xj; = . , i=0,...,7—-1 4.7)
Xn—1;1,i

Los “errores” cometidos por el modelo (4.1) para un dado vector de pardmetros @ también se
pueden vectorizar en un vector err:

Yemp,0 — Ypred,0 Yemp.0 ~ (xo;l,oao e xoﬂ’f“af‘l)
Yemp,1 — Ypred,1 Yemp,1 — (xl;l,Oa'O +...+ xl;l,j—lalj—l)
€IT = Yemp — Ypred = . =
Yemp,n—1 — Ypred,n—1 Yemp,j-1 — (xn_l;l,oao +...+ Xn_l;l,j_ﬂlj_])

(4.8)
El método de regresiones consiste en elegir los pardmetros (4.5) de modo de minimizar la suma
del cuadrado de los errores de prediccion. Esto es, definiendo una funcion “error”, o “costo”:

j-1

2
Clag,...,aj-1) = Z [yemp,i - (xi;l,Oa'O +...+ xi;l,j—la’j—l)] (4.9)
i=0
objetivo: { min }C (4.10)
@Q,...,x j-1

Comparando (4.9) con (4.8), es f4cil ver que la funcidn costo es el cuadrado de la norma ¢, del
vector err. Este vector, a su vez, es la resta vectorial Yemp — Yprea- Pero como vimos en (4.6), para
todos los posibles valores de los pardmetros a;, yprea cubre todo el subespacio V; spaneado por
los vectores x;; de (4.7), columnas de la matriz D en (4.2).

De modo que el objetivo (4.10) es equivalente a encontrar el vector del subespacio V| mds cer-
cano al vector Yemp € R™! 1o que va a minimizar el cuadrado del médulo ¢, del vector err. Esto
corresponde a la proyeccion ortogonal de y.m, en V. Pero ese es exactamente el problema que
resolvimos en la seccion 3.5, donde los vectores x;; en (4.6) juegan el rol de los vectores en
(3.43) en dicha seccion!

Esta es la razon del segundo subindice, siempre igual a 1, en los valores empiricos x;.; x en (4.2),
preparando el terreno para construir la base (3.64), que incluye a los vectores {Xz, FS S 1} del
complemento ortogonal V, = V- de R".

Por lo tanto, las matrices (3.48), 0 (3.68), generan la proyeccion ortogonal de Yemp €n Vi: AYemp =
Ypred- Y la solucién del problema de regresion, esto es, encontrar los pardmetros «; 6ptimos que
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25

y =-0.25x + 1.4167

0.5 L ]

M """Regresiones""" # Ver ejemplo Excel en el paper
x16 = np.array([[1],[1],[1]])
x11 = np.array([[e],[1],[2]])

D = np.concatenate((x10, x11), axis=1)
x22 = scipy.linalg.null_space(np.transpose(D))

x1122 = np.concatenate((x11,x22), axis=1)
xled = scipy.linalg.null_space(np.transpose(x1122))
x1led /= np.dot(np.transpose(x10),x10d)

x1022 = np.concatenate((x10,x22), axis=1)
x11d = scipy.linalg.null_space(np.transpose(x1022))
x11d /= np.dot(np.transpose(x11),x11d)

x22d = x22

My = np.array([[1],[2],[@.5]])
y_X10 = np.dot(np.transpose(xled),y)
y_x11 = np.dot(np.transpose(x1ld),y)
print("y_x10 =", y_x10)
print("y_x11 =", y_x11)

0 0.5 1

(a) Solucidn en Excel.

y_x10
y_x11

[[1.41666667]]
[[-0.25]]

(b) Solucion con bases duales.

Figure 5: Regresion. Datos: (0, 1), (1, 2), (2,0.5)

logran el objetivo (4.10), son las coordenadas de y,.q €n la base de determinada por los vectores
columna de D en (4.2). Estas coordenadas vienen dadas por (3.67), que son las componentes del
vector @ en (3.49). v

4.1.1 Ejercicio

Supongamos que queremos ‘“‘explicar” la variable y, teniendo los siguientes datos “empiricos’:
(0,1),(1,2),(2,0.5), y queremos encontrar la recta éptima y = xoap + x;@;, donde recordemos
que xo = 1. En la figura 5a tenemos la solucion en Excel del problema de regresion. En la figura
5b tenemos la solucion con bases duales. La matriz D y el vector yen, de (4.2) son:

1 0 1
D=|1 1|, Yemp =| 2 4.11)
1 2 0.5

1. Graficar la solucion en 3-D, visualizando la proyeccion de y.m, sobre el subespacio spaneado
por las columnas de D.

2. Si llamamos x;9 = (I,1,1)" y x;; = (0,1,2)" (primera y segunda columna de D en
(4.11)), y X2 a un vector de norma 1 ortogonal a estos dos (ver figura 5b).

. . T .
(a) Construir en Python la matrix x; o (XI’O) y verificar que es un proyector sobre X o.
Repetir el ejercicio con el proyector sobre X; ; y el proyector sobre X; 5.

(b) V, es el subespacio spaneado por {X o, X1}, y V> es el subespacio spaneado por {X,}.
Construir proyectores sobre dichos subespacios con bases duales.
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(¢) Verificar en Python que D (DT D)™' DT coincide con la matriz proyector sobre V,
encontrada en el punto anterior.

(d) Verificar en Python que @ = (DT D)_1 D"Yemp € Un vector cuyas componentes coin-
ciden con los coeficientes de la solucion de la regresion dada en la figura 5.

(e) Verificar que la suma de los proyectores sobre cada uno de los elementos de la base
{X1.0,X1.1, X2} €s la identidad.

Resolverlo antes de ver la solucion.

Solucion de parte del punto 2: ver figura 6.

M # Proyectores con bases duales
Proj_x10 = np.dot(x1@, np.transpose(xled))
Proj_x11 = np.dot(x11l, np.transpose(x11ld))
Proj_x22 = np.dot(x22, np.transpose(x22d))

M | # Proyector sobre V1 con formula
DTD = np.dot(np.transpose(D),D)
DTD_inv = np.linalg.inv(DTD)
Proj V1 = np.dot(D,np.dot(DTD_inv,np.transpose(D)))
print(Proj_V1)
# Confirmacion de equivalencia
print(Proj_x10 + Proj_x11)

[[ ©.83333333 ©.33333333 -0.16666667]
[ ©.33333333 ©.33333333 ©.33333333]
[-9.16666667 ©.33333333 ©.83333333]]

[[ ©.83333333 ©0.33333333 -0.16666667]
[ ©.33333333 ©.33333333 0.33333333]
[-90.16666667 ©.33333333 ©.83333333]]

M # La identidad como suma de proyectores
print(Proj_x1@ + Proj_x11 + Proj_x22)

[

[ 1.00000000e+00 ©.00000000e+00 -5.55111512e-17]
[ ©.00000000e+00 1.00000000e+00 -5.55111512e-17]
[ 5.55111512e-17 1.11022302e-16 1.00000000e+00]]

Figure 6: Solucién del ejercicio 4.1.1.

4.2 Condiciones para que el problema de regresion tenga solucion

La solucién (3.48) al problema de regresion involucra la inversa de la matriz D™D, donde la
matriz D viene dada en (4.2). Es razonable preguntarse sobre las condiciones en las que dicha
inversa existe.

Recordemos que la matriz D € R™, por lo que la matriz G = D™D € R% (a veces llamada
matriz de Gram) es simétrica G" = G y “semidefinida positiva”.
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Que es simétrica se ve asi: GT = (D™D)" = DT (DT)" = D™D = G. Donde usamos la propiedad
vista en la seccion 1.4 que la transpuesta de un producto es el producto de las transpuestas
multiplicadas en el orden inverso.

Una matriz cuadrada G € R%“ es semidefinida positiva si para todo vector @ € R™!, a"Ga > 0.
Que G = DD cumple con esta condicién es muy facil de ver, ya que para todo vector «, el
cuadrado de la norma ¢, del vectory = Da € R™! es |lyll3 = y"y = @' D"De = " Ga. Y como
vimos en la seccion 1.6, |ly|| > 0,e|lyl| =0 oy =0.

Recordemos como esta construida la matriz D en (4.2). Tenemos una colecciéon de n muestras
empiricas, donde cada muestra contiene los j — 1 valores de las variables x, ..., x;_; y un valor
Yemp- En un situacion realista de implementacion de un modelo de regresion, es de esperar que
el nimero de muestras sea muy superior al nimero de pardmetros, n > j, y que los datos son
recogidos de manera estadisticamente independiente.

Estas condiciones implican que con una altisima probabilidad, los j vectores x;; € R", i =
0,1,...,j— 1 definidos en (4.7) (recordemos que el vector x;o = (1,...,1)7) van a ser lineal-
mente independientes.

Entonces, para pardmetros «;, i = 0,..., j — 1, no todos cero, cualquier combinacién lineal de
ellos yprea = Dar en (4.6) va a ser # 0. Por lo tanto el cuadrado de su norma ||ypred||§ = y;re 1Ypred =
a'D"'Da = @"Ga > 0. Es decir, G es definida positiva. Esto significa que su espacio nulo
N(G) = {0}, por lo que en las condiciones en que normalmente usamos modelos de regresion, G
tiene inversa y la solucién del problema de regresion existe y es inico.v’

Este andlisis nos sirve para entender cudndo y por qué el modelo de regresion pudiera estar
indeterminado. Como vimos, si las columnas de D son linealmente independientes, cualquier
combinacién lineal de ellas con parametros no todos nulos va a ser # 0. Lo cual implica que
G tiene inversa. Solo si dichas columnas fueran linealmente dependientes entre si pudiera una
combinacion lineal de ellas con pardmetros no todos nulos ser = (. Veamos algunas situaciones
en las que esto pudiera ocurrir:

1. El modelo tiene mds o igual pardmetros a; que datos (j > n).
2. Hay al menos dos variables explicativas x; con una alta correlacion.

3. Los datos no son obtenidos de manera estadisticamente independiente.

1. Si el modelo tiene més o igual pardmetros que datos (j > n), las j columnas van a spanear
todo el espacio R", es decir, V| = V. Entonces, en (4.8), €T = Yemp — Yprea = 0. Si j = n, la
solucién {a;} va a ser unica. Si j > n, van a haber infinitos conjuntos de parametros {«;} cor-
respondientes al optimo, ya que los vectores columna de D van a ser linealmente dependientes.
Como sabemos, cualquier vector de V, en particular, ynp, se puede escribir de infinitas maneras
como combinacion lineal de bases linealmente dependientes. Como vamos a ver, esto conduce a
“overfitting” y el modelo no va a tener poder predictivo.
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2. Supongamos que j < n pero hay dos variables explicativas, x, y x,, con correlacién 1 o —1
entre ellas. En ese caso, en la matriz D en (4.2), x;.;, = ¢X;;1s paratodoi = 0,...,n — 1, donde
c € R. Sic¢ > 0lacorrelacion es 1, si ¢ < 0 la correlacion es —1. En ambos casos, las columnas
r'y s serdn linealmente dependientes. Este problema es en general menos grave que el anterior,
porque simplemente requiere que reduzcamos el ndmero de variables explicativas, eliminando
las redundantes.

Adn si la correlacion no es exactamente +1, pero lo suficientemente cercana a 1 en valor absoluto,
teniendo en cuenta que los datos empiricos son medidos siempre con cierto error, las variables
van a ser redundantes.

Por supuesto todo esto se extiende a situaciones en las que una variable es linealmente dependi-
ente de varias otras.

3. Para entender qué pasa si los datos no son obtenidos de manera estadisticamente independi-
ente, imaginemos una situacion en la que de los n samples empiricos, aunque n > j, muchos
son repetidos, por lo que sélo hay r < j datos diferentes. De las n filas de la matriz D, sélo r
de ellas van a ser linealmente independientes. Y como el rango fila de una matriz es igual al
rango columna, sélo r columnas van a ser linealmente independientes. Por lo que efectivamente
estamos en la situacién descripta en 1.

5 Conclusiones

En este trabajo presentamos una primera revision de dlgebra linea de una forma especialmente
adaptada para sus eventuales aplicaciones en aprendizaje automatico (machine learning).
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