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Bewertete inhomogene Markov-Ketten — Spezielle
unterjahrliche und zeitstetige Modelle

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ausgehend von einer jahrlichen inhomogenen Markov-Kette durch
lineare Interpolation der Ubergangsmatrizen und der Einheitsmatrix sowohl eine unterjahrliches als
auch ein zeitstetige bewertete inhomogene Markov-Kette konstruiert. Beim unterjahrlichen Modell
liegt der Fokus auf der Verteilung der Zufallsvariablen ,Barwert des Zahlungsstroms® bzw. auf der
zugehodrigen charakteristischen Funktion und einem EDV-technischen Verfahren zur Berechnung der
Momente der Zufallsvariablen. Beim zeitstetigen Modell steht neben der Konstruktion und den
Ublichen Ergebnissen fir zeitstetige Markov-Ketten, die Verallgemeinerung des Restglieds bzw. des
Invarianzsatzes im Mittelpunkt des Interesses.

Abstract

In the present paper it will be shown how a priced inhomogeneous Markov chain with periods less
than a year and a priced inhomogeneous Markov chain in continuous time can be designed from a
given inhomogeneous Markov chain with annual time periods by linear interpolation of the transition
matrices and the identity matrix. For the Markov chain with periods less than a year we focus on the
distribution of the random variable “present value of the cash-flow” and on the associated
characteristic function, respectively as well as an IT method for calculating the moments of the
random variable. For the Markov chain in continuous time, the construction of the process, the usual
results for time-continuous Markov chains and some special results analogous to a Markov chain
with periods less than a year are in the center of attention.
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1. Einleitung

Markov-Ketten haben in den Wirtschaftswissenschaften die vielfaltigsten
Anwendungen. Zum einen werden diese Modelle bei klassischen
betriebswirtschaftlichen Fragestellungen eingesetzt. Als Beispiele seien hier die
Themen Wartesysteme, Lagerhaltung und (Markovsche) Entscheidungsprozesse
genannt (vgl. [14]). Zum anderen findet man Anwendungen bei der Modellierung von
Zahlungsstromen insbesondere in den Bereichen Insurance und Finance. Mithilfe
von Markov-Ketten werden z.B. in der Personenversicherungsmathematik Barwerte,
Reserven und Pramien kalkuliert (vgl. [10], [11], [6], [7], [9]). Dabei bendtigt man nicht
nur jahrliche sondern auch unterjdhrliche und zeitstetige Modelle. In der
Personenversicherungsmathematik werden zu Kalkulationszwecken sogenannte
Sterbetafeln verwendet, diese enthalten i.d.R. eine zeitliche Dynamik. Ferner ist jeder
Zustand, den eine Person annimmt, mit einer Zahlung (einer Bewertung) verbunden.
Dies fuhrt zu dem zentralen Begriff dieser Ausarbeitung, namlich der ,bewerteten
(zeitlich) inhomogenen Markov-Kette®.

Im vorliegenden Artikel wird ausgehend von einer jahrlichen (bewerteten
inhomogenen) Markov-Kette ein spezielles unterjahrliches bzw. ein spezielles
zeitstetiges Modell konstruiert und analysiert. Dabei ist es entscheidend, wie die
ursprunglich jahrlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten auf das Jahr verteilt werden.
Der hier gewéhlte Ansatz verteilt die Wahrscheinlichkeiten linear in dem Sinne, dass
sich die Ubergangsmatrix fiir das Intervall [t,t+a] fir telINg,ae[0,1] durch

Interpolation der jahrlichen Ubergangsmatrix und der Einheitsmatrix ergibt.

Nach Einfihrung der jahrlichen Markov-Kette wird als erster Schwerpunkt das
unterjahrliche Modell behandelt. Hierbei werden zu Beginn die bereits bekannten
Ergebnisse Uber die Konstruktion des Modells (vgl. [8]) und dessen Anwendung bei
der Bewertung von risikobehafteten Zahlungsstrémen (vgl. [7]) zusammengestellt.
AnschlieRend wird analog zum jahrlichen Modell (vgl. [9]) eine geschlossene Formel
fur die charakteristische Funktion des Barwerts eines risikobehafteten
Zahlungsstroms hergeleitet. Damit ist das Wahrscheinlichkeitsgesetz dieses
Barwerts festgelegt, denn fur eine reellwertige Zufallsvariable B ist die Verteilung
durch die komplexwertige Funktion

(p(X)= E(exp(i-x- B)) ,Xe IR

eindeutig bestimmt (vgl. [3] S.92). Dabei sei i = /-1 die imaginare Einheit. Ubertragt
man die Formel fir die charakteristische Funktion auf die momentenerzeugende
Funktion, so kdnnen durch (numerisches) Ableiten analog zum jahrlichen Fall (vgl.



[9]) auch hohere Momente, z.B. die Varianz und die Standardabweichung, ermittelt
werden.

Im zweiten Schwerpunkt steht eine spezielle zeitstetige Markov-Kette im Mittelpunkt
des Interesses. Zunachst muss das spezielle Modell konstruiert bzw. seine Existenz
nachgewiesen werden. Die in diesem Artikel verwendete Vorgehensweise ist
klassisch und basiert wie beim unterjahrlichen Modell auf dem Satz von Kolmogorov
(vgl. [3] S.257ff), mit dessen Hilfe in der Wahrscheinlichkeitstheorie stochastische
Prozesse konstruiert werden. AnschlieRend werden mehrere fir das jahrliche und
unterjahrliche Modell bereits in friheren Verdoffentlichungen formulierte Ergebnisse
auf das zeitstetige Modelle Ubertragen. Das besondere Interesse gilt dabei der
Formel fir den Barwert des risikobehafteten Zahlungsstroms (vgl. [5], [7]) und dem
sogenannten Invarianzsatz (vgl. [12], [7]).



2. Das jahrliche Modell

Gegeben sei eine Markov-Kette (X),_o;, Mit dem endlichen Zustandsraum
S={0,1,2,..,N}. Dabei steht der Zeitpunkt t fir den Beginn des (t+1)-ten Jahres
bzw. die Zufallsvariable X; fur den Zustand zu Beginn des (t+1)-ten Jahres,

t=0,1,2,.... Die Ubergangswahrscheinlichkeiten vom Zeitpunkt t—1 zum Zeitpunkt t
seien gegeben durch die (N+1)x(N+1)-Matrix

Q(t)= (CI jk (t))j,ke{o,l ..... N}’

d.h.
Ajk (1) = P(X¢ =K | X¢_1 =), .k =0L.N, t=12,..

(vgl. [5]). Da die Ubergangsmatrizen explizit von dem Zeitparameter t abhangen,
heil3t die Markov-Kette inhomogen (vgl. [10] S.16f und [14] S.11).

Die Verteilung der Zufallsvariablen X;, t=0,1,2,..., sei gegeben durch den

Zeilenvektor Py =(Pt,j )j=012 N d.h.

P(X¢ =j)=P¢j, j=012,.N.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass Py vorgegeben ist und alle

Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen und Momente gegeben dieser Anfangsverteilung
berechnet werden. Unter Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung fur
Markov-Ketten (vgl. [10] S.14) ergibt sich fur t=10,1,2,...

t
Pe=Po-J]Q6)

s=1

(vgl. [5]).

Im spateren Verlauf des Artikels werden basierend auf dem jahrlichen Modell sowohl
eine spezielle unterjahrliche Markov-Kette als auch eine spezielle zeitstetige Markov-
Kette konstruiert. Von entscheidender Bedeutung ist dabei die Verteilung der
jahrlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten auf das Jahr. Diese Verteilung wird
mithilfe der folgenden Matrizen modelliert:

U(out) =a-Q(t+1)+(1-a)-E.

Dabei sei te INg, a €[0,1] und E die Einheitsmatrix.



Da sowohl Q(t+1) als auch E stochastische Matrizen sind, gilt dies ebenfalls flir die
Matrix U(a,t) (vgl. [8]). Allerdings ist dies nicht ausreichend, um die beiden
speziellen Markov-Ketten (unterjahrlich und zeitstetig) zu konstruieren.

Man bendtigt folgende Bedingungen:
(B1) U(a,t) ist invertierbar fur alle te INg und a €[0,1).

(B2) (U(B,t))_1 -U(a, t) ist eine stochastische Matrix fir alle te INg und
o,pe[0ll mtO<B<a<l.

In den praktischen Anwendung (z.B. in der Pensionsversicherungsmathematik) ist es
oft der Fall, dass es sich bei den Ubergangsmatrizen Q(t), teIN, um obere

Dreiecksmatrizen handelt. Setzt man dies voraus, so ist Bedingung (B1) immer
gegeben. Fir Bedingung (B2) lassen sich bei zwei (N+1=2) bzw. bei drei

Zustédnden (N +1=3) Voraussetzungen formulieren, unter denen sie erfullt ist (vgl.
[8] S.12ff).

Mit Blick auf eine EDV-technische Umsetzung - auch bei gré3eren Zustandsraumen -
sollte die Berechnung von (U(B,t))_1 -U(a,t) fur alle telNg und a,Be[0,1] mit
0<B <a <1 handhabbar sein. Eine Moglichkeit besteht dabei in der Anwendung der
Neumannschen Reihe. Um die Glltigkeit der Neumannschen Reihe zu
gewahrleisten, wird folgende Bedingung formuliert:
(B3) Fur te IN seien alle Eigenwerte der Ubergangsmatrix Q(t) reellwertig
und nichtnegativ.

Da Q(t) eine stochastische Matrix ist, ist die Bedingung (B3) insbesondere dann

erfullt, wenn es dabei sich bei den Ubergangsmatrizen um obere Dreiecksmatrizen
handelt. Dies ist bei den Modellen der Personenversicherungsmathematik i.d.R. der
Fall.

Satz 1:

a) Essei p=0.Dann gilt: (UB,t))™-U(a,t) = U(a,t) fiiralle te INg und o e (0,1].
b) Essei 0<pB<1.Dann folgt aus (B3):

(U<B,t>)‘1-U(a,t)=%oE—°‘T‘B- 5 gk (E-Q(t+1)
k=0

furalle teINg und aae(0,1] mit 0<B<a<l.



Beweis:

a) Fur p=0 gilt U(B,t) = E. Somit ist die Behauptung trivialerweise erfullt.
b) Esqilt:

UE.H) Ut =@ Qt+1)+(@1-B)-E) " (a - Q(t+1)+(1-a) E)=
=(E-B-E-Qt+D) " (E-a-(E-Q(t+1))

Die Eigenwerte von Q(t+1) sind alle reellwertig und nichtnegativ. Damit liegen
alle Eigenwerte von B-(E—-Q(t+1)) im Intervall [0,1). Diese Aussage erhalt man
wie folgt:

Es sei a ein Eigenwert von B-(E—Q(t+1)). Dann gibt es einen geeigneten
Vektor w mit
a-w=pB-(E-Q(t+1)-w=B-w-PB-Q(t+1)-w.

Daraus folgt:

Q(t+1)-W=E-W

p
Somit hat Q(t+1) den Eigenwert %. Da alle Eigenwerte von Q(t+1)

(reellwertig und) nichtnegativ sind, erhalt man wg. >0 die Ungleichung a<p

und damit a<1.
Q(t+1) ist eine stochastische Matrix, daher gilt nach dem Hauptsatz 2.6. in [1]

B-a_,
p
Da B >0, folgt daraus p—a<p bzw. a>0.

Es sei p das Maximum der Absolutbetrage der Eigenwerte von B-(E—-Q(t+1)).
Wg. p <1 konvergiert die Neumannsche Reihe (vgl. [2] S.264f) und es gilt:

(E-B-(E-Q(t+1)) erk E-Q+1)*.
k=0

Daraus folgt:

UE.D)™ U@ = DR (E-Q(t+1) - (E-a-(E-Q(t+1)=
k=0

i (E-Q(t+1)) Z (E-Q(t+1))<tt =



_E+ i({gk —a-Bk_l)-(E—Q(t+1))k =E+BE“-§:BK (E-Q(t+1) =
k=1

k=1
erk E—Qt+ 1)K = *.g-2=B. i
=0 B B

k=0

_g_B-o _ B-o
B B

(E-Qt+1))

Fur den Rest des vorliegenden Artikels wird davon ausgegangen, dass die
Bedingungen (B1), (B2) und (B3) erfillt sind.



3. Das spezielle unterjahrliche Modell

Gegeben sei die Unterteilung eines Jahres in T € IN gleich lange Zeiteinheiten. Fir
teIN und se{l2,..., T} sei

Dann gilt:

i[lR(s,t) =£[1[U[§,t—1)j_l . U(%t_ljz

= (UO,t-) T uEt-)=E-Q(t) = Q(t)

Wg. Bedingung (B2) ist R(s,t) fur alle teIN und se {1,2,...,T} eine stochastische
Matrix. Somit existiert nach [8] Satz 4 eine unterjahrliche Markov-Kette

YO,Y%_,Y%_,...,Y(T_l%,Yl,Yl+%_,...,Y1+(T_1%,YZ’Y2+%_P--

mit der Anfangsverteilung Py und den Ubergangsmatrizen

R(s,k+1)=(ri,j(s,k+1)), s=1,...,T,k=0123,...,

d.h. P(Yk+% =j‘Yk+%—% = i]:ri,j(s,k+1) fur alle i,je{O,l,Z,...,N}.

Fur jeden Zeitpunkt t+%., t=0.12,..,5s=012,..,T-1, sei die Hohe der Zahlung in

Abhangigkeit des eingenommenen Zustands durch den Spaltenvektor Lt+y
-

festlegt:

L =|L . ,t=012,..,5s=012,.,T-1.
t 97 ( tJr%’Jj=o,1,2,...,r\|

Dieser Spaltenvektor wird im Folgenden Leistungsvektor genannt. Es sei abs(x) der

Absolutbetrag einer reellen Zahl x. Fir den Leistungsvektor wird in diesem Kapitel
vorausgesetzt:

(B4) M = max{ abs(L tr y j)
T

t=012,.,5=01,.,T-1,j= 0,1,2,...,N} <

-8-



Die Menge der Leistungsvektoren wird in der Literatur auch Bewertung der Markov-

Kette genannt. Der stochastische Prozess (Yt+7] wird daher als
T/t=0,1,2,...,5=0,...T-1

bewertete inhomogene Markov-Kette bezeichnet. Bewertete Markov-Ketten haben in
den Wirtschaftswissenschaften eine Vielzahl von Anwendungen. Beispielsweise
werden sie bei Lagerhaltungsmodellen eingesetzt, dabei steht die Bewertung fir die
mit der Lagerhaltung verbundenen Kosten (Bestell-, Lager- und Fehlmengenkosten).
In  anderen  O0konomischen  Anwendungen modelliert die  Bewertung
zustandsabhangige Gewinne (vgl. [14] S.45ff). Im vorliegenden Modell steht die
Bewertung allgemein fur einen risikobehafteten Zahlungsstrom.

Basierend auf der unterjahrlichen Markov-Kette wird der Barwert des risikobehafteten
Zahlungsstroms wie folgt definiert:

o T-1N
) t
B (T, ) .=ZZZl{Y =J}.v .v(s).Lt+%,j.
t=05=0j=0 | t+%
Berucksichtigt man beim Barwert lediglich die ersten nJahre, so wird der Barwert mit
n T-1 N .
o= T, O L
t=0s=0j=0 | %

definiert.

Dabei sei v der Diskontierungsfaktor fur ein Jahr definiert durch v = 1—lr und r>0
+

der zeitlich konstante Rechnungszins pro Jahr. Ferner sei v(s) der
Diskontierungsfaktor fur das unterjahrliche Intervall (t,t+%.). Fir den unterjahr-

lichen Diskontierungsfaktor gibt es die unterschiedlichsten Ansatze. Im vorliegenden
Artikel wird fur v(s) eine der gebrauchlichsten Anséatze - die relative Verzinsung -

verwendet, d.h.

v(s) = L

14+ —-i
T

Wg. der Bedingung (B4) konvergiert die Reihe Bg(T,)absolut (vgl. [7]), bei
B (T,n) handelt es sich um eine endliche Summe. In beiden Fallen hangt der Wert

des Barwerts vom jeweiligen Pfad der unterjahrlichen Markov-Kette ab. Der Barwert
Bo(T,o) bzw. By(T,n) ist somit eine reellwertige Zufallsvariable.

Fiar den Erwartungswert der beiden Zufallsvariablen B (T,) und By(T,n) qilt der
folgende Satz. Fir den Beweis wird auf [7] Satz 1 verwiesen.



Satz 2:

o T-
BOToo =Z
t=0s=0

1

t
vt.v(s).Po.HQ(j)-u(%,t) L
j=1

bzw.

E(Bo(T.n)) ZZV -v(s)- Py - HQ(]) u(/T,t) L

t=0s=

Dabei kann im Fall der endlichen Summe auf die Bedingung (B4) verzichtet werden.
Als weiteres Ergebnis wurde in [7] Satz 3 im Kontext der Markov-Ketten der
Invarianzsatz bewiesen.

Satz 3:
Die Leistungsvektoren seien zeitlich konstant, d.h. es gelte

Lt+% =L furalle t=01,2,... und s=0,1,2,...,T-1,

Dann gilt:
(o) = Eo(to)-o-Lo- 3 3582

Dabei sei fur den Barwert des Zahlungsstroms bei einfacher jahrlicher Zahlung der
Leistungsvektor gegeben durch:

Ly=T-Lg, t=012,...

Wir betrachten nun die charakteristische Funktion der Zufallsvariable Bg(T,n) und
fuhren dafir die folgende Notation ein:

o(x,T,n)=E(exp(i-x-Bo(T,n))) ,xeIR.

Dabei sei i =+/—1 die imaginare Einheit. Analog zur jahrlichen Markov-Kette lasst
sich auch fur die spezielle unterjahrliche Markov-Kette eine geschlossene Formel fur
die charakteristische Funktion herleiten. Es gilt der folgende Satz:

-10 -



Satz 4:
Die Matrix V(s,t,x) seifur t=0,1,2,..., s=0,1,..., T und x € IR definiert durch:

/
exp(i-x-vt -V(S)- Lt+%70]
exp[i-x-vt -v(s)-Lt+%_,1] 0

exp(i-x-vt-v(s)-LHy N]
T

Dann qilt fir alle xe IR:

o(x.n)=E(exp(i-x-Bo(T.n)))=

N n T
= Z{PO -V(0,0,x)-H H(R(s,t) -V(s,t— 1,x))- H(R(s, n+1)-V(s,n, x))]
j=0 j

t=1 s=1 =1

(RN

w

Beweis:

Die Aussage ergibt sich aus [9] Hauptsatz. Dabei muss die jahrliche Zahlweise durch
die unterjahrliche Zahlweise ersetzt werden:

Die Zufallsvariable By(T,n) enthdlt n+1 Jahre mit (n+1)-T unterjahrlichen
Zahlungen. Dazu miissen (n+1)- T -1 unterjahrliche Ubergangsmatrizen ausgehend
vom Zeitpunkt 0 bertcksichtigt werden. Definiere fur k =1,...,(n+1)-T—-1:

ow-r(rf5)

wenn k ein Vielfaches von T ist und in den anderen Féllen

a0 =[] 7[£]1)

Definiere ferner fur k =0,1,...,(n+1)-T—-1:

oo 3] [51)

Nach Hauptsatz aus [9] folgt fiir alle x e IR :

-11-




—
1l
o

N _ (n+)-T-1_
<P(X,n)=Z[Po-V(0,X)- I (Q(t)-V(t,x))J _
' t=1 i

N
=3I Py - V(0,%)- HH(Q((t 1) T+8)-V((t—1)- T+s5,x))- ( (n-T+s)-\~/(n-T+s,x))]

j=0 t=1s=1

N ( n T T-1
= Z Po -V(0,0,x)-HH(R(s,t)-V(s,t—l,x))-H(R(s,n +1)-V(s,n,x))]
s=1

_|
|_\

w
Il
[N

]

J

Dabei ist zu beachten, dass V(T,t-1,x) = V(0,t,x) furalle t=0,1,2,... und xe IR.

O

Bemerkungen:

a) Satz 4 gilt auch wenn fir die unterjahrlichen Ubergangsmatrizen R(s,t) ein
anderer Ansatz gewahlt wird, sofern sich damit eine unterjahrliche Markov-Kette
konstruieren lasst. Zur Konstruktion sei auf [8] verwiesen.

b) Falls s=1, so gilt trivialerweise

1 1 T-1 1 T-1
R(1,t) =(U0,t-1 ‘Ul =,t-1 t =—-Q(t)+——E
L1):=(uO.t-1)) [T][o ]TQ()T
Aufgrund von Satz 1 lassen sich die unterjahrllchen Ubergangsmatrizen R(s,t)
fur s=2,3,...,T wg. O<%< 1 wie folgt umformen:
-1
Rt = U=t t1]] -yl S e-1)=
T T
S s s-1
T e T T 3fs=1Y" :
SR " Z[?] (E-Qm)* -
e~ = k=0
T T
S 1 = (s-1 K K
=—E-——— — E-Q(t
s—-1 s—-1 Z( T ] ( A ))
k=0
c) Die Aussage aus Satz 4 lasst sich analog auch fur die momentenerzeugende

Funktion
m(x, T,n)=E(exp(x-Bo(T,n))) ,x e IR
formulieren. Dazu muissen lediglich die Matrizen V(s,t,x) entsprechend

angepasst werden (vgl. [9]). Durch numerisches Ableiten der momenten-
erzeugenden Funktion an der Stelle x=0 konnen hoéhere Momente der
Zufallsvariablen Bg(T,n), z.B. die Varianz und die Standardabweichung,

-12 -



berechnet werden. Setzt man dies EDV-technisch um, so kann wg. b) auf die

-1
. : . -1 .
direkte Berechnung der inversen Matrizen [U(S?,t—l)j verzichtet werden.

Die Ubergangsmatrizen R(s,t) konnen mittels der auf der Neumannschen Reihe

basierenden Formel nédherungsweise berechnet werden. Insbesondere in dem
Fall, dass es sich bei den jahrlichen Ubergangsmatrizen Q(t) - und somit auch

(E—=Q(t)) - um obere Dreiecksmatrizen handelt, ist dieser Ansatz EDV-technisch
sehr gut handhabbar.

-13-



4. Fallbeispiel: Pensionsversicherungsmathematik

In [5], [6] und [9] wird dargestellt, wie das Konzept der bewerteten inhomogenen
Markov-Kette zur Modellierung in der Pensionsversicherungsmathematik bzw. in der
betrieblichen Altersversorgung verwendet werden kann. Die folgenden Ausfihrungen
kntpfen dabei an die Beispiele in [9] an. Bei diesen Beispielen erfolgt die Bewertung
durch numerisches Ableiten der momentenerzeugenden Funktion bei jahrlicher
Zahlweise. Im folgenden Fallbeispiel wird die Vorgehensweise bei monatlicher
Zahlweise anhand einer Barwertberechnung erlautert.

Dazu wird das Schicksal einer Person mithilfe einer inhomogenen Markov-Kette auf
Basis der in Deutschland in der Pensionsversicherungsmathematik tblicherweise
verwendeten Sterbetafeln — auch Richttafeln genannt — (vgl. [4]) modelliert. MAgliche
Zustande sind dabei ,Arbeitnehmer/in aktiv®, ,Arbeithnehmer/in ausgeschieden®,
,Bezieher/in einer Invalidenrente®, ,Bezieher/in einer Altersrente” und ,Bezieher/in
einer Hinterbliebenenrente”. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov-Kette
ergeben sich aus den biometrischen Rechnungsgrundlagen der Richttafeln. Dabei
handelt es sich um eine Generationentafel, d.h. die Wahrscheinlichkeiten hangen
nicht nur von Geschlecht und Alter, sondern auch vom Geburtsjahrgang ab (vgl. [4]).
Die unterjahrlichen Ubergange werden wie in Kapital 3 dargestellt durch eine lineare
Interpolation mit der Einheitsmatrix bericksichtigt. Die Bewertung ergibt sich bei
Rentenbezug aus der Hohe der Rente und wird in allen anderen Zustanden mit ,,null”
angesetzt.

Im Folgenden werden bei einem konkreten Personenbestand und einer konkreten
Versorgungsordnung fiir die Zufallsvariable ,Barwert der Verpflichtungen* der
Erwartungswert und die Standardabweichung berechnet. Im Anschluss werden die
Ergebnisse mit denen der Ublichen Bewertungsmethode und mit den Ergebnissen
einer Monte-Carlo-Simulation verglichen.

Wir betrachten die folgende Festrentenzusage: Als Alters- und Invalidenrente werden
monatlich 100 €, als Hinterbliebenenrente monatlich 60 € zugesagt. Die Zahlweise
sei monatlich vorschiissig, der Bewertungsstichtag der 31.12.2015 und der
Rechnungszins 3%. Als Endalter (Ubergang in den Zustand ,Bezieher/in einer
Altersrente”) wird das Alter 67 angesetzt. Der Einfachheit halber wird die Bewertung
ohne Dynamik und ohne Fluktuation durchgefiihrt. Letzteres hat zu Folge, dass der
Zustand ,Arbeitnehmer/in ausgeschieden* nicht relevant ist. Der Bestand ist wie folgt
strukturiert:

e Zehn Personen

e Vier aktive Arbeitnehmer

e Sechs Rentenbezieher: zwei Invalidenrentner, zwei Altersrentner und zwei Hinter-
bliebenenrentner

e Funf Frauen und funf Manner
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Jede Person wird einzeln bewertet, d.h. fir jede Person werden der Erwartungswert
und die Varianz der Zufallsvariable ,Barwert der Verpflichtungen® ermittelt. Da der
Erwartungswert als stochastische Kennzahl linear ist, ergibt sich der erwartete
Barwert bezogen auf den Bestand durch Addition der Einzelwerte. Setzt man die
Unabhangigkeit der personenbezogenen Barwerte voraus, so berechnet sich die
Varianz des Barwerts bezogen auf den Bestand durch Addition der Einzelwerte. Die
Standardabweichung erhalt man als Wurzel aus der Varianz.

Setzt man das Konzept der bewerteten inhomogenen Markov-Kette EDV-technisch
um, so sind bei der Berechnung der momentenerzeugenden Funktion zwei
Besonderheiten zu beachten:
-1
e Auf die direkte Berechnung von [U(%,t—ln fur telIN und se {1,2,...,12}
kann verzichtet werden. Die unterjahrlichen Ubergangsmatrizen konnen
naherungsweise mithilfe der Neumannschen Reihe ermittelt werden.
e Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir den Ubergang in den Zustand ,Bezieher/in
von Altersrente” werden nicht interpoliert sondern es wird davon ausgegangen,

dass der Ubergang exakt im Alter 67 erfolgt. Dies entspricht der Modellierung im
Modell der Richttafeln.

Noch zu Uberprifen ist allerdings, ob die Bedingungen (Bl), (B2) und (B3) aus
Kapitel 2 erfullt sind. Ordnet man die Zustande geschickt an, so handelt es sich bei
den jahrlichen Ubergangsmatrizen um obere Dreiecksmatrizen. Da es auch
stochastische Matrizen sind, ist Bedingung (B3) erfllt. Die Bedingungen (B1) und
(B2) werden mithilfe einer EDV-technischen Umsetzung in der folgenden Form
uberpruft:

(B1) U(%,t - 1) ist invertierbar fir alle te IN und s e {1,2,...,12}.

-1
(B2) (U(s%zl,t - 1]] . U[ls—z,t - 1] ist eine stochastische Matrix fur alle

teIN und sefl2,...,12}.
Dies ist ausreichend, da zur Konstruktion der unterjahrlichen Markov-Kette lediglich

die Ubergange von t—1+% nach t—1+% far teIN und 86{1,2,...,12} relevant

-1
sind. Da im Rahmen der Uberpriifung mit (U(Sl;zl't_ln -U(ls—z,t—lj auch die

unterjahrlichen Ubergangsmatrizen direkt berechnet werden, konnte auf die
N&herung mit der Neumannschen Reihe verzichtet werden. Dies ist insbesondere
immer der Fall, wenn die jahrlichen Ubergangsmatrizen obere Dreiecksmatrizen sind.
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Es sei
m(x,T,n)=E(exp(x-Bo(T,n))) ,x e IR,

die momentenerzeugende Funktion. Dabei sei n so gewahlt, dass alle
Rentenzahlungen, die eine Person im Laufe ihres Lebens erhalten kann,
berticksichtigt werden. Aufgrund der Systematik in den Richttafeln kann n =103
gesetzt werden. Wg. der monatlichen Zahlweise gilt T =12. Mithilfe der Ublichen
numerischen Ableitungen (vgl. [15] S.43ff) ergibt sich:

EBo(T.n)=my(x,T,n),_, ~ m(h'T,n)Z—-:(—h,T,n)

und

_m(h,T,n)+m(-h,T,n)-2-m(0,T,n) _
h2

E((Bo (T,m))? )= Myx (X, T, rl)|x=0

_m(h, T,n)+m(=h,T,n)—2
= >

bzw.
Var(Bo(t,m)= E{(Bo(t.m)?)- (E@o(t.m)? =
=My (X, t,n)|, o - (mx(x,t,n)|xzo)2 ~

_m(h,T,n)+m(=h,T,n)-2 _(m(h,T,n)— m(—h,T,n)]Z
- h2 2.h

Dabei sei h>0 hinreichend klein zu wahlen. Wird h zu grol3 gewahlt, so ist die
Naherung nicht ausreichend. Wird h allerdings zu klein angesetzt, so kdnnen
numerische Effekte die Ergebnisse verfalschen. Im vorliegenden Beispiel wird

h=10"° gewabhlt. In der folgenden Tabelle werden die so berechneten Momente der
Bewertung mit den Richttafeln und den Ergebnissen einer Monte-Carlo-Simulation
gegenubergestellt. Die Monte-Carlo-Simulation wurde mit 1.000 Laufen durchgefthrt,
die Schatzung der Momente erfolgte mit den Ublichen Methoden der deskriptiven
Statistik.
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Methode/Modell Bewertung/ Varianz Standardabweichung
Erwartungswert

Bewertete 146.328,70 253.260.314,64 15.914,15

inhomogene

Markov-Kette
Richttafel 146.326,56

Monte-Carlo- 145.887,96 249.690.562,56 15.801,60
Simulation

Somit stimmen in diesem Beispiel bei monatlicher Zahlweise der Erwartungswert auf
Basis einer bewerteten inhomogenen Markov-Kette und die Ubliche Bewertung
gemal Richttafel-Modell bis auf eine minimale Abweichung tberein. Zusatzlich liefert
die Modellierung mit einer bewerteten inhomogenen Markov-Kette die Varianz und
die Standardabweichung (in Ho6he von ca. 10,9% des Erwartungswertes). Die
Ergebnisse auf Basis einer bewerteten inhomogenen Markov-Kette passen im
Wesentlichen auch zu den Ergebnissen der Monte-Carlo-Simulation. Die
Abweichungen ergeben sich hier durch die Anzahl der Simulationslaufe (1.000) und
die Qualitat des Zufallsgenerators.
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5. Das spezielle zeitstetige Modell: Konstruktion

Die folgende Konstruktion ist eine Anwendung des Satzes von Kolmogorov (vgl. [3]
S.257ff).

Wir betrachten wie bisher den endlichen Zustandsraum S={0,1,2,...,N} und die
Anfangsverteilung Py auf dem Zustandsraum S. Gegeben sei jetzt die

kontinuierliche Indexmenge [O,oo), d.h. fur den Zeitindex gilt t e [O,oo).

Es wird ein System von endlich-dimensionalen Randverteilungen P, t,

......

definiert:

1. Fur s,tef0,00) mit s<t sei
[t]
(i 60), g =260 = UE-B1ED)T - [Tem)- U101,

m=[s]+1
2. EsseinelN. Fir tq,ty,...,t, € [O,oo) mit t; <t, <...<t, definieren wir

IOt1 ty, ot (X1,X2,.0.Xp) =

ZPO(k) ’ }"(01tl)k,xl ) }"(tl’tZ)xl,xz ) }"(tZ ’t3)x2 Xy }"(tn—l’tn)x
k=0

fur xq1,X92,...,Xn €S.

Es sei nelIN. Es seien tl,tz,...,tne[O,oo) mit t; <ty <...<t,. Ferner seien
gegeben X1,Xp,...,Xj_1,Xj41,..-,Xn €S . Dann gilt

N

Zptl,tz ..... t, (X1, X2, Xjo1, 1 Xjp1,0 X ) =

1=0
N N

=ZZP0(k) }“(O t1)k X4 '}“(tl’tZ)xl,xz '}“(tz’t3)x2,x3
1=0k=0
"’“(tj—l’tj)xj_ll At tJ+1)Ix ..... Mtn-1.t)y, . =

N N
= 3 D Po(k) A0ty Merita)y, o, Mtzita)y,

k=01=0
"’»(tj—lij)x

ol
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k=0
N
..[Z?\,(tj_l,tj)xj_l,l -A,(tj,tj_l_l)l,xﬁ-l] ..... )‘(tn—l’tn)xn_l,xn =
1=0
N
= 2F)O(k)'x(oitl)k,xl 'A‘(t].’tZ)x X }“(t21t3)x2 X3
=0
""}‘(tj—l’tj'*l)xj—lyxjﬂ ..... x(tn_l’tn)xn—llxn -

Dabei ergibt sich das vorletzte Gleichheitszeichen aus:

Altjoatj)-Altj t)=
[t;]
= (Uttjos ~ T LI D)™ [T Ut -1t D-
m=[tj_1]+1
[tj+l]
(Ut 110D TTQM) - Utjen ~[tjsa) itjea]) =
m=[t;]+1
[tj+l]
= (Uttjog ~ T LI D)™ TTQM)- Utjey ~TtjaLltjeaD) =

m=[t; ;]+1

= A(tj—l’tj+1)

Somit ist das hier definierte System von endlich-dimensionalen Randverteilungen
Pt, t,,..t, Vvertraglich bezuglich des ,Einschiebens eines Zeitpunktes®. Die

allgemeine Vertraglichkeit erhalt man per Induktion. Mit dem Satz von Kolmogorov
ergibt sich dann:

1. Es gibt ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmal3, das zu den endlich-
dimensionalen Randverteilungen passt.

2. Es gibt einen stochastischen Prozess (Zt)te[o ) mit

P(Ze, =X1.Z¢, =Xp.... Zt, =Xp)=Py, 1,
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Dieser Prozess (Zt)te[O ) ErfUllt - wie es nicht anders zu erwarten ist - die Markov-
Eigenschatft
PZe =xn|Z¢, =x1.Z¢, =25, 2t =Xn_1)=PZ¢, =Xn 12t =%Xn_1)

und ist somit eine zeitstetige Markov-Kette mit der Anfangsverteilung Py und den

Ubergangsmatrizen A(s,t), S,te[O,oo), s<t. Dabei steht A(s,t) fur den Ubergang
von s nach t. Bezlglich des Beweises der Markov-Eigenschaft wird auf den
Anhang verwiesen.

Bemerkungen:
a) Gemal [3], S.298ff, folgt aus der oben formulierten Markov-Eigenschaft
PZe =Xn|Zt, =x1.Z¢, =25, 2y =Xn_1)=PZ¢ =Xn|Z¢  =%Xn_1)
die einfache Markov-Eigenschaft im Sinne von [3], S.298, bzw. die Markov-
Eigenschaft gemal von [13], S.350:
P(Z¢ =x¢1Zy =xy,u<s)=P(Z =x¢ | Zs = Xs)

b) Es seien X1,Xo €S und s,t,ue[0,00) mit s<u<t. Mit den hier verwendeten
Notationen gilt xxl,xz (s,t) = P(Zt =Xy |Zg = xl) und die Chapman-Kolmogorov-
Gleichung kann wie folgt formuliert werden:

N
Mg, x, (S0 = D Ay k(S,U) Ay, (U 1) bzw. A(s,t) = A(s,u)- Au, t)
k=0

Satz 5:
Fir die zeitstetige Markov-Kette (Zt)te[O ) existieren die folgenden Grenzwerte fiir
alle te[0,0):

P(Z¢ih =x1Z¢ =x)-1

lim =" t) fur alle xe S
h—0+ h “XX( :
. PlZiih =% | Zy =X ¥ i
lim (Ztsn =x2 124 1)=:ux x, (t) fur alle x;,x, €S mit X1 #X5
h—0+ h v
Ferner gilt:

8) p,x, (0= (U= ID) - QU+ D -B)), 4,

b) Fir alle X1,x; €S istdie Funktion t — py y (t) rechtsstetig fur t e [O,oo).
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c) Fir alle x1,X, €S ist die Funktion t— py  (t) linksstetig fiir t e [0,00)\INg.

Fur den Beweis bendtigt man zunachst die folgenden Ergebnisse.

Lemma:

Gegeben seien die stochastischen nxn-Matrizen A,A;,A,,... und die stochastisch-

en nxn-Matrizen B,B;,By,... mit lim A, =A und lim By =B.
k—>oo k—>ow

a) lim (A -Bx)=A-B.

k—ow

b) Esseien A, A1, A,,... invertierbare Matrizen. Dann gilt: kIim (Ak)_1 =A"L
—®

Beweis (Lemma):

n
a) Fur eine nxn-Matrizen C sei |C|:= m_ax[Zcij]. Mit [1], Seite 9, gilt:
i =1
|Ak Bk —A-B|=|Ak -Bx —A-Bx +A-Bx —A-B|
<||Ak -Bx —A-By|+|A-Bx —A-B|
<[Aw = All-[Bi]+ Al [BK - B]
<[Ak - A+ Bk - B]—=2-0
Damit folgt ebenfalls mit [1], Seite 9, die Behauptung.

b) Wg. E= lim (Ak-(Ak)—1)= lim Ay - lim (A ) = A lim (A )Y folgt die
k—o0 k—o0

lim lim
k—o0 k— o0

Behauptung.

Beweis (Satz 5):

Esseite [O,oo). Es h > 0 hinreichend klein, so dass [t]=[t+ h]. Dann gilt:

At t+h)=(UE=[tL[t)) - Ut+h=[t+h],[t+h]) =
(U(t-[tL[tD) ™ - U(t+h—[t],[t]) =

(U=t D)™ - (U=t [t + h- (Q([t] + 1) - E)) =
=E+h-(U(t-[t][th) ™" - (Q([t]+1) - E)

Damit folgt
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Hxx(t)— lim P(Z“h:Xth:X)_l:: lim kx,x(t’tﬂ“h)—l:

0+ h h—0+ h

. 1+h-((U(t—[t],[t]))‘1-(Q([t]+1)—E))x,x-1_
 ho0+ h )

= lim ((U(t [tLID) " - (Q(It]+1) - E))X,X = ((U(t—[t],[tp)‘1 -(Q(It]+1)- E))X,X
fur alle xe S und

I:)(Zt+h =X | Z¢ _Xl) }\'Xlnxz (t’t+h)
Hx xz(t)— lim lim
h—0+ h h—0+

- (Ut Qe+ n-B)) )

h—0+ h

= lim (U @aa+n-B)) x = (UE-Fm) QU+ D-B)) .
fur alle x1,X, € S. Somit erhalt man zusammengefasst:

By, x, (1) = ((U(t—[t],[t]))‘1 A(Q([t]+1) - E))X1,X2 fur alle t e[0,00) und xq,x, €S.

Die Rechtsstetigkeit ergibt wie folgt:

hirg (U(t+h-[t+h],[t+h])=

=hl_|)m+((t+h [t+h])-Q([t+h]+1)+(1-t—h+[t+h])-E)=
=hl_|)m (t+h-[t])-Q(t]+1)+ 1 -t—h+[t])-E)=

= (t=[t])- Q(Itl+ D+ (A -t+[t])- E= U(t-[t].[t])

Mit Lemma 1 erhalt man: hlirg (Ut+h—[t+h],[t+h]) " = (Ut -t [e) 2.
-0+

Daraus folgt:

lim ((U(t+ h—[t+h][t+h]))™L- (Q(t+h]+1)— E)):
h—0+

= 1rg+((U(t +h-[L[t)) ™ - (Q(It]+1) - E))= ((U(t ~[tL[) - QU]+ 1) - E))

Somit ist die Rechtsstetigkeit bewiesen. Die Linksstetigkeit fur t e [O,oo)\ INg ergibt
sich analog, da [t+h]=[t] fir h <0 mit hinreichend kleinem Betrag.

O
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Bemerkung:

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Funktion t — Hx,x, (t) an der Stelle te IN eine

Unstetigkeitsstelle haben kann. Es sei telIN und Q(t) invertierbar mit
E-(Q(M)™" =Q(t+1)-E.

Wg. [t]=t erhalt man:

(UCE-T.1D) ™ - QU+ 1) - B) = (UO.H) ™ - (Q(t+1)-E) =
=E-(Q(t+1)-E)=Q(t+1)-E

Fur h <0 mit hinreichend kleinem Betrag gilt [t+h]=[t]-1=t—1. Damit ergibt sich:
im (UGt h-fe+ R e D) QU+ M+ D - B)-
—0-

= lim ((U(t +h-t+1t-1))1.(Q)- E)):

h—0-

(UL t-0) - QM-E) = Q)™ QM) -E)=E-(QM) t #Q(t+1)-E

Als Standardergebnis aus der Theorie der zeitstetigen Markov-Ketten lassen sich
auch hier die Vorwarts- und die Ruckwartsgleichung formulieren. Bezlglich der
Beweise wird auf den Anhang verwiesen.

Satz 6:

Es gilt die Kolmogorovsche Vorwartsgleichung, d.h.:

lim P(Zish =X | Zs =x1)-P(Zy =%, | Z = X3
h—0+ h

N
): ZP(Zt =k|Zs = xl)-ukx2 (t)
k=0

far alle s,te[O,oo) mit s<t und X1,X €S.

Satz 7:

Es gilt die Kolmogorovsche Rickwartsgleichung, d.h.:

_ _ _ _ _ N
lim P(Zt =X |ZS+h _Xl) P(Zt =Xp |ZS _Xl)z_ P«xlk(s)‘P(Zt =Xy |ZS =k)
h—0+ h K=0

fur alle s,t e [0,00) mit s<t und xq,X, €S.

Mit der Bezeichnung M(t) = (pxl X, (t))

lassen sich die Gleichung wie folgt
X1,X, €S

darstellen (vgl. [10] S.18f).
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A(s,t+h)—=A(s,t)

Vorwartsgleichung: lim = A(s,t)- M(t) fur alle s,te [0,00) mit s<t.

h—0+ h
Ruckwartsgleichung:  lim A(S’t-|-h)_A(S’t)=—M(S)-A(S,t) fur alle s,te[O,oo) mit
h—0+ h
s<t.
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6. Das spezielle zeitstetige Modell: Bewertung

Im letzten Abschnitt wurde die zeitstetige Markov-Kette (Zt)t €[0,%0) konstruiert. Die

Verteilung der Zufallsvariablen Z;, te [O,oo), sei gegeben durch den Zeilenvektor
P, = (Pt’j)j=0,1,2,...,N ,d.h.
P(Zy=))=Pyj,j=012..N.

Ferner gilt unter Verwendung der Notation aus dem vorherigen Kapitel
Py = P, - A(0, ).
Die Bewertung der Markov-Kette sei gegeben durch eine Funktion
1:]0,0)®S > IR.
Die Abzinsung der Bewertungsfunktion erfolgt auf Basis der relativ gemischten Ver-
zinsung mit
v(t) = (1+ r)_[t] . (1+ (t—[t])- r)_1 :

dabei sei r > 0 wie bisher der zeitlich konstante Rechnungszins pro Jahr.

Damit lasst sich der Barwert des kompletten Zahlungsstroms wie folgt definieren:

00

Co (o) = Iv(t)-l(t,Zt)dt .
0

Berucksichtigt man den Zahlungsstrom nur bis zu einem bestimmten Zeitpunkt t> 0,
so wird definiert:

T

Colr) = Iv(t)- I(t, Z, ) dt.
0

Um die Existenz der Integrale bzw. der Zufallsvariablen fur (fast) alle Pfade der
inhomogenen  Markov-Kette (Zt)te[o o) Sicherzustellen, — wird  fur  die

Bewertungsfunktion Folgendes vorausgesetzt:

e Es gibt ein M e (0,00), so dass abs(I(t,x)) < M fir alle (t,x)e[0,0)®S.
e Die Funktion t — I(t,x) ist fur alle x € S rechtsstetig mit linksseitigen Limiten und
besitzt lediglich endlich viele Unstetigkeitsstellen.
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Ferner wird vorausgesetzt, dass die inhomogenen Markov-Kette (Zt)t <[0,%0) fur (fast)

alle Pfade im Intervall [0,0) nur endlich viele Sprungstellen hat. Dies ist

insbesondere dann erfillt, wenn bezlglich der Konstruktion des vorherigen Kapitels
die jahrlichen Ubergangsmatrizen (wie z.B. bei den ublichen Modellen der
Pensionsversicherungsmathematik) obere Dreiecksmatrizen sind.

Damit sind (fast) alle Pfade des stochastischen Prozesses (I(t,Zt))icpo.w)
rechtsstetig mit linksseitigen Limiten und maximal endlich vielen Unstetigkeitsstellen.

Da ferner

[e 0] o0 o0
Iabs(v(t)-l(t,Zt))dtsIv(t)-MdtsMZ(l+r)_k= 11 LA
0 0 k=0 1—ﬁ

+

existieren Bg(w) und Bg(t). In beiden Fallen hangt der Wert des Barwerts vom
jeweiligen Pfad der zeitstetigen Markov-Kette ab. Der Barwert Bg(T,«) bzw.

B (T,n) ist somit eine reellwertige Zufallsvariable.

Fur den Erwartungswert dieser beiden Zufallsvariablen gilt:

Satz 8:
E(Co(w))= Tv(t)- P - A(0,1) - 1(t,.) dt
0
bzw.
E(Co(r))= jv(t)- Py - A(0,t)-I(t,.) dt .
0
Beweis:

Mit dem Satz von Fubini (vgl. [3] S.46f) ergibt sich:

E(CO(T))=E(f v(t)-l(t.zod] v()-E(I(t, Zy))dt

0

v(t)- ZP(Zt K)-1(t, k) dt = | v(t)- Z Py - A(0,1)), - I(t, k) dt =

k=0

]
!

Oty o'—.a

v(t)- Py - A0, 1) - I(t,.) dt

Durch Anwendung des Satzes der majorisierten Konvergenz (vgl. [3] S.37) erhalt
man ferner:
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T—>© T—>®©

E(Co())= [nm jv(t) I(t, Zt)dt]— lim E[ v(t)-l(t,Zt)dt]=

= lim jv(t)- Po - A(0,1)-1(t,.) dt = jv(t)- Po - A(0,1)-1(t,.) dt
’C—)OOO 0

Als weiteres Ergebnis erhalt man die folgende analoge Aussage zum unterjéhrlichen
Modell:

Satz 9:

Die Bewertungsfunktion sei zeitlich konstant, d.h. I(t,x)=m(x) fur alle
(t,x) € [0,0)® S . Dann gilt:

E(Co()) = E(Bo(1,)~ Py -m()- j 00 g -
= E(Bo(1,=)=Po-m()- 5+ (r=In(1+1))

Dabei sei fur den Barwert des Zahlungsstroms bei einfacher jahrlicher Zahlung der
Leistungsvektor gegeben durch:

Ly =m(), t=01.2,....
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V(t)-Pg - A(0,t)-m()dt = Py - [ v(t)- A(0,t) dt-m() =

O = 8

1+r 1+ t=k)-r)"t A ) dt-m() =

1-s

k
@+~ —ds-T]Qw)m() =
j=1

1
(L+r)7K I(1+s r)"1.A(0,s+k)ds-m() =
0
1
@) f@eser) HQ(]) U(s, k) ds-m(.) =
0 =1
1 K
@+r)yX J'1+s r) - T]QU) (s- Qk + 1)+ (1-5)-E)ds-m() =
0 j=1
e 1 k+1 '
(1+r) -£1+S.rds-:!_:_|l:Q(j)-m(.)+
i
0

=
+
w

k
(14+r) K+ -‘[ﬁds-HQ(j) m()+
0 J=1

K
ds-HQ(j) m() =

(1+r)_k-J1' Los

1+s-r
+ S- (1+r)
() Im HQ(J) m()-Po- m()j ds+
Kk - 1-s
@+r) -_£1+S.rd5-]11Q(J)-m(-)=
k+1 [ s K [ 1-s K
— + — - -
(1+r) -Imds+(l+r) -£l+s‘rds -:Jl_:_ll:Q(j)-m(.)
S- (1+r)
) I 1+s-r
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Wegen

1 1
_ S _ 1-s
S e N et

1
S-L+N+1-9) 4, )k ,Il+s'fds=(1+r)—k
0

=(1+r)K.
(+r) 1+s-r 1+s-r

O ey | o

folgt

© k 1
E(Co())= Y @+ r)™-Po-TTQUMO-Po-m()- [ £ L gs -
J=1 0

r 1+s-r

s-(1+r)
1+s-r

ds

= E(Bo(1,))- Py -m(.)-i

Die Funktion f(s) = > &+ 1)
1+s-r

, se€[0,1], hat die Stammfunktion

F(s) :=1+_2r_(s_ r—In(l+s-r)),
.

denn es qilt:

PRI S (U S i1 A+s-r=1
)= r? (r 1+S.r)_(1+r) [r r-(1+s-r)] d+n) r-(1+s-r)

=(1+r)'1+ss.r=f(s)

Damit folgt

1
J‘s-(1+r)ds=1+r

1+s-r 2
5 r

(s-r=In(1+s-1))

=1—-(r—ln(1+ r))
.

Bemerkung:

a) Somit kann fur die zeitstetige inhomogene Markov-Kette bei zeitlich konstanter
Bewertung, der erwartete Barwert des zukinftigen Zahlungsstroms mithilfe des
erwarteten Barwerts der ursprtinglichen jahrlichen inhomogenen Markov-Kette und
einem Abzugsglied ermittelt werden.

b) Insbesondere fallt das Abzugsglied gilt im Fall Py -m(.)=0 weg und es gilt analog

zum unterjahrlichen Modell
E(Co(0)) =E(Bg(1,%)).
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7. Das Restglied in der Pensionsversicherungsmathematik

In der Pensionsversicherungsmathematik bzw. der betrieblichen Altersversorgung
wird zur Berilcksichtigung der unterjahrlich vorschissigen Zahlweise i.d.R. das
Restglied gemald Invarianzsatz (vgl. [12]) verwendet. Dabei wird dieses Restglied
von den Bewertungsfaktoren einer laufenden Leibrente vom Jahresbetrag 1 in Abzug
gebracht. Das gleiche Ergebnis erhélt man in dem hier verwendeten unterjahrlichen
Markov-Modell (vgl. Satz 3). Bei T-facher Zahlung und einem jahrlichen
Rechnungszins r>0 hat das Restglied ohne die Bericksichtigung einer
Rentendynamik die Gestalt:

ETZ 1+r)
T & T+s-r

Lasst man die Anzahl der unterjahrlichen Zahlungen gegen unendlich laufen, so
konvergiert dieses Restglied gegen das entsprechende Restglied des zeitstetigen
Modells. D.h. es gilt

1 _T_ls-(1+r)=is-(1+r)d8=1+r

lim — -A\r=In(1+r)) .
TowoT T+s-r 1+s-r r2 ( (1+1)
s=0 0
Beweis:
Es sei f(s) :=M, se[0,1]. Nahert man das Integral Iﬁds durch
1+s-r 1+s

Untersummen, so ergibt sich:

1 T-1
J‘Mds= lim = Zf(s)_ lim —-ZM

5 1+s-r Tow T Towo I =0 1+s-r

Die Behauptung folgt aus Satz 9.
O

Verwendet bei der Konvergenz anstelle der Untersummen die Obersummen, so gilt
analog

T 1
lim l-ZS°(1+r)=J‘S'(1+r) ds = 1Jrr'(r_ln(1+l’))

. . 2
=1T+s r 5 1+s-r r

Dies bedeutet, dass beim unterjahrlichen Modell die vorschissige Zahlweise durch
die nachschissige Zahlweise ersetzt wird.
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Diese Konvergenzaussage wird durch das folgende Zahlenbeispiel verdeutlicht. Der
jahrliche Rechnungszins sei 6%, d.h.r =0,06.

Anzahl der Restglied bei Restglied bei
unterjahrlichen | vorschussiger | nachschussiger
Perioden Zahlweise Zahlweise

1 0,0000 1,0000

3 0,3420 0,6753

12 0,4680 0,5513

50 0,4997 0,5197

100 0,5047 0,5147

1.000 0,5092 0,5102

5.000 0,5096 0,5098

10.000 0,5097 0,5098

zeitstetiges 0,5097 0,5097
Modell
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8. Schlussbemerkung

Im vorliegenden Artikel wird gezeigt, wie ausgehend von einer jahrlich inhomogenen
Markov-Kette durch lineare Interpolation der Ubergangsmatrizen und der Einheits-
matrix sowohl eine unterjahrliche als auch eine zeitstetige inhomogene Markov-Kette
nach dem gleichen Prinzip konstruiert werden kann. Figt man eine Bewertung hinzu,
so ergibt im unterjahrlichen Fall aus Satz 4 ein Verfahren zur Ermittlung der Momente
der Zufallsvariablen ,Barwert des Zahlungsstroms®. Die Vorgehensweise kann - wie
im Fallbeispiel zur Pensionsversicherungsmathematik dargestellt - EDV-technisch
umgesetzt werden. Es ergibt sich somit eine Alternative zu den z.B. in der
betrieblichen Altersversorgung etablierten Berechnungsmethoden. Als Anwendung
der zeitstetigen Markov-Kette ergibt sich ein tieferes Verstandnis bezlglich des
Restglieds der Pensionsversicherungsmathematik.

In [9] wird im Fallbeispiel 3 dargestellt wie man die Momente der Zahlungen eines
speziellen Jahres bzw. die Korrelation zwischen den Zahlungen zweier Jahre bei
jahrlicher Zahlweise bestimmen kann. Auch im unterjahrlichen Fall ist dies auf Basis
von Satz 4 moglich. Eine Anwendung ware der Vergleich dieser Kennzahlen mit den
entsprechenden Werten einer Monte-Carlo-Simulation des Zahlungsstroms. Solche
Prognoserechnungen werden z.B. im Bereich der betrieblichen Altersversorgung
durchgefuhrt.

Im Unterschied zum unterjahrlichen Fall wird bei der zeitstetigen Markov-Kette in der
vorliegenden Arbeit kein Ergebnis erzielt, dass analog zu Satz 4, die Verteilung des
der Zufallsvariablen ,Barwert des Zahlungsstroms" eindeutig bestimmt und somit ein
Verfahren zur Berechnung der Momente liefert. Ein méglicher Zugang kénnte eine
Grenzwertbetrachtung sein. Dazu misste man in Satz 4 den Limes T — o« bilden,
d.h. bei der EDV-technischen Umsetzung mit einer hinreichend grof3en Anzahl von
aquidistanten unterjahrlichen Zahlungszeitenpunkten arbeiten.
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9. Anhang: Ergédnzungen zu Kapitel 5

Beweis Markov-Eigenschaft:

Es seien nelIN, tj,ty,..., tne[O,oo) mit t; <ty <...<tp ,X1,X2,...,Xp €S und
PlZe, =x1.Z¢, =Z,....Z¢_ =Xp_1)>0:

P(Ztl = Xl, th = X2 ..... Ztn—l = Xn_l)

N
Mtn_1,tn) Z Po(k)- MOty )y 5 -Mtrita)y x, = -Mtn2:taa)y _

I Mz
()
~
=
o
—+
=
N
>
—+
-
N
Ne—r
x
i
x
N
>>
—+
>
|
N
—+
>
|
[BN
N
x
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Beweis Kolmogorovsche Vorwartsgleichung:

Es seien s,t e [O,oo) mit s<t und X;,Xp €S.

lim I:)(Zt+h =X |Zg = Xl)_ P(Zt =Xy |Zs = Xl) _
h—0+ h

N
= |lim = P(Z = Z Z:=k|Z.= -PlZ; = Z. = =
h_')r&_ kg t+h =X2 | Zy = ) ( t | Zs Xl) ( t =Xz | Zs Xl)

N
= lim Z Zt”“X?'Zt K). Pz, =k |Zg = x1)+

+ lim (Z”h X2 1Z¢ = %) l'P(Zt:X2|ZS=X1)=
h—0+ h
N
_ Z lim P(Zt+h X2 | Z¢ k)'P(Zt=k|ZS=X1)
Ko h—0+ h
k=X,

+ lim P(Zt+h = X2 |Zt = X2)_1

Jim h P(Zy=x21Z5=x1)=

N
= Y P(Z¢ =k |Zs = x1)- pgx, (1)
k=0

O
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Beweis Kolmogorovsche Riuckwaértsgleichung:

Es seien s,te [O,oo) mit s<t und X1,Xo €S. Zunachst erhalt man mit dem Lemma
zu Satz 5:

lim P(Zy =X2|Zgpn =%1)=
h—0+

[t]
= lim [(UGs+h=[s+h],[s+h])*- HQ(m)-U(t—[t],[t])] .

h—0+ m=[s+h]+1

[t]
= lim | (Us+h-[sLIsD)™ - TTQm)-u-[1, [t])] -

h—0+ m=[s]+1

[t]
= hnm (Us+h-[sLIsD) - JJQm)-uct+h—[t], [t])} -

m=[s]+1

[t]
=|(UG-IsLisD) - [Qm)-u(t-[tl, [t])] =P(Zy =x21Zs =x1)

| m=[s]+1
Damit folgt:

lim P(Zy =X | Zsyh =X1)=P(Zt =x3 | Zs =X1) _
h—0+ h

N

.1
= hl—l>rg+ﬁ. P(Z¢ =X2 | Zssn =X1)- gop(zt =X | Zsph =K)-P(Zsin =k|Zg=x1)|=

k
— lim P(Zg =Xy | Zepy = X1 )- 2 P(Zssn =X11Zs=%1)
h—0+ h

N — J—
Koo N0+ h—>0+ h
kK#X,

N
==Y iy k(9)-P(Zt =x21Z5 =k)
k=0
O
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