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Momente und charakteristische Funktion des Barwerts einer 
bewerteten inhomogenen Markov-Kette. Anwendung bei 
risikobehafteten Zahlungsströmen. 

 

Zusammenfassung 

Eine wichtige Fragestellung in den Wirtschaftswissenschaften ist die Bewertung von Zahlungsströmen mit 

dem Barwert. Sind diese Zahlungsströme mit Risiken behaftet, so kann der Barwert als Zufallsvariable 

interpretiert werden. In der vorliegenden Arbeit wird der risikobehaftete Zahlungsstrom als bewertete 

inhomogene Markov-Kette modelliert. Als Hauptergebnis wird eine Formel für die charakteristische 

Funktion bzw. die momentenerzeugende Funktion der Zufallsvariablen „Barwert“ hergeleitet. Damit ist die 

Verteilung der Zufallsvariablen eindeutig festgelegt. In konkreten Fallbeispielen wird gezeigt, wie man mit 

einer EDV-technischen Umsetzung der Formel den Erwartungswert, die Varianz und die 

Standardabweichung der Zufallsvariablen „Barwert“ ermitteln kann. 

 

Abstract 

An important question in economics and business is to evaluate cash flows by the present value. If the cash 

flows are not safe the present value can be interpreted as a random variable. In this paper, the unsafe cash 

flow will be modelled by a priced inhomogeneous Markov-Chain. The main result is a formula for the 

characteristic function resp. the moments generating function of the random variable “present value”. The 

characteristic function determinates unambiguously the distribution of the random variable. In specific 

case examples will be shown how to calculate the expected value, the variance and the standard deviation 

of the random variable “present value” by an IT-technical implementation of the formula.   

Schlagwörter: 

Barwert, charakteristische Funktion, Markov-Ketten, Pensionsversicherungsmathematik  
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1. Einleitung 
 

In den Wirtschaftswissenschaften ist der finanzmathematische Barwert eines 
Zahlungsstroms ein zentraler Begriff. Er bildet die Grundlage für viele ökonomische 
Entscheidungen und dient bei der (bilanziellen) Bewertung unterschiedlichster 
Sachverhalte als Basis. Dabei dominieren in den Wirtschaftswissenschaften die 
deterministischen Modelle. Da jedoch zukünftige Zahlungsströme in der Regel mit Risiken 
behaftet sind, erscheint es sinnvoll auch stochastische Modelle zu untersuchen. Dies führt 
direkt dazu den Barwert nicht als feste Größe, sondern als Zufallsvariable zu verstehen. 

In [4] und [6] wird ein Modell betrachtet, bei dem sich ein risikobehafteter Zahlungsstrom 
aus einer zugrundeliegenden inhomogenen Markov-Kette bzw. aus einem gedächtnis-
losen Prozess ergibt. In beiden Artikeln wird als Hauptergebnis eine Formel für den 
erwarteten Barwert hergeleitet: in [4] bei jährlicher Zahlweise, in [6] bei unterjährlicher 
Zahlweise. In [5] wird die Anwendung auf die betriebliche Altersversorgung bzw. die 
Pensionsversicherungsmathematik näher beleuchtet. Das diesen Artikeln zugrunde 
liegende Modell wird in der Literatur als bewertete Markov-Kette bezeichnet. Bewertete 
Markov-Ketten finden ihre Anwendungen in den unterschiedlichsten wirtschaftswissen-
schaftlichen Fragestellungen (vgl. [10], S.45ff). 

In der vorliegenden Arbeit stehen - neben dem Erwartungswert - die Verteilung und die 
(höheren) Momente, z.B. die Varianz und die Standardabweichung, der Zufallsvariablen 
„Barwert“ im Mittelpunkt des Interesses. Zur Darstellung der Verteilung einer 
Zufallsvariablen gibt es mehrere Möglichkeiten. Üblicherweise bestimmt man die 
Verteilungsfunktion oder alternativ bei diskreten Zufallsvariablen die 
Einzelwahrscheinlichkeiten bzw. bei stetigen Zufallsvariablen die Dichtefunktion. Diese 
Ansätze scheitern beim hier betrachteten Modell an dessen Komplexität.  

Eine weitere Möglichkeit die Verteilung eindeutig darzustellen ergibt aus dem 
Eindeutigkeitssatz für charakteristische Funktionen:  Für eine reellwertige Zufallsvariable 
B ist die Verteilung durch die komplexwertige Funktion 

     IRx ,  BxiexpEx   

eindeutig festgelegt (vgl. [2], S.92). Dabei ist 1i   die imaginäre Einheit.  

Im vorliegenden Artikel wird für den Barwert einer bewerteten Markov-Kette, d.h. für den 
Barwert eines risikobehafteten Zahlungsstroms, eine geschlossene Formel für die 
charakteristische Funktion hergeleitet.  

Analog zur charakteristischen Funktion kann für beschränkte Zufallsvariablen auch die 
momentenerzeugende Funktion  

     IRx ,  BxexpExm   
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bestimmt werden. Die höheren Momente ergeben sich durch Ableiten dieser Funktion 
(vgl. [2], S.95). Setzt man dies EDV-technisch um, so können z.B. durch zweimaliges 
numerisches Ableiten die Varianz und die Standardabweichung ermittelt werden.  
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2. Das Modell 
 

Gegeben sei eine Markov-Kette   ,...2,1,0ttX  mit dem endlichen Zustandsraum

}N,...,2,1,0{S  . Dabei steht der Zeitpunkt t  für den Beginn des )1t(  -ten Jahres bzw. 

die Zufallsvariable tX  für den Zustand zu Beginn des )1t(  -ten Jahres, ,...2,1,0t  . Die 

Übergangswahrscheinlichkeiten vom Zeitpunkt 1t   zum Zeitpunkt t  seien gegeben 
durch die (N+1)x(N+1)-Matrix  

 
}N,...,1,0{k,jjk )t(q)t(Q


 , 

d.h. 

,...2,1t ,N,...,1,0k.j  ),jX|kX(P:)t(q 1ttjk    

(vgl. [4]). Da die Übergangsmatrizen explizit von dem Zeitparameter t  abhängen, heißt die 
Markov-Kette inhomogen (vgl. [8], S.16f, oder [10], S.11). 

 

Die Verteilung der Zufallsvariablen tX , ,...2,1,0t  , sei gegeben durch den Zeilenvektor 

 
N,...,2,1,0jj,tt PP


  , d.h.  

N,...2,1,0j,P)jX(P j,tt  . 

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass 0P  vorgegeben ist und alle Wahrscheinlich-

keiten, Verteilungen und Momente gegeben dieser  Anfangsverteilung berechnet werden. 
Unter Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung für Markov-Ketten (vgl. [8], S.14) 
ergibt sich für ,...2,1,0t   





t

1s
0t )s(QPP   

(vgl. [4]). 

 

Für jeden Zeitpunkt ,...2,1,0t   sei die Höhe der Zahlung in Abhängigkeit des 

eingenommenen Zustands durch den Spaltenvektor  tL  festlegt: 

  ,...2,1,0t  ,LL
N,...,2,1,0jj,tt 


. 

Dieser Spaltenvektor wird im Folgenden Leistungsvektor genannt. Es sei )x(abs  der 

Absolutbetrag einer reellen Zahl x . Es wird für die Leistungsvektoren folgende Bedingung 
vorausgesetzt: 

   ,...,N2,1,0j ,,...2,1,0t|)L(abs max:L j,t .  
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Die Menge der Leistungsvektoren wird in der Literatur auch Bewertung der Markov-Kette 

genannt.   ,...2,1,0ttX   wird daher als bewertete inhomogene Markov-Kette bezeichnet. 

Bewertete Markov-Ketten haben in den Wirtschaftswissenschaften eine Vielzahl von 
Anwendungen. Beispielsweise werden sie bei Lagerhaltungsmodellen eingesetzt, dabei 
steht die Bewertung für die mit der Lagerhaltung verbundenen Kosten (Bestell-, Lager- 
und Fehlmengenkosten). In anderen ökonomischen Anwendungen modelliert die 
Bewertung zustandsabhängige Gewinne (vgl. [10], S.45ff). Im vorliegenden Modell steht 
die Bewertung für den risikobehafteten Zahlungsstrom.  

Ausgehend von der beschriebenen Markov-Kette ist der Barwert des risikobehafteten 
Zahlungsstroms wie folgt definiert:  

  


 
 

0t

N

0j
j,tjX

t
0 L1v:B

t
 

Dabei sei v  der Diskontierungsfaktor für eine Periode definiert durch 
r1

1
v


   und 0r   

der zeitlich konstante Rechnungszins pro Jahr.  Wg. L
  

und 1v0   konvergiert die 

Reihe 0B  absolut (vgl. [4]). Daraus folgt die Konvergenz der Reihe 0B  (vgl. [1], S.40f). Der 

Barwert 0B  ist somit eine reellwertige Zufallsvariable. 

Praktische Anwendungen werden i.d.R. für einen endlichen Zeitraum modelliert. Daher ist 
es sinnvoll den Zahlungsstrom auf einen endlichen Zeitraum zu beschränken und die 

Zufallsvariable für 0INn  wie folgt zu modifizieren: 

  
 

 
n

0t

N

0j
j,tjX

tn
0 L1v:B

t
. 

Bei einem endlichen Zeitraum kann auf die Bedingung L  verzichtet werden. Ferner ist 
für den jährlichen Rechnungszins 0r   zugelassen.   
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3. Der Erwartungswert des Barwerts 
 

Für den Erwartungswert der Zufallsvariablen „Barwert“ wurde in [4] folgender Satz 
bewiesen: 

 

Satz 1:    


 


0s

s

s

1t
0

s
0 L)t(QPv)B(E   

 
 
Im Spezialfall einer homogenen Markov-Kette, d.h. falls  gilt ,...2,1t,Q)t(Q  , ergibt sich 
 







0s

s
s

0
s

0 LQPv)B(E . 

 

Für die Zufallsvariable n
0B  erhält man 

 
 


n

0s
s

s

1t
0

sn
0 L)t(QPv)B(E . 
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4. Die charakteristische Funktion des Barwerts 
 

Es sei 0INn . Gemäß Eindeutigkeitssatz ist die Verteilung der reellwertigen 

Zufallsvariable n
0B  durch die (komplexwertige) charakteristische  Funktion 

     IRx ,  BxiexpEx n
o   

eindeutig festgelegt (vgl. [2], S.92). Dabei ist 1i   die imaginäre Einheit.  

 

Zur Formulierung des Hauptsatzes werden die folgenden (N+1)x(N+1)-Diagonalmatrizen 
definiert: 

 
 

 































N,t
t

1,t
t

0,t
t

Lvxiexp

0

0Lvxiexp

Lvxiexp

:)x,t(V


 

,2,1,0t   und IRx . 

 

Hauptsatz: 

       IRx ,  )x,t(V)t(Q)x,0(VPBxiexpEx
j

N

0j

n

1t
0

n
0 








  

 
 

 

Entscheidend für den Beweis dieser Aussage ist das folgende elementare Ergebnis der 
Matrizenrechnung. 

 

Hilfssatz: 

Es seien gegeben die (N+1)x(N+1)-Matrizen  
}N,...,1,0{k,jjk )t(a)t(A


 ,  ,3,2,1t   und der 

Vektor  N21 zzzz  .  

Für INn  gilt:     
  













N

0l,,l,l

n

1t
lll

l

n

1t 1n10

k1k0

n

)t(az)t(Az


. 

Beweis: Induktion nach n  
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:1n 

    




















































N

0l
lll

lNN0N

N000

N21l
l

1

1t 0

10o

1

1

1

)1(az

)1(a)1(a

)1(a)1(a

zzz)1(Az)t(Az









 

:1nn 































   

 





  

 

















N

0l,l,,l,l

1n

1t
lll

N

0l
ll

N

0l,,l,l

n

1t
lll

N

0l
ll

l

n

1tl

n

1tl

1n

1t

n1n10

k1k0

n

1nn

1n10

k1k0

n

1nn

n1n1n

)t(az)1n(a)t(az  

)1n(a)t(Az)1n(A)t(Az)t(Az



 

□ 

 

Beweis des Hauptsatzes: 

Es sei IRx . 

      

 

 

   

   

   

  

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 


































































N

0l l

n

1t
0

N

0l

N

0l,,l,l

n

1t
lll0

N

0l,,l,l

n

1t
lll0

N

0l,,l,l

n

1t
l,t

t
lll,0

0
l,0

N

0l,,l,l

n

1t
lll,0

n

0t
l,t

t

N

0l,,l,l
nn1100

n

0t
l,t

t

n

0t

N

0j
j,tjX

sn
o

n n

n 1n10

t1t0

n10

t1t0

n10

tt1t00

110

t1t0t

n10

t

t

)x,t(V)t(Q)x,0(VP

)x,t(V)t(Q)x,0(VP  

)x,t(V)t(Q)x,0(VP

Lvxiexp)t(qLvxiexpP

)t(qPLvxiexp

lX,,lX,lXPLvxiexp

L1vxiexpE BxiexpEx













 

□ 

Damit lässt sich die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen n
0B  im Wesentlichen 

auf die Matrizenrechnung zurückführen. Eine entsprechende Aussage gilt auch für die 
momentenerzeugende Funktion 
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     IRx ,  BxexpExm n
o  . 

Da die Zufallsvariable n
0B  beschränkt ist, lässt das folgende Ergebnis formulieren. Der  

Beweis kann analog zum Beweis des Hauptsatzes geführt werden.   

 

Satz 2: 

Es seien  

 
 

 































N,t
t

1,t
t

0,t
t

Lvxexp

0

0Lvxexp

Lvxexp

:)x,t(U


 

,2,1,0t   und IRx . 

Es gilt:  

       IRx ,  )x,t(U)t(Q)x,0(UPBxexpExm
j

N

0j

n

1t
0

n
0 








  

 
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5. Die Momente des Barwerts 
 

Mithilfe der momentenerzeugenden Funktion können die Momente der Zufallsvariablen 
n
0B  berechnet werden. Denn es gilt: 

  )0(mBE )k(kn
0 





  

 

(vgl. [2], S.95). Damit ergibt sich für den Erwartungswert: 

   

   
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Dies entspricht dem Ergebnis aus Kapitel 3. Die höheren Momente lassen ebenfalls durch 
Ableiten der momentenerzeugenden Funktion bestimmen. Zu bemerken ist dabei, dass 

sich insbesondere die Varianz der Zufallsvariablen n
0B  wie folgt ergibt: 

        22n
o

2n
o

n
o )0(m)0(mBEBEBVar 





 . 

 

Allerdings sind die beim Ableiten entstehenden Terme schwer zu handhaben, so dass eine 
EDV-technische Lösung unter Verwendung der numerischen Ableitung sinnvoll erscheint. 

Mithilfe der üblichen numerischen Ableitungen (vgl. [11], S.43ff) 

2x

)0(m2)x(m)x(m
)0(m

x2

)x(m)x(m
)0(m








   

ergibt sich dann 

 
 

22

2n
o

n
o

x

2)x(m)x(m

x

)0(m2)x(m)x(m
)0(mBE

x2

)x(m)x(m
)0(mBE

















 

 

bzw. 

        
2

2
22n

o

2n
o

n
o x2

)x(m)x(m

x

2)x(m)x(m
)0(m)0(mBEBEBVar 





















. 

Dabei sei 0x   hinreichend klein.  
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6. Fallbeispiel 1: Forderungsausfall 
 

Wir betrachten das folgende einfache Beispiel aus [4]: Ein Unternehmen A habe eine 
Forderung gegenüber einem Unternehmen B. Diese soll in den nächsten n  Jahre durch die 

Zahlungen 0Z,...,Z,Z n21   beglichen werden. Die Zahlungen erfolgen dabei jeweils 

zum Ende des Jahres. Die Forderung soll aus Sicht des Unternehmens A bewertet werden. 
Dabei geht das Unternehmen A davon aus, dass es Wahrscheinlichkeiten 

1q...qq0 n21   gibt, mit denen die Zahlungen zu einem bestimmten Zeitpunkt 

ausfallen, d.h. 

(Pqk  keine Zahlung zum Ende des k-ten Jahres ,...,n2,1) ,  k   . 

Es wird vorausgesetzt, dass die Zahlungen nach einem Ausfall nicht wieder aufgenommen 
werden, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass im k -ten Jahr keine Zahlung erfolgt, beinhaltet 
sowohl das Ereignis „Beendigung der Zahlung im k -ten Jahr“ als auch das Ereignis 
„Beendigung der Zahlung in einem früheren Jahr“. Damit ergibt sich als 
Standardbewertungsansatz (erwarteter Barwert): 

  k

n

1k
k

k Zq1v 


 . 

v  sei wiederum der konstante Diskontierungsfaktor. Wir gehen von folgender Parameter-
belegung aus: 

1

5

4

3

2

1

54321

03,1v03,0r

05,0q
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03,0q

02,0q

01,0q

100ZZZZZ

5n











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Damit ergibt sich als Bewertung bzw. erwarteter Barwert dieser Forderung: 

 

  50,44095,003,196,003,197,003,198,003,199,003,1100

Zq1v

54321

k

n

1k
k

k








 .

 

 

Betrachtet man nun den Barwert als Zufallsvariable, so kann diese Zufallsvariable die 
folgenden Werte annehmen:    
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Anzahl der Zahlungen 

k  

Barwert (gerundet) 

5
0B  

Wahrscheinlichkeit 

kp  

0 0 0,01 

1 97,09 0,01 

2 191,35 0,01 

3 282,86 0,01 

4 371,71 0,01 

5 457,97 0,95 

 

Dabei berechnet sich der Barwert bei k  Zahlungen mit der Formel 

k

k

03,1

1

03,0

103,1
100 


 . 

Die zugehörige Wahrscheinlichkeit kp ergibt sich durch (vgl. [4]): 

 

  95,0ppppp1p

1,2,3,4k  ,  01,0qqq1
q1

qq
p

01,0qp

432105

1kk1k
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1kk
k
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



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




  

 

Damit erhält man als Erwartungswert und als Varianz: 

 
  
        26,310.4BEBEBVar

50,892.201BE

50,440BE

25
o

25
o

5
o

25
o

5
0







 

Diese Momente lassen sich wie im letzten Kapitel beschrieben auch mithilfe der 
momentenerzeugenden Funktion und deren (numerischer) Ableitung bestimmen. Dazu 
muss der Sachverhalt zunächst als bewertete inhomogene Markov-Kette modelliert 
werden:   

Der Zustandsraum sei mit }1,0{S   gegeben, dabei steht Zustand 0  dafür, dass keine 

Zahlung erfolgt (Ausfall), und Zustand 1  dafür, dass die Zahlung erfolgt (kein Ausfall). Für 

die Anfangsverteilung gilt somit: )10(P0  , d.h. zum Zeitpunkt 0  ist die Forderung noch 

nicht ausgefallen. Die Leistungsvektoren/Zahlungen gehen durch   0:L 0,k  und 

5,4,3,2,1,  k100Z:L k1k,  , in die Modellierung ein. Ferner ist 0L  der Nullvektor. Aus 



 

 

- 14 - 
 

den Wahrscheinlichkeiten 54321 q,q,q,q,q  und der Festlegung 0:q0   werden die 

Übergangsmatrizen für 5,4,3,2,1k   durch 

1k

k
1,1

1k

1kk
0,1

1,0

0,0

q1

q1
:)k(q

q1

qq
:)k(q

0:)k(q

1:)k(q





















 

definiert. 

Die EDV-technische Umsetzung der Formel aus Satz 2 in Verbindung mit den numerischen 
Ableitungen  

2x

2)x(m)x(m
)0(m

x2

)x(m)x(m
)0(m








 

( 0x   hinreichend klein) liefert die folgenden (gerundeten) Ergebnisse: 

  

 

x   5
0BE   5

0BVar  

0,0001 444,66 4.308,86 

0,00001 444,50 4.309,25 

0,000001 444,50 4.310,26 

0,0000001 444,50 4.310,26 

0,00000001 444,50 4.310,71 

0,000000001 444,50 4.700,40 

 

Wählt man x  im Bereich von 510  und 710 , so erhält man (bis auf Rundung) in diesem 
Beispiel die Ergebnisse der exakten Berechnung. Verwendet man zur Näherung andere 
Werte für x , so kann es durch numerische Effekte zu größeren Ungenauigkeiten kommen. 
Dabei ist zu beachten, dass der sinnvolle Bereich für x  von der Größenordnung der 
Zahlungen, dem zugrundeliegenden Zeitraum und dem jährlichen Rechnungszins 
abhängt.   
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7. Fallbeispiel 2: Betriebliche Altersversorgung 
 

In Deutschland basiert die Bewertung von Verpflichtungen aus betrieblicher 
Altersversorgung üblicherweise auf dem Richttafel-Modell von Klaus Heubeck. Dieses 
Modell sieht für jeden Arbeitnehmer bzw. Rentner mehrere Zustände vor. So kann eine 
Person aktiv, ausgeschieden oder invalide sein oder sie bezieht als Alters-, Invaliden- oder 
Hinterbliebenenrentner eine laufende Rente. Das Richttafel-Modell enthält zur Bewertung 
zum einen ein Formelwerk und zum anderen biometrische Rechnungsgrundlagen für den 
Übergang zwischen den Zuständen. Letztere sind als eine sogenannte Generationentafel 
gegeben, d.h. die Wahrscheinlichkeiten hängen nicht nur vom Geschlecht und vom Alter 
ab, sondern auch vom Geburtsjahrgang. Mit dem Richttafel-Modell können u.a. 
Bewertungsfaktoren für eine jährlich vorschüssige  Zahlung der Höhe 1 ermittelt werden 
(vgl. [3]). 

Die betriebliche Altersversorgung kann aber auch als eine bewertete inhomogene Markov-
Kette modelliert werden. Dabei werden die biometrischen Rechnungsgrundlagen des 
Richttafeln-Modells als Übergangswahrscheinlichkeiten verwendet (vgl. [5]). Setzt man 
dies EDV-technisch um, so kann man mithilfe der Formel aus Satz 2 und den numerischen 
Ableitungen den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung der 
Zufallsvariablen „Barwert der Verpflichtungen“ ermitteln. Vergleicht man die o.g.  
Bewertungsfaktoren gemäß Richttafel-Modell und die Erwartungswerte zum „Barwert der 
Verpflichtungen“, so zeigen sich lediglich minimale Abweichungen. Diese sind durch 
Rundungen und rechentechnische Effekte beim nummerischen Ableiten verursacht.  

Im Folgenden wird anhand eines konkreten Personenbestands die Bewertung gemäß 
Richttafel-Modell und die Berechnung der Momente auf Basis einer bewerteten 
inhomogenen Markov-Kette verglichen. Der Einfachheit halber wird ein reiner 
Rentnerbestand betrachtet, in dem zum Stichtag (31.12.2013) alle Alters -und 
Invalidenrentner eine jährlich vorschüssige Rente in Höhe von 1.200 € und alle Witwer-
/Witwenrentner eine jährlich vorschüssige Rente in Höhe von 720 € beziehen. Die Alters- 
und Invalidenrentner haben eine Anwartschaft auf Witwen-/Witwerrente in Höhe von 60% 
der eigenen Rente. Der Bestand setzt sich wie folgt zusammen:: 

 100 männlichen Rentner: 20 Invalidenrenten, 75 Altersrenten, 5 Witwerrenten 

 81 weibliche Rentner: 5 Invalidenrenten, 20 Altersrenten, 56 Witwenrenten 

Wie bei betrieblichen Versorgungswerken üblich wird jede Person einzeln bewertet, d.h. 
für jede Person werden der Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariable „Barwert 
der Verpflichtungen“ ermittelt. Den Erwartungswert und die Varianz für den Bestand erhält 
man durch Addition der Einzelwerte, die Standardabweichung als Wurzel aus der Varianz. 
Dass sich der Erwartungswert für den Bestand durch Addition ergibt, begründet sich mit 
der Linearität des Erwartungswertes. Dass sich die Varianz für den Bestand als Summe der 
Varianzen berechnet, setzt die stochastische Unabhängigkeit der personenbezogenen 
Barwerte voraus. Letzteres ist der Fall, wenn die biometrischen Ereignisse der einzelnen 
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Personen stochastisch unabhängig sind.1 Zur Ermittlung der numerischen Ableitungen 

wird die Variable der momentenerzeugenden Funktion mit 610x  angesetzt. 

Die Bewertung erfolgt zum Stichtag 31.12.2013 unter Berücksichtigung einer jährlichen 
Dynamik in Höhe von 1,5% sowie eines jährlichen Rechnungszinses in Höhe von 3,0%. Als 
biometrische Rechnungsgrundlagen werden die Wahrscheinlichkeiten der Richttafeln 
angesetzt. Die Ergebnisse der üblichen Bewertung gemäß Richttafel-Modell und die 
Ergebnisse auf Basis einer bewerteten inhomogenen Markov-Ketten sind in der folgenden 
Tabelle zusammengefasst. Ferner enthält die Tabelle zum Vergleich die Resultate einer 
Monte-Carlo-Simulation mit 100 Simulationsläufen.  

  

Methode/Modell Bewertung/ 

Erwartungswert 

Varianz  Standardabweichung 

Richttafel-Modell 2.546.124   

Bewertete 
inhomogene 
Markov-Kette 

2.546.037 5.410.171.495 73.554 

Monte-Carlo-
Simulation 

2.555.959 5.240.631.196 72.293 

 

Somit stimmen in diesem Beispiel die Bewertung gemäß Richttafel-Modell und der 
Erwartungswert auf Basis einer bewerteten inhomogenen Markov-Kette bis auf eine 
Abweichung im Promillebereich überein. Zusätzlich liefert die Modellierung mit einer 
bewerteten inhomogenen Markov-Kette die Varianz und die Standardabweichung (in 
Höhe von ca. 2,9% des Erwartungswertes). Die Ergebnisse auf Basis einer bewerteten 
inhomogenen Markov-Kette passen im Wesentlichen zu den Ergebnissen der Monte-Carlo-
Simulation. Die Abweichungen sind durch die relativ geringe Anzahl von Simulations-
läufen (100) und eventuell durch die Qualität des zugrunde liegenden Zufallsgenerators 
verursacht. 

   

                                                                 
 

1  Alternativ  kann  die  momentenerzeugende  Funktion  des  Bestandes  durch  Multiplikation  der  personen‐
bezogenen momentenerzeugenden  Funktionen  berechnet  und  anschließend  das  Produkt  an  der  Stelle  x=0 
abgeleitet  werden.  Diese  Vorgehensweise  setzt  ebenfalls  die  stochastische  Unabhängigkeit  der 
personenbezogenen Barwerte voraus.  
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8. Fallbeispiel 3: Eindimensionale Randverteilungen und 
Korrelationen 

 

In der Praxis interessiert man sich bei risikobehafteten Zahlungsströmen oftmals für die 
Chancen und Risiken in einem einzelnen Jahr, d.h. man analysiert die Verteilung der 
entsprechenden Zahlung. Auch für diese Zufallsvariable ergibt sich die charakteristische 
Funktion wie folgt auf Basis des Hauptsatzes. 

Es seien INk,n   mit nk0  . Es  


 
N

0j
j,kjXk L1:Y

k
 die vom Zustand der 

inhomogenen Markov-Kette zum Zeitpunkt k  abhängige - sprich zufällige - Zahlung. Man 
wählt nun  

(1) 0L j,t   für alle N,,1,0j  , n,,1,0t  , kt     

(2) 0r   bzw. 1
r1

1
v 


  

Somit gilt für den im Hauptsatz betrachteten zufälligen Barwert 

  k

n

0t

N

0j
j,tjX

sn
0 YL1vB

t
  

 
 . 

D.h. die zufälligen Zahlung  im k -ten Jahr kann als Barwert einer bewerteten Markov-Kette 
dargestellt werden. Wg. (1) gilt 

E)x,t(V   für alle n,,1,0t  , kt  , IRx  

( E = Einheitsmatrix). Aus dem Hauptsatz ergibt sich: 

  

         

IRx , )t(Q)x,k(V)t(QP

)x,t(V)t(Q)x,0(VPBxiexpEYxiexpE:x

j

N

0j

n

1kt

k

1t
0

j

N

0j

n

1t
0

n
0kk





















 

 

 

 
 

Dabei ist zu beachten, dass der jährliche Rechnungszins mit 0  angesetzt wird (vgl. (2)). 

Versteht man unter    n,,,1,0kkY
  einen stochastischen Prozess, so sind durch die 

zugehörigen charakteristischen Funktionen    n,,,1,0kk   dessen eindimensionale Rand-

verteilungen eindeutig festgelegt.  

Analog zur charakteristischen Funktion erhält man für die momentenerzeugende Funktion 

     IRx , )t(Q)x,k(U)t(QPYxexpE:xm
j

N

0j

n

1kt

k

1t
0kk 








  

 
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- 18 - 
 

Somit können der Erwartungswert, die Varianz, die Standardabweichung von kY  durch die 

EDV-technische Umsetzung der Formel und die numerischen Ableitungen bestimmt 
werden. 

Neben der Analyse der eindimensionalen Randverteilungen besteht auch die Möglichkeit 

den Korrelationskoeffizienten   zweier Zahlungen kY  und lY , nlk0  , mit 

folgenden Schritten zu bestimmen: 

1. Ermittlung von   kYVar  und  lYVar  wie oben beschrieben. 

2. Analog zu den obigen Ausführungen gilt: 

    IRx , )t(Q)x,l(U)t(Q)x,k(U)t(QPYYxexpE
j

N

0j

n

1lt

l

1kt

k

1t
0lk 








  

 

. 

3. Ermittlung von   lk YYVar    durch die EDV-technische Umsetzung und die 

numerische Ableitung der Formel. 
4. Ermittlung des Korrelationskoeffizienten   durch Einsetzen und Umformen der 

Gleichung 

           lklklk YVarYVar2YVarYVarYYVar . 
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9. Schlussbemerkung 
 

Das in diesem Artikel verwendete Modell basiert auf einer bewerteten inhomogenen 
Markov-Kette und damit verbunden auf einem risikobehafteten Zahlungsstrom. Im 
Hauptsatz wurde mithilfe der Matrizenrechnung eine Formel für die charakteristische 
Funktion der Zufallsvariable „Barwert des Zahlungsstroms“ hergeleitet. Damit ist die 
Verteilung dieser Zufallsvariablen eindeutig festgelegt. Geht man von der komplex-
wertigen charakteristischen Funktion zur reellwertigen momentenerzeugenden Funktion 
über und setzt man die auf der Matrizenrechnung basierende Formel EDV-technisch um, 
so kann man mithilfe der numerischen Ableitung die Momente, z.B. den Erwartungswert, 
die Varianz und die Standardabweichung, ermitteln. 

In den drei Fallbeispielen wird ausgeführt, wie man diese Vorgehensweise in der Praxis bei 
ganz konkreten Fragestellungen nutzen kann. Dabei wird in den Beispielen eine jährliche 
Betrachtungsweise bzw. Zahlweise zugrunde gelegt. In der Praxis aber sind viele 
Sachverhalte auf eine unterjährliche Zahlweise (z.B. monatlich oder quartalsweise) 
abgestellt. In [6] und [7] wird die Verallgemeinerung für den Erwartungswert bei 
unterjährlicher Zahlweise ausgeführt. Es zeigt sich, dass es ganz entscheidend ist, wie man 
den Jahreszins und die Wahrscheinlichkeiten unterjährlich verteilt. Als einfachstes Modell 
wird dabei eine lineare Verteilung behandelt. 

Es stellt sich nun die Frage, welche Auswirkungen eine unterjährliche Zahlweise auf die 
charakteristische Funktion der Zufallsvariable „Barwert“ hat. Kann diese weiterhin mit der 
Matrizenrechnung berechnet werden? Können mithilfe einer EDV-technischen Umsetzung 
aus der momentenerzeugenden Funktion auch bei unterjährlicher Zahlweise der 
Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung ermittelt werden? Und zu guter 
Letzt: Wie verhält es sich mit dem Invarianzsatz, der in der Pensionsversicherungs-
mathematik eine wichtige Rolle spielt (vgl. [6], [9])?         
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