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Zusammenfassung

In den Wirtschaftswissenschaften liegen die fiir Bewertungen bendtigten
Daten normalerweise als Jahreswerte vor, z.B. Zinssitze oder
Sterblichkeiten in der Finanz- und Versicherungsmathematik. Darauf
aufbauend lassen sich Markov-Ketten mit einem jdhrlichen Zeitraster
konstruieren. Zu bewertende Zahlungen hingegen erfolgen meist
unterjahrlich. Der vorliegende Artikel beschaftigt sich mit der Frage, wie
aus einer Markov-Kette mit jahrlichem Zeitraster, eine Markov-Kette mit
unterjahrlichem Zeitraster konstruiert werden kann. Dabei stehen Markov-
Ketten, deren Ubergangsmatrizen als obere Dreiecksmatrizen gegeben
sind, im Mittelpunkt des Interesses. Es werden zwei Ansatze und deren
Anwendung dargestellt. Der erste Ansatz basiert auf der T-ten Wurzel der
Ubergangsmatrizen, der zweite Ansatz auf einer Linearisierung der
Ubergangsmatrizen.

Abstract

In economics the used data for evaluation are normally given for a full
year, e.g. interest rates or probabilities for death in finance and insurance.
Based on this data, Markov chains with annual time periods can be
designed. However, the payments are allocated during the year. The
present paper engages with the question, how a Markov chain with
periods less than a year can be designed from a given Markov chain with
annual time periods. In the centre of attention are Markov chains whose
matrices of transition probabilities are given by upper triangle matrices. In
this paper, two approaches and their applications will be presented. The
first approach is based on the Tth root of the transition probability
matrices, the second one on a linearization of the transition probability
matrices.
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1. Einleitung

In den Wirtschaftswissenschaften basieren Berechnungen i.d.R. auf jahrlichen
Betrachtungen: Bilanzen von Unternehmen werden jahrlich erstellt, volkswirtschaftliche
Kennzahlen auf Jahresbasis ermittelt. Auch in der Finanzmathematik dominiert die
jahrliche Sichtweise. So ist die jahrliche Verzinsung mit Zinseszins das wichtigste
Zinsmodell. Alle anderen Modelle bauen darauf auf oder werden daran mithilfe des
Effektivzinses gemessen. Im Bereich der Versicherungsmathematik ist es dhnlich. So
werden in der Personenversicherungsmathematik zur Tarifkalkulation und zur
Reserveberechnung neben einem Zinsmodell biometrische Rechnungsgrundlagen, z.B.
Invalidisierungs- und Sterbewahrscheinlichkeiten, bendtigt. Diese biometrischen
Rechnungsgrundlagen basieren ebenfalls auf jahrlichen Beobachtungen.

Im Unterschied dazu liegen in der Praxis bei finanz- und versicherungsmathematischen
Berechnungen oft unterjahrliche Sachverhalte zugrunde. So werden z.B. Kredite
unterjahrlich bedient und Lebensversicherungen unterjahrlich angespart bzw. bei
Rentenzahlung unterjahrlich ausgezahlt. Daher bendétigt man sowohl bei den
Zinsmodellen als auch bei den biometrischen Rechnungsgrundlagen unterjahrliche
Ansatze. Bei der Zinsrechnung fiihrt dies zu dem relativen und zu dem konformen Zinssatz
(vgl. [1] S.20ff). In der Personenversicherungsmathematik wird der unterjahrlichen
Zahlweise durch versicherungstechnische Approximationen, z.B. durch die Verwendung
des Restglieds (vgl. [10], [11]) oder durch die Anwendung des Invarianzsatzes (vgl. [12]),
Rechnung getragen.

In [6] und [7] wird gezeigt wie bei risikobehafteten Zahlungsstrome, z.B. in der Personen-
versicherungsmathematik, gedachtnislose Modelle bzw. Markov-Ketten zur Bewertung
eingesetzt werden koénnen. Aber auch hier ergibt sich das Problem, dass die
Ausgangsmodelle auf jahrlichen Beobachtungen beruhen, d.h. es handelt sich um Markov-
Ketten mit einem jahrlichen Zeitraster, die zu bewertenden Zahlungsstrome hingegen
meist eine unterjahrliche Zahlweise haben. In [8] wird untersucht, wie sich dies bei
bestimmten Annahmen Uber die unterjahrlichen Zinsen und die unterjahrlichen
Ubergangswahrscheinlichkeiten auf die Bewertungsformeln auswirkt.

In diesem Zusammenhang (vgl. [8] S. 8) stellt sich die grundsatzliche Frage, wie aus einer
gegebenen jahrlichen Markov-Kette eine unterjahrliche Markov-Kette konstruiert werden
kann. Das in dieser Arbeit dargestellte Konstruktionsprinzip wird als eine Anwendung des
Satzes von Kolmogorov aufgebaut (vgl. [3] S.257ff). Dabei stehen Markov-Ketten, deren
Ubergangsmatrizen obere Dreiecksmatrizen sind, im Mittelpunkt des Interesses. Durch die
Modellierung mit oberen Dreiecksmatrizen ergibt sich eine strenge Hierarchie der
Zustande, d.h. wenn die Méglichkeit des Ubergangs von Zustand i nach Zustand j mit
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positiver Wahrscheinlichkeit gegeben ist, so hat die umgekehrte Richtung (Ubergang von
Zustand j nach Zustand i) die Wahrscheinlichkeit 0. Solche Modelle werden
insbesondere in der Personenversicherungsmathematik angewendet.

2. Das jahrliche Modell

Zunachst wird das jahrliche Modell wie folgt definiert.

Es sei
(Xk)keINo

eine inhomogene Markov-Kette mit Zustandsraum S ={0,1,2,...,N}. Die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten seien gegeben durch die stochastischen (N+1)x(N+1)-Matrizen bzw. die
Ubergangsmatrizen

Q(k) =a; j(k)).k =1,23,...,
dh. P(Xy = jXk_1 =i)=q; j(k) faralle i,je {0,1,2,..,N} .

Ferner sei Py die Verteilung der Zufallsvariablen Xy, k=0,1,2,.... Mit der Chapman-

Kolmogorov-Gleichung fiir Markov-Ketten (vgl. [9] S.14, [13] S.185f) ergibt sich fir
k=0,12,..

K
P =Po-TTQU) -
j=1

(vgl. [6] S.3). D.h. die Verteilung Py ergibt sich durch Multiplikation der Anfangsverteilung

Py mit dem Produkt der Ubergangsmatrizen.

3. Stochastische Matrizen

Bevor wir uns mit der Konstruktion der unterjahrlichen Markov-Kette beschaftigen kdnnen,
missen einige Ergebnisse Uber stochastische Matrizen bereitgestellt werden. Eine

quadratische nxn-Matrix A = (aij) heiflt stochastische Matrix, wenn

1. alle Eintrage der Matrix gro3er oder gleich O sind, d.h. aj; 2 0 fiir alle
i,je{l2,....n},

und



n
2. die Zeilensummen 1sind, d.h. Zaij =1firalle ie{1,2,...,n}.
=1

(vgl.[215.1)

Es sei M|, die Menge aller nxn-Matrizen mit Zeilensummen gleich 1. Es sei D, die
Menge aller oberen Dreiecksmatrizen aus M, d.h. die Menge aller oberen Dreiecks-
matrizen mit Zeilensumme gleich 1. Ferner sei S, die Menge aller stochastischen nxn-

Matrizen.

Satz 1: Es seien A,B € M. Es gilt:
a) A-BeM,
b) det(A)=0=AleM,
o det(A)£0=>A1.BeM,
Beweis:
a) EsseiC:=A-B.

Dann giltfiralle i e {1,...,n}:

zn:clj Zzalk bkj Zzalk bkj Z aik'zn:bkj zn:( ajk - 1)=

j=1 j=1k=1 k=1j=1 k=1 j=1 k=1
(vgl.[2]1S.2)

b) Da die Determinante der Matrix A ungleich O ist, existiert deren Inverse A7l Es sei

C:= A~! und E die Einheitsmatrix. Mit dieser Notation hat man C-A =E. Dann gilt
firalle ie{l,...,n}:

n

1=Zn:eij=jz::z ik " akj = chlk akj = Z Cik'zn:akj =I(Zi:l(cik‘1)=élcik

1k=1 k=1j=1 k=1 j=1

j=1

b) a)
o det(A)=0, ABeMy=>A1BeMy=>A"1.BeMy

|



Da sowohl das Produkt zweier oberer Dreiecksmatrizen als auch die Inverse einer oberen
Dreiecksmatrix mit Determinante ungleich 0 wieder eine obere Dreieckmatrix ist und Dy,

eine Teilmenge von My, ist, gelten fiir D, die gleichen Aussagen wie fir M, .

Satz 2: Es seien A,B e D, .Es gilt:
a) A-BeD,

b) det(A)=0=AleD,

o det(A)=0=A1.BeD,

Wie das folgende Beispiel zeigt, gelten flr S, nicht alle diese Aussagen.

Beispiel 1:

1/ 1 2 -1
Es sei A €S, gegeben durch A = {A AJ Dann giItA_1 = [ ] ,dh. Al g S,.
0 1 0 1

% Va
Es sei ferner B e S, gegeben durch B = 4 /4| Als Produkt der inversen Matrix von
0 1

A mit B ergibt sich:

el A

0 1

Es gilt somit lediglich die folgende Aussage.

Satz3: AL BeS, = A-BeS,
Beweis:

Wegen S, € M}, und der Aussage aus Satz 1a) reicht es zu zeigen, dass alle Eintrage des

Matrizenprodukts groBBer oder gleich 0 sind.

n
Essei C:=A-B.Firallei,je {1,2,...,n} gilt: ¢jj = Zaik -byj 2 0(vgl. [2] S.2).
k=1



4, Stochastische obere Dreiecksmatrizen

In der Praxis werden haufig jahrliche Markov-Ketten verwendet, bei denen die Ubergangs-
matrizen als obere Dreiecksmatrizen geschrieben werden kénnen. D.h. es handelt sich um

Elemente der Schnittmenge Dj NS,,. Durch die Verwendung von oberen Dreiecks-

matrizen bei der Modellierung ergibt sich - wie in der Einleitung erwahnt - eine strenge
Hierarchie der Zustande. Im Folgenden werden daher mit Blick auf das im ndchsten
Abschnitt verwendete Konstruktionsprinzip Beispiele behandelt, in denen sich ein

gegebenes Elemente aus D, NS, als Produkt von mehreren Elementen aus D, NS,
schreiben lasst.

Wir betrachten die folgende Ausgangssituation: Gegeben sei eine stochastische obere
Dreiecksmatrix Q,d.h. Qe D, NSy, .Essei T e IN.

Ein triviales Produkt mit T Faktoren erhéalt man mittels der Einheitsmatrix E durch

Selbstverstandlich ist auch jedes andere Produkt, in dem T —1-mal der Faktor E und
einmal der Faktor Q vorkommt, als triviale Zerlegung geeignet.

Zur Konstruktion von nichttrivialen Zerlegungen versuchen wir als naheliegende
Mdoglichkeit zunachst die T -te Wurzel aus Q zu ziehen, d.h. eine Matrix Q1 € D, NS,
mit der Eigenschaft

zu finden. Das folgende Beispiel zeigt, dass dies fir n = 2 immer moglich ist.

Beispiel 2:
Qe Dy, NS, seigegeben durch

Die Matrix Q1 € Dy, NS, sei gegeben durch



0 1

[ Ti-a 1—@}
Qr= :

Zum Beweis der Gleichung (QT)T = Q bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1:

K
1— k _ .k
FirkelIN gl |[& “~%| | 1-o7]|
0 1 0o 1

Beweis:
Der Beweis wird mit Induktion nach k gefiihrt.
k =1:Hierist die Aussage trivialerweise erfllt.

k—>k+1:

ocl—ock+1_ocl—ockocl—oc_ak 1_ak ocl—a_
0 1 o 1 0 1) o 1 0o 1 )

Setze a = 41-a und k = T. Damit ergibt sich

Ti-a wl—] (Viza) 1-(iza)
0 1

(QT)T=[ =Q.

0 1

Fir n= 3 ist die Konstruktion der T -ten Wurzel nicht ganz so einfach, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 3:

Essei T = 2. Die Matrix Q € D3 n S3 sei gegeben durch

mit (1-a-b)+(1-c)> 0. Esseiferner



a

1-a-b d
JVi-a-b++1-c
Q,i= 0 1-c ¢
1++1-c
0 0 1
wobei
do 1 lb- a-c
(1+«/1—a—b) («/1—a—b+\/1—c)-(1+«/1—c)
Wegen
Jl-a-b- 2 + 2 -yl1-c=a,
Ji-a-b++1-c +l-a-b++1-c
JVi-a-b-d+ a — % _4d-1=b
Vi-a-b++1-c 1++1-c
und
l—C' ¢ + ¢ '1=C
1++v1-c 1+4/1-c

folgt (Q2)2 = Q. Ferner sind wegen

C vl—c-@+\ﬂ—c)+c_vl—c+1—c+c_

l1-c+ = = =1
1++1-c 1++/1-c 1+41-¢
und
@+¢1—a—b) 1-Jl-a-b- a :1_1+a+b_‘*@+Vl_a_b)=
Jl-a-b++1-c Jl-a-b++1-c

a-(1+\/1—a—b—x/1—a—b—\/1—c) a-(l—ﬂ)-(l+m)

—b- —b- -
Ji-a-b++1-c Gﬂ—a—b+wh—c)@+VTra
_b- a-c ~(1++1-a-b)-d

(\/1—a—b+\/l—c)-(1+\/E)



alle Zeilensummen der Matrix Q, gleich 1.Insgesamt erhdlt man die Aussage

Qo eD3nNS3 < d2>0.
Wahlt man zB. a=0,3;b=0,2;c=05, so ist d=0,0808>0 und somit folgt
Q, e D3N Sj3 . Setzt man a=0,8;b=0,2;¢=0,5, so ist d = —-0,1314 <0 und man erhalt
Q, 2D3nNS3.
Zur Interpretation der Bedingung d >0 betrachten wir die Gleichung, die sich aus

(Q2)2 = Q bei Multiplikation der ersten Zeile von Q, mit der dritten Spalte von Q-
ergibt:

Jl-a-b-d+ b.

a c
. +d=
Vi—a-b++1-c 1++1-c

Dies ist dquivalent mit

Ji—a-b-d=b-

a ) C _d
Ji—a—b+41-c 1+/1-¢c

Wir setzen +1—a—b > 0 voraus. Interpretiert man Q als jahrliche Ubergangsmatrix und
Q, als halbjahrliche Ubergangsmatrix, so steht auf der rechten Seite die Differenz der

jahrlichen Ubergangswahrscheinlichkeit von Zustand 1 nach Zustand 3 und den
Wahrscheinlichkeiten diesen Ubergang in zwei (halbjihrlichen) Schritten durch
1—>2— 3 oder 1—> 3 — 3 zu erreichen. Nur wenn diese Differenz positiv ist, bleibt noch
eine positive Wahrscheinlichkeit fir den Ubergang 1 — 1 — 3 {ibrig.

Bezeichnet man nun die T -te Wurzel der Matrix Q gemal der Notation bei reellen Zahlen

1
mit Q/T, so lasst sich das Produkt der ersten s Matrizen wie folgt schreiben:

1 1 1
QT'QT ..... QTzQ/rQA ..... Q/F=Q%'

smal smal

Die Tangente der reellen Funktion f(x)= xB x>0, an der Stelle x=1 hat die Gestalt
t(x) =B -x+1-p.Wendet man diese Tangente im Kontext der Matrizen an, so erhadlt man

S
als Linearisierung von QA die Matrix
- S
U(S,T) =3Q+DEzQ/r
T T

Es sei selINg mit s<T. Die Matrix U(S,T) ist wie die Matrix Q ein Element der

Schnittmenge D, NSy



1. U(S,T) ist eine obere Dreieckmatrix, da Q und E obere Dreiecksmatrizen sind.

2. Furalleiefl,...,n} gilt: ZUUST un _S-Zeij=£+bzl.

. - i~ S T-s
3. FuraIIe|,Je{1,...,n}gllt.uij(s,T)=?~qij+T-eij20.

Wegen U(0,T)=E ist die Invertierbarkeit fir s=0 trivialerweise erfillt. Fir die
Diagonalelemente der Matrix Q gilt q;; =20 fir alle ie {ln} Somit erhalt man fir
s=12,..T-1

S T-s S T-s_T-s
i(s T)—;'Qii ot s i 2 >0

furalle i e {ln} Damit folgt

n
det(U(s, T)) =] Juiils.T
i=1

d.h. die Matrix U(s, T) ist auch fir s =1,2,...T—1 invertierbar.

Somit ist die Matrix U(S,T) fir s=1,2,...T—1 eine invertierbare stochastische obere

Dreiecksmatrix. Die Inverse (U(S,T))_l muss zwar keine stochastische Matrix sein, ist aber
wegen Satz 2 eine obere Dreiecksmatrix mit Zeilensumme 1, d.h. ein Element der Menge
Dy, . Fur die Produktzerlegung der Matrix Q wird nun der Ansatz

Q=UuO 1)t uan (UET)tueT - (UT-1,T)? U(TT)=

=E -0
h[ U(s, 7)) U(s+1T)]

gewahlt. Somit stehen zur Bildung des Produkts die Matrizen

(UG, T)) ™ UG+1,T),s€INg, TeIN,0<s< T,

im Mittelpunkt des Interesses. Wiederum wegen Satz 2 sind dies obere Dreiecksmatrizen
mit Zeilensumme 1, d.h. ein Elemente der Menge Dy, . In Beispiel 4 wird gezeigt, dass bei

2x2-Matrizen die Produkte (U(s,T))_1 -U(s+1,T) immer auch stochastische Matrizen sind.
Wohingegen dies bei 3x3-Matrizen nicht immer der Fall ist (vgl. Beispiel 5).

-10 -



Beispiel 4:

Qe Dy NS, seigegeben durch
l-a a
Q= :
0 1

s-(1-a)+T-s s-a T-s-a s-a

u(s,T)=3.Q+5.E= T T || T T
T T
0 1 0 1

Dann gilt

firallese INgund TeIN mit 0<s<T und

a_ T |t _¥
(U(S’T)) =T—S°a. 0 T-s-a =
T

firalle se INg und T € IN mit 0<s < T.Daraus ergibt sich

s-a T-(s+1)-a (s+1)-a
L T | T T

1 -

(UG T) ™t Us+1T) =

T-(s+1)-a (s+1)-a s-a T-(s+1)-a a
LI T T T || T-s-a T-sa
T-s-a T-s-a 0 1
T

furalle se INgund TeIN mit 0<s<T.

T-6+D)-a 4 ind
T-s-a T-s-a
alle seINg und TelIN mit 0<s<T um eine stochastische Matrix, d.h. es gilt

> 0 handelt es sich bei (U(S,T))_l -U(s+1,T) far

Wegen

(UG, T) - UGs+LT) eDyNS,.

-11-



Beispiel 5:

Die Matrix Q € D3 N S3 sei gegeben durch

0 0 1
Dann gilt:
s-(l1-a—b)+T-s s-a s-b
S T-5s 1
Uls, T)=—-Q+—E=—. 0 s-(l-c)+T-s s.c|=
(5T)=2Q+— = (1-c)
0 0 T
T-s-a-s-b s-a s:b
_1 0 T—s-C s-C
T
0 0 T

firalleseINgund TeIN mit0<s<T.

Essei 0<s<T und D:=T-(T-s-c)-(T—-s-a—s-b). Wegen a+b<1,c<1 gilt D>0
und man erhalt

T-(T-s-c) ~T-s-a s-c-(s-a+s-b)-T-s-b) (T-s-a-s-b s-a s-b
0 T-(T-s-a-s-b) -s-c-(T-s-a-s-b) |- 0 T-s-c s-C
0 0 (T-s-c)-(T-s-a—s-b) 0 0 T
=T-U(s, T)
D 0 O
=0 D O
0 0 D

Es ergibt sich als Inverse von U(s, T)

T-(T-s-c) -T-s-a s-c-(s-a+s-b)-T-s-b
1
(T-s-c)-(T-s-a-s-b) ° T-(T-s-a-s:b) —s-c(T-s-a-sb)
0 0 (T-s-c)-(T-s-a-s-b)

firalleseINgund TelIN mit0<s<T.

-12 -



Damit ergibt sich

(UG T) L us+1,T) =

T-(T-s-c) ~T-s-a s-c-(s-a+s-b)-T-s-b
1
“T s @ sast) 0 T-(T-s-a-s-b) -s-c-(T-s-a-s-b)
0 0 (T-s-c)-(T-s-a—s-b)
T-(s+1)-a=(s+1)-b (s+1)-a (s+1)-b
%- 0 T-(G+1)-c (s+1)-c|=
0 0 T
T-(s+1)-(a+Db) T-a T-b-s-c-(a+b)
T-s-(a+b) (T-s-c)-(T-s-(a+b)) (T-s-c)-(T-s-(a+b))
T-(s+1)-c c R
- 0 Ll Gl 20 = Q
T-s-c T-s-c
0 0 1

firalleseINgund TelIN mit0<s<T.

Wegen a+b<1,c<lund 0<s<Tgilt qil,qzziqzz,ng > 0. Damit ist Q" genau dann
eine stochastische Matrix wenn

»  T-b-s-.c-(a+b)
f1s = (T-s-c)-(T-s-(a+b))

Da der Nenner dieses Bruchs positiv ist, ist diese Bedingung dquivalent zu
T-b-s-c-(a+b)=0
bzw. dquivalent zu

b> S-C-a .
T-s-c

Die folgenden Zahlenbeispiele verdeutlichen die Aussage:

1. T=2;s=1a=0,3;b=0,1;c=0,4

48 15 1
(U(s,T))_l-U(s+1,T)=6—14~ 0 48 16
0 0 64

2. T=2;s=1,a=0,35;b=0,05;c=0,4

-13-



9% 35 -3
(U(S,T))_l-U(s+1,T)=%- 0 9 32
0 0 128

Als Fazit lasst sich festhalten, das bei 3x3-Matrizen fur s=0,1,...,T—1 das Produkt

(U(S,T))_l -U(s+1,T) genaudann eine stochastische Matrix ist, wenn

s-c-a
b> .
T-s-cC

5. Konstruktion eines unterjahrlichen Modells

Das zentrale Ergebnis zur Konstruktion der unterjahrlichen Markov-Kette ist der Satz von
Kolmogorov ([3] S.257ff). Dieser Satz besagt, dass zu jedem vorgegebenen System von
vertraglichen endlich-dimensionalen Randverteilungen ein stochastischer Prozess existiert
und das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmal eindeutig ist. Im Anhang wird dargestellt, wie
mit diesem Ergebnis aus einer vorgegebenen abzahlbaren Menge von stochastischen
Matrizen eine Markov-Kette konstruiert werden kann. Daher reicht es zur Konstruktion des
unterjahrlichen Modells, ausgehend vom jahrlichen Modell eine dem unterjahrlichen
Zeitraster entsprechende abzahlbare Menge von stochastischen Matrizen zu definieren.
Man erhalt das folgende Ergebnis.

Satz 4:

Essei TeIN.Firalle k € IN gebe es T stochastische Matrizen
R(1,k),R(2,k),...,R(T,k)
mit

.
Q(k) = [TREs.%).

s=1

Dann existiert eine unterjahrliche Markov-Kette

YO,Y%,Y%,...,Y(T_l%,Yl,Yl+%,...,Yl+(T_1%,Y2aY2+%v~-

mit der Anfangsverteilung Py und den Ubergangsmatrizen

Ris,k+1)=(r; j(s k+1)).s=1,..., T k=0123,..,

-14 -



d.h. P[Y

3 =jxk+%—% = ij =r; j(s.k+1) firalle i,je {0,1,2,...,N} .

Beweis:
Definiere eine abzahlbare Menge von (N+1)x(N+1)-Matrizen durch

Ak+% =R(s,k+1),s=1,...,T,k=0123,...

und eine Anfangsverteilung auf dem Zustandsraum S durch =g :=Pg. Da alle Matrizen

A stochastische Matrizen sind, folgt die Behauptung aus der Anwendung des Satzes

k+ %4
von Kolmogorov (vgl. Anhang).

O

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die Anwendung von Satz 4 fur den Fall, dass die
Ubergangsmatrizen der jahrlichen Markov-Kette obere Dreiecksmatrizen sind.

Beispiel 6:

Es sei T e IN. Die Ubergangsmatrizen seien stochastische obere Dreiecksmatrizen, d.h.
Q(k) e DNy1 M Sn4q furalle k =1,2,.... Es gebe stochastische obere Dreiecksmatrizen

Qt(k)eDN41 MSN+1
mit
Q(k) = (QT(K)T.

Nach Satz 4 gibt es dann eine unterjahrliche Markov-Kette mit den entsprechenden
Ubergangsmatrizen.

Gilt N+1= 2, soist es immer mdglich, die Ubergangsmatrizen in dieser Form multiplikativ
zu zerlegen (vgl. Beispiel 2). Fir N+1=3 ist dies im Fall T=2 bei bestimmten
Koeffizientenkonstellationen mdéglich (vgl. Beispiel 3).

Beispiel 7:
Es sei TelN. Die Ubergangsmatrizen seien wiederum stochastische obere
Dreiecksmatrizen, d.h. Q(k) e Dnyp N Sn4q fur alle k=1,2,.... Wir definieren die
Matrizen

U(s,T,k)::%-Q(k+1)+$-E ,

kelNg, selNy mit 0<s<T.
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Gemall den Ergebnissen des letzten Abschnitts sind diese Matrizen fir 0<s<T
invertierbar. Die Ubergangsmatrizen haben fiir alle k € IN die Produktdarstellung

T-1
Q(k) = H[(U(S,T,k 1))t UGE+LT K —1)],

s=0

d.h. mit der Notation aus Satz 4 gilt
R(s,k)=(U(s-1,T,k=1))-U(s, T,k =1).

Aus dem letzten Abschnitt ist bekannt, dass diese Matrizen obere Dreiecksmatrizen mit
Zeilensumme 1 sind. Gilt N+ 1= 2, so sind es auch stochastische Matrizen (vgl. Beispiel 4)
und Satz 4 ist anwendbar. Fir N+ 1= 3 ist dies dann der Fall, wenn

s-033(k)-dg2(k)
T-s-q;33(k)

dy3(k) >

firalle ke IN,selINg mit 0<s<T.

Bemerkungen:

a) Gegeben sei der Fall N+1=2 mit der Anfangsverteilung Py =(10) , d.h. der

Anfangszustand sei der Zustand 0. Ferner seien die Ubergangsmatrizen obere
Dreiecksmatrizen, d.h. Q(k) € D, NS, firalle k € IN. Wir definieren mit

Z=Sj+Su

den zufilligen Zeitpunkt des Ubergangs von Zustand 0 zu Zustand 1. Dabei steht Sj

fur die vollen Jahre und S, fir den Jahresbruchteil. Die Verteilung der

Zufallsvariablen S, gegeben {Sj = k} sei gegeben durch die Verteilungsfunktion

P(Sy <t, Sj =k)
P(S; =k)

F(t)=P(Sy <t|Sj=k)=

Mit dieser Notation gilt:

s+1 S
Pl Y =1|Y =0|=P|Z<k+—|Z>k+—|=
( kr 5+l = Viesg ) ( 7! TJ

(ke Sczsk+St) psi=k, Ses,<SHt
T T T T
S S
P(Z>k+_|_j P(SJ >k)+ P(Sj =k, SU >Tj
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el
oa(k+1)- HQOO(J) [Fk(silj Fk(:'j]

1
k+1 = =
I Td000)+do1(k+1)- HQOO(J) [1 Fk[TD
j=1 j=1
(s osenlaln()
CIo,o(k+1)+CIo,1(k+1)'[1—Fk[.T_D 1-Qo,1(k+1)'Fk[.T.j

Wahlt man als Verteilung fiir die Zufallsvariable S, gegeben {Sj =k} die Gleichver-
teilung auf dem Intervall [0,1], d.h.

Fie (8) =1[0,17(1) - T+ 11, o0) (1),

so korrespondiert dies mit der Linearisierung der Ubergangsmatrizen.

Der Ansatz mit den T -ten Wurzeln der Ubergangsmatrizen entspricht dem Fall, dass
gegeben {Sj =k} die Zufallsvariable S, die Verteilungsfunktion

1-qgo(k+1)"
doa(k+1)

F(t) =1[0,(t)- +1(1,00) (1)

besitzt.

Wenn die unterjahrliche Markov-Kette gemal3 Beispiel 7 durch Linearisierung der
Ubergangsmatrizen aus der jahrlichen Markov-Kette konstruiert werden kann, so

ergibt sich als Ubergangsmatrix vom Zeitpunkt k € INg zum Zeitpunkt k+%.die

folgende Matrix:

S
Rtk+1)=(UE-2TK)™" Ut Tk)=
1 t=1

u(,T,k)-U(s, T.k)=E- U(S,T,k):%.Q(k P14 T

7o

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2 aus [8] erfillt, d.h. bei konstanten
Leistungsvektoren kann die Bewertung eines unterjahrlichen Zahlungsstroms auf die
Bewertung eines jahrlichen Zahlungsstroms zurlickgefiihrt werden. Verwendet man als
unterjahrliches Zinsmodell die relativ gemischte Verzinsung, so gelten die in [8], S.13ff,
besprochenen Ergebnisse bezliglich Restglied und Invarianzsatz.
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6. Anwendungsbeispiel: Personenversicherungsmathematik

In der Personenversicherungsmathematik wird i.d.R. zunachst von einem jahrlichen Modell
ausgegangen, z.B. in Form von Sterbetafeln auf jahrlicher Basis. Zu bewerten sind
allerdings oft unterjahrliche Zahlungsstrome. Mit dem im letzten Abschnitt dargestellten
Prinzip kann unter den Voraussetzungen von Satz 4 aus einer jahrlichen Markov-Kette eine
unterjahrliche Markov-Kette konstruiert werden. AnschlieBend kann die Bewertung
mithilfe der unterjahrlichen Markov-Kette erfolgen (vgl. [8]). Im Folgenden wird diese Vor-
gehensweise bei drei Beispielen aus der Personenversicherungsmathematik angewendet.

Beispiel 8:

Gegeben sei eine Person A vom Alter X € INg. Diese Person erhalte lebensléangliche

Zahlungen aus einer Lebensversicherung oder einer betrieblichen Altersversorgung. Eine
Hinterbliebenenversorgung ist nicht zugesagt. Die Sterbewahrscheinlichkeit im Alter

X+k e INg sei gegeben durch gy, . Die Gesamtheit der Sterbewahrscheinlichkeiten

wird als Sterbetafel bezeichnet und ® sei dabei das letzte mogliche Alter d.h.
insbesondere gilt g, = 1. Fiir diese Person A kann mithilfe der Ubergangsmatrizen

1-dx4k-1 Ox+k-1

Q(k) = [
0 1

] k=12,,..0-x+1,

(Q(k):=E,k>m®—x+1) eine jahrliche Markov-Kette definiert werden. Dabei hat der
Zustandsraum S die beiden folgenden Elemente:

Zustand 0: Die Person A lebt.
Zustand 1:Die Person A ist tot.

Es sei TeIN. Da es sich bei den jihrlichen Ubergangsmatrizen um 2x2-Matrizen bzw.
obere Dreiecksmatrizen handelt, kann die unterjahrliche Markov-Kette zum einen mithilfe
der T -ten Wurzeln, d.h.

Tl-ayiko1 1-T1-ayxik_1
QT(k>=J - V1=t K=12. . o—x+1

0 1

konstruiert werden (vgl. Beispiel 2). Zum anderen gibt es die Moglichkeit die unterjahrliche
Markov-Kette mithilfe des Linearisierungsansatzes zu konstruieren, d.h.

T—(s+1)-qysk O x-+k

UG TK) L - Us+LT k) =| 5%k T=S0xek |
0 1

k=012,,...0-X,se€INg mit 0<s< T (vgl.Beispiel 4).
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Beispiel 9:

Gegeben sei wiederum eine Person A vom Alter X € INj. Diese Person erhalte wie im

letzten Beispiel lebenslangliche Zahlungen aus einer Lebensversicherung oder einer
betrieblichen Altersversorgung. Diesmal ist zusatzlich eine Hinterbliebenenversorgung in
Form einer lebensldanglichen Rente an eine Person B zugesagt. Die Sterbewahrschein-

lichkeit der Person A im Alter x+k € INg sei gegeben durch ga xk. Die Wahrschein-

lichkeit, dass der Tod der Person A im Alter X+ Kk € IN( eine Hinterbliebenenleistung an

Person B auslost, sei hy, | . Keine Hinterbliebenenversorgung wird ausgeldst, wenn die
Person B vor der Person A stirbt oder die Anspruchsberechtigung fir die
Hinterbliebenenleistung erlischt, z.B. aufgrund einer Scheidung bei Ehepaaren. Diese
beiden und weitere denkbare Moglichkeiten sind in der Wahrscheinlichkeit 1—hy, k
enthalten. Der Altersunterschied zwischen der Person A und der Person B sei gegeben
durch die ganze Zahl §. Die Sterbewahrscheinlichkeit von Person B im Alter y € INg sei

g,y - Fur die Person A sei @ p das letzte mogliche Alter, d.h. insbesondere gilt dA,op = 1.
Fur die Person B sei g das letzte mogliche Alter, d.h. insbesondere gilt UB,0g = 1. Wir

setzen o = max(wa ,wp +9), d.h.insbesondere gilt g5 , =0 -5 =1.

Der Zustandsraum S besteht dann aus den folgenden drei Elementen:
Zustand 0: Die Person A lebt.

Zustand 1: Die Person A ist tot, aber die Person B lebt und hat Anspruch auf Hinter-
bliebenenleistung.

Zustand 2: Die Person A ist tot und Person B ist tot oder hat keinen Anspruch auf Hinter-
bliebenenleistung.

Fur diese Situation kann mithilfe der Ubergangsmatrizen

1-dax+k=1 Nx+k-1"9A x+k-1 (1_hx+k—l)'QA,x+k—1

Q(k) = 0 1_qB’X+k—l—8 qB7x+k_1_8 ,k=1,2,...,0)-X+l,

0 0 1

(Q(k) :=E,k >®—x+1) eine jahrliche Markov-Kette definiert werden.

Es sei TeIN. Da es sich bei den jihrlichen Ubergangsmatrizen um 3x3-Matrizen bzw.
obere Dreiecksmatrizen handelt, kann mithilfe der Linearisierung eine unterjahrliche
Markov-Kette konstruiert werden, falls

s-033(k)-dg2(k)
T-s-qg33(k)

dy3(k) >

(vgl. Beispiel 5) bzw.
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$-0B, x+k-1-8 *Nx+k—1"dA x+k-1
T-5-0B x+k-1-6

(1_ hx+k—1)' A, x+k-1 2

furalle k=12,...,0—x+1,seINy mit 0<s< T erfilltist.

Beispiel 10:

Gegeben sei wiederum eine Person A vom Alter X € INg. Diese Person erhalt im Falle der
Invaliditat eine lebenslangliche Rente. Die Sterbewahrscheinlichkeit der Person A im Alter
X+k € INg ohne vorherige Invaliditat sei gegeben durch g .,k . Die Sterbewahrschein-

lichkeit der Person A im Alter X+k € INg nach vorheriger Invaliditdt sei gegeben durch
02 x+k - Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person A im Alter X+Kk € INg invalide wird, sei
gegeben durch iy, . Es sei wiederum ® das letzte mogliche Alter, d.h. insbesondere gilt
d1,e =U2e =1.Der Zustandsraum S besteht dann aus den folgenden drei Elementen:
Zustand 0: Die Person A lebt und ist nicht invalide.

Zustand 1: Die Person A lebt und ist invalide.

Zustand 2: Die Person A ist tot.

Fir diese Situation kann mithilfe der Ubergangsmatrizen

1-iyyk-1—0d1,x+k-1 Iy tk—1 d1,x+k-1
Q(k) = 0 1-02 x+k-1 Y2,x+k-1 | . K=12,...,0-X+1,
0 0 1

(Q(k) =E,k>w—x+1) eine jahrliche Markov-Kette definiert werden. Es sei T € IN. Da

es sich bei den jihrlichen Ubergangsmatrizen um 3x3-Matrizen bzw. obere
Dreiecksmatrizen handelt, kann mithilfe der Linearisierung eine unterjahrliche Markov-
Kette konstruiert werden, falls

s-02,3(K)-dg2(K)
T-s-dy3(k)

dy,3(k) 2

(vgl. Beispiel 5) bzw.

S-02 x+k-1"Ix+k—1
T-5-d2 x+k-1

a1 x+k-1 2

furalle k=12,...,0—x+1,seINy mit 0<s< T erfilltist.

-20-



Bemerkung:

In der Pensionsversicherungsmathematik wird in den tblichen Modellen der Sachverhalt
berlicksichtigt, dass Hinterbliebene im Jahr des Auslosens der Hinterbliebenenleistung
und Invalide im Jahr der Invaliditat bis zum Jahresende versterben kénnen und somit in
dem auf den Leistungsfall folgenden Jahr keine Zahlungen zu leisten sind (vgl. [5] S.32ff).
Diese zuséatzliche Variation kann auch in den Ubergangsmatrizen der Beispiele 9 und 10
berticksichtigt werden. Die Bedingung fiir die Linearisierung der Ubergangsmatrizen durch
stochastische Matrizen muss dann entsprechend angepasst werden.

7. Anwendungsbeispiel: Forderungsausfall

Ein Unternehmen A habe eine Forderung gegentiiber einem Unternehmen B. Diese soll in
den nachsten n Perioden durch die Zahlungen Z4,Z5,...,Z,, >0 beglichen werden. Dabei
steht Zy fur die Zahlung im k -ten Jahr. Das Unternehmen A geht davon aus, dass es
Wabhrscheinlichkeiten 0<q; <q5 £...£q, <1 gibt, mit denen die Zahlungen zu einem
bestimmten Zeitpunkt ausfallen, d.h.

gk = P(keine Zahlung im Jahr k), k=1.2,...n .

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Zahlungen nach einem Ausfall nicht wieder aufge-
nommen werden. Dieser Sachverhalt kann mit einer jahrlichen Markov-Kette modelliert

werden kann (vgl. [6] S.6ff). Der Zustandsraum wird dabei mit S = {0,1} gewadhlt, wobei der

Zustand 1 dafiir steht, dass keine Zahlung erfolgt (Ausfall). Zustand 0 bedeutet, dass die
Zahlung erfolgt (kein Ausfall). Die Ubergangsmatrizen sind durch

19k =Gk-1 Gk ~Ok-1
oky=| 179k-1  1-Gk-1 | p_12 n

0 1
(gg :==0,Q(k) := E,k > n) gegeben. Die Anfangsverteilung ist gegeben durch Py = (1 0).

Es sei TeIN. Da es sich bei den jihrlichen Ubergangsmatrizen um 2x2-Matrizen bzw.
obere Dreiecksmatrizen handelt, kann die unterjahrliche Markov-Kette zum einen mithilfe
der T -ten Wurzeln, d.h.

T\/l— qlk —Ok-1 1_T\/1_ qlk —Ok-1
QT(k) — _qk—l _qk—l , K = 1,2,.

0 1

., N,
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konstruiert werden (vgl. Beispiel 2). Zum anderen gibt es die Moglichkeit die unterjahrliche
Markov-Kette mithilfe des Linearisierungsansatzes zu konstruieren, d.h.

(UG T.K) L UG+1,Tk) =

T_(S+1).Qk+1—Qk Ok+1 —Qk
1-ak 1-qk
T_s. 9k+1 ~ 0k T_s. dk+1 7Ok
_ 1-0ak 1-0ak
0 1

k=012,...,n-1, selNg mit 0<s<T (vgl. Beispiel 4). Durch Anwendung der

Ergebnisse aus [8] kann auch in diesem Fall eine Bewertung bei unterjahrlicher Zahlweise
mithilfe von Markov-Ketten durchgefiihrt werden.

8. Ausblick

Bei der Bewertung von Zahlungsstromen werden in den Wirtschaftswissenschaftlichen
Annahmen i.d.R. aufgrund jahrlicher Beobachtungen getroffen. Oft aber haben die zu
bewertenden Sachverhalten einen unterjahrlichen Charakter. Dieses Problem fuhrt bei der
Anwendung von Markov-Ketten zu der Frage, wie aus einer jahrlichen Markov-Kette eine
unterjahrliche Markov-Kette konstruiert werden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird hierzu als Anwendung des Satzes von Kolmogorov eine
unterjahrliche Markov-Kette konstruiert. Im Wesentlichen werden darauf aufbauend zwei
Félle behandelt, zum einen der Ansatz der unterjahrlichen Ubergangsmatrizen als T -te
Wurzeln der jihrlichen Ubergangsmatrizen und zum anderen der Ansatz der
Linearisierung der jahrlichen Ubergangsmatrizen. Es zeigt sich, dass bei zweielementigen
Zustandsraumen beide Ansatze funktionieren. Hat der Zustandsraum aber mehr als zwei
Elemente, so ist dies nicht immer gewahrleistet. Wenn die Linearisierung aber zu
stochastischen Matrizen bzw. zu unterjihrlichen Ubergangsmatrizen fiihrt, so kénnen
insbesondere die in [8] hergeleiteten Bewertungsformeln fiir risikobehaftete
Zahlungsstrome bei unterjahrlicher Zahlweise angewendet werden. Es stellt sich nun die
Frage, welcher der beiden in dieser Arbeit dargestellten Ansatze sinnvoller ist. Flir den
Linearisierungsansatz spricht neben der Anwendbarkeit der Ergebnisse aus [8] die EDV-
technische Umsetzungsbarkeit.
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Im zentralen Ergebnis dieser Arbeit (vgl. Satz 4) bendtigt man zur Konstruktion der
unterjihrlichen Markov-Kette eine Produktzerlegung der jihrlichen Ubergangsmatrizen.
Jede Produktzerlegung liefert somit einen anderen Ansatz firr die unterjahrliche Markov-
Kette. Da die beiden in dieser Arbeit vorgestellten Ansatze schon bei einem drei-
elementigen Zustandsraum nicht immer sinnvoll umsetzbar sind, sollten weitere
Produktzerlegungen und damit weitere Ansdtze in Betracht gezogen werden.
Insbesondere sind solche Ansatze von Interesse, die bei allen endlichen Zustandsraumen
zu sinnvollen unterjahrlichen Markov-Ketten fiihren.
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9. Anhang: Konstruktion einer Markov-Kette aus einer
abzahlbaren Menge von stochastischen Matrizen

Die folgende Konstruktion ist eine Anwendung des Satzes von Kolmogorov (vgl. [3]
S.257ff).
Gegeben sei eine endlicher Zustandsraum 2 ={0,1,2,...,N} und eine Verteilung mg auf

dem Zustandsraum X. Gegeben sei eine abzahlbare Indexmenge, 0.B.d.A. sei dies die
Menge IN(. Gegeben sei ferner eine Menge von stochastischen Matrizen A, me IN.

Mit diesen stochastischen Matrizen und der Verteilung my wird ein System von endlich-

dimensionalen Randverteilungen py, ¢, ...t Wie folgt definiert:

t
1. Fiirs,teINg mit s<t sei (xi,j(s,t))iljez=A(s,t):= ITAm-
m=s+1
2. EsseinelIN.Fur ty,ty,...,t, € INg mit t; <ty <...<t, definieren wir

k=0

fur X1:X2,...,Xp ex.

Es sei neIN. Es seien tq,ty,...,t, € INg mit t; <t <...<t,. Ferner seien gegeben

X1,X2,--,Xj=1,Xjs1,---, Xpn € Z. Dann gilt

1=0
N N
=2 2 mo(k)- 20ty )y o Mtata)y i, Atz ts)y, X3
1=0k=0
”x(tj_l’tj)xj—lJ .;b(tj’tj"'l)l,xju ..... x(tn_l’tn)xn—lvxn -
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)\'(tj l’tJ"'l)X X1 )\’(tn_lytn)xn—laxn =

=Pttty g t, (X1, X2, X1, Xjs1,---Xn)

Da die Indexmenge abzdhlbar ist, folgt daraus per Induktion die Vertraglichkeit der
Randverteilungen Pt t,,...t, - Mit dem Satz von Kolmogorov ergibt sich:

1. Es gibt ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmal3, das zu den endlich-dimensionalen
Randverteilungen passt.

2. Es gibt einen stochastischen Prozess (Y, )mGIN0 , mit

P(Ytl :X1|Yt2 =X21-..,Ytn =Xn)= ptl,tz tn (Xl,xz,...,Xn)

fur alle t1,to,..., 1 € |N0 mit tl <t2 <...<tn und X1,X2,...,Xp ex.

Dieser Prozess (Ym )melNO erfillt, wie die folgende Rechnung zeigt, die Markov-Eigen-

schaft und ist somit eine Markov-Kette mit der Anfangsverteilung ng und den Ubergangs-

matrizen A,,m e IN. Dabei steht A, fir den Ubergang von m—1 nach m.

Esseien neIN, tq,to,...,t, € INg mit t; <to <...<t, und X{,X5,...,Xp € Z.

P(Ytn =Xn |Yt1 :X].’Ytz =Y2""’Ytn_1 =Xn_1)=

3 P(Ytl =X1,Yt2 =X2,...,Ytn =Xn) 3
P(Ytl =X1,Yt2 =X2""’Ytn_1 =Xn_1)
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N

mo(K)- A0, t ey, Mtz t2)e s, - MEnonitn )y
k=0
N

k=0

N
Mtn_ztn)y - 2 mo(K)-A0ta 1)y
=;\’(tn_1’tn)xn—11xn = k=0 =

N
3 mo -4t 1)
k=0

N
> mo(k)- A0t 1 x, Mtnoaitn)e
_ k=0

N

Zno(k) : 7L(O’tn—l)k,xn_l

k=0

Py, =Xn-1, Yy, =Xn)
P(Yt, , =Xn-1)

P(Ytn =Xp Yy, = Xn—1)

Somit miissen zur Konstruktion einer Markov-Kette lediglich die Ubergangsmatrizen als
abzahlbare Menge von stochastischen Matrizen und die Anfangsverteilung definiert
werden.
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