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Zusammenfassung

Zahlungsstrome werden vielfach mit dem Barwert, d.h. der Summe der
abgezinsten Zahlungen, bewertet. Handelt es sich dabei um Zahlungen,
die nicht sicher, d.h. risikobehaftet sind, so gehen neben dem Zinssatz
i.d.R. auch Wahrscheinlichkeiten in die Bewertung ein. Sowohl der Zinssatz
als auch die Wahrscheinlichkeiten liegen dabei normalerweise als
Jahreswerte vor, die Zahlungen hingegen erfolgen meist unterjahrlich. In
der vorliegenden Arbeit wird fiir diesen unterjahrlichen Fall ein auf der
Theorie der Markov-Ketten basierendes Modell zur Barwertberechnung
behandelt. Die unterjahrlichen Wahrscheinlichkeiten ergeben sich dabei
durch Linearisierung der Jahreswerte, als unterjahrliches Zinsmodell wird
die gemischte Verzinsung - alternativ mit dem relativen Zinssatz und dem
konformen Zinssatz — betrachtet.

Abstract

Payment flows are often valued by the present value, i.e. the sum of the
discounted payments. If the payments are not secure, i.e. they are fraught
with risk, probabilities, apart from the interest rate, are generally
considered in the evaluation, as well. Usually both the probabilities and
the interest rate are given for a full year. On the other hand the payments
are allocated during the year. For these cases, a model is introduced
which is based on the theory of Markov Chains. The needed in-year
probabilities result from a linearization of the year probabilities. For the in-
year interest rates there are two alternative standard models which are
handled in this paper.
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1. Einleitung

Bei den unterschiedlichsten 6konomischen Problemstellungen ist die Bewertung von
Zahlungsstromen von zentraler Bedeutung. Einer der wichtigsten Bewertungsansatze ist
dabei der Barwert des Zahlungsstroms, d.h. die Summe der abgezinsten Zahlungen.
Handelt es sich um einen risikobehafteten Zahlungsstrom, so wird der Barwert i.d.R. unter
Verwendung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Instrumentariums berechnet. Bei
gedachtnislosen Modellen kann er mithilfe von Markov-Ketten ermittelt werden (vgl. [5],

[6]).

Bei dem in [5] vorgestellten Modell kann dabei jedes beliebige Zeitraster, z.B. jahrlich,
quartalsweise oder monatlich, verwendet werden. Man benétigt lediglich, die dem
Zeitraster entsprechenden Ubergangsmatrizen. In der Praxis allerdings sind die Vorgaben
i.d.R. anders. So sind z.B. in der Lebens- und Pensionsversicherungsmathematik die
Sterbewahrscheinlichkeiten und Invalidisierungen und damit die Ubergangswahrschein-
lichkeiten in den verwendeten Tafelwerken als Jahreswerte gegeben. Die Zahlungsstréome
hingegen basieren auf unterjahrlichen Zahlungen, z.B. bei Pramien- und Rentenzahlungen.
Die exakte Bewertung solcher unterjahrlichen Zahlungsstréme erfolgt dann durch
Naherungen und Anpassungen der Formeln fiir jahrliche Zahlungen. So wird z.B. in der
Lebens- und Pensionsversicherungsmathematik das sogenannte Restglied zur
Modellierung verwendet (vgl. [4], [8], [9]). Als weiteres grundlegendes Ergebnis ist in
diesem Zusammenhang der Invarianzsatz fir Anwartschaften (vgl. [10]) von zentraler
Bedeutung.

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Fragestellung wie das in [5] verwendete
Modell auf unterjahrliche Zahlungsstrome angepasst werden kann. Dabei wird wie oben
beschrieben von einem zugrundeliegenden jahrlichen Modell ausgegangen und darauf
aufbauend die unterjahrliche Zahlweise eingepflegt. Daraus ergibt sich eine modifizierte
Bewertungsformel fiir unterjahrliche Zahlungsstréome.

Ein einfaches unterjihrliches Modell fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich aus
der linearen Verteilung der Jahreswahrscheinlichkeiten, ein einfaches unterjahrliches
Zinsmodell aus der linearen Verteilung des Jahreszinses. In diesem speziellen linearen Fall
lassen sich die Gultigkeit der in der Lebens- und Pensionsversicherungsmathematik haufig
verwendeten Ergebnisse bezliglich Restglied und Invarianzsatz aus der Bewertungsformel
fur unterjahrliche Zahlungsstrome ableiten. Alternativ wird als unterjahrliches Zinsmodell
die konform gemischte Verzinsung behandelt.



2. Das allgemeine Modell bei unterjahrlicher Zahlweise

Gegeben sei zunachst das jahrliche Modell, d.h. eine Markov-Kette (Xk)k=012 _mit dem

endlichen Zustandsraum S ={0,1,2,...,N}. Dabei steht der Zeitpunkt k fiir den Beginn des

(k +1) -ten Jahres oder anders formuliert die Zufallsvariable X steht fir den Zustand zu
Beginn des (k+1)-ten Jahres, k=0,1,2,.... Die Ubergangswahrscheinlichkeiten vom
Zeitpunkt k —1 zum Zeitpunkt k seien gegeben durch die (N+1)x(N+1)-Matrix

Q) =ai (k))i,je{o,l ..... N}’
d.h.
di,j(k) =P(Xg =j[ Xk_1 =1), ,j=01,..,N, k=12,...

(vgl. [5]).

Dieser stochastische Prozess wird nun um aquidistante unterjahrliche Zeitpunkte erganzt.
Dazu sei die Anzahl der unterjahrlichen Zahlungszeitpunkte durch die natirliche Zahl
T gegeben. Wir betrachten also nun die Markov-Kette:

XO,XO+%,XO+%_,...,XO+T_%,Xl,X1+%_,...,X1+T_%,X2,X2+%,... .

Der Zustandsraum sei auch hier gegeben durch S={0,1,2,...,N}. Fir k=1,2,.... werden
die jahrlichen Ubergangsmatrizen vom Zeitpunkt k —1 zum Zeitpunkt k wiederum mit
Qk) = (qi'j(k))i,je{o,l _____ N} bezeichnet. Dartiber hinaus seien die speziellen Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten vom Zeitpunkt k zum Zeitpunkt k+%., k=012,...,
s=0,12,..,T-1T wie folgt gegeben:

Ui,j(s,k) = P(Xk_l_% =j|Xk = |j, |,j :0’1'“_,N .

Daraus ergeben sich die zugehérigen Ubergangsmatrizen

U(s,k) = (ui,j(s,k))ilje{ol1 _____ Ny k=012, 52012, T-1T.

Insbesondere qilt:



U(T,k)= Q(k +1) und U(O,K)=E , k=0,12,..

(E = Einheitsmatrix).

Fir jeden Zeitpunkt k + %. k=01.2,..,s=012,..,T-1, sei durch den Zeilenvektor

P =|P, ' die Verteilung der Zufallsvariablen X gegeben, d.h.
k+ S ( k+%_'1)j=0,1,2,...,N k+%-

P(Xk+% - Jj - Pk+%_,j , J=012,..,N.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass Py vorgegeben ist und alle Wahrschein-

lichkeiten und Erwartungswerte gegeben dieser Anfangsverteilung berechnet werden.
Unter Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung fir Markov-Ketten (vgl. [7] S.14,

[11] S.185f) ergibt sich fiir k + % k=012,..,5=012,..,T-1

k
Pk+% =Py -[TQ)- V(s k) -

j=1
Beweis:

Essei k€{0,1,23,..} und se {0,1,2,..., T-1}.

Die Matrizen é(k,O) = (ai,j (k,O)) seien gegeben durch

i,je{0,1,...,N}
Gi j(k.0):=P(Xy = | Xg =i), i,j=01,.,N,k =12,....

Durch Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung ergibt sich die Ubergangsmatrix

vom Zeitpunkt 0 zum Zeitpunkt k + %_ durch das Matrizenprodukt é(k,O)- uU(s, k).

Aus der Chapman-Kolmogorov-Gleichung ergibt sich ferner durch Induktion nach k :

k
Q(k,0) = T QU) fir k =01,2,....
j=1

Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit erhalt man fir m =0,1,2,...,N:

N
Pk+%_,m = P(Xk+%_ = mj = i=zop(xo =1i)- P[Xk+% =m|Xg = ij =

Py - (K.0)- U(s, k)



Damit ergibt sich:

-~ k
P,ﬁy = Py - Q(k,0)- U(s,k) = Py - [ [ Q) - U(s. k).
T jo1

Fir jeden Zeitpunkt k + %. k=012,..,5s=012,..,T-1, sei die Hohe der Zahlung zum
Zeitpunkt Kk + %. in Abhangigkeit des eingenommenen Zustands durch den

Spaltenvektor Lk+ % festlegt:

L =|L . ,k=012,..,s=012,.T-1.
k+% ( k+%—’Jj=O,1,2,...,N

Dieser Spaltenvektor wird im Folgenden Leistungsvektor genannt.



3. Bewertungsformel

Ausgehend von der in Abschnitt 2 beschriebenen Markov-Kette wird der Barwert der
zukiinftigen Zahlungen wie folgt definiert:

oo T-1N
Bo(T. A1) = 1 VK V()L o
O ! Eoé% {Xk+%=1} K %’J

Dieser Barwert hange ab von der Anzahl der unterjahrlichen Zahlungen T und von der

Gesamtheit der Leistungsvektoren A1 = (Lk+s J . Dabei sei v der
k=012,..,s=012,..,T-1

Diskontierungsfaktor flir eine Periode definiert durch V=% und i>0 der zeitlich
+i

konstante Rechnungszins pro Jahr. Ferner sei Vv(s) der Diskontierungsfaktor fir das
unterjahrliche Intervall (k,k +%-) Fir diesen unterjahrlichen Diskontierungsfaktor gibt es

die unterschiedlichsten Ansatze. Am Gebrauchlichsten sind die relative Verzinsung, d.h.

Vo) =,
1+ —-i
T
und die konforme Verzinsung, d.h.
S
v(s) = v/T .

Insbesondere gilt fur alle Ansatze v(0) = 1.

Es sei abs(x) der Absolutbetrag einer reellen Zahl x. Unter der Bedingung
L= max{ abs("k+%.,jj |lk=012,.,s=01,.,T-1,j= 0,1,2,...,N} <

konvergiert die Reihe By wegen 0< v <lund 0< v(s) <labsolut:
o T-1N
Yabg 31 SVORBIE Zv T (N+1)- L= (NFD-L
k=0 | s=0j=0 {Xk+ 547 =} 1=v

Daraus folgt die Konvergenz der Reihe BO(T,AT) (vgl. [2], S.40f). Fur den erwarteten

Barwert ergibt sich die folgende Aussage.



Satz 1:

Sei L = max{ abs("k+%,jj |lk=012,.,5=01,.,T-1,j= 0,1,2,...,N} <, sogilt:

o T-1 k
EBo(T.AT)= Y X vk v(s)-Pg 'HQ(j)-U(s,k)-Lker .
k=0s=0 T

=1

Beweis:

Wegen L < ergibt durch Anwendung des Satzes der majorisierten Konvergenz (vgl. [3]
S.37):

mT-1N
E(Bo(T.AT))=FE| lim 1 VEvs) L, o
° ! _’°°I<Z:OSZ(:)JZ(:) { k+%.=j} k+%d

mT-1

N
= limg Y 21{ _ -vk-v(s)-Lk+y.
Xk+%=j} TJ

M= | k=0s=0j=0

o | T-1N

) I<Z:=OE gc:)g(:)l{xm% =J} AARC) kst
=§:Tz_:lvk-v(s)oZN:El TlL s/ =
k=0s=0 j=0 {Xk+%=1} 497
=§:Tz_lvk.v(s).§:|3 X, s/ =jJ.Lk 505" iTz_:v v(s).%Pk o L o=
k=0s=0 i N T 0 & s im0 570 ke S
=égvk.v(s).Pk+%_.Lk+y é:z;)v v(s)-Pg - HQ(J) UGs.k)-L,, s

Bemerkung 1:

Setzt manin Satz1 T =1, so erhalt man wegen U(0,k) =E und v(0)=1:

0 k
E(Bo(1,A1))= Z Po- T Q) L -

Dies entspricht dem Ergebnis bei jahrlicher Zahlweise (vgl. [5]).



4. Linearisierung der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Ein naheliegender Ansatz bei Kenntnis der jahrlichen aber Unkenntnis der unterjahrlichen
Ubergangswahrscheinlichkeiten ist es, die jihrlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten
unterjahrlich zeitlich linear zu verteilen. Dabei ergeben sich die unterjahrlichen
Ubergangsmatrizen U(s,k) aus der Interpolation der Einheitsmatrix E mit der jahrlichen

Ubergangsmatrix Q(k + 1) wie folgt:

U(s,K) = %-Q(k +1)+$. E,k=012,.,5=012,.T~1.

Dem unterjahrlichen Modell liegt als stochastischer Prozess die Markov-Kette

XO’XO+%.’XO+%.""’XO+T—%.’X1’X1+%.""’X1+T—%.’X2’X2+%.""

zugrunde. Die lineare Annahme bezieht sich lediglich auf die Ubergangsmatrizen vom

Zeitpunkt k zum Zeitpunkt k + %_ Es stellt sich nun die Frage, ob es geeignete Markov-

Prozesse gibt, die dieser linearen Annahme beziiglich der Ubergangsmatrizen U(s, k)
genugen.

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir zunachst von der jahrlichen Markov-Kette

(Xk)k=o,1,2,__ mit den Ubergangsmatrizen Q(k) = (qi,j(k))i ie{0L.N) aus. Zur Konstruk-

tion einer unterjdhrlichen Markov-Kette geniligt es als Anwendung des Satzes von
Kolmogorov (vgl. [3], S. 257ff), die Anfangsverteilung und die Ubergangsmatrizen vom
(s+1)
T
definieren. Die Anfangsverteilung sei gegeben durch Py. Fiir diese Ubergangsmatrizen

Zeitpunkt k+%_ zum Zeitpunkt K+ k=012,.., s=012,..,T-1 zu

werde der Ansatz

S T-s 7 (s+1 T-s-1

gewahlt. Man erhalt als unterjahrliches Modell die Markov-Kette

XO,XO_l_%_,XO_l_%_,...,X0+-|-_%_,X1,X1+%_,...,X1+T_%_,X2,X2+%_,....



Durch Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (vgl. [7]1 S.14, [11] S.185f) ergibt
sichfur k=01,2,...,s=01,2,..., T -1:

S (t—1 T-t-1 ! [t T-t
=(%~Q(k+1)+$£]

Somit ist fiir die so konstruierte Markov-Kette die lineare Bedingung bezliglich U(s, k)

erfillt. Dies allerdings nur, wenn die in den Matrizenprodukten enthaltenen inversen
Matrizen existieren und die Matrizenprodukte als Ubergangsmatrizen geeignet sind.
Beispiel 1 zeigt, dass dieser Ansatz sinnvoll umgesetzt werden kann. Beispiel 2, dass dies
aber nicht immer der Fall sein muss.

Beispiel 1:

Gegeben sei eine Markov-Kette (Xk)k=012 _ mit den konstanten jahrlichen Ubergangs-

matrizen
1 0 O
Qk)=Q=|0 1 1|
0 0
Es gebe drei unterjahrliche Zahlungen, d.h. T = 3. Es ergibt sich:
0 3-0
—Q+——E=E
3Q 3
1 2
L e oo o) (% o o) 1 50 0
= > E= 1/ 1 2 - 1
Q+3E_066+0320_066
1 0O 0 1
o 0o ¥Jlo o 2
2 1
ey 2% 0 0] (¥ 0o o) (1o o
z 2T E= 1/ 1 1 — 2/ 1
5 Q+=~E=| 0 32A+o 310_803 13
0 0 %) |lo o
3 3-3
~. Y Y E=
BQ 3 Q



Lemma:

Fir a # 1gilt:

o o\t (1 o 0
0 1-a a| =0 %1_a) —%_a)
0 O 1 0 0 1
Beweis:

0 0) (1 0 0
0 1-a al-|0 %1_61) —%_a) =E

o

o

-
o
o
-

0 . 3-0 Yt(1 _ 3-1 R B

004+39%E) [ros3=telcelo 57 1/|=|lo 5/ 1

(3Q+3 E) [3Q+3 E)—EO 6 6—0 6 6
o0 1) lo 0 1

1 3-1 _Yt(2 _ 3-2 PR

15,372 (2.0:372 210 8/ —1/1.|lo 2/ 1/]|=

(SQ 5 E) [3Q+3 E)—OA (o 24 Y
o0 1)lo o 1

1 0 0

_lo 4/ 1

=10 75 /5

00 1

2 3-2 Yt (3 . 3-3 R B

25,32 304378 El=lo 3/ _1 1/ 1/ |-

(3Q+3 E] (3Q+3 Ej_o o =Yollo Y Y=
oo 1)lo o 1

1 0 0

_lo 3/ 1

=10 V4 74

0 0 1

Somit ergeben sich sinnvolle Ubergangsmatrizen, die fiir die Definition einer Markov-Kette

XO,XO_l_%_,XO_l_%_,...,X0+-|-_%_,X1,X1+%_,...,X1+T_%_,XZ,X2+%_,...

geeignet sind.

-10-



Beispiel 2:

Gegeben sei eine Markov-Kette (Xk)k=012 _ mit den konstanten jahrlichen Ubergangs-

matrizen

Q(k)=Q=[‘1’ (ﬂ

Es gebe zwei unterjahrliche Zahlungen, d.h. T = 2. Es ergibt sich:

7 Qt 5 E=E

Lo.2=te [0 )72 0 (72 7
27 2 o)oK (B K
2 2-2

2 Oty ETR

In diesem Bespiel kann mit dem obigen Ansatz keine sinnvolle Markov-Kette definiert

1 2-1
werden, da die Matrix rY Q+ — E keine Inverse besitzt.

Allgemein ergibt sich unter der linearen Annahme an die Ubergangsmatrizen U(s,k) das
folgende Ergebnis:

Satz 2:

Es sei
S T-5
U(s,k) = ?-Q(k +1)+—T -E,k=01.2,.,s=012,..,T-1.

Es sei ferner

Lm?4=Lmﬂnwek=QLL“ﬁ=OLZMT—L

d.h. die Leistungsvektoren seien (zeitlich) konstant. Dann gilt:

T-1
s v(s) T-s s v(s)
= 4 ——=v(s) |-Pg Lo Y, = —.
T v T Uj R

E(3o(T. A7) = Eo (AL X

s=0
Dabei sei die Gesamtheit der jahrlichen Leistungsvektoren A gegeben durch

Ly =Lg, k=012,...

-11-



Beweis:
Da die unterjahrlichen Leistungsvektoren zeitlich konstant sind, ist die Voraussetzung von
Satz 1 erflillt. Durch dessen Anwendung ergibt sich:

o T-1
EBo(T.AT)= X 3 vk .v(s)-Pg - HQ(J) Uik Ly, s =
k=0s=0

j=1

o T-1 y k ) S T—s
PN -v(s)-Po-HQ(J)-(;-Q(k+1)+7-E)-Lo=

k=0
T-1 s 00 k+1 K
=Z? $)- 3, V<-Py- HQ(J) '—o+z—V(s) ZV Po-J1QM)- Lo =
s=0 k=0 j=1 j=1
T=ls v S) T
- ?-T-(E(Bo(l,Al))—PO-LO) 27 v(s)-E(Bo(L,A1))=
s=0 s=0
T-1 -
-Eleol.a) 3 (34T py-Ly- 3 240

O

Man kann anhand des Ergebnisses von Satz 2 zwei Falle unterscheiden:

e Zum Zeitpunkt O wird ein Zustand angenommen bei dem eine Zahlung geleistet
wird, d.h. bezliglich dieses Zustands hat der Leistungsvektor einen Eintrag ungleich
null. Dieser Fall wird als laufende Leistung bezeichnet.

e Zum Zeitpunkt O wird ein Zustand angenommen bei dem keine Zahlung geleistet
wird, d.h. beziiglich dieses Zustands hat der Leistungsvektor einen Eintrag gleich
null. Dieser Fall wird als Anwartschaft bezeichnet.

Bei Anwartschaften gilt Py-Lg=0. Somit kann man den Barwert bei unterjahrlicher
Zahlung durch eine Multiplikation des Barwerts bei jahrlicher Zahlung mit einem

konstanten Faktor berechnen. Bei laufenden Leistungen gilt Py:-Lg # 0. D.h. man hat

neben der Multiplikation mit einem konstanten Faktor noch die Addition einer Konstanten.
Letzteres entspricht dem in der Lebens- und Pensionsversicherungsmathematik

verwendeten Ansatz eines Restgliedes.

-12 -



5. Linearisierung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und
relativ gemischte Verzinsung

Nachdem im letzten Abschnitt mit dem Linearisierungsansatz ein einfaches Modell fiir die
unterjahrlichen Wahrscheinlichkeiten eingefiihrt wurde, wird jetzt zusatzlich ein spezielles
unterjahrliches Zinsmodell vorausgesetzt. Analog zur Linearisierung der Wahrschein-
lichkeiten wird auch der Jahreszins linearisiert, d.h. es wird im Folgenden von der in der
Praxis haufig verwendeten relativ gemischten Verzinsung (vgl. [1], S. 27ff) ausgegangen. Es
ergeben sich somit die beiden folgenden Modellannahmen:

e Firdie Ubergangsmatrizen U(s,k) gilt:
S T-5
U(s, k) =?-Q(k+1)+T- E,k=012,..,5=012,.,T-1.

1

e Zinsmodell fiir den unterjahrlichen Zins: v(s) =
1+ —-i
T

Damit lassen sich der Faktor und das Restglied in Satz 2 vereinfachen und man die
folgende Aussage.

Satz 3:

Es sei

L =Ly, furallek=012,..,s=012..,T-1,

S
k+T

d.h. die Leistungsvektoren seien (zeitlich) konstant. Dann gilt:

T-1 :
s-\1
E(Bo(T.AT))=E(Bo(LA1)- T-Py-Lo- X, #:Iu) '
s=0
Dabei sei die Gesamtheit der der jahrlichen Leistungsvektoren A gegeben durch

L, =Lg, k=0,12,...

Beweis:

Es gilt:

svs)_s 1 '(1 |)=S'(1+i_)
T Vv T 1+_7_-i T+s-1
und

-13-



i.v(s)+T—s_V(S)=s-(1+|.)+T—s_ 1 =s-(l+|)+jl'—s=1
T v T T+s-I T 145 T+s-i
o

Damit erhdlt man durch Anwendung von Satz 2:

=1 T-1
EBo(T.AT))=E(Bo(LAL) > (.?. VS/S) T-s v(s)) Lo- 3 %.@z
s=0 s=0

s-(1+1)

T+s-i

=E(Bo(LA1)) T-Py-Lg- Z

Als Folgerung aus Satz 3 erhalt man fiir Anwartschaften:

Folgerung:

Im Fall einer Anwartschaft, d.h. Py - Ly =0, gilt: E(BO(T,AT))z E(Bo(l,Al))-T .

Beweis:

Das Ergebnis ergibt sich durch Anwendung von Satz 3.

O

Bemerkung 2:

In der Lebens- und Pensionsversicherungsmathematik ist es lblich bei der Umrechnung
einer unterjahrlichen in eine jahrliche Zahlweise die Zahlungen mit dem Faktor T zu
multiplizieren. Dies bedeutet, dass die Gesamtheit der jahrlichen Leistungsvektoren

Aqidurch den Vektor T-Ly gegeben ist. Wegen der Linearitdit von Bar- und
Erwartungswert erhadlt man bei dieser Definition der jahrlichen Zahlungen fiir die Formel
aus Satz 3:

E(Bo(T,A1))=E(Bo(LA1))-P T+s-i

Z_: 1+|)'

—IIH

Fir laufende Leistungen ergibt sich somit, dass in der Pensionsversicherungsmathematik
Ubliche Restglied

1 &hs(1+i)
K(T)==-
M TZT+SI

5:

(vgl.[10], S. 264).
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Fur Anwartschaften, d.h. Py -Lg =0, ergibt sich mit dieser Definition der unterjahrlichen

Zahlungen der sogenannte Invarianzsatz (vgl. [10], S. 261), d.h. der Barwert ist bei einem
zeitlich konstanten Leistungsvektor unabhangig von der Zahlweise:

EBo(T.AT))=E(Bo(L.A1)) .

-15-



6. Linearisierung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und
konform gemischte Verzinsung

Nachdem bisher der Lineariserungssansatz fiir die unterjahrlichen Wahrscheinlichkeiten
mit der relativ gemischten Verzinsung kombiniert wurde, soll als Zinsmodell jetzt die
konform gemischte Verzinsung vorausgesetzt werden. Es ergeben sich somit die beiden
folgenden Modellannahmen:

e Firdie Ubergangsmatrizen U(s,k) qilt:

U(s,K) =%-Q(k +1) +$- E,k=012,..,5=012,.T—1.

S
e Zinsmodell fiir den unterjahrlichen Zins: v(s) = VA .

Geht man von diesen Modellannahmen aus, so erhalt man die folgende Aussage.

Satz 4:

Es sei

Lk+%. =Ly, furallek=012,..,s=012,..,T-1,

d.h. die Leistungsvektoren seien (zeitlich) konstant. Dann gilt:

T-1 1
(1-vP v TVt

1 \2 ~Po-Lo- 2
T~(VT—1J (v —J

Dabei sei die Gesamtheit der der jahrlichen Leistungsvektoren A gegeben durch

=+

E(Bo(T.AT))=E(Bo(1,A1))-

==
|

L, =Ly, k=012,...

Beweis
Es gilt
1 T
T_li.V_S)ZT_li.V%—lziT_l\,%ZE(VTJ Cova1
s=0T v s=0T aVs=0 ov V%—l 8VV%_1
V%_]'J_(V_l)'l V%_l -1 V%+£-v%_l—l
T T T




S
_.V + —.V e
S= T T s=OT s=0 T
T-1 s T-1 T-1 S
S s S
Y ST YTy Y 2T
s=0T s=0 s=0T
T-1 s T-1
i_l o
T
s=0 s=0
- 1 11
1-v) T-1 vT+£-vT -1
~ T T LVl

Die Behauptung ergibt sich durch Anwendung von Satz 2.

O

Mit Satz 4 kann man somit im Falle der konform gemischten Verzinsung die versicherungs-
mathematischen Barwerte bei unterjahrlichen Zahlungen auf die Barwerte bei jahrlichen
Zahlungen zuriickfiihren. Allerdings hangt dabei der Faktor beim Barwert der jahrlichen
Zahlung nicht nur von T sondern auch von v ab. Somit gibt es bei konform gemischter
Verzinsung und Linearisierung der Ubergangswahrscheinlichkeiten kein dem Invarianzsatz
entsprechendes Ergebnis.
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7. Ausblick

In der Praxis sind risikobehaftete Zahlungsstrome oft mit unterjahrlicher Zahlweise
gegeben. Die anzusetzenden Modellannahmen beziiglich Ubergangswahrscheinlichkeiten
und Zins basieren i.d.R. aber auf jahrlichen Beobachtungen. Satz 1 zeigt, wie sich die
diesbeziigliche Erweiterung des in [5] eingefihrten Modells auf die allgemeine
Bewertungsformel auswirkt.

Die Annahme einer linearen Verteilung der jihrlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten
fuhrt im Falle von zeitlich konstanten Leistungsvektoren zu dem Ergebnis aus Satz 2. Die
entstehenden Formeln lassen sich im Falle spezieller Zinsmodelle (relativ gemischte
Verzinsung, konform gemischte Verzinsung) weiter konkretisieren. Dabei lasst sich im Falle
der relativ gemischten Verzinsung der Bezug zu den Ublichen Techniken der Lebens- und
Pensionsversicherungsmathematik herstellen.

Insgesamt zeigt sich, dass das in [5] vorgestellte Modell zur Bewertung risikobehafteter
Zahlungsstrome auch mit der zusatzlichen Option einer unterjdhrlichen Zahlweise
handhabbar bleibt. Die vorgestellten Ergebnisse konnen dabei als Basis flir eine EDV-
technische Umsetzung dienen. Man kann sich hierbei auch von der in der Praxis haufig
verwendeten relativ gemischten Verzinsung |6sen und andere unterjahrliche Zinsmodelle,
z.B. die konform gemischte Verzinsung, verwenden. Dies gilt auch, wenn man den
konstanten Jahreszins durch eine Zinsstrukturkurve ersetzen mochte. Hier kdnnte eine
Modifikation des Ergebnisses aus Satz 1 als Basis fiir die Bewertung mit einer unterjahrlich
fortgeschriebenen Zinsstrukturkurve dienen.
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