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Zusammenfassung

Fondssparen ist dadurch gekennzeichnet, dass das Kapitalanlagerisiko des
Fonds unmittelbar auf das Anteilsvermdgen wirkt. Altersvorsorgesparer
scheuen Kapitalmarktrisiken insbesondere kurz vor Rentenbeginn. Die
Idee von With-Profit Policen (Lebensversicherungsvertrdgen mit
Uberschussbeteiligung) ist, dass die Kapitalertrige teilweise den
Versicherten direkt gutgeschrieben werden und teilweise einer kollektiven
Reserve zugefiihrt werden. Bei positiver Entwicklung am Kapitalmarkt
kann so die Reserve aufgebaut werden; Verluste am Kapitalmarkt kénnen
andererseits durch Entnahmen aus der Reserve kompensiert werden. Der
Auf- und Abbau der kollektiven Reserve bedeutet einen Risikotransfer
zwischen den Sparergenerationen. Wir stellen hier ein zeitstetiges Modell
zur Analyse dieses Risikotransformationsprozesses vor. Mit Hilfe
stochastischer Prozesses kdnnen wir Aussagen Uber Grenzverteilungen,
risikoneutrale Bewertungen und Ruinwahrscheinlichkeiten herleiten.
Anhand von Rendite-Risikoprofilen kann nachgewiesen werden, dass der
intergenerationale Risikotransfer tatsachlich einen Nutzeneffekt hat.

Abstract

Mutual fund saving is characterized by the fact that the fund’s capital
market risk exposure directly affects the individual assets of each saver. A
person who saves money for his/ her pension is particularly concerned
about capital market risks when he/ she approaches pension age. The idea
of with-profit life insurance business is that the returns of the assets are
partially distributed to the individual savers’ accounts and to a collective
reserve (unallocated fund). When capital markets are performing well the
collective reserve builds up while in times of ill performance the collective
reserve is reduced in order to subsidize the individual accounts. Building
up and reducing the collective reserve constitutes an intergenerational
risk transfer with respect to capital market risks. We present a continuous
time model to analyze this risk transformation process. We employ
stochastic processes to derive statements about terminal distributions, risk
neutral valuation, and ruin probabilities. By analyzing risk-return-profiles
we can prove that intergenerational risk transfer actually has a positive
welfare effect.
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SPARPROZESSE MIT KOLLEKTIVEM

RISIKOAUSGLEICH

1 Motivation

Der Lebensversicherungsvertrag ist die am weitesérhreitete Form der kapitalge-
deckten Altersvorsorge in Deutschland. Im VerglezchBank- und Fondssparplanen
wird in aller Regel auf die Absicherung biometrisciRisiken als das wesentliche Un-
terscheidungsmerkmal der Lebensversicherung hielgjesiierbei wird vernachlassigt,
dass die klassische Lebensversichetr@mgenlangfrister Sparprozessmfasst, bei dem
uber die Uberschussbeteiligung eine Teilhabe anagedrfolg des Versicherers statt-

findet.

Durch diese Art der Teilhabe am Anlageerfolg debidters unterscheidet sich die Le-
bensversicherunfyindamentalyon anderen Sparformen:

Bei einem Banksparplan kommt es zu einer vollsggiTrennung zwischen
dem Anlageerfolg des Anbieters und der Verzinsuag 8parvertrages. Der
Sparzins wird regelméRig an die Marktverhaltnisagepasst; die Differenz
zwischen der Verzinsung des Aktivgeschafts und @&parzins (Refinanzie-
rungskosten) steht der Bank uneingeschrankt ataderur Verfigung.

Beim Fondssparen ist das gesamte Anlagevermdggadem Zeitpunkt voll-
standig auf die Sparer verteilt — es gilt dagnge IndividualprinzipAuf diese
weise partizipieren die Sparer uneingeschrankt anageerfolg (oder Anlage-
misserfolg) des Investmentfonds. Fur den Betredasr Investmentfonds stellen
die Verwaltungsgebihren (management fees) die dertd@ar. Da sich die Ver-
waltungsgebtihren in aller Regel am Anlagevoluméentieren, ist die Ertrags-
lage des Betreibers relativ unabhangig vom Anlegtger

Bei einem kapitalbildenden Lebensversicherungsagrimit Uberschussbeteili-
gung deutscher Pragung steht der Anlageerfolg (Afidug einer Erfolgsbetei-
ligung des Aktionars) ahnlich wie beim Fondsspaten Gesamtheit der Sparer
zu. Allerdings erfolgt die Verteilung des Anlagesgs nicht nach dem strengen
Individualprinzip, sondern denGrundsatz des kollektiven Risikoausgleichs
Dieser erfolgt in der Weise, dass ein Teil des ge&folgs einekollektiven
Sparreserveugefuhrt wird. Dies ermdglicht eine ,Glattung‘rdéerzinsung der

! Mit ,klassischer Lebensversicherung*“ sollen hier Wertrage mit Uberschussbeteiligung gemeint sein;
nicht hierzu gehdren fondsgebundene Lebensversiogen.
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Sparer. Die Zufihrungen und Entnahmen aus derkiodén Reserve fihren zu
einemGenerationen-ubergreifenden kollektiven Risikoagisglbezogen auf die
Kapitalmarktrisiken.

Ziel dieser Untersuchung ist es, den Nutzen diésdiektiven Risikoausgleichs aus
Sicht der Sparer darzustelleDie klassische deutsche kapitalbildende Lebenmlers
rung mit Uberschussbeteiligung ist eine Form déekiiven Sparens; ahnliches gilt fur
die sogenannten ,With-Profit-Policen“ wie sie insbadere in Grol3britannien angebo-
ten werden. Um den Nutzen des kollektiven Risikghaishs in Bezug auf das Kapital-
anlagerisiko untersuchen und darstellen zu kénis¢éres erforderlich, das Modell des
Lebensversicherungssparens zu reduzieren auf efacbhes Modell des kollektiven
Sparen.

% In der Literatur findet man bereits vereinzeltesAtze; u.aGollier, Christian: Intergenerational risk
sharing and risk taking in a pension fund, JouwfaPublic Economics, vol. 92, n. 5-6, June 2008,
S.1463-1485Gordon, Roger H.; Varian, Hal RIntergenerational risk sharing, Journal of Paliico-
nomics 37 (1988), S.185-20Zhggersen, @ysteinintergenerational risk sharing by means of pay-as
you-go programs — an investigation of alternativechanisms; SNF-Report No.12/ 06; SNF-project no.
1345, Instiute for Research in Economics and Bssinkdministration Bergen, May 200€pnsiglio,
Andrea; Cocco, Flavio; Zenions, Stavros Asset Liability Modeling for Particitating Plicsewith Ga-
rantees, The Wharten School, University of Penmsyl;, Working Paper, Dec. 2000, revised Feb.
2001Gullién, Monserrat; Jgrgensen, Peter Lachte; Pexiblsen, JensReturn Smoothing Mechanism
in Life and Pension Insurance, Insurance: Mathersatind Econommics, 2006; Vol 38, Nr. 2, S.229-252;
Jargensen, Peter Lgchteognormal Approximation of Complex Path ComplexPBependant Penion
Scheme Payoffs, European Journal of Finance, 2081713, S.595-619.
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2 Kollektives Sparen

2.1 Der Glattungsmechanismus

Um den Effekt des kollektiven Risikoausgleichs iazBg auf das Kapitalmarktrisiko
darstellen zu konnen, ist es erforderlich, das Maiks Lebensversicherung mit Uber-
schussbeteiligung bzw. das Modell der With-Probti€e zu reduzieren auf ein einfa-
ches Modell des kollektiven Sparens. Insbesondknedbn wir die Effekte des Aus-
gleichs biometrischer Risiken (insbesondere Todlesfad Langlebigkeitsrisiko) aus.
Des Weiteren unterstellen wir, dass der kollek®garprozess von einem Lebensversi-
cherungsunternehmen (LVU) betreut wird, das seliest Eigenkapital stellt, keine
Kosten erhebt und ausschlief3lich im Auftrage dersiberten (Kollektiv der Sparer)
tatig wird. Ein Versicherungsverein auf Gegenskéig kommt diesem Modell recht
nahe. Die Annahme, dass keine Verwaltungskosteamishktionkosten anfallen, ist fur
das Modell nicht zwingend. Man konnte beispielseei¥erwaltungskosten/
Transaktionkosten seitens des Betreibers durchpaisgendeeduction in yield Mana-
gement fee auf das Anlageverméogen) berticksichtidarden im Folgenden dargeleg-
ten Zusammenhangen andert dies wenig.

Die Annahme, dass der Betreiber (das LVU) kein ikagital bereit stellt bzw. bereit
stellen muss, stellt eine deutliche Vereinfachueg dModells dar. Ist der Betreiber
durch die Bereitstellung von Eigenkapital betejlgp wird er ein@engemessene Eigen-
kapitalrenditeerwarten. Dabei muss allerdings festgelegt werdetche Funktion das
Eigenkapital hat und welchen Risiken es ausgestizingesichts der Eigenkapitalquo-
ter? der deutschen Lebensversicherer (ca. 1%-2%) estalch klar, dass das Eigenka-
pital nur in sehr gegrenzt eingesetzt werden kammKapitalmarktrisiken (um die geht
es ja hier ausschliel3lich) auszugleichen. Fur dialyse des Nutzens des kollektiven
Sparens ist es daher keine Einschréankung der AelkisHtydes Modells, wenn auf den
Ansatz einer Eigenkapitalposition verzichtet wird.

Wir reduzieren daher den Lebensversicherungsveauginen Sparvertrag mit einma-
ligen oder regelmé&nigen Sparbeitrdgen, bei dem raahe Ber Laufzeit ein Versorgungs-
kapital ausgezahlt wird. Eine Entsparphase wirdizhst nicht bertcksichtigt.

Das LVU (als Betreiber des kollektiven Sparprozsek$ehrt alle Sparbeitrage zusam-
men und legt die Mittel am Kapitalmarkt an. In Abf#gkeit von der Kapitalmarktent-
wicklung legt das LVU fest, welcher Zins den Spargutgeschrieben wird. Bei der
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Festlegung des Guthabenzinses (,Deklaration) ldasLVU bei Bedarf auch ,kollek-
tive Mittel” einsetzen.

Die Bilanz des LVU habe folgende sehr einfache &t

Aktiva Passiva
kollektives
_ R. Guthaben
Portfolio !
Versicherten-
Guthaben
P, V,

ABBILDUNG 2-1: Vereinfachtes Bilanzschema eines Lebensversicherers

Wir betrachten hier die Lebensversicherung gewisaBen als Selbsthilfeeinrichtung,
bei der das gesamte vorhandene Vermégen den Spgiednt, wobei zu unterscheiden
ist zwischen denVersicherten-Guthaber dies ist die Summe der individuellen An-
spruche aller Versicherten — und d&mwllektiv-Guthaben- dieses Kapital gehort allen
Versicherten gleichermalR3en. Das LVU fungiert hiegb®AgentdesPrinzipals,Versi-
cherungskollektiv* und agiert ausschliel3lich zunt2ém des Versichertenkollektives.

Das LVU entscheidet Uber die Zusammensetzung démsgéportfolios und Uber die
Aufteilung des gesamten Vermoégens auf die individneAnspriche (Versichertengut-
haben) und den kollektiven Ansprichen (kollektives&ve). Die Sparer habé&eine
individuellen Anspriiche auf die in der kollektiven Reserve gelemen Mittel, wohl
aber sind sideilhaber Sie haben Anspruch darauf, dass die kollektiveeRe beBe-
darf zu ihrem Nutzen eingesetzt wird. Eine Regel kdteispielsweise lauten, dass je-
der Sparer einen Anspruch darauf hat, dass er dkgkeit des Vertrages (zu Beginn
des Ruhestandes) neben seinem individuellen Vendartguthaben ggf. einen Zusatz-
betrag aus der kollektiven Reserve erhélt um sichestellen, dass mindestens die
Summe der von ihm eingezahlten Beitrage ausgewainiten.

Das Beispiel macht klar, dass das LVU einen falntaressensausgleich zwischen den
Sparergenerationen anstreben muss. Die Sparergenera die kurz vor Falligkeit ih-
rer Vertrage stehen, haben ein Interesse daras dia&ollektive Reserve abgeschmol-
zen wird, wahrend die ,Jungsparer” eher an einesthokung der Reserve interessiert
sind?

4 Weitere Ausfilhrungen hierzu in: [Goecke 2009] SLf2
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Es wird im Folgenden u.a. darum gehen, Kriterienadiigemessene Entscheidungsre-
geln des LVU aufstellen. Ein Leitgedanke hierbgidass das LVU versucht, die mog-
licherweise stark schwankende Wertentwicklung dktivaeite (des Portfolios) durch
Zufuhrungen oder Entnahmen aus der kollektiven Resso auszugleichen, dass die
Versichertenguthaben sich halbwegs stabil entwickéhnen.

R,

-
-

t=1 t=2 t=3 t=4

ABBILDUNG 2 -2:Prinzip der Ergebnisglattung

Die Abbildung 2-2illustriert den Glattungseffekt in der Zeit. Wahdedie Wertentwick-
lung des Portfolios ;) erheblich schwankt, steigen die Anspriiche desigberten
(Vi) kontinuierlich. Das kollektive ReserveR() dient gewissermalien als Schwan-
kungsreserve.

Beim kollektiven Sparen kann also die Verzinsung dersicherten-Guthaben hdher
oder niedriger ausfallen als die Portfolioverzirguas ist somit denkbar, dass eine Spa-
rergeneration zugunsten der nachfolgenden Spamaegnen zum Aufbau kollektiven
der Reserve beitragt bzw. zu Lasten der nachfolgei@parergeneration die kollektive
Reserve abgebaut hat.

Albrechte.a’ haben in zahlreichen Veréffentlichungen gezeigssddie Lebensversi-

cherer in der Vergangenheit tatsachlich eine skliile Verzinsung der Versicherten-
guthaben darstellen konnten. Auch die Lebensvezrictysunternehmen erklaren eine
gleichmaRig (hohe) Uberschussbeteiligung als eshidrer Unternehmenspolitik.

Wir kénnen diesen Prozess der ErgebnisglattungZimstransformationbezeichnen,
denn der ,Zins", den das LVU mit seiner Anlagepklam Kapitalmarkt erzielt, wird

® Albrecht, Peter; Maurer, Raimond; Schradin, HeiriR: Die Kapitalanlageperformance der Lebens-
versicherer im Vergleich zur Fondsanlage unter Rendnd Risikoaspekten, Karlsruhe 1998Ihrecht,

Peter: Die Kapitalanlageperformance der deutschen Lelmsicherer 1980-2006, Mannheimer Manu-
skripte zur Risikotheorie, Portfolio Management Matsicherungswirtschaft, Nr. 169, Mannheim 2007.
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durch Auf- und Abbau der kollektiven Reserve transiiert - sprich geglattetApbil-
dung2-3).

Reservepolitik
(Liability-Management)

Anlagepolitik
(Asset-Management)

Portfoliozins

ABBILDUNG 2 -3: Zinstransformation beim Lebensversicherungssp

Die Zinstransformation beim Lebensversicherungsspaimfasst also zwei Entschei-
dungsebenen:

= Entscheidung lber die Portfoliozusammensetzung
= Entscheidung tber den Einsatz der kollektiven Reser

Diese beiden Entscheidungsebenen kénnen auch miBelgriffen Asset-Management
und Liability-Management erfasst werden. Entspradh&dnnen wir vonAsset-
Liability-Managementsprechen, wenn beide Entscheidungsebenen aufemabde-
stimmt werden. Die Entscheidung lUber den EinsatzZdiektiven Reserve entspricht
im Wesentlichen der Entscheidung des LVU uber dstlEgung der Deklaration. Mit
Festlegung der Deklaration wird namlich ein entsbemder Teil der RfB gebunden, so
dass im Laufe des Geschaftsjahres dieser gebunbEheler RfB sukzessive in das
Versicherten-Guthaben umgebucht wird.

Bezeichnungen:

P,: Wert des Portfolios zum Zeitpunkt
V,: Wert der Versichertenguthaben zum Zeitpunkt
R, =P -V,: kollektive Reserve zum Zeitpunikt

t t

P
P, = In[v—t] = —In(l—%}: (log.)Reservequote zum Zeitpunkt

Der Wert In (P; / V) entspricht nédherungsweise der Ublichen ResertedRo/P . Im
Weiteren wird sich zeigen, dass die auf den erBtaxk etwa umstandliche Definition
der Reservequote tatsachlich die Darstellung weskemnereinfacht.
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Wir unterstellen, dass sich das betrachtete LVi@inem dynamischen Gleichgewicht
befindet, d.h. zu jedem Zeitpunkt entsprechen e@éinden Sparbeitrdge den abfliel3en-
den Rentenzahlungen. Daraus folgt dass die Werigkitwag des Portfolios ausschliel3-
lich von der Performance der Kapitalanlagen abh&ngt

2.2 Beschreibung des Kapitalmarktes

Das LVU legt die Gelder der Sparer am Kapitalmaurkt hierbei kann das LVU in der
der Praxis aus einem nahezu unbegrenzten SpektommArlageformen auswahlen.
Bezogen auf den Untersuchungsgegenstand ist jediechpezielle Kapitalanlage des
LVU ohne Bedeutung, vielmehr ist dassmali des Risikodas das LVU bei der Kapi-
talanlage wahlt die Schlisselgréide.

Fur den Kapitalmarkt legen wir das (Standard-) Bl&choles-Modell zugrunde: Der
Anleger hat danach fur die Kapitalanlage zwei Aelagur Verfigung: einsichereund
einerisikobehafteteAnlage. Die risikobehaftete Anlage besteht daragssdder Anleger

in dasMarktportfolio B, investiert, fir das gelte

dR, () = R, (9(z, dt+a,, dw) mit B, (0)=1 (Gl. 2-1)
bzw.
R, (t) =exp(yy t+0, W) (Gl. 2-2)

mit u,, =i, —10y, dieDrift des Marktportfolios una,, >0.
Fir die sichere Anlagé\t) gelte:
dA(t) = A() 7 dt mit A(0) =1 bzw. At) =exp(tZ) (Gl. 2-3)
Der Kapitalmarkt wird somit eindeutig durch die &aeter
M sicherer Zins
g,, Volatilitat des Marktportfolios

u,, Drift des Marktportfolios

bestimmt. Ferner definieren wir

® Dies entspricht auch der Grundkonzeption Smivency ll Das gesamte Kapitalanlagerisiko wird in ei-
ner einzigen Maf3zahl, devfalue at Riskzusammengefasst.
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[ SR-= iy —H

M

(Sharpe-Ratin

Sofern nicht anderes gesagt wird, wollen wir behlZabeispielen folgende Daten un-
terstellen:

I =3%
o, =20%
[, =8%

Hy = Hy _%al\j =6%

SR _ laM -H
O

r =0,25.

Fur ein festes >0 (AnlagehorizontseiQ das durch (Gl. 2-4) definierte R1aquiva-
lente Wahrscheinlichkeitsmal3:

dQ=exp(-1rZ.T -rsW.) dP (Gl. 2-4)

Dann istW, := r,,t+W, bzgl. des MaRe® ein Standard-Wiener-Prozess, und der dis-
kontierte Marktprozes®,, (t) := exp(-t @ )PR, (t) ist einQ -Martingal.
Die Asset-Allokation des LVU zum Zeitpunkt O wird durch einen einzigen Parame-

ter festgelegt: In Abhangigkeit von der Erfahrungpgnzum Zeitpunkt wahlt das LVU
die Risikoexpositiong(t), hierbei werde das Portfolio des LVU durch diegéside

stochastische Differentialgleichung (SD@)eschrieben:

dP(t) = P()(Z(t) dt+o () dW) mit p(o) = P, (Gl. 2-5)
bzw.
P(t) = %exp[j,u(s) dst j o (9 dvy] (Gl. 2-6)
0 [0.t]

mit u(s) = (s - Lo >(9, die Drift des Portfolios.(W)_  ist hier ein Standard-

t=0

Wiener-Prozess.

" Es wird angenommen, dass alle vorkommenden Pmezsdiblichen Messbarkeitsbedingungen erfiil-
len. Ferner wird angenommen, dass alle Pfade zwesindchtsseitig stetig sind. Bei den Simulationsbe
rechnungen wird unterstellt, dass die Pfade inRimgyel abschnittsweise konstant sind.
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Die zum Zeitpunkt zu erwartend®endité fi(t) ist marktkonformfestzulegen, d.h. das
Portfolio darf keineArbitrage ermdglichen. Mithin isti(t) eine stochastischer Prozess,
der vono(t) abhangt.

Proposition 2.1

t
Ist P(t) = Fgexp[j,u(s) dst [ o (3 dvy] das Anlageportfolio des LVU, so ist der
0

[0,t]

diskontierte Prozes®(t) =exp( it)P(t) genau dann ei® —Martingal, wenn fir die

Drift des Prozesses gilt
_ _o(t) . _
Uty =+ oW1 = 7 *#(NM ~F)=30°0) (Gl 2-7)

M

Beweis

W, = rgt + W, ist bzgl.Q ein Standard-Wiener-Prozess; somit gilt
dP(t) = P()(4(D) dt+o() dW) = RX((( X-0o(} &) dio( )} dW.
Fur den diskontierten Proze&§t) = exp(~zit)P (t) gilt somit:

dP(t) = exp( i t)dP(t)— 7 expE a t)P (t)dt
=expC AP O(20)-0 Oree= ) dt+o Qo)

P(t) ist also genau dann e@r—Martingal, wenni(t) —o(t)ro,— 7 =0.

Im Folgenden werden wir daher stets unterstellass d

u(t) = p(o®)) =f+o)re=30°(t)

Bemerkung

Im Black-Scholes-Modell kann jeder contigent Claahs (dynamische) Mischung aus
einer Anlage in das Marktportfolio und einer sigdreAnlage dargestellt werden. Somit

8 Im Folgenden werden wir in aller Regel emonetielle Verzinsungnterstellen; d.h. igt der (expo-
nentielle) Zins, so ist= exp{1) -1 der Ubliche Zinssasatz. Entsprechend bezielireden BegriffRendite
meist auf die exponentielle Verzinsung.
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kann man auch das Portfoli&(t) als Mischung von Anlage in das Marktportfolio und
sicherer Anlage darstellen. Setzt man namlich

o P() —[_0®) | P()
$.(t) = R und g ,(t) -—[1 7, JA(t)’

so gilt: P(t) = ¢, (t) A(t) +¢,(1) R, (V).

AORO _ol)

Somit kbnnen wir
P(t)

. alsmomentane Aktienquoit@erpretieren.

M
Die folgendeAbbildung 2-4veranschaulicht den Zusammenhang in (Gl. 2-7).Kaigi-
talanlageentscheidung des LVU kdnnen wir in dieg@mtext dahin gehend interpretie-
ren, dass das Unternehmen ein Portfolio aufkdgritalmarktkurvewahlt. Die Positio-
nenA, B bzw. C in der Abbildung entsprechen einer ebmmherheitsorientierterzw.
ausgewogenebzw. einer eherenditeorientierterKapitalanlage.

u(o)
6% —
° H =3% c
Tep =25%
o, =20%
5% +—
B
4%
A
3%
2% . - : -
0% 5% 10% 15% 20% O

ABBILDUNG 2-4: Graph der Funktiow - i +0r,—10°?

Fur dieerwartete Renditdes Anlageportfolios gilt:

1, (P 1 _ A )
E[;In( Ii;)]j:?lE(ﬂ(s)) ds:ﬂ+¥£ ERE(J(S)—%E(U (3) d (Gl 2-8)

-10-
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2.3 Beschreibung des Deklarationsprozesse

Die Wertentwicklung der Versichertenguthabé(t) ist nicht vollstandig an die Wert-
entwicklung des Portfolio$? gekoppelt. Vielmehr bestimmt das LVU (unter Berick

sichtigung der Erfahrung der Vergangenheit) mitolvel Rate sich die Versichertengut-
haben in der Folgeperiode verzinsen sollen. FirWentprozess der Versichertengut-
haben unterstellen wir:

dVv() =V()7() dtmit V(0)=V, bzw.V (1) =V, exp[j'n (s) ds} (Gl. 2-9)

Diese Darstellung impliziert das Konzept der Vodmldaration, da die obige SDG kei-
ne stochastische Komponendew, enthal. Der Deklarationsprozeg$) selbst ist na-

tUrlich stochastisch, aber lokal ist der deklagetins sicher. Der Ansatz, dass das LVU
den stochastischen Portfoliozigt) dt +o(t) dW in einen sicherm(t)dt Zins trans-
formiert.

Bei der Festlegung der Deklaration muss das LVUtiesn, dass die Reserve niemals
negativ wird, bzw. dass die Wahrscheinlichkeit emegativen Reserve ,sehr klein ist.

Aus (Gl. 2-2 und 2-9) folgt:

p(t)=ln(@j=po+ JuE-n(9 ds+ [ o(3 dw (GI. 2-10)
V(1) 0 (6.1]
bzw.

do() =(u®) -n(®)dt+o(t) dW mit p(0)=p, = ln(%j , (Gl. 2-11)

und es gitR() = () - V(=0 = p(1)=0.
Der Deklarationsprozess ist also so zu steuers, dé =0 bzw.P(p(t)<0)<e .

Wahlt das LVU zum Zeitpunkt die Risikoexpositiono (t) und die Deklaration(t)
und nehmen wir an, dass die Risikoexposition ured @ieklaration im Zeitabschnitt
[t,t +A[ konstant sind, so gilt:

pt+0) - o) =A(1(t) -7®) + T O) (W, W) (Gl. 2-12)
Die Reserveanderung ist somit normalverteilt mit
E(pt+0)-p(t))=A(ut)-n(t)) undVar(pt+2)-p@)) =Ad°(t) .

Insbesondere gilt fuo (t) >0

-11-
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(1) +A() -H(t))J .0 (Gl. 2-13)

P(,o(t+A)<O):1—CD( N

Bei einer diskreten (d.h. mit abschnittweise komt&a Parametern) Portfolio- und De-
klarationssteuerung ist also die Bedinguﬁ’d;,o(t)<0):O nur zu erfullen, wenn

o(t)=0 fir alle t. Dies bedeutet, dass bei einer Monte-Carlo-Sinuratler Fall
p(t) <0 nicht auszuschlieRen ist. In einem solchen Fattlem wir vonRuin sprechen;
praktisch bedeutet dies, dass von auf3en Eigenkapdafihrt werden muss.

2.4 Zulassige Asset-Liability-Management Strategien

Wir betrachten zunachst ein diskretes Modell, endias LVU jeweils zum Zeitpunkt
fir die Folgeperioddt,t+A[ die Risikoexposition der Kapitalanlage (t) und die
Deklaration 7(t) festlegt. Die Regel, nach der dies geschieht wollér als ALM-
Strategiebezeichnen.

Wir fuhren eine Solvenzbedingung ein und fordeassdeine vorgegebene Reservequo-
te o, »Mit grol3er Wahrscheinlichké&ihicht unterschritten wird:

P(ot+0)zp,.)21-a .
Wegen (Gl.2-13) folgt
P(p(t+0)2p,,) = P(p0) + A1) ~7(©) + T 1) (Wi = W) 2 00

1 o _AKO -70)*+ o0 = Puy
JA o (t) '

und somit gilt

ot ty2p)sica - of A0,

Jh o (t)
A -n®)*+ A®) ~
NINA)

<-u_,.

Dies ist genau dann der Fall wenn

ul—a

JA

(ALM) q(t)sm%—a(t)( —I’SRJ—%JZ(t). (Gl. 2-14)

-12 -
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Hierbei seiu,_, das (1&)-Quantil der Standardnormalverteilung.

Die Bedingung ALM) koénnen wir auch ald~undamental-Bedingung des Asset-
Liability-Managements der Lebensversicherubgzeichnen. Sie zeigt namlich den
funktionalen Zusammenhang zwischen den zentral@ueBingsgréRen des ALM-

Prozesses, der Risikoexpositian(t) (Steuerungsparameter der Aktivseite) und der

Deklaration 7 (t) (Steuerungsparameter der Passivseite). Beide Rezwsdoptimal
aufeinander abzustimmen.

FUr sehr kurze Zeitabschnitt® — 0 ist die BedingungALM) immer dann erfillt,
wenn zum Zeitpunkt der Reservepuffep (t) - p, . > 0 ist.

Wir kdnnen
Moo = () = I+ OO o= 202() (Gl. 2-15)
auch als digisikoneutrale Deklaratiorbezeichnen, denn wegen
E(o(t+4)-p(t) =a(ut)-n())
entspricht in diesem Fall dexwarteteder aktuellen Reservequote.

In Hinblick auf praktische Anwendungen kann es gatinsein zuséatzlich fordern

ot)<o,, undn(t) 27, fur vorgegebene Parameter.,,/7,..LR.

-13-
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n(1)

8% P = p.; u,
e (1) = () + ——% /
17 (1) = 14( ()\/_

-

6%

4%/

2 R S e e 77 min

\

Hneum// = //(’) :ll_l + O-(r)ITS'R _%O-:(I)

0%

0% 5% 10% 15% 20% O (1)
ABBILDUNG 2 -5: Zulassige ALM-Positionen nach (Gl. 2-16) i1, 1-a =
99,5% und p(t) — o, =12%,

Die Abbildung2-5illustriert den Zusammenhang zwischen Risikoexpwsund Dekla-
ration. Jeder Punkfco,7) in dem Diagramm markiert ein&LM-Position also eine
Entscheidung des LVU hinsichtlich der Asset-SeRasikoexpositiorw(t)) und der
Liability-Seite (Deklaratiory(t)). Ausgehend von einer verfligbaren Reserve von
pP(t) - p..,= 10% und einem Sicherheitsniveau vbraa = 99,5% zeigt die Abbildung
den Bereich der zulassigen ALM-Positionen; er wiltbgrenzt durch die
Solvabilitatsbedingungr((t) < 7,,...) Und die Mindestverzinsungy(t) =7,,,,)-

Nicht alle zulassigen ALM-Positionen sind sinnvalenn eine hohe Deklaration kann
zwar zuldssig sein (d.h. die Solvabilitdtsbedingenfiillen), aber dennoch zu einem
nicht vertretbaren Reserveabbau fuhren. Wahlt méimilas LVU bei einer ALM-

Position (0,17) oberhalb dereserveneutralen Deklaratiom,.,, =4(t), so bedeutet

dies, dassm Erwartungswertlie Reserve abgebaut wird und somit in der nanhRee
riode das Ruinrisiko stark steigt.

-14 -
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3 ALM-Strategien fur kollektive Sparprozesse

3.1 Das Basismodell

Im Folgenden soll ein lineares Modell fir das ALMes Sparerkollektivs mit kollekti-
vem Risikoauagelich eingefuhrt und elementare EHgeaften hergeleitet werden.

Allgemein wollen wir als ALM-Strategie einen (stashischen) Prozes{y(t), /7(t))

t=0

verstehen, der folgende Eigenschaften hat

1. (o), n),, ist ein F,-messbarer, previsibler Prozess
2. (o), n(t),, istin jedem Zeitintervall0, T] f.s. beschrankt

3.  Die Pfadda(wt)),,, und(7(wt)),,, sind f.s. rechtsseitig stetig.

t=

4, o(t)=0f.s.furallet=0.
Eine ALM-Strategie ist also eine Vorschrift, die pgdem Zeitpunktt > 0 unter Be-
ricksichtigung det-Vergangenheit die Risikoexposition der Kapitalgela o (t) und
die Deklaration (Verzinsung der Versichertengutimbe(t) fir die nachste Periode
[t, t +A[ festlegt.

Da wir einen arbitragefreien Kapitalmarkt unterste| ist durch die Wahl des Risiko-
prozessego(t)) ., der Driftprozesq u(t)) ., eindeutig festgelegt — vgl. (GI.2-8).

3.1.1 Bestimmung des Deklarationsprozesses

Die BedingungALM ) in (Gl. 2-15) zeigt, dass der Reserveproi&s@)) eine zentrale
SteuerungsgréfRe des ALM-Prozesses ist. Wir woltennterstellen, dass das LVU be-
strebt ist, eine bestimme strategische Zielresgrye> p . zu erreichen. Hierzu wahlt
es in jeder Periode die ALM-Positid@ (t),/7(t)) so aus, dass (im Erwartungswert) eine

bestehende Abweichung von der Zielreserve abgebmdt Die Angleichung an die
Zielreserve kann das LVU uber die Deklaratipiit) steuern: Wahlt das LVU eine De-

klaration oberhalb bzw. unterhalb der erwarteterifBlorendite, d.h.; (t) > u(t) bzw.
n(t) <u(t) , so wirdim Erwartungswertlie Reserve abgebaut bzw. aufgebaut.

Wir konkretisieren die Strategie und definiergit) := p(t) - p,,, alsAbweichung von

der Zielreserveund verlangen, dass die Abweichung von der Zietkesim Erwar-
tungswertgleichmalig reduziert wird. Fur e#h> 0 soll daher gelten:

-15-



Oskar Goecke: Sparprozesse mit kollektivem Risikoausgleich

dE(p(t)) =-6 p(t) dt (Gl. 3-1)

Wir kbnnend alsAnpassungsgeschwindigkeiterpretieren.

Dies legt wegen (Gl. 2-12) den folgenden Zusammeglmvischen Deklaration und
Reserve nahe:

ne =) +6 o). (Gl. 3-2)

Damit ist allerdings die ALM-Strategie noch nichhaeutig festgelegt, denn (Gl. 3-2)
kann fir jede Risikoexpositiorr (t) erfiillt werden. Man beachte, dass wegkhM\ 1)

der Renditeprozessg (t) vollstandig durcho (t) bestimmt ist.

Proposition 3-1
Wird die Deklaration entsprechend (Gl. 3-2) an @ieeilige Reservesituation ange-

passt, so ist der Reserveprozgs@) ein verallgemeinertemean-reversion Ornstein-
Uhlenbeck-Prozes$&d.h. erfiillt die SDG :

dp(t) = -8 p(t)dt+o (1) dw, (Gl. 3-3)

mit der Startbedingung(0) = 2, = 0, — P Mit der Losung

p(t) =exp6t)| o, + j g (s)ep(@ s) dW, (Gl. 3-4)
(0.1
E(p(t)) = exp(-6t) 2, (Gl. 3-5)
Var(p(t)) = expc 2t )jE(JZ 6) exp(@s )ds (Gl. 3-6)
Beweis

(Gl. 3-3) folgt unmittelbar aus (Gl. 2-11) und (B}2). Es handelt sich um eine lineare
SDG mit der eindeutigen Losung (Gl. 3-4) — vgl. f&aas/ Shreve 1991] S. 360f. (Gl.
3-5) folgt unmittelbar aus (Gl. 3-4). Mit Hilfe déo-lsometrie (vgl. Pksendal003] S.
29) erhalten wir schief3lich

° Es handelt sich also um einerean-revertingrnstein-Uhlenbeck-Prozesg|. [@ksendal003] S. 75.
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2
Var(p (t)) = expe 2t )E[ j o 6)expls )deJ

[0,t]

= exp(- 26t )jﬂ«:(a2 ) exp(Ps)ds .

Fur den Zusammenhang von Deklaration und Risikogikpa folgt aus Proposition 3-1

[0,1]

nt)y=g+o(t) rsR—%Uz(t)+HeXp(—9t)(,f)0+ j o 6)exgl ) dWS]. (Gl. 3-7)

(Gl. 3-7) verbindet die beiden Prozessét) und 77(t), also die Steuerung der Aktiv-
und der Passivseite. Allerdings gibt (Gl. 3-7) lkeiduskunft dariiber, wier (t) zu
wébhlen ist, ohne die SolvabilitatsbedinguAd 1 in Gl. 2-15) zu gefahrden.

Wir wollen noch zeigen, dass die obige StrategreAsigpassung an eine Zielreserve ei-
nefaire Beteiligungder Sparer am Anlageergebnis darstellt. Hierzgleahen wir die
erwartete Rendite des Anlageportfolios mit der etgtan Rendite der Versichertengut-
haben.

Die erwartete Rendite des Portfolios betragt we@in2-2)

1 (P@)Y)) 1t _
E(E In(ToD = ! u(s) ds:

Fur die erwartete Rendite der Versichertenguthgidewegen (Gl. 2-11 und Gl. 3-7):

E[%In(vv(t)n j E(n(s)) ds= j U(3+6 pyexp6 9 d

0

——J-,U(S) ds+ 7, 1- expth)

Entspricht die Startreserve der Zielreserve (= 0), so stimmen die Renditen tber-

ein. Die Sparer kbnnen also bei Beginn des Spaggsas die gleiche Rendite erwarten,
die auch das LVU mit ihrem Anlagevermdgen erwirtdtdt. Eine anfangliche Reserve-

licke (d.h. g, < p,,) fuhrt jedochc.p. zu durchschnittlich niedrigeren Renditen; dies

bedeutet, dass die neu hinkommende SparergenethédReserveliicke der bestehen-
den Sparergeneration ausgleichen muss.

-17-
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3.1.2 Bestimmung des Anlageprozesses

Die Managementregel (Gl. 3-2) beschreibt den ALMZess nicht vollstandig, da bis-
her nicht festgelegt wurden, nach welchen KritedenRisikoexposition der Kapitalan-

lagen (o (t)) gesteuert wird.
Zur Steuerung VOtﬁa(t)) wollen wir ein lineares Modell unterstellen; watzen

o(t) =0 +ap(t) mit Parameterrd >0 undalOR 2° (Gl. 3-8)
0 bezeichnen wir als distrategische Risikoexpositipund a die Anpassungsge-
schwindigkeit der Risikoexpositiowir wollen voraussetzen, dass die Paraméien)

so gewahlt werden, dasg(0) = +ap(0)= 0.

Dieses Modell ist motiviert durch die folgenden hstischen Uberlegungen. Hierzu be-
trachten wir die SolvabilitdtsbedingungL(M ) in (Gl. 2-15) und die Deklarationsregel
in (Gl. 3-2) und wéhlen jeweils eine maximal zuigeDeklaration.

Aus (Gl. 2-15) und (Gl. 3-2) folgt
nt)=ut)+6 p(t)

_ ) =P =ot)=+ap(t), (Gl. 3-9)
n(t) = u(t) + A

u
-o(t) £

()JZ
wobei

ﬁmin = pmin _pZieI ’

a=a(a,pl) = ?(i—ej.

a

Wir kénnend =d(a,A, p,;,) alsstrategische Risikoexpositidyezeichnen, denn nach
(Gl. 3-9) schwankt di¢aktische Risikoexpositioa (t) entsprechend der aktuellen Re-
serveposition um diesen Wert.

Die Managementregel (Gl. 3-8) folgt also in natilrér Weise aus den oben dargestell-
ten Rahmenbedingungen fir zulassige ALM-Strategien.

1% per Falla < 0 ist 6konomisch nicht sinnvoll, denn das wiibdeeuten, dass bei schwacher Reservepo-
sition die Risikoexposition ausgebaut wird.
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3.1.3 Definition des linearen Modells

Daslineare Modell des kollektiven Sparenswird durch die folgenden Parameter und
Gleichungen bestimmit:

7 sicherer Marktzins

rs:  Zusatzrendite pro Risikoeinheit

o(t): Risikoexposition zum Zeitpunkt=> 0

Ut) =f+r0t) -20°(t): Rendite eine Portfolios mit Risikoexpositiar{t) = 0
d P(t) = P() (&(9 dt+o( D dW): Wertprozess des Anlagevermégens R(0) = P
n@t):  Deklaration zum Zeitpunkt=>0

dV(t) = V(9n(1) dt: Wertprozess der VersichertenguthabenW(i@) =,

Pre - Zielreservequote,

P, =In (%} - P, - anfangliche Reservequéte

0

o) :=In (5—20 = Prial - Reservequote zum Zeitpunks 0,

Managementregeln:
0 = 0: strategische Risikoexposition
a: Anpassungsgeschwindigkeit der RisikoexpositionliarReserve
6 = 0: Anpassungsgeschwindigkeit der Deklaration an diseR/e

o(t) =g +ap(t); hierbei miissen wir sicherstellen, dasé) =0 fiir allet=0.

n(t) =u) + 6 p(t)

Bemerkungen

1. Wir lassen auch den Fadl<0 zu, wenngleich dies bedeutet, dass man bei einer
schwachen Reserveposition das Anlagerisiko erhéht.

1 Wir verstehen hier die Reservequote als die Difierder Ist-Reserve von der Zielreserve.
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2. Falls a=0, so wird unabhangig von der aktuellen Reservejposdie Risikoex-
position der Kapitalanlagen konstant gehalten, d(t) =& fir allet. Eine

solche Strategie kdnnen wir alsine LM-Strategiebezeichnen, da im Unter-
schied zum allgemeinen linearen Modell hier aussBhth die Deklaration, also
die Passivseite an die Reserveposition angepaskt wi

3. Weiter unten werden wir zeigen, dasgt) = 0 fir alle t >0bereits aus der Start-

bedingungo(0)=& +ag, = 0 folgt.

3.2 Elemtare Eigenschaften des linearen Modells

Proposition 3-2

Fur alJR definieren wir den Prozeds, = exp( aw -1 & t) Dann gilt:

1. (Et)t>0 ist ein Exponetial) Martingal mit der Darstellung

E =1+a| E dw.und dE=aF dw (Gl. 3-10)
[0.t]
) . E, E,
2. Fir0<s<t gilt E—:1+aj —4 dw (Gl. 3-11)
s [s t] S
3. FirOsu<vs s< tgilt E EE =exp(a® (s- V), E T (Gl. 3-12)
' CT T T E,E, " | E,E, ' '

Insbesondere gilt

E(Et) = EL%J =1, E(E‘—z] = E(%j = exp(a2 t- s)) und IE;(ES Et) =exp(@® s).

S S

Beweis

Zu 1.: Folgt mit Hilfe der Ito-Formel angewendef die Funktion
f (x,v) = exp(ax+3 & v); vgl. [Karatzas/ Shreve 1991] S. 153f..

Zu 2.: Die ZufallsvariableE, :exp( aw -1 & I) lognormal-verteilt mit

IE;(Et):exp(IE.(aV\/t—%a2 t)+%Var( aw-1 & ))= exp(0xE ..
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Entsprechend folgt fi < s< t E(%] =1.

S

Wir betrachten den Prozess

(EU)UZO :=£EES*“] :(exp(aV~\6-%a2 l))m:(exr( aW, - W)3 é))uzo

S

dann folgt aus (Gl. 3-10-E:Et_szl+a _[ E, dW =1+ aj — dvy
s [0,t-s] [sﬂ

E.E. _EE

E.E, E. FE E,

u \

(ee e (s
=B(exp( 2

Ev Et Et Ev
entsprechend folgg =E|l — |E| — |=1.
Eu ES ES Eu

S \

mit stochastisch unabhangigen Faktoren, folgt

AGAC

W-W)- & (s V)= exd & (s

Proposition 3-3

Werden die Deklaration und die Risikoexpositionsprechend derlinearen Modell
(Gl. 3-2) und (GI. 3-8) an die jeweilige Reserveaiton angepasst, und setzen wir vo-

raus, dasso(0)=4d+ap, >0, so erfullt der Prozeséa(t))tZO die folgende lineare
SDG

do(t)=-6(o(t)-F)dt+ao(t) dw, (Gl. 3-13)
mit der Startbedingung (0) = & + a p, und der eindeutigen Losung
t
o(t) = expC6t)E, {a (0)+65 | %(65) ds}

0 s

(Gl. 3-14)

:&exp(—Ht)E{l +¢9_|. exp(é?s) }

S

insbesondere istr (t) = 0 fur allet>0.
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Beweis

Aus (Gl. 3-4) in Verbindung mit (Gl. 3-8) erhalt mé&ir o(t) die folgende Integraldar-
stellung

o(t)-d=ap(t) =exp(-61) [J(O)—&+ a I o(9 exp@ s)dWsJ
[0.1]

d.h. g(t) erfillt die SDG in (GI. 3-13). Diese lineare SD& I(GI. 3-14) als eindeutige
Losung - vgl. [Karatzas/ Shreve] S. 360f.

Da wir vorausgesetzt haben, d#&s0, o (0)= 0 undd = (, folgt o (t) = 0 fur allet > 0.

Wir erhalten damit die folgende Darstellung desdResprozesseg(t):

gexp(—@t)Et(h {)°+9j eX'D(é's)ds]—f (a% 0
a o 5 E a

p(t) = (Gl. 3-15)

exp-6t )[,bo +d j

[0.1]

exp@s )dWSJ &= 0

Zur einfacheren Darstellung definieren die stodeelsen ProzessgX, ) und (U,):

exp(@s)

t
X, = E, (1+r+9 | ds} , hierbei seir DR (Gl. 3-16)
0

U= [ X, dw, (Gl. 3-17)
(6.1
Proposition 3-4
t
1. (U,) ist ein Martingal mit quadratischer Variantifu] :IXSZ ds.
0
2. Esqilt:
X, =aU, +7+exp@t), dX =aXx dw+8exp@ 9 d,

L(X, -t -exp@t) fallsazC

UeE) [ rrexp@s)aw  falls &= O (GI. 3-18)

[0,t]

-22-



Lebensversicherung als kollektiver Sparprozess Oskar Goecke

. ap .
3. Setzen wirr ::ﬁ, so gilt
o

p(t) =expEot)aU, + p,) = expt6t X, (Gl. 3-19)
o(t) =G +ap(t) =g+ aexpot)au, + p,) (Gl. 3-20)
H(t) = F+10(t) —30° (@) = A+ (b -0)p(t) - 3a°p°(1) (Gl. 3-21)
nt)=u)+6p) = a+bp(t)-3a’p*(t) (Gl. 3-22)

wobei wir abkirzendiz:= fi + rg;6 —162 und b= 8+ a(1;;— ) setzen.
Beweis

zu 1. : dies folgt unmittelbar aus der Darstellwog (U,).

t
Zu 2. :(Et) ist ein Martingal mitd E, = aE, dwW undV, ::1+T+5I exp(é’s)dS
0

S

exp@t)

t

ist ein Prozess von beschrankter Variation ohit, = 8 dt. Mit Hilfe der Ito-

Formel, angewendet auf die Funktidrfx,v) = xv folgt dann:

X, = f(E.\)= (B, )+ af VE dvy+} P2
[0,t] S
:1+r+aj X, dW, + exp@t)- 1= aU,+7+ exp@t).

[0,t]

zu 3.: (Gl. 3-19) folgt unmittelbar aus (Gl. 3-14)d (Gl. 3-15); die tbrigen Gleichun-
gen ergeben sich dann aus den Definitionsgleichudgs linearen Modells.

Bemerkung:

Im Fall a=0 ist p(t) = exp(-6t ){,bo +0 j exgds) dW, | normalverteilt mit

[0.t]

Azl expE 29t)

E(p(t)) = exp(=6t) §, und Var(p (t)) =& 5

Ebenso ist flrm=0 7(t) = 4+ 8 p(t) normalverteilt mit

E(n(t)) = it +exp6t)p, und Var(n (t)) =15 6(1- expt Bt ).
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Proposition 3-5
Setzen wirf,(t) =1 und fiirk=1 f,(t):=E(U/), so gilt f,(t)=0 und furk > 2 erfillt
die Funktiont — f,(t) die Differenzial-Gleichung

df.(t) _ k(k-1)
dt

(a2 fu(0) + 20 + expO1) i O+ (7 + expgt) f,, ()

(Gl. 3-23)
mit der Anfangsbedingung, (0)=0.
Beweis

Mit Hilfe der Ito-Formel mit der Funktiorx — x* erhalt man

t
U=k [ U dU+2k(k=-D)f US? d U,

[0,t] 0

t
=k [ U X, dW+L K kD) U X ds

[0.t] 0
Wegen X2 =a’UZ+2a(7 +exp@ s) U,+ (7 + exp@ s)2 folgt
f.(t) = E(Utk)

:0+§k(k—1)]EUUS'f‘2(a2 UZ+ 2a(7 + expf s) U, + (7 + exp s)z) d%

= ik(k-D) | aZE(U5)+23(T+exp@s>)E(U:l)J s

+(r+exp@s)) E(UL?)

a® 19+ 2a{r +exp65) (3
+(r+exp@S)) ., (9) ’

:%k(k—l)_t[

Hierauf folgt die Behauptung.

Zur Vereinfachung der Darstellung setzen wir abkiitz

X exp@t)-1 ..
- Z+
J.(a) :=J'exp(a S) ds= a fir & #0 (Gl. 3-24)
0 t fuira=0
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Bemerkung

Da f, (0)= 0 fur alle k 2 2, kann man mit Hilfe der Differenzialgleichungenl (G-23)

rekursiv alle Momentéﬂ(utk) bestimmen. Insbesondere gilt:

= aZE(Uf) +(r +exp@t))’

dE(U7)
dt

=3a”E(U;) +6a(r + expft ) E(U7)

dE(Y;
dt

S—

=6a’E(U,')+12a(7 + expft )E(U7) + €7+ expft J'E(U?)

N ap )
Farr = # erhalt man:
g

E(U tZ):exp(ZHt N, @ - 29)+237150 expgt ) &€ -6 }(a?"%j J @ (Gl. 3-25)

B(U?)= —Gazeaxzp_(ft (3,32 - 39)- 3 " - 2)) + p, (Restern (Gl. 3-26)
6a’ - 6)J, (35 - 2
Restterrm:?’exgi (6a )J (3a )
28’ -6 | -(2a2-6)J, (a2 - 20)- 4 ] (£~ 6)

+ 8835 ot N expelt)J, (22 - 6) - 3 (& - 6))
g
a-4 ~2
0

+— (2+ exp @ t)) JZ (&)

(1582 - ) J,(6a% - 40)
(3aZ - 6)(52° - )
_12a’ J(3a’ - 3)
(2a* - 6)(3a’ - 0)
, (1022 + ) J,(a’ - 26)
(2a% - 6)(5a2 - 26)

E(U/) = 6exp(49t + b, (Resttern (Gl. 3-27)

Hinweis Fir Restterr? ergibt sich eine unhandliche Formel; auf die izxgl Darstel-
lung von Restterr@ wird daher verzichtet. Man kann sich davon Uheyee, dass

-25-



Oskar Goecke: Sparprozesse mit kollektivem Risikoausgleich

E(Uf) und E(Uf) auch an den Stellen, wo die jeweiligen Nenner arerinden
wohldefiniert sind.

Proposition 3-6

FirO0<s<t gilt

E(U,U,)=E(U?) (G. 3-28)

E(u2u,)=E(U?) (G. 3-29)

E(UU?)=exp(a? (- s)E(U2)+ 28 exp@ 1) . @-0 )7 1. (@ )E( L)
(Gl. 3-30)
exp(a2 t- s))E uh)

EUU]) =| +2aexpPt)]_ & -O)E U) |+
+exp(P)J,_(a° - 20)E(U))

[2expBt 0, & -O)E 07)
+J,_(a%)(2aB(U2) + TE(U?))

(GI. 3-31)
Beweis

Die ersten beiden Gleichungen folgen aus der Mgatiigenschaft vorfU,).

Es giltUZ =[U], +UZ +2M, mit M, := I U,du, = I U, X, dW,. (M,)ist ein Martin-

[0,t] [0,t]

t
gal. Ferner giltu? = 0 und fur die quadratische Variation dilf], :J.XV2 dv.
0
Damit erhalten wir:
B(UU?) =B(U,(IU],+2M,)) =E(U JU] ) +2E(U M)
t
Da[U], :J.XV2 dv folgt
0

E(U,[U],) :jE(U X2 )dv TE(USXZV) dij( U, X) d

S

11
Oty

E(U, xz)dv+jE(USx§) dv

Da (M,) ein Martingal ist, folgtE(U,M,) =E(U M ).
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BezeichnelU, M], den Kovarianzprozess, so(i&1, M], ~U;M,) . ein lokales Martin-

gal,””und es gilt somifE}([U, M].-UM S) =0.
Da duU,=XdwW und dM,=U X dW git fur den Kovarianzprozess

t
[U M], :jUV XZdv (vgl. Karatzas/ Shreve S. 170). Damit erhalten wir
0

TE(U X3 dv,

0

B(U,M,)=E(lU,M])

und somit;

E(U,U?)=E(U[U])+2E(UM ) :SJS.E(U Xx2) dv+jE(u X2) dh

0

::BJS.I[E}(UV(aZUV2 +2a(7 + exp@v) U, +(7 + exp(?v)z)) dv

+jE(US(a2Uf +2a(7 +exp@ V) U, + (7 + exp@ v)z)) dv

:SJ'aZE(Uf)+ 2a(7 + exp@ V) E U] )dv
0

+j a’E(U.U)) +2a(7 + exp@ V) E (U, )dv

=3'|S‘a2E(UV‘°’)+ 2a(7 + exp@ V) E U7 )dv
+2aE(U§)j'(r +exp@v)) dv+ azj'E (U W2)dv

Setze nun fUr0<s<t f (t):=EU U?), dann erfullt diese Funktion die (gewohnli-
che) Differenzialgleichung:

a4t _ 2aE(U2)(7 + exp@t)) + a*f, (t) mit Anfangsbedingung(s) := E(U?).

Es ergibt sich als Losung:

f,(t) =exp(a® ¢ - s))E(U?) + 28 exp@ t)d . @-0 7 1, (@ )E( )

12ygl. [Irle 2003] S.224
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Zur Berechnung vorE(Ufo) schreiben wir wie obety?U?=UZ([U],+2M,) und

erhalten

E(U2UZ)=E(UZU],)+2E(U ™) :E[U §jx 5dvj+2E(U§l\/l )

= [E(uZ2X?)dv+2E(UZ M)

0

Fur 0< s<t setzen wirg (t):= E(UZU?), dann gilt:

dg.(Y)
dt

= E(Uf (aZUt2 +2a(7 +exp@t) U, +(7 + exp@t )2))

=a’g,(t+2a(r+ exp@t))E( U2 Ut) +(7+ exp@'t )ZE(Ui)
=a’g,(t+2a(r+ exp@t))E( Uj) +(7+ exp@'t )ZE(USZ)

Als Losung der Differenzialgleichung mit der Anfabgdingungg_(s) := E(U;) erhalt
man schlie3lich

exp(a2 t- s))E uh)

g.(t) =| +2aexp@t)J,_ @ -O)E U)|+7
+exp(Pt ), @ -20)E U;)

2exp@t)),_. @ -9E U?)
+3,_,(a")(2aB(UY) + 1EUY))

Mit Hilfe der vorstehenden Propositionen kdnnenmin explizite Darstellungen der
Momente und Kovarianzen der Proze§gét)), (a(t)), (#(t)).(r7¢)) angeben.

Proposition 3-7
FirO0<s<t gilt

E(A (1)) = D, exp(-6t)

E(2%(t)) = exp(- 28t \6°E 07 )+ 47)
Var(p* (t)) = expC 6t G*E U]
E(2(9)2(1) = exp(-6 (s+ ) 6°E (U2 )+ 23)

E(p%(9)p() = exp(-6 (2s+ 1)) 6°E (U )+ 75, E U2 )+ 27)
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B(2(95°() = exp6 (s+ 20)6°E (U U )+ 2°2, (U 1+ G5, B (U7 )+ )

o G*BEU2U)) +25%,(EUU)+EU))
B(A*(9P°(0) =expc B s+ 0)
+0° 0, (5E(Us)+E(Ut))+p0

E(o(t)) =6 +ap,exp-6t)
Var(o (1)) = aZ(E( () - (EAW)’)

Fiir f(t):=-1a’6°exp(-20t) und g(t) := Gexp(-0t)(6+ a (s, — 6)- &P, exp(ot )
gilt:
E(n(t)) = 1 -1a%0%exp- Bt U2 )+ ap, expt ot [,-F-1ap, exptot)
n®) -E(n®) = F©)(V7 -EUY) +9(t)V,

Var(n®)) = 2O BU,) - BU2)]+ 2f g QEUS)+ 9°OE U2

Bemerkungen

1. Fur , =0 gilt: exp-20t)E(X,?) = 1+a’] @~ & (Gl. 3-32)
Begrundung hierfir:
Aus Proposition 3-4 erhalten wi? = aU?+2a(7 +exp@t) U, +(7 + expdt )’

Da E(U,) =0 folgt E(Xf) = aZE(Uf) +(r +exp@t))’; aus (Gl. 3-25) folgt dann
(Gl. 3-32).

2. lim (exp(-261)E(U?)) = -5 fallsg > 1a? (G. 3-33)

lim (exp(-36t)E(U¢)) = - af")"(e o fals> a’ (Gl. 3-34)

3(3a° +09)
(26-a*)(@-a’)(26 - 3a%)

lim (exp(—46t )E (U; )) falls@>2a’ (Gl. 3-35)

2

a 2
_ ; falls26>a
3. lim Var(exp(-6t)X,) =126 -a (Gl. 3-36)

+00 falls 260 <a?.
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a’g?
_ ~ falls 26> a*
4. lim Var(o(t))=1{26-a (Gl. 3-37)
+00 falls 26 < a*
~2
| R T talls 20> @’
5. lim Var(A(t)) =lim E(p%(1)=126-a (Gl. 3-38)
+00 falls 26 < a*
242
| fp-—=2__ falls 20> a
6. limE(n(1)) = 2(26-a?) (Gl. 3-39)
—00 falls 26 < a?
. a2 06 oY a6 52
7. limVar(n(t))=——| | (g———+— | +
fim Var (7(1) 29—a2(( SR g aj @- a2)2(26?—a2)(2n9—3a2)J

20 < a® bedeutet also einé&Sfop-and-gtStrategie: Die Anpassung der Deklaration an

die Reserveposition ist nicht schnell genug, umRigserve aufzufillen; dies hat zur
Folge, dass die Risikoexposition immer heftigerayegesteuert werden muss.

Die folgende Abbildung 3-1 illustriert den Effeldusgehend von einem starken Un-
gleichgewicht, namlichg, =+1 bzw. g, =-1 kommt es bei Wahl der Steuerungspara-

meter (a=0.5,6= 0.4 zu einer Stabilisierung der Reserveposition.dsbgh die De-

klarationsanpassung gegentber der Anpassung déto®&iponierung zu schwach
(a=0.5,6=0.03, so kommt es erratischen Schwankungen der Resgsitiep.
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ABBILDUNG 3 -1: Simulationspfades des Reserveproze(séét$) :0<t<30.
Dargestellt werden jeweils 20 Trajektorien des Reg@ozesses, hiervon je 10
mit dem Startwertg, =+1 und 9, =-1 . Beim oberen Diagramm wurden folgen-

de Parameter zugrunde gelegt=0.1,a= 0.5 = 0.2 (obere Grafik) bzw.
0=0.1,a= 0.50= 0.0! (untere Grafik).

3.3 Grenzprozesse im linearen Modell

Die obigen Gleichungen zeigen, dass die Proz€&ssg., bzw. (U,) ., die wesentli-

chen Treiber der ALM-Prozesséo(t)), (o(t)) und (7(t)) sind. Der Prozess
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(0,eXp(E6L)E, )., ist ein Residualprozess, der den im Zeitablau$atevindenen Ef-

fekt der Anfangsreserve, darstellt.
Es gilt: exp-6t)E, - 0 (f.s.), jedoch WegeﬂE( (exp(-6t)E, )2) = exp(— (D-a’® ))
exp(-0t)E, - 0(inL,) = 20-a*>0.

Eine Zufallsvariable X >0 heif3tinvers-Gamma(a, [) -verteilt mit den Parametern

a>0,8>0, wenn die ZufallsvariableX™ Gammaf{a, ™) -verteilt ist. Bezeichne
fir .5, (X) die Dichtefunktion der inversen Gamma-Verteiludgnn gilt:

firta (0 = Lo (0 (BT @) ex’{'@@

Ist X invers-Gammda, ) -verteilt, so existiert daste Moment der Verteilung genau
dann wenng >k ; in diesem Falle gilt:

E(Xk)z P .
(o -1)(a -2)0.0a -k)

Proposition 3-8

Ist 0<a” < 20 so konvergiererw (t), p(t), u(t) bzw. 7(t) in Verteilunggegen die Zu-
fallsvariableno,, p,, i, bzw. 7, mit den Dichtefunktionen

f(0.. %)= firap(X)
f(0.,%) :|al fr . (@xt g)

iI'(a,B)(Bl+\/2(A1_ X))+ tl’(a,ﬂ)( Bl_\lz(Al_ X))
J2(A-%) ’

f
Pt X) =g pp (X)

bzw.

ir(a,p)(Bz"'\/Z(Az_ X))+ tr(a,ﬁ)( Bz_\lz(Az_ X))
J2(A, - x) ’

f
F07.,%) =1 a, (X)
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hierbei ist z— f, ; (2 die Dichtefunktion der inversen Gamma-Verteilung Ra-
200

Eiz

20 . _
rametern a:1+? und B= ; ferner sei A=pm+irk, B,=rg bzw.

N

_ (8, Y _ 66
A, :::U"'%(g"'rSRj A B, = reet—.

Q

Beweis

Nach (Gl. 3-16) gilt

A~ t E
exp-ot )X, = expEot { Ha_/?oj E, +6’j E—‘ exp-6 (- s) ds
g 0

S

t
E
Wir zeigen, das$H, ::_[ E—‘exp(—e t - s)) dsin Verteilunggegen einénvers-Gamma-
0 S

verteilte Zufallsvariable konvergiert.

Es gilt:

H =

t

explafy - W) ex{- £ &+0)(t- ) d

e O —y

= [explat - W, )-1 &) expt-6 9) ds.

0

Fir festeg ist (W —W_,),_._. ein Standard-Wiener-Prozess.

O<sss<t

Sei nun(VT/t) , €in Standard-Wiener-Prozess; wir definieren dezPsse

t=

t

E = exp( aw -1 & ﬂ undY, = j E exp(-8's) d,
0

so sind fur allee >0 H, und, identisch verteilt.

t=

Der ProzesgY,) ., konvergiertfast sichergegeny, := j E exp(-6t) dt.=®
0

Falls >0 , so konvergiertY, — Y, (in L,). Um dies zu zeigen, betrachten wir fur

O<s<t:

" Dief.s.Konvergenz ist gegeben sobaj&” + & > 0 - vgl. [Matsumoto/ Yor 2005a], S. 314.
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Y -Y= | Eexpl-0 % dx expt8 SEY,

mit Y, ::JEexp(—H X) dx und E, = exp(a(W,, - W,)-1 & 3. Hierbei sindE, und
0
Y,_, stochastisch unabhéngig. Somit erhalten wir

) = exorp <l E)m(T )< L-expEd ¢-s))
E(lY, - Y|) =exp-6 9E( E)E(Y.) = exptd § 5

= lim supE(]Y, - ) = 0fiir 6>0.

S= t>g

Falls 0<a’ < 20, so gilt konvergierly, - Y, (in L,), denn

E((Y, - %)*) =exp¢-26 9E( E) B( 1)

=2exp(- (¥ -a’ )s)t E(E E) exptd (x+ y))dxa

t

= 2exp(— (B-a° )s)

S

expél x) expfd &+ y))dxd

Ot | O%——, |
Ot—I< Ot—ix

2exp(‘ (Y-a )5) L-expt6(s))_ I expt (B~ ) s)) fallsa® # 8
_ 6(6-a2) (26-a%)(@ - &)
2expt0s) (1-exp(-8 ¢ -s))(1+ ¢ - 5)8)) fallsa’ = 6

Das Doppelintegral ist fiir alle=s nach oben beschrankt; somit folgt fifr < 26 :

lim supE( \4 —\4)2) =0
t=s

S 00

Nach einem Ergebnis vadilevsky* ist die ZufallsvariableY, invers-Gamma-verteilt
mit Parameterr =1+i—§ und g :é. Fir die Dichtefunktionf (Y., X) der Verteilung

von Y, gilt also

FOY, X =1, X (BT @) exr{—%)(ﬁj .

X

1 vgl. [Milevsky 1999], S. 150.
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t
E
Nach (GI.3-20) gilt fira# 0, H, :=j E—‘exp(—é?(t—s)) ds

0

o(t)=06H +(6+ap,)exp0t)E, , o(t) =M ,

und fir a? < 26 konvergiertexp(-8t)E, — Qin L,.

Setzen wirS(9) =845 Y, +(6+ a,)exp6 YV E, R() =

-0
L So gilt:
a

L L, . _0.-0
S0 F -~ o,=05Y, undRODF- P, = —

und fir allet >0 sind o(t) und S(f) bzw. po(t) und R(t) identisch verteilt.g,, ist in-
200

a®

o 20 A
vers-Gamma-verteilt mit den Parameters1+—- und 8:=65 F =
a

Fur die Dichtefunktionf (g,,X) bzw. f(0,,X) gilt dann:

F(00, %) = Lg 0 () Tirap (0 UND F(D,,X) =1 0500 (¥)|d s ) (@),

Wir betrachten nun die Grenzverteilungen va) und 77(t) . Es gilt:

HO =B+ 3% =400 -1 =A, - 4(0 () -B,)" und

- 2
/7(t)=ﬂ+%(f5R+gjz—%—%(U(t)—(rsﬂgn =A, 10 -B,)
Somit ist 4(t) bzw. 77(t) identisch verteilt wie

A -i(s(y-B) bzw. A, -3(s(9- B,) .
Da S°(Y) - o,(inL,) konvergiert z(t) in Verteilung gegeny_ := Al—%(a - Bl)2
und7(t) gegeny, = A, -1(o., - BZ)Z.

mit den Dichtefunktionen

F (LX) :1]_001A1[ ) fir(a,ﬁ)(Bl +\/W_X2)2; jr)(:)ﬁ)( Bl—\/m) |

bzw.
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ir(a,ﬁ)(Bz"'\/Z(Az_ X))"' tl’(a,,b’)( Bz_\lz(Az_ )9)

J2(A, - %)

f
f(7.,%) = Loyl ()

Bemerkungen

1. Fur a=0 ist A(t) fur alle t=0 normalverteilt mit E(p(t)) =exp(-6t) p, und

A

Var(p(t)) = 67 1_%;”29”. Somit konvergiertp(t) in Verteilung gegen eine

normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswedt und Standardabweichung

J 2
—Z_ . Man kann sich davon uberzeugen, dla%sf(,bm,x) = Vo exp(—gx J

20 EN

— M2
Entsprechendim (77, X) = ;/5 exp —M :
a-0 0'\/]_7' g

2. Wegen (Gl. 3-34) bzw. (Gl. 3-35) konvergieren Bi®zesse (aul3er in trivialen Fal-
len) nicht punktweise

3. Esqilt:

2

B(0,)=—L-=6 Bo})=— P 26> vafo)=6"-2
(a-D(a-2) 20-a 20-a

Vw():a%i(r— %—T+ 26°5°
I 20|\ 0= ) T (g o) (20 o) (26 3)

a’d 6 _6Y a6 &
Var(nw): z| | Tsr™ T2t 2
20-a o-a a (g-a’) (20-a")(20-3)

-36 -



Lebensversicherung als kollektiver Sparprozess Oskar Goecke

4. Da ,LI('[)ZAL—%(U('[)—BJZ gilt pt)<A =p+irZ, fur alle t=0. Somit ist
f(u,,x)=0 fur x> A ; allerdings giltlinll f(u,, X)=+o.

Entsprechend gilff (77,,X) =0 fur x> A, ; allerdings gilt |irr/1 f(n,,X)=+0.

5. Darstellung der Dichtefunktionen
a) o,

2Cr

a=0.1
15

PN
R

0.0¢ 0.0t 0.1¢ 0.1¢ 0.2¢
ABBILDUNG 3-2: Dichtefunktion der Verteilung vam, fir

[7=0.03;r,= 0.25F = 0.19= 0.undad{0.1,0.2, ... ,1.0.
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25

20

15

1C

0.0
ABBILDUNG 3-3: Dichtefunktion der Verteilung vam, fur

f=0.03;r,,= 0.256 = 0.Ja= 0.und60{0.1,0.2, ... ,1.0.

b) 2.

ABBILDUNG 3-4: Dichtefunktion der Verteilung van, fir
4=0.03;r,,= 0.250 = 0.19= 0.undal}{-0.2,0.0,0.2,0.4,0.6, 0.
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04 0.z 0.2 04
ABBILDUNG 3-5: Dichtefunktion der Verteilung vog, fir
4=0.03;r,,= 0.250 = 0.1a= 0. und#0{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5.

C) K,

20(

15C¢

0.2
10¢
A
_ — A ]
o a=1.0 \;:i;’ze:..g \
\§\\\

0.03( 0.03¢ 0.04( 0.04! 0.05( 0.05! 0.06(

ABBILDUNG 3-6: Dichtefunktion der Verteilung vos, fir
4=0.03;r,,= 0.25¢0 = 0.14= 0. und a}{0.1,0.2, ... ,1.0.
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200
15
10¢
50 0=10 \\
/ \\\
0.03( 0.03! 0.04( 0.04¢ 0.05( 0.05! 0.06(

ABBILDUNG 3-7: Dichtefunktion der Verteilung vog,, fur
H1=0.03;r,,= 0.255 = 0.1a= 0. und 60{0.1,0.2, ... ,1.0.
d) 7.,

0.0F 00C  00f  o01C 0.1t 0.2(

ABBILDUNG 3-8: Dichtefunktion der Verteilung vap, fur
4=0.03;r,,= 0.250 = 0.19= 0.undal}{-0.2,0.0,0.2,0.4,0.6, 0.
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15

1C-

0.0 0.0 0.0¢ 0.1 0.1¢ 0.2(

ABBILDUNG 3-9: Dichtefunktion der Verteilung vap, fur
1=0.03;r,,= 0.25¢0 = 0.1a= 0..und #{0.1,0.2,0.3,0.4,0.E.

Bei der Darstellung der Verteilung vorp, ist zu beachten, dass fla#0

lim f(n,,X)=+0o.

X- A,

3.4 Risikoneutrale Bewertung im linearen Modell

Wenn ein Sparer zum Zeitpunkt0 den BetragVy in den kollektiven Sparprozess in-
vestiert, so betrdgt zum Zeitpunktsein Sparguthabew (T). Wir kdnnenV (T) als

contingent claimbetrachten und defairen Preishierfir bestimmen. Da wir ein einfa-
ches Black-Scholes-Modell zugrunde gelegt haberecknet sich der faire Preis

IT(V (T)) als Erwartungswert des diskontieren Sparprozassies der risikoneutralen
MalRQ — vgl. Abschnitt 2.2.

V(1)) =Eq (exp-AT)V(T) =E( expt 1 T)V(T) L)
mit L, = exp(—%rSZRT —rs,yvg.

Fur die folgende Proposition bendtigen wir das Ewgutial-Martingal(M, ) _, .
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t

M, :=ex j (06)- 1) dWs—gj(a(s)— SF)2 d% fir0<t<T .
[0,t] 0

Ferner seilQ” das zuP &aquivalente WahrscheinlichkeitsmaR, das dul€pl = M, dP
definiert wird. Dann gilt die folgende Proposition:

Proposition 3-9

Im linearen Modell gilt:
71(V(T)) = Vyexp(d, ) Eq (exptp ), (Gl. 3-40)

Ist a=0 (reine LM-Strategie) , so gilt:

v (T)) = \/Oexp{(l— exp(—H'I'))[,Z)O ‘G rSR_‘l‘&(B’;eXp(_gT ) j} (Gl. 3-41)

Beweis

Pg)j+ln(\5)+ﬁo—ﬁ(1) und

0

WegenIn(V(T)) =In(P(T)) - p(T) = In(

In(P<T))=In(F3>+]ﬂ+@Ra(t)—%azm dt+ [ o(9 dw

[0,7]

folgt

In(expCATIV (M) Ly ) ==p M)+ In(R)-3[ (0 ()~ ) dt+ | (o ()~ 1) dw,
0 [0,T]

=In(V,) + P, = A(T) +In(M,).

(M,),..er istein Martingal und nach dem Satz von Girsahisvfur 0<t<T
t
W, =W - [o(9~ g
0

ein Standard-Wiener-Prozess bZgl.

Somit erhalten wir

15 vgl. [Karatzas/ Shreve] S. 191.
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V() =E(expC ET)V(T) L) = Y expP, JE( exp=p ) M)
=V, exp(®,)Ey ( ex{-p T)) .
Wir betrachten nun den Spezialfall=0-
Fallsa=0,soisto(t) =4 undw, =W, - t(d - ) ; aus (Gl. 3-4) folgt dann

P(T)=expCdT)| B, +6 | exppt )dwj

[0, 7]

[0, T]

=exp(-6T)| p,+6 J exp@t )dV\{""UI explt )§ - s )d]

=expEoT)| p,+(6 -,

s”)

I
[0,T]
= exp(OT )P, +5(6 - rSR)%("HT% ep(-8T)5 | exp@t) dw .

[0,7]

0 (T) ist also unter Q” normalverteilt mit

A A A 1- 0T
B (= (1)) = ~eXp-0T ), - 6(6 - 1) BT
., l-expF20T)
V 2
arg (-p (1)) = 62220
Somit folgt:

IT(V(T)) :Voexp(,bo)exp(EQ,(—,Z) (r)+% Va5,(—,2) (I'))
:Voexp([)o(l— exg-6T)) - (6 - rSR)l%(@T) %ZM)

20
Apn L ot
=V, exp (1— exptaT ) ﬁO—M_,_%OA.z( +expeo ))
¢ 20
A a0 3—expEoT) | 10
=V, expi (1~ expt6T )| p, - 6° L Ter
i p{ PET )| Ao 46 2] ]}
:Voexp{ (1- exptoT) ,bo+%[rs -i6( 3 ex()—eT))]]}
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V() EolexpCatV i
In der Abbildung 3-10ist der Graph der Funktioh— (V( )) = Q( pi/,u ) ())
0 0

m(V (1))
0
lungsfunktionV (t) . Wir kbnnen aber diesen Betrag auch\lsrt der Vertragstreua-

dargestellt.

-1 sind die Hedgekosten fur das Finanzprodukt mitAleszah-

terpretieren, denn durch den Beitritt in das Vémsrtenkollektiv kann der Sparer einen
Zusatznutzen (= ersparte Kosten fur das Hedgiradisreren.

1,06 -
0=0,2 (t >x) 6=0,2

1,05 |

103 | 6=0,4

6=0,6

>
A,AA—A"AfAfAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

t: Laufzeit

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

ABBILDUNG 3-10: Hedgekosten des Glattungseffekts; Darstglides Graphen
vont - 7r(V (1)) fiir v, =1, p, = 0,0, = 5%, und9=0,2/0,4/0,¢.

Der Zusatznutzen ist Null bei einer Haltedauer g0 und strebt mit der Laufzeit des

A

Vertrages asymptotisch einem Grenzwert zu. Istdiligs p(0) +%(rSR -35)<0,s0

ist der Wert der Vertragstreue negativ, da der &pdie Reserveauffillung finanzieren
muss.

Bemerkung

Falls a=0, so gilt

lim 7(V(T)) =lim B (exp(-ZT)V(T) = Y exp(ﬁw% (gR—%rﬂj (Gl. 3-42)

Fallsa=0 und 9, =0, so gilt
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lim lln(wj =61y - 167 (Gl. 3-43)

T-0
T 0

Dies bedeutet, dass zum Ende der Vertragslaufeei$gdarer die volle Zusatzrendite
aus dem Risikag der Kapitalanlagen risikofrei vereinnahmen karofes die Re-
servesituation des Sparerkollektivs ausgeglichien is

Ist a>0, soistp(T) unterP bzw. Q" nicht normalverteilt. Somit lasst sich auch nicht
ohne weiteres eine einfache Formel ﬁzi(V (T)) herleiten. Die Darstellung in (GI. 3-
36) ermdglicht aber ein einfaches Monte-Carlo-Satiahsverfahren zur (naherungs-
weisen) Berechnung vorr(V (T)).
Es gilt (vgl. Gl. 3-3)
do(t) =-6 p(t)dt+o(t) dW,

=-8 p()dt+o () dW, + o ()(o () - 1) it

=-0p(t)dt+ (G +ap(t) dW +(F+ ad(1))(F + ad(t) - tg) dt

=[&2 — O+ P(1) (280 —ar - 6) + azﬁz(t)}dt+(a—+aﬁ(t)) dw/

Somit erfullt 5 (t) bzgl. W, die (nichtlineare) SDG
dp() =(b, + b,A(t) +a% p°(t)) d + (G +ap(t)) dW, (Gl. 3-44)

mit b, := (6 - rgy) Undb, :=a(20 - rg) —6.

Da wir im allgemeinen linearen Modell nat> 0 keine explizite Formel fir den fairen
Preist—> E, (expC4t)V () zur Verfiigung haben, wollen wir zumindest mit Klilf

von Monte-Carlo-Simulationen die Werte n&dherungse/®estimmen.

Aus der SDG leitet sich in naheliegender Weisedeshkretes Verfahren zur Simulation
von 77(V(T)) = V,exp(, )Eo (expt o (T') ab. Wir untersuchen den Einfluss den An-

passungsparameteasuf den Wert vorrz(V (T)).
Fiir r,=0,25:9, = 0V, = 1T = 10§ = 0,05und= 0,2/0,4/( ergeben sich bei

jeweils 10.000 Simulation mit einer Schrittweitenva = ﬁ) folgende Werte:

-45-



Oskar Goecke: Sparprozesse mit kollektivem Risikoausgleich

1,05

1,04

1,03

1,02

B A A A w A

1,01

1,00
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22 0,24 0,26 0,28 0,30

a: Anpassungsgeschwindigkeit

ABBILDUNG 3-11: Hedgekosten des Glattungseffekts; Darstglides Graphen
von a> ]EQ(exp(—[/t)V (t)) firt=10,v,=1,0,= 0,6 = 5% 6=0,2/0,4/0,¢€

Fura = 0 konnte wir die Naherungswerte aus der Sinutathit den exakten Werten
unmittelbar vergleichen:

relativer
Néherung exakter Wert Fehler
Theta = 0,2 1,04740219 1,04738963 1,20E-05
Theta=0,4 1,02644852 1,02644778 7,22E-07
Theta = 0,6 1,01782464| 1,01782400 6,33E-07

Der vernachlassigbare relative Fehlerdix O ist allerdings keine Gewahr fur die Glite
der Approximationen fiia > 0! Aufgrund des quadratischen Terms @» 0) in der
SDG (Gl. 3-40) kénnen sich namlich auch bei kleiBehrittweiterA instabile Simula-
tionen ergebet.

8 Fihrt man fiir die obige Fallkonstellationen dienSiationen mit einer Schrittweite von 1/1000 durch,
so ergeben sich keine wesentlich anderen Werte d8eiSimulationsrechnungen wurden varianzmini-
mierende Techniken verwendet (vgl. [Seydel] S.99 ff
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3.5 Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit

Ruinwahrscheinlichkeit

Wir wollen vonRuin sprechen, wenR, = B =V, <0 < p()<0 = p()<-0,y -

Ruin bedeutet also, dass bei sofortiger Liquidatiag vorhandene Vermégen nicht aus-
reicht, um alle individuellen Anspriche zu befrgeh. Ruin in diesem Sinne bedeutet
also nicht das Ende des kollektiven Sparprozesegew (Gl. 3-5) wird lediglich die
Deklaration herabgesetzt - ggf. kommt es zu eiegativen Deklaration — d.h. die Ver-
sichertenanspriche werden reduziert.

Wir wollen von einem BeinaheRuir sprechen, wenn p(t)<p.., d.h.
ﬁ(0<:pmm"pzm-

Wir betrachten zunachst den Falk=0, d.h. g(t) =J fur alle t[0, T]. Dann haben
wir fir den Reserveprozess folgende Darstellunyy fagpposition 3-4):

2, :exp(—é’t)(,bo+&Mt) mit M, = j exp@s)dw,;

[0,1]

das MartingaI(Mt) hat die quadratische Variation

exp(260t)-1

[M], :lexp(ZHs)ds: -5

Wir definieren zwei Kenngrol3en, namlich

G ::@O :M . relativer Reserveiberschuss zu Beginn
g g
b::m ; strategischen Reservepuffer
o

Proposition 3-10

Seia= 0 undT > 0, dann gilt fur die Ruinwahrscheinlichkeit ineigaum[0, T] :

P(min p(t)<pmin):1— P(W,< g (o) fiir alles [0,S, ) , (GI. 3-45)

0<t<T
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hierbei ist g(s):=c, +b\/1+ 265 , ST::%;H und (W,) ist ein Standard-

Wiener-Prozess.

Beweis

Es gilt:

P (EELUF p(t)<pmin) = P((QISQ p(t)<_(lozie|_pmin))

1-P(p(t) = ~(Pse = Puin) flr allet T[0T )

1-P(exp(~0t)(2, +OM ) = (050 = ) Tir allet 10T )
(M, 2~(c, + bexp@t)) firallet[0,T])

1_

e

Durch eine Anderung der ,Ablaufgeschwindigkeit* kawird das Martigal(Mt) Zu ei-

M, so gilt[M], _ =s und

nem Standard-Wiener-ProzeéSetzt mant(s) := ©

W, = M,y ist ein Standard-Wiener-Prozess bzgl. der FittraG := F .
Hieraus ergibt sich fis; = t*(T) :%;r)_l:

P(ggtlsq o(t) <,omm) =1- P(M 2 —(c, + bexp@t)) firalletD [0 ])
1-P(M, = —(c, + bexp@t(9)) fiirallesd[0,S

=1-P(W,2-g(9 firallesd[0,5 )

=1-P(W,< o(9 furalles0[0,5 )

Hierbei haben wir ausgenutzt, dags und -w, identisch verteilt sind. Wir kénnen an-

nehmen, dass+ ¢, >0 , da andernfallp, < p . .

" Time-Change for Martigales- Theorem, vgl. [Karafz8hreve] S. 174
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Die Ruinwahrscheinlichkeit hangt also (bei gegebenéeithorizontT und Anpas-
sungsgeschwindigke#l) vomrelativen Reserveuberschuss zu Begigrund demnstra-

tegischen Reservepuffbrab.
In der Abbildung 3-12 sind beispielhaft zwei Stand@/iener-Prozesse dargestellt, mit
der Barrierefunktiong(s) = by/1+28s + ¢ mit 8=0.5,b=2 und ¢, = 0. Dem In-

tervall sO0[0; 2] entspricht das ZeitintervallJ[0; In(3) = 1,0986] . Um den Ruinfallin
der Abbildung illustrieren zu kénnen, wurde eiratel niedriger Wert flib gewahlt.

4,0 -

—5(s)
3,5 Prozess 1

——Prozess 2

3,0
2,5 1
2,0

1,5 -

1,0 1

05 -

0,0

0,5 +———— ; ; ; ——— T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

ABBILDUNG 3-12: Zwei Pfade eines Standard-Wiener-ProzasseBarriere
a(s)

Numerische Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit

Proposition 3-10 erlaubt es nun, die Ruinwahrsdiohikeit zumindest naherungsweise
zu bestimmen. Statt der speziellen Funktigfs) = b/1+28s + ¢ konnen wir das
Problem etwas allgemeiner darstellen.

Seig:R, - R, eine 2-mal differenzierbare Funktion mit
g(0)>0,g (X)>0und d (X< 0 fir alle XIR, .

Fir s=0 sei
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g.():=9(9+ d(3( t $= 65 sO)s tE)

die Tangente an die Funktion— g(X) an der Stells.

In Abhangigkeit von der Funktiog(x) definieren wir Stoppzeiten:
r=inf {t: W() =g} undfirs=0:7_=inf{t: W() = g(}} .

rist der Zeitpunkt, in dem der Wiener-Prozess eaBghden Grapherx— g(x) trifft
und 7 ist der Zeitpunkt, in dem der Wiener-Prozess eagrden Graphen der Tangen-
ten X— g.(X) trifft; vgl. Abb. 3-13.

Lemma 3-11
Ist t — c+ bt eine Gerade und ifW, (1)), =(z+W)) _, ein Wiener-Prozess, der

von z[IR aus startet, so gilt fur die Verteilung der Stagipz
7@ =inf{t:W,() = c+ b}:

-4 3 - 2
P(T(Z) Ddy) =% y 2 eXF{_WJ dy (G| 3-46)

Beweis(vgl. [Karatzas/ Shreve] S. 196f.)

A t—=c+bt

W= (1)

by

A4
~

(2)

ABBILDUNG 3-13: lllustruation zum Lemma 3-10
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Bemerkungen
o= g (em 2t BY’
1. i 2 -7 |=
Jn})\/_ eXp 2y

2, P(W(Z)(t) < c+ bt fur alle t0[0,S) = 1-P(r? < $

= ,{ Cz_m)} (61, 347)

o'—.m

2X

3. Wendet man das obige Lemma fii= g(9) - sg($ b= § » und=z0 an, so
erhalt man:

P(r, Ody) = %9(3), exp{ (g(9 - dz(j(s— y) ] (Gl. 3-48)
Vi

Zur Vorbereitung auf die ndchste PropostiongeR, — R, eine 2-mal differenzierba-
re Funktion mit

g(0)>0,dg (X)>0und ¢ (X< O fir alle XIR,

und fur s20 seit— g,(t):= g(9 + d( $( t $ die Tangente an den Graph der Funkti-

on X g(X¥ an der Stells. Ferner setzen wic,(X):= g(X — d( $ >

C.(X) kénnen wir geometrisch deuten als den den Schnittpmit der Ordinaten-Achse
der Geraden, die parallel zur Tangente verlauftdurdh den Punkfx, g(x)) verlauft.
Insbesondere gilg,(t) =c,(9) + g(9 t.

Wie oben bezeichne =inf {t: W() = )} den Zeitpunkt des erstens Treffens des
Wiener-Prozesses auf die Funktig(t). Schlie3lich bezeichng(u) die Dichte der Ver-
teilung der der Stoppzeit, also

P(r<x) :IP(deu) :fw(LJ) du.

Eine explizite Formel fir die Dichte kbnnen wir Imidherleiten, jedoch eine charakteri-
sierende Intergralgleichung.

Proposition 3-12
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Definiere die FunkionerF_:[0,s] -~ R und G, :{(x y)OR?:0< x< y< $ - R

)=y exp{_(cs(s)+ y d(3) J: v eXIE_( 43 4N s )yj
2y 2y
und
_a®-e), o2 [ (c9-e(3+ a3 ¥ X
M T I ex’{ 2(y- 3 J
BERC I C IS I (9.9 aR+ d(3( ¥ X
g(9-d(9s 2( y X

Dann erfillt ¢ (x) die folgendeVolterasche Integralgleichung erster Amit Kern
G (% y):

F(y) =ft//(x) Gy(x Y o furalleo<ys<s (Gl. 3-49)

Beweis von Proposition 3.12
Wie oben definieren wir die Stoppzeiten

r=inf {t: W() = o3} undflrzr =inf{t: W() = g(}} .

Dafiro<y<s g(y)sa(y ,folgt{r,<y} { 7.<y 4§ <}y und somit

P(rssy)zP(rss Y, T < y)=J¥P(rSs y|r = >§(//(>§ d>.

0
BezeichneW, () einen ing(x) startenden Wiener-Prozess; wir betrachten diegStop
zeit f::inf{t:Wg(X)(t) = g(x+ 9} ; dies ist der Zeitpunkt, zu dem ein Wiener-Prozess

der im Punkg(x) startet, die Gerade— g (x+ t) trifft — vgl. Abbildung 3-14.

Aufgrund der starken Markov-Eigenschaft des WidPizesses gilt filb<x< y< s

P(rssy| r:x):P(fs y= X,
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U~
gs(x)_g(x){ :
Z'=; X iz VoS
=

ABBILDUNG 3-14: Die Stoppzeiten, 7, und7 .
Fur c,(X) = g( X — d($ > folgt mit Hilfe von Lemma 3-10:

P(rssy| r:x):P(fs y= X

_g.-ag 7 2 (9.0 -g(R+ d(3Y)°
_—\/ﬁ {u exy{ 0 ]du

_e(9-a 2 [ (e(9-a(R+ d(3 Y
——\/E !u exy{ 24 Jdu

Somit folgt:

P(r <y):P(rss y, T < y):IP(rss y| 7= >§¢/(>§ d>.

s =
0

g SOZED T p{ CCRCATE VJ duc

Andererseits gilt:
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ol o) 562 fu o (02901

Somit erflllt die Funktiony (x) fur alle 0 < y < s die Integralgleichung:

i S50 ] 600 0

J2r 2u
3@ J'u 2 exp[—(C (9 +2L:J J( 3) J du

Differenziert man beide Seiten naghso erhalt man:

d ¥ a(9-c(3F 2 [ (c(9-a(I+d(3Y
d_y{J;w(x)—\/E J; v exp[ oy Jdvd%

:fl//(x)M(y— x)_gex;{—(CS(S)_ sOh+ d03( v X ]dx

sﬁ\

2y

Jor 2(y-x)
+lﬂ(Y)—S(S\)/2—CS(9 dim h 2exp( (c(9- Q(2)9h+ g(3 b J
c(9-c(B, L2 [ (c(9-a+ g3y ¥’
—jw()—J— (y=% ex;{ Yo }dx
und
dle(9F 2 [ (e(9+ud(3)’ ). |_ a3 (o 3+ ya )’
dY{\/ZTou eXp[ 24 Jdu} y? ex{

Hieraus folgt die Behauptung.
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Bemerkung
1. Da Iing F.(y) =lim G(x y =0 lasst sich die obige Volterasche Intergralgleichun
yl Xty

erster Art nicht durch weiteres Differenzieren ineeintergralgleichung zweiter Art
uberfihren?

2. Man beachte, dass obige Darstellung nicht usthét auf eine lineare Funktion
g(x) = c+ b x angewendet werden kann, da in diesem Fglie) — g(® =0 und

somit G,(x y) =0. Approximiert man die lineare Funktiog(x) = c+ b x durch ei-

ne Folge von Funktioneg™(X) die samtlich die Voraussetzungen von Proposition
3-12 erflllen, so konvergiert die linke Seite déeiGhung (Gl. 3-45) gegen

e o)
2y

und die rechte Seite der Gleichung (GI. 3-45) kogiest gegen%w(y). So-

mit kann man aus Proposition 3-4 als Spezialfalieeilinearen Funktion
g(x) = c+ b xableiten.

Ist g(x) = c+ b x eine Gerade, so lasst sich bei gegebenem BetrayditarizontS die

Ruinwahrscheinlichkeit explizit angeben. Wir wolldies nutzen, um fur die gesuchte
Ruinwahrscheinlichkeit leicht zu berechnende unterd obere Schranken zu bestim-
men.

Hierzu betrachten wir fur einen festen Betrachtiiogzont[0,S] die Sekanté(s) der
konvexen Funktiom(s), die die Punktg(0) undg(S) durch eine Gerade verbindet:

h(s =T+ bs mitc:= g(0) und Ezzw.

Fur ein zO[0, S] betrachten wir ferner die Tangengg(s) an den Graphen der Funkti-
on s~ g(9 an der Stelle:

9.(9=c+hsmit ¢=d - § ¥ and b= 'g).
Wir definieren die Stoppzeiten

r=inf{t:W() = o9}, 7:=inf{t:W() = h(9} und7z,=inf{t:W(D) = g, (D} ,

'8 Bronstein 2006] S. 605ff.
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danngilt7<7<7,,dennh(9 < g 9< g( ¥ furalle s @[O0,

8:(1)

g

h(1) |

O Z/: TT A LS‘

ABBILDUNG 3-15: Abschatzung der Ruinwahrscheinlichkeit

Somit gilt fiir alle z0O[0,S] P(7,<S)<P(r< 9<P(f< $ und mit Lemma 3-11
ergibt sich schliel3lich

s 3 2 s s = 3 2
.[\/CZZ_,TX Zexp[—(cz-;—t)):x)]dxsjz//(x) dxsji X2 ex ——X) (o)
0 0

(GI. 3-50)
BemerkungEs giltnicht P(7 < S) :sup{ P(r,< 9 :0c = $!

exp(20T )-1
20

IOZieI B Iomin
)

Wir berechnen die Schranken far(s) = ¢ + b/1+28s und S= S =

mit COZM (relative Reservelberdeckung zu Begyinmd b=
o

(strategische Reservepuffervgl. Propostition 3-10.
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p =90 55 &PON-T 1 gy 200, S ]

Es qilt dannc = b,
g €=C* S, exp(26T)- 1

1+ 6z und b = 6b
J1+ 26z J1+ 28z

Die Abbildung 3-16zeigt die jeweils obere und untere Schranke fi@ Hhjahrige
Ruinwahrscheinlichkeit in Abh&ngigkeit vdnfir verschiedene Anpassungsgeschwin-
exp(20)- 1

26 '

C,=C,+Db

digkeiten @ . Hierbei ist zu beachten, dass lUF1= S =

Fir 8= 0 fallen die obere und die untere Schranke zusamfiie@,= 0, 2 sind die obe-

re und die untere Schranke in der Abbildung kaurargerscheiden. Soll beispielsweise
die 1-jahrige Ruinwahrscheinlichkeit nicht den Wyt 0,5% Ubersteigen, so muss der

Zielrerservepufferp,, — 0., mindestens das 2,6-fache der strategischen Rigkse
tion der Kapitalanlag& betragen.

2,0%

—0=0
——6=0,2 (obere Schranke)
--- 0=0,2 (untere Schranke)

1,5%
—o=—0= 0,5 (obere Schranke)

— = 6=0,5 (untere Schranke)

1,0% -

0,5%

0,0%

b — pZief _pmin

o

ABBILDUNG 3-16: Ruinwahrscheinlichkeit in Abhangigkeit \vmn

Der allgemeine FallaZ 0

Falls a# 0, so gilt nach Proposition 3-4
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p(t) =exp(-6t) 8, + p,)

~ t
mit U, := _f X dW,, X = Et[“ 25, +6’j ex‘;(es) ds} und E, :exp(aV\/t -1 ﬂ
o

[0,t]

S

t
(U,) ist ein Martingal mit quadratischer Variatifd] :Ixf ds.
0

,00 — 170 I~Ziel pO leeI Und b leeI pmm .

Wir setzen wie ober, ==
o) o)

P((l)’]s‘] (t)<pmm)— (mtlsrT\ ﬁ(t)<_(pzie|_pmin))

<T

1-P(p(t) = ~(Pse — Puin) fUr allet T[0T )

=1- P(exp(—gt)(f?o +oU ) 2 ~(Pger ~Prin) fr allet D[OT ])
=1-P(U, = —(g, + bexp@t)) furallet[0,T])

Durch eine Anderung der ,Ablaufgeschwindigkeit* kawird das MartigaI(Ut)zu ei-
nem Standard-Wiener-Proze&s=ur die Stoppzeitr (s):=inf{t:[U], > ¢, gilt dann

[U],, =8 und W,:=U,y ist ein Standard-Wiener-Prozess bzgl. der Fitirati

7(9)

Gi=Fyy-

(mm ,o(t)<,0mm) 1- P(U, = (g, + bexp(8t)) fur alletd p,T1)

O<t<T

p( N,z —( G+ bexp@r (s)) fur aIIesD[O,Sr]) ,

hierbei ists, =[U], .

Die Ruinwahrscheinlichkeit ist also eine Funktioonv(a, 8, T, b, c,) und ist insbe-

sondere unabhangig von den Kapitalmarktparametgrp, , g,,) -

Ist speziellp, =0, so giltc, = 0 und

min ,o(t)<,0mm) 1- P(Wsz—bexp(er(s)) fur allesd D,Sr]) .

0<t<T

% Time-Change for Martigales- Theorem, vgl. [Karafz8hreve] S. 174
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Die folgendeAbbildung 3-17zeigt den Effekt der Anpassungsgeschwindigaeitf die

Ruinwahrscheinlichkeit. Bei einem vorgegebenen ¥kniis von b:M:LS
o

betragt die 1-jahrige Ruinwahrscheinlichkeit ruddd wenn die Risikoexposition nicht

angepasst wird (d.la = 0); bei einer Anpassungsgeschwindigkeit aon 0,5 beobach-

tet man eine Runiwahrscheinlichkeit von 0,04% (4neupei 10.000 Simulationen).

12%

—+—Simulation (b=1,5; 6=0,2)
-]- = Approx. (b=1,5; 8 =0,2; obere Schranke)
10% = Approx. (b=1,5; 8 =0,2; untere Schranke)
—s—Simulation (b=2; 6=0,2)
= Approx. (b=2; 8=0,2; obere Schranke)

8%

? \ = Approx. (b=2; 6=0,2; untere Schranke)
) \
4%

2%

0% T T - - » » * » ]

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Anpassungsgeschwindigkeit a

ABBILDUNG 3-17: Ruinwahrscheinlichkeit in Abhangigkeit \asr Anpassungs-
geschwindigkeit a. (jeweils 10.000 SimulationenI@ Anpassungen pro Jahr)

Die Abbildung 3-16zeigt, dass die Ruinwahrscheinlichkeit deutlicduaert werden
kann, wenn nicht nur die Deklaration, sondern alienRisikoexposition der Kapitalan-
lagen entsprechend der Reserveposition angepassbt Iwidieser Hinsicht ist also ein
echtes ALMatsachlich einer reinen Deklarationssteuerunglégen.
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4 Glattung des Anlagerisikos

4.1 Anlagerisiko bezogen auf das Endkapital

In dem oben beschriebenen linearen Modell wollenden Effekt des kollektiven Risi-
koausgleichs im Falle einer Einmalanlage vom Betragtersuchen.

Investiert man den Betrag 1 in das Portfolio desJLihne Teilhabe am kollektiven
Ausgleichsprozess), so betragt die Rertlite

P(T)
MD(T)—— ( 5 j [Ip(i) dt+[0jT o() dVVJ (Gl. 4-1)

0

bei einer Anlage in das Versichertenguthaben (agdleilnahme am kollektiven Aus-
gleichsprozess):

= j (t) dt, (Gl. 4-2)

1 (V™)
n,(T) = l(voj O

Fallsa=0, so gilt u,(T) = £1+Z und
° T

1 exp-6T ) J

ns(T) = T T

j (1- expE8 T -1)) dW (Gl. 4-3)

[0.7]

Begrindung:

Da fura= 0 n(t) = z+bp(t) (Gl. 3-22) undp(t) = exp Ht)( +0j exgés) d\N]

[0,t]

folgt

7o(T) = u+—jp(t) dt = u+—jexp(—et)[po+aj exp@s)dWJ

[0.t]

1
‘Q)
b

R 1 exp6T) 90'.[
T T

j exp(—Ht)exp(Hs)dWS] dt
[0,t]

" 1 exp(—eT) 06
T

j j exp(-6t) exgds) dt dw,

[0,T] s

11
E)
b

2 Gemessen als annualisierter stetiger Zins.
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1-exp6T )+£

= j (1- expE8(T - 9))) dW, .

[0,T]

=+ Py
Insbesondere igp, (T) normalverteilt mit

~ . 1-expeT
E(”D(T))::u-'-pO#() und

T
A2 T , s _ » )
Var(HD(F)):%j(l— expE6 T - s)) :0?(1_(1 exp Tz))eng_ expt T)]

Wir bestimmen nun fiir den Fadl # 0 Erwartungswert und Varinaz vop, (T).

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.2

A

t
U= [ X, dW, und X, = Et(1+r+9J' expE(Hs) ds] fir 7:= 2P
0

[0.]

g

S

gilt nach Proposition 3-4
p(t) =exp-6t\GU, +4,)
pt) = a+(b-86)p(t)-3a’p*(y),

nt)=@a+bp(t)-1a’p%(t) mit =g +rsx6-162% undb:=60+ a1~ 0).

Wir setzen abklrzend

t exp@at)-1
J. (@)= [expas)ds= a
0 t fura=0

fira 20

und

~ . exp@t)- 1-at
J(a)= j J.(a) ds= a’
0 1t? fallsa =0

fallsa#0

Proposition 4-1

a’d? <
J. (& - 268)+ p, Restterr (Gl. 4-4)

E(n,(T)) =4 -
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mit
Restterm=
JT(—H)( ae&j az\]r(af—ze)( 280 . j )
X lar.,+6+ - + falls 8% a
T SR 2-6 2T -6 P
aaexp(—a T)+(1+ ~20 'OOJM falls 8 =a?
a 2 T
Beweis

Mit Hilfe der Darstellung aus Proposition 3-7 etbalwir
E(n(1) = i1-3a°0*exp DR U2 )+ Ao )
WegenE( ) exp(26t )J,(a° - B) + py( .) folgt
1T 252 T

B(r,(T)) == I (n(0) = j 3,(& - 28)+ p, Resterm

0

Die Berechnung des Restterms ist einfach, abersatwdnsam; es ergibt sich

— - 2 — -
Resttern+ JT(TH)( A, + 0+ a@aj_ a4 (d 20)( Eag9+,boj
a —

a-6 2T

Bemerkung:

Die erwarteten Renditen stimmen also bei ausgegtiehAnfangsreserve (d.hg, =0)
Uberein; weicht die Anfangsreserve allerdings vendelreserve ab, so ergibt sich bei
einer Investition in das Versichertenguthaben énsatzrendite (fallsp, >0 ) bzw.

ein Minderrendite (fallsp, <0).

Falls 26> a?, so gilt

a’g’

T"[nw E(7,(T)) = [I‘m

Wird also die Risikoexposition jeweils an die Resgosition (Aktienquote) angepasst,
So ergibt ein eine geringere erwartete Renditdail®iner reinem.M-Strategie bei der
nur die Deklaration an die Reserve angepasst Wirekbei ist zu beachten, dass die

Grenzverteilung vorz(t)), _ fiir a#0 schief ist.

-62 -



Lebensversicherung als kollektiver Sparprozess Oskar Goecke

Proposition 4-2
Ista=0, so gilt

Var(1, (1) —%( (l_exp(_m%f xpLoT )]. (Gl. 4-5)
Ist a# 0, so gilt
2 Tt a40".4 _
Var(r, (T)) —zﬂ h(s 1) dsdt e F(a-29) (Gl. 4-6)

f(s) 1) (B(UZU?) - B(U2)B(U?)) + 19 g IB( L)

it h(s t):=
s d { +f(t)g(s)E(usU3)+g(sq)E(LE)

und f () =—1a’6%exp- Bt)undg { =& exptdt (b- €2, exp(@t).

Beweis
Wir setzen7(t) :=n(t) ~E(n(t)), U, :=U? —]E(Uf), dann gilt (vgl. Proposition 3-7):
7@ =fOU, +gHu,

Var(n, (T)) = E(('?o (M) ~E(7, (T)))z)

_TZE{[J;q(t)dt]J = {jo (7(97(Y) dsdi
Fur s<t folgt dann

E(7(97(9) = f(9 {HE(T, U)+ f(3 dIE( U U)
+9(9 F(OE(U,U,)+ o9 IE(U U)

= f(9) f(t)(]E(Uf Uf)—E(Uf)E(Uf))Jf f(9 < IE( U2)
+9(9) FOE(U, )+ g9 4)IE( U)
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Mit Hilfe der Gleichungen in Praposition 4-2 lasgth somitVar(r, (T)) explizit dar-

stellen. Das Doppelintegral kann explizit ausgenethwerden, da(s t) als Polynom
der Argumenteexp(s) und exp( ) dargestellt werden kann.

Das Rendite-Risiko-Profil

Wir wollen nun das Anlagerisiko und die zu erwaderRendite miteinander in Bezie-
hung setzen.

In unserem einfachen Kapitalanlagemodell (vgl. Aosit 2.2) ergibt sich bei einer
Constant-Mix-Strategie bei einer Anlage vom Betrdgend einer Laufzeit voi ein
Endvermdgen von

P(T) =exp(Tiz+GW ), wobei g := 7 +r,, 6 - 16°.

Hierbei istd = 0 die gewahlte Risikoexposition. Déwartete (Jahres-)Renditeetragt
dann

E(%In(P(T))) =[=H+r1,0-%67,

N[~

und dieannualisierte Volatitat der Renditeetragt

\/T Var(% In( P(T))j =4.

Die erwartete Rendite und die annualisierte Vatatilstehen also unabhangig von der
Laufzeit in einem festen funktionalen Zusammenh@gty Abb 2-5).

Wir vergleichen nun die Constant- Mix- Strategid¢ einer Anlage in das Versicherten-
guthaben. Hierbei wollen wir in unserem linearend&lb zunachst eine reine LM-
Strategie (d.ha =0) betrachten.

Die erwartete Rendite bei einer Anlage von 1 betlagn

E[%'”(WT))j =5(70(T) =+ LD,

und die annualisiere Volatilitat

\/T Var(%ln(V(T))j = TVar(n, ()= o6, T
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mit g(8,T):= \/1—(1_ eXp(_HT%T?’_ eXPtOT ) fur 6T #0 und g(@.T):=0 fir

g1 =0.

g(6,T) kdénnen wir alsDampfungfaktorinterpretieren, denn er gibt an, in welchem

Verhéltnis die Volatilitdt der Ablaufrendite durchie Zwischenschaltung der kollekti-
ven Reserve gemindert wird. Zu Beginn der Vertiagfzleit (d.h. bei hoher Restlauf-
zeitT) ist der Dampfungseffekt gering, denn es gilt #ir0: lim g(6,T) =1. Mit

fortschreitender Vertragsdauer bzw. sinkender Refteit nimmt der Dampfungseffekt
zu, denn es gilgm0 g(6,T) =0. Aus Sicht eines Altersvorsorgesparers ist dirssehr

erwunschter Effekt, da mit ndher riickendem Rentginbedas Sicherheitsbedirfnis zu-
nimmt.
11%

10%

S Y

-?Mi;s?\\

——— =A=Theta = 0.5

9%
8%
7%

6%

—o=Theta =0.4
x=Theta = 0.3
4% ~o=-Theta=0.2

5%

o : annualisierte Volatilitat

—o—-Theta=0.1
3%

2%

1%

0%

40 35 30 25 20 15 10 D 0

Restlaufzeit des Vertrages

ABBILDUNG 4 -1: Dampfungseffekt bezogen auf die Ablaufrendifgbhangig-
keit von der Restlaufzeit des Vertrages; ag0:10%, g, =0,

60{0.1,0.2,...,0.5

In den folgenden Abbildungen wollen wir dd®endite-Risiko-Profilim (o, ) -

Diagramm illustrieren: 0 steht hierbei fir das Risiko der Anlage, gemesakn
annualierte Volatilitdt ungu steht fir die erwartete Rendite, gemessen algestelah-

reszins. Als Referenzkurve dient die arbitragefi€apitalmarktkurve (vgl. Abschnitt
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2.2); sie entspricht dem Rendite-Risiko-Profil diegestments mit einer Constant-Mix-
Strategie, bei der zu jedem Zeitpunkt die Aktiertqu{bezogen auf die aktuellen
Marktwerte) konstant sind.

Wenn wir eine reine LM-Strategie unterstellen=0; das Portfoliorisiko wird nicht an-
gepasst), so istf, (T) normalverteilt; dies bedeutet, dass wir die Ripikdile mitei-
nander vergleichen kdnnen.

Die Abbildung 4.2. zeigt die Wirkung des Glatturaddbrs ¢ auf das Rendite-Risiko-
Profil; bei einem niedrigen Wert fif andert sich die Deklaration nur sehr trage. Al-
lerdings ist zu beachten, dass fiir niedrige Westévauch die Ruinwahrscheinlichkeit
zunimmt,

6%

=Const-Mix

-0~Theta= 10%
—=Theta= 20%
—=Theta= 30%
—=Theta= 40%
—o-=Theta= 50%

5%

erwartete Rendite

4%

3%

0% 5% 10% 15% 20%
Risiko = annualisierte Volatilitat

ABBILDUNG 4 -2: Rendite-Risiko-Profil, LM-Strateg{a = 0), T=5und
60{0.1,0.2,0.3,0.4,0.E.
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6%

= Const-Mix
-~T=30
(0] —--T=10
5% .
% —==T=5
[
2 —-=T=2
g —o=T=1
9]
et
@
3
—
o
4%
3%
0% 5% 10% 15% 20%

Risiko = annualisierte Volatilitat

ABBILDUNG 4 -3: Rendite-Risiko-Profil, LM-Strateg{a= 0) 6 =0.4und
TO{L, 2,5,10, 30,

In Abbildung 4.3 ist die Abhéngigkeit des Renditisiko-Profils vom Anlagehorizont
dargestellt; fir einen langen Anlagehorziont ist @dattungseffekt bezogen auf die
Rendite schwach.

In den obigen Darstellungen wurde unterstellt, das€) und p, =0. Wir untersuchen
nun den Effekt der Parametarund p, auf das Rendite-Risikoprofil. Fta# O ist al-

lerdings zu beachten, dass dig(T) nicht normalverteilt ist und somit das hier darge-

stellte Rendit-Risiko-Profil nur bedingt geeignst, iden Zusammenhang von Rendite
und Risiko zu vergleichen.
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6%

= (Const-Mix
-=a=0

——a=0.1
5%

—=a=0.2
-=a=0.3

-o-a=04

erwartete Rendite

4%

3% & T T r T . . . . . . : : :

0% 5% 10% 15% 20%
Risiko = annualisierte Volatilitat

ABBILDUNG 4 -4: Rendite-Risiko-Profil@d=0.4, T=5, p,=0 und
all{0,0.1,0.2,0.3,0.4

7%

6%

5% :
0 = Const-Mix

—o—rhoD0 =0.1

4% ——-rhoD0=0.05 — |

erwartete Rendite

=o=rhoD0 = 0

—~rhoDO =-0.05
3%
—=rhoD0 =-0.1

2% ——— — ———
0% 5% 10% 15% 20%
Risiko = annualisierte Volatilitat

ABBILDUNG 4 -5: Rendite-Risiko-Profil@=0.4, T =20, a=0 und
2,0{-0.1,-0.05, 0, 0.05,0..
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4.2 Anlegerstress wahrend der Vertragslaufzeit

Im letzten Abschnitt haben wir das Anlagerisiko dig Rendite bei Ablauf des Vertra-
ges (d.h. zu Beginn der Rentenbezugs) untersucimtizit wird also unterstellt, dass
der Altersvorsorgesparer ausschliel3lich auf dempdekt des Ablaufs des Vertrages
fokussiert ist.

Wir wollen nun denAnlegerstressvahrend der Vertragslaufzeit analysieren. Hierzu
vergleichen wir die Constant-Mix-Strategie mit déalatilitat einer Anlage in das Ver-

sichertenportfoligV (t))

0<t<T *

Der WertprozesyP(t))_, =(P(d, 1)), einer Constant-Mix-Strategie mit der gleich-
bleibenden Risikoexpositiond wird im Black-Scholes-Modell durch die folgende
SDG beschrieben:

dP(t) = P(9) (@ dt+& dWy) (mit Drift = 7+ r,6-162).
g konnen wir also als den (gleichbleibend@n)egerstresinterpretieren.

Im Vergleich hierzu ist der Wertprozefé(t)) lokal sicher also stressfrei, denn

Ost<T
dV(t) =V(t)n(t) dt.
Gleichwohl handelt es sich langfristig nicht umeegichere Anlage, denn wegen

me) =u4t) +6xt)
fuhrt eine schwankende Reserve zu schwankendemigkinen.

Die folgendeAbbildung 4-6soll zunachst den ,Glattungsprozess” illustrierBetrach-
tet wird die Wertentwicklung einer Einmalanlage vBetrag 1. Ist der Sparer unmittel-
bar am Anlageerfolg beteiligt, so fihren Wertschkeanmgen am Kapitalmarkt unmittel-
bar zu gleichgerichteten Wertdnderungen des Spidalapnvestiert der Sparer hinge-
gen in das Versichertenguthaben, so werden Wertsdhumgen durch Einschaltung der
kollektiven Reserve dedampft — die Wertentwickurfglgt daher gleichmafig.
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18,0

16,0 ; A
—Portfolio: P(t)
14,0 —Versichertenguthaben: V(t)
12,0 / /
10,0 '\v
8,0

6,0 | [\
4,0 | A

2,0

0,0 T T T T T T T T T T T T T 1
0 60 120 180 240 300 360
Monate

ABBILDUNG 4 -6: lllustration des Glattungseffekts; unterstelird das lineare
Modell mit z7=3%,r,,= 0.254= 0.4a= 0= 0.2, =

Wir wollen zunéachst ein sinnvolles Schwankungsméafl den Deklarationsprozess
(n(t)) definieren.

Wir setzen

r/Stresﬂ::\/E(% [(7Cx=m5( 37 d}:JéjE(nZ()t) &E(72( )). (Gl 47)

nStres¢ 7 ist das stetige Analogon zur Standardabweichuner estochastischen Zeit-
reihe; nStres¢ T=0 genau dann wenrp(t) f.s. konstant ist/Stres§ 7 ist also ein
sinnvolles Schwankungsmal fir den Deklarationsgsoze

Bemerkung:

Dieses Schwankungsmald kann nicht ohne weiteredi@éinlage in ein Constant-Mix-
Portfolio Gbertragen werden, da man nicht sinngmlemomentane Verzinsuragfinie-
ren, sondern jeweils nur fir einen ZeitabschAitt O die (annualisierte) Rendite be-
stimmen kann:

P(t)

Xa (t) = 1In[m

P N )
! =+ S w-w), (Gl 48)
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hierbei seiP(t) der Wert eines Constant-Mix-Portfolios zum Zeititent mit gleich-
bleibender Risikoexpositiod . Beobachtet man in den Zeitabschnitiep], [A, 24],
[24, 3A],....,[N — DA ,NA = T] die Wertentwicklung des Constant-Mix-Portfolios, s
kénnen wir analog zu (Gl. 4-7) den Anlagestressdsen:

PStresg( ‘17::\/ ( ZN: ,g<( K)-— j mit X :%ZN: X, (KA) . (Gl. 4-9)

Es gilt: X, = ,[1+$Wr und

k=1

PStress( TU\/E(%Z(%( W - w.m)—%j ]

e 2
J\/N Z(AZ ((\NKA Wi l)A) ) ATE((WA Wi1pa) \N)"'IE’[V\Ir D (Gl. 4-10)

k=1
N
P iz 1 2A AL 1 1 P 1 l
Nal\A AT T AT
Der Anlegerstress ist also abhangig vom ZeithotiZbind der Lange der Beobach-
tungsintervalleA .

g

T

Bemerkung:lim PStresg( T = ;und farA =1: lim PStres6 T=0.

Anlegerstress bei Beobachtung des Deklarationsprozses in diskreten Zeitpunkten
Die obige Definition des AnlegerstressgStres¢ T ist anders als die Definition von
PStresg( ) nicht von den Beobachtungsintervallen abhangighifaan also im Ext-
remfall A=T als Beobachtungsintervall, so iBStresg( 7 =0, mithin sind fir groRe
BeobachtungsintervallgStres$ ) und PStresg( ) nicht miteinander vergleichbar.
Wir wollen daher fur Vergleichszweck fur ,gro3eA analog zur Definition des
PStresg( ) die (empirische) Volatilitdt des DeklarationspregesVStresg( ) unter-
suchen. Hierzu setzen wir fur einen festen ZeitabiscA >0 (vgl. Gl. 4-8):

_1p(ve Y1
yA(t)—Aln[V(t_A)j AJA”“)O“’

y,(t) ist also die realisierte (annualisierte) Verzirguder Versichertenguthaben im
Zeitintervall [t — A, t] .
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Beobachtet man in den Zeitabschnitf@pA],[4, 24],....,[(N — 1A, NA =T] die Wert-

entwicklung des Versicherten-Portfolios, so defiarewir analog zu (Gl. 4-9) den An-
lagestress:

VStresg( 7:= \/E(%ZN:( Y &) —_)/ZJ , mit 7::%ZN: Y, (KA) . (Gl. 4-11)

.
Es gilt danny :%J.q(t) dt=7#,(T) und
0

(Vstresg( J)° =%iE(( M K)‘_)/z)

:%i(E(yﬁ(kA))—Z?E(yA(k'l))"‘E(_);))

=33 B(y2 () - E(P)

:ii[iz j j E(n(s)n(1) dsdt}—E(_)?)
Nizl A (k=1)A (k-1)A

:li kf [3 j E(n(s)n(1)) ds] dt-E(73( 1)

T k=1(k-1)A A (k=-1)A

Definieren man die Funktioh, :[0, T[ - R mit
t
h, (t) ;:§ [ B(n(97(9) dsfalls t O[(k -4, KA,
(k=1)A

so erhéalt man:
2_17 2 )
(VStress( 7) == { fOt deB(72( ) (Gl. 4-12)

Da lim h,(9) = E(ﬂz(t)) folgt

lim VStresg( T:\/%}E(qz( )t) de E(/]S( )’) =n Stregs).

Die folgende Tabelle zeigt die Abhéngigkeit v&Ystress( ) und VStresg( J von der
Léange des Beobachtungsintervalls fur die Paramgtei3%,r,,= 0.258= 0.4a= (
6=0.2,p,=0.
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A=1/252 A=1/12 A=1/4 A=1/1
(bérsentaglich) (monatlich) (dreimonatlich) (jahrlich)
PStreS§( T=5) 3.17364 0.68702 0.38987 0.17889
VStreS§( T=5) 0.05465 0.05388 0.05227 0.04526
nStresg T7=5) 0.05469
PStresg( T=10) 3.17427 0.68993 0.39497 0.18974
VStresg( T=10) 0.06678 0.06615 0.06484 0.05924
nStres¢ T=10) 0.06681
PStresg( T 20) 3.17459 0.69138 0.39749 0.19494
VStresg( T=20) 0.07662 0.07607 0.07493 0.07010
nStresg T=20) 0.07665
PStI’eS§( T=30) 3.17469 0.69186 0.39833 0.19664
VStresg( T=30) 0.08060 0.08007 0.07899 0.07441
nStresg T=30) 0.08062
PStreS§( T= ) 3.17490 0.69282 0.40000 0.20000
VStreS§( T= o) 0.08942 0.08895 0.08798 0.08386
nStresg T= ) 0.08944

Tabelle4-1: Vergleich der Standardabweichung der Periaaetiten bezogen auf
das Anlageportfoliox, (t) bzw. die Versichertenguthabeg(t) .

Die folgendenAbbildungend-7 zeigen den Verlauf von Periodenverzinsuqgt) und
y,(t) einen Simulationslauf im linearen Modek, (t) ist hierbei die im Zeitintervall
[t—A, t] (durch Simulation) realisierte Verzinsung einesn§ant-Mix-Portfolios mit
der gleichbleibenden Risikoexpositian=0.2. y,(t) ist die Deklaration fir das Zeitin-

tervall [t,t +A] auf der Grundlage der im Zeitpunkbeobachteten Reservesituation
(unter Zugrundelegung des gleichen Simulationsjalrisden Teilabbildungen wurden
unterschiedliche Aggregationsniveaus unterstefitniich A =-% (obere Abb.),A=2
(mittlere Abb.) undA =1 (untere Abb.).
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Vergleicht man beispielsweise die monatliche Wevwterklung des Gesamtportfolios
Xy-110() mit der monatlichen Wertenwicklung der Versichegethabeny,_,,,,(t), so

sieht man, dass die kurzfristigen Schwankungenk@gstalmarkts nahezu vollstandig
durch das kollektive Vermdgen absorbiert werderhdleer die Aggregationsstufe, des-
to geringer ist der Glattungseffekt.
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ABBILDUNG 4 -7. Glattungseffekts im lineare Modé¢ll

U=3%,r,=0.250= 0.4 a=0,0=0.2, 9, = (), Vergleich der Pfadex, (t)

und y,(t) fur A=1/12, A=1/4 und A=1/1. Es wurde hierbei der gleiche Si-
mulationslauf wie in Abbildung 4-6 zugrunde gelegt.
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Die folgende Tabelle zeigt die annualisierte Vit der Periodenrenditem, (t) und
y,(t) des in den Abbildungen 4.6 und 4.7 dargestelltemuftionslaufes im linearen
Modell mit den Parameteriz =3%,r.,= 0.258= 0.4a= Q= 0.29,= . Bei der

Auswertung der Periodenrenditen wurden 4 Aggregasitufen, namlich bdrsentaglich,
monatlich, dreimonatlich und jahrlich unterstedie annualisierte Volatilitat der Perio-

denrendite des Constant-Mix-Portfolios hat auf jedlggregationsstufe eine Volatilitat

von rund 20%, wéahrend die annualisierte Volatildat Periodenrendite des Versicher-
tenguthabens um so geringer ist je kirzer der Bletwmagshorizont.

A=1/252 A=1/12 A=1/4 A=1/1
(borsentaglich) (monatlich) (dreimonatlich) (jahrlich)
annualisierte 20,07% 20,47% 20,29% 20,02%
Volatilitét X, () DA B eI e
annualisierte 0,48% 2,17% 3,71% 6,86%
Volatilitat Y, (t) O =170 570 OO0
Vola( y, (¢
M 0,0238 0,1060 0,1829 0,3424
Vola( % (1)

Tabelle4-2: Vergleich der Standardabweichung der Periaehten bezogen auf
das Anlageportfoliox, (t) bzw. die Versichertenguthaben(t) .

Im allgemeinen Fall sind die expliziten Darstelludey GrolRenStres$ | und
VStress( ) auBerordentlich unhandlich. Speziell im Fak O ergeben sich jedoch
recht Gbersichtliche Formeln.

Proposition 4-3

Fir 26> 3a° gilt:
ado
L, | (@rg+6)’-2@rg+ g)ﬁ
20-a*| | a’6*5%(40 - 3a%)
(@-a2)(26- a)(26 - 3& )

lim (7Stres(T))" = (Gl. 4-13)

Fir a=0 ergibt sich speziell:
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(VStresg( ]’)2 =

3- 20T +£(1+ BT )~ exphd E%— ﬁ( 3 BT+ %)
a° T
26?T2(1+ e<p(AH)) -4expEaT )— dexptd T-A )y exp(—ZBT{ 1- Zj
+exp(—6? (2 -A ))( 1+ %j + 2exptAl )Z—i
o »2 1= exf(-6T) [ (1+ exp(oT)) (exp@6)- 1) _1-exp(6T)
P T A(1+expQd) T

(Gl. 4-14)

(7Strest )’ 1[{&1] _(ML 1](1&)]
T o1 20T 2
(Gl. 4-15)

—ﬁjm((hm)w)_gj
2T T

lim (VStresg( 7)° =%2(1—1_%§M)J (Gl. 4-16)

2 _0°6
2

lim (7Stres$ T) (Gl. 4-17)

Berechnung des Glattungseffekts

Geht man davon aus, dass der Anleger nur einmidiiciildie Performance seiner Kapi-
talanlage tberprift, so werden wir1 setzen.

Wir setzen

s oy /Stres¢ ) _1 | B [1f . , 2 ) - ]
9(2.6,00. 1) = g5 &ﬂ/—T_AJ T([E(n ©)dt-E(n5(T): (Gl 4-18)
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9,(a,0,6) = i 2Strese 1
T-= PStres, ( T)

- T (Gl. 4-19)
A agdo a‘g’o
= 2 argt+6- 2| T 282 2
20-a 6-a (@-a*)?*(20 - a°) (20 -3a?)

Hierbei ist zu beachten, dagg(a,é,0,,T) im Allgemeinen auch von der Sharpe-Ratio
Iz abhangt. Im Fakh=0 gilt:
9,(2=0,8,0,,T)

_ [n(exp 28T )2+ 6T ) BexptaT) +6-50T +26°T?) . & (Gl. 4-20)
) 46T (T - 1)

+ 05 A

(1- expt6T ))( exptdT ) (26T ¥O0T- 2
oT(T-A)

wobei A:=AA2
o

Wir kénnen g, (rsp@,8,0,T) bzw. g, (1 a,0)als Stressreduktions-Faktonterpretie-
ren; der Faktor gibt an, um wieviel Prozent dee&irdurch den kollektiven Risikoaus-
gleich gemindert wird.

Hierbei ist zu beachten, dass die tatsachliches§tduktion durch den Glattungsme-
chanismus noch etwas starker ist, denn es gilAfdiT .

VStresg( ) i StreQS)T:
PStresg( 7  PStregé )T

9.(a,8,0,,T); (Gl. 4-21)

FUr die numerische Auswertung wollen wir nunmebtssf =1 unterstellen.

Als Referenzmodell wahlen wir:

r=0.25,0,= 0@a= 0= 0.4] = 3; dann gilt

1-expEoT ))( 3- exptoT ) L EXpC20T )- 5+267
(T-1)T6 2(T-1

und

_ - 6
gl(a:o,e,po:O):\E

Wir betrachten zunachst die Abhangigkeit von deufteit T des Vertrages — vgl.
Abb. 4-8. Bei kurzen Vertragsdauern ist der stexhszierende Effekt besonders ausge-

pragt
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0'457 - | 1 1 | | 1 1 | | 1 1 | | 1 1 | | 1 1 |
a(a,d8,0,,T=0)
0.40+
* 9(a.8,0,,T)
035"
0.30"
Laufzeit T
20 40 60 80 100

ABBILDUNG 4 -8 Stressreduktion im lineare Mode®tressreduktion in Abhan-

gigkeit vonT (a=0;8=0.4;0, = Q).

0.7+

a""
f””
0.6r ”’f’
f”
’d
’¢
0.5¢ A g
g(a,e non 1T_ 00) ’¢’
-
- A
0.4 ,/’, 9(a,6.0,.7)
/,’
7’
7’
0.3 ot
,/
’
/
0.2f /7
/
’
K
0.1r7
f
I Anpassungsgeschwindikeit &
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung4 -9 Stressreduktion im lineare Mode$tressreduktion in Abhangig-

keit von & (a=0; 0, = 0;T = 30bzw T=0)
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0.48} o

-

== Q(E, T =), L= 0.25

-
-—
-
——
——

0.42F

T 0(a,6,0,,T=30),,= 0.2
0.40¢
9(a,8,p,,T=30),,= 0.3t
0.38}
0.36/ a
202 | o1 | | o1 | 0.2

ABBILDUNG 4 -1Q Stressreduktion im lineare Mode®tressreduktion in Abhan-
gigkeit vona fur re, =0.25 bzw. e, =0.35(6=0.4; 9, = O;T = 30bzw.T=0)

Rendite-Risiko-Profil

Wir wollen abschliel3end noch das Risikoprofil ei@@nstant-Mix-Anlage mit der An-
lage in einen kollektiven Sparprozess vergleichfda.Risikokennzahl wéahlen wir hier
den oben definierten Anlegerstress, wobei wir aslichtungsintervalh =1 wahlen.
Dies bedeutet, dass der Anleger einmal pro Jahe s&pitalanlage Uberpruft.

Im Folgenden gehen wir von einer Einmalanlage vatrdge 1 und einem festen An-
lagehorizonfl aus. Dann ergibt sich fir ei@nstant-Mix-Anlagenit gleichbleibender
Risikoexpositiond >0 ein Endvermodgen voR(T) und eineerwartete Renditgon

a2,

N~

E(%In(P(T))) =Q=H+ 10 -

und ein einen Anlegerstress von

N / 1 1 . [T-1
PStreS§:l( T:U (Z—?jZJ ? .

Durchlauft nung das Intervall0, g;,], so kénnen wir
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~ | T-1 _ A
g ?!/j-‘-rSRO—_

N |-

£2
J]
0<d<ay

als das Rendite-Risiko-Profil einer Constant-Mixl&ge interpretieren. Bis auf den
Faktor ,/T?_l entspricht das Rendite-Risiko-Profil dem ,Anlageensum® im hier

unterstellen einfachen Kapitalmarktmodell (vgl. ABbng 2-4). Betrachtet man die
Kapitalmarktparametefz (sicherer Zins) undg, (Sharpe-Ratio) als gegeben, so hangt

das Rendite-Risikoprofil lediglich vod undT ab.

Bei einer Anlage in ein kollektives Sparvermdogegitarsich im linearen Modell eine

erwartete Rendite von (vgl. Proposition 4-1)

o expl@-D))-1- @- DY)
2T a-26

E(n,(T)) = i + p, [(Resttern

und einen Anlegerstress von

nStress FJE(% [(nOx=75( 7Y d]- (Gl. 4-22)

Das Rendite-Risiko-ProfiI(r;Stressg 7, E(n75( ‘5)) von Kapitalmarktparametern

0<d<oy
sicherer Zins Jz) und der Sharpe-Ratigg; ), dem AnlagehorizonfT], der Risikoex-
position &, dem Reservepuffer zu Begin@y) und den Steuerungsparameterund
g ab.

Bei unseren Vergleichsrechnungen unterstellenalgrehdedBasisszenario

7 =003 f, =0.25 g, =0.2
T =30 A =1
AO =0 e =04 a =0
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0.060+

/
/ /0= 0.6
6=0.4

0.055r =02

Constant-Mix
0.050}

0.045¢

0.040+

0.035¢

Risiko: PStrest 7Stress

0.05 0.10 0.15

ABBILDUNG 4 -11 Rendite-Risiko-ProfilVergleich Constant-Mix-Portfolies
Kollektiv-Sparen; Basisszenarica € 0) mit verschiedened -Werten.

0.060} a=0
a=0.z
0.055} a=0.4
Constant-Mix
0.050}
0.045}
0.040}
0.035}
Risiko: PStrest nStress
0.0 0.10 0.15

ABBILDUNG 4 -12 Rendite-Risiko-ProfilVergleich Constant-Mix-Portfolios
Kollektiv-Sparen; Basisszenariod € 0.4) mit verschiedenea-Werten.
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0.060+

0.055¢

Constant-Mix

0.050+
0.045+
0.040r

0.035r-

Risiko: PStress npStres:
[ 0.05 0.10 0.15 0.20

ABBILDUNG 4 -13 Rendite-Risiko-ProfilVergleich Constant-Mix-Portfolies
Kollektiv-Sparen; Basisszenari@a E 0, & = 0.4) mit verschiedenen Werte fir den

anfanglichen Reservepuffe, .

Die obigen Abbildungen verdeutlichen nochmals deitzBin eines kollektiven Sparpro-
zesses in Bezug auf das Rendite-Risiko-Verhal8tsllt man wie hier auf den Anleger-
stress ab, so wird der Vorteil des kollektiven $parnoch deutlicher als wenn man wie
in Abschnitt 4.1 lediglich auf die Volatilitat dé&blaufrendite abstellt.
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