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Prognose mit nichtparametrischen Verfahren

Ying Chen
Wolfgang Hérdle
Rainer Schulz
CASE - Center for Applied Statistics and Economics

Humboldt-Universitit zu Berlin

1 Einleitung

Statistische Prognosen basieren auf der Annahme, dass ein funktionaler Zusammenhang

zwischen der zu prognostizierenden Variable y und anderen J dimensionalen beobachtbaren
Variablen x=(x,,...,x,)" € R’ besteht. Kann der funktionale Zusammenhang geschitzt

werden, so kann im Prinzip fiir jedes x der zugehdrige y Wert prognostiziert werden.

Bei den meisten Anwendungen wird angenommen, dass der funktionale Zusammenhang
einem niedrigdimensionalen parametrischen Modell entspricht oder durch dieses zumindest

gut wiedergegeben wird. Ein Beispiel im bivariaten Fall ist das lineare Modell y = S, + f,x.
Sind die beiden unbekannten Parameter f, und £, mit Hilfe historischer Daten geschitzt, so

lasst sich fiir jedes gegebene x sofort der zugehdrige y Wert prognostizieren. Allerdings

besteht hierbei die Gefahr, dass der wirkliche funktionale Zusammenhang nicht dem

gewihlten Modell entspricht. Dies kann in Folge zu schlechten Prognosen fiihren.

Nichtparametrische Verfahren gehen ebenfalls von einem funktionalen Zusammenhang aus,
geben aber kein festes parametrisches Modell vor. Sie sind deshalb hervorragend geeignet, 1)
um Daten explorativ darzustellen, 2) um parametrische Modelle zu iiberpriifen und 3) um
selbst als Schiétzer fiir den funktionalen Zusammenhang zu dienen, Cleveland und Devlin
(1988). Nichtparametrische Verfahren konnen daher problemlos auch zur Prognose eingesetzt

werden.

Abschnitt 2 stellt nichtparametrische Verfahren vor und erldutert deren grundsétzliche
Struktur. Der Schwerpunkt liegt auf bivariaten Modellen und auf der Motivation der
verwendeten Verfahren. Abschnitt 3 prisentiert eine Anwendung fiir eine Zeitreihe von
Wechselkursvarianz. Es werden Prognosen mit nichtparametrischen Verfahren berechnet und

deren Giite mit den Prognosen eines AR(1) Zeitreihenmodells verglichen. Fiir die gewéhlten



Daten zeigt sich, dass diese durch das parametrische Modell sehr gut erfasst werden und das
nichtparametrische Modell keine bessere Prognosegiite liefert. Zugleich veranschaulichen die

praktischen Beispiele, wie parametrische Verfahren flir Prognosen eingesetzt werden konnen.

Alle Beispiele, welche mit dem Symbol Q versehen sind, lassen sich interaktiv iiber

www.xplore-stat.de ausfiihren.

2 Nichtparametrische Verfahren

2.1 Einfiihrung

Ein nichparametrisches Modell geht von dem allgemeinen funktionalen Zusammenhang aus

y=m(x), (1)
wobei m(-) eine glatte Funktion in den erkldrenden Variablen x ist. Selbstverstdndlich l4sst
sich auch das lineare Regressionsmodell mit m(x)=x'f in obiger Form darstellen.
Nichtparametrische Verfahren lassen jedoch die glatte Funktion m(-) fiir die Schitzung
unspezifiziert. Mit dem Storterm ¢ wird (1) in das statistische Modell

y=m(x)+¢& )
iberfiihrt. Der bedingte Erwartungswert des Storterms in (2) ist null und es folgt

E(y[x)=m(x).
Es ist das Ziel nichtparametrischer Verfahren, die bedingte Erwartungswertsfunktion m(x) zu

schitzen. Dies geschieht durch lokale Mittelwertbildung iiber die i =1,...,n Beobachtungen

y, mit

A=Y G, ()

Der Wert des Gewichtes G,(x) hidngt davon ab, wie nahe die zu y, gehdrenden

Ausprigungen der exogenen Variablen x, an x liegen.

Der k-nearest neighbor Schitzer (kNN) mit gleichen Gewichten ist ein anschauliches Beispiel
fiir (3). Hierbei werden die £ nichsten Nachbarn zur Berechnung des Durchschnitts mit
einbezogen, wobei n > k > 1. In diesem Fall gilt fiir die Gewichte in (3)

IH{ie M(x,k)}

Gi (x) = i

2

wobel
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M (x,k) = {i:x, ist eine der k nidchsten Nachbarn Beobachtungen von x}

die Menge der & Beobachtungen ist, die am nichsten an x liegen. Die Ndhe kann etwa mit der

euklidischen Distanz \/ (x,—x)"(x,—x) bestimmt werden; I(-) ist die Indikatorfunktion.

Wird etwa k =12 gewdhlt, so ist

. 1

mx)=— > (4)

12ieM(x,12)

und fiir jedes x wird das arithmetische Mittel aus 12 Beobachtungen berechnet. Es ist
offensichtlich, dass m(x) dem arithmetischen Mittel aller Beobachtungen entspricht, wenn
k =n gewidhlt wird. Abbildung 1 zeigt die geschdtzte Funktion flir den bivariaten Fall:
(x,y) e R>.
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Abbildung 1: Nichtparametrische Regression mit kNN Schitzer mit £ = 12,
uniformer Gewichtung und Mittelwertbildung fiir alle einbezogenen Beobachtungen.
Quadrate geben die Beobachtungen an. Es handelt sich um den Motorcycle

Datensatz mit n = 133 Beobachtungen aus Table 2, Appendix 2 in Hardle (1990).

Q

Man erkennt, dass m(x) eine Treppenfunktion ist, die fiir alle x konstant ist, die iiber die

gleiche Indexmenge verfligen. Der frei zu wihlende Parameter £ bestimmt die Glattheit der
geschétzten Kurve. Variiert man 4, so entsteht eine Familie von Regressionskurven, die alle

durch lokale Mittelung entstanden sind.



Statt das arithmetische Mittel aller Beobachtungen der Indexmenge M (x,k) zu nehmen, kann
auch eine lokale lineare Regression fiir die Beobachtungen in M (x,k) angepasst werden, so

dass

(x) = f,(x)+ f (x)x
Abbildung 2 zeigt die geschdtzte Funktion, die offensichtlich aufgrund der uniformen
Gewichtung (4) unstetig ist.
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Abbildung 2: Nichtparametrische Regression mit kNN Schitzer mit £ = 12,
uniformer Gewichtung und linearer Regression fiir alle einbezogenen

Beobachtungen. Quadrate geben die Beobachtungen an.

Q

2.2 Lokal gewichtete lineare Regression

Um eine glatte Funktion m(x) zu erhalten, diirfen nicht alle Beobachtungen fiir die Schitzung
gleich gewichtet werden, sondern Beobachtungen nahe x miissen stark und entfernte
Beobachtungen schwach gewichtet werden. Eine stetige Gewichtungsfunktion reduziert den
anfanglichen Einfluss von Beobachtungen, die neu in die Indexmenge kommen oder diese

verlassen. Zwei stetige Gewichtungsfunktionen werden im Folgenden genauer vorgestellt.

Zugleich wird mit der lokal gewichteten Regression ein genereller Ansatz fiir die
nichtparametrische Regression vorgestellt, der die Beispiele aus der Einleitung als Sonderfille
umfasst. Da die Gewichte bei der lokal gewichteten Regression nicht direkt auf die

Bebachtung y, angewendet werden — wie in (3) —, sondern auf die quadrierten Abweichungen

4



v, —m(x;), werden die Gewichtungsfunktionen mit K(-) bezeichnet. Man findet sie in der

Literatur unter dem Namen Kernfunktionen. Hastie, Tibshirani und Friedman (2001) geben
einen guten und knappen Uberblick. Das effektive Datengewicht der lokalen Regression hat

wieder die Form (3), so dass m(x) auch hier ein gewichteter Durchschnitt der Beobachtungen
vy, ist. Die Gewichte G(-) sind dabei im Allgemeinen komplizierte Ausdriicke der

Differenzen x;, —x fiir i =1,...,n und den Kernfunktionen K(-).
Die Tricube Funktion
K@) ==, ) <1 (5)
und die Epanechnikov Funktion
K@) =30 =u)) (<1 (©)

sind zwei hdufig angewandte Kernfunktionen. u, misst den Abstand von x, zu x und die

Kernfunktionen geben den Beobachtungen ein desto hoheres Gewicht, je ndher x, an x liegt.

1.00 1.00
n75) 0.75]
050 050
025 025
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Abbildung 3: Linkes Diagramm zeigt die Tricube Kernfunktion (5) und rechtes

Diagramm zeigt die Epanechnikov Kernunktion (6).

Q

Falls immer k& Beobachtungen einbezogen werden sollen, ist im bivariaten Fall



X, —X

ARPTYA )

wobei
d(x,k)=max{|x, —x|:x, e M (x,k)}

die absolute Distanz der am weitesten von x entfernten Beobachtungen in M (x,k) ist. Fiir
alle Beobachtungen aus M (x,k), die ndher als d(x,k) an x liegen, gilt |ul| <1 und fiir (5) und
(6) folgt K >0. Fiir x, =x nehmen die Kernfunktion (5) und (6) mit 1 beziechungsweise
0,8875 den maximalen Wert an. Fiir die am weitesten entfernte Beobachtung in M (x,k) gilt
|ul.| =0 und entsprechend K =0. Da |u,| >1 fiir alle Beobachtungen gilt, die kein Element von
M (x,k) sind, ist in diesen Féllen K =0. Abbildung 3 zeigt beide Kernfunktionen.

Statt einer festen Anzahl an Beobachtungen konnen die Gewichte auch auf einem Intervall

mit festen Linge definiert sein. In diesem Fall ist

wobei & >0 die Bandweite angibt. Alle Beobachtungen, die im Intervall (x—#A,x+ &) liegen,

erhalten mit (5) und (6) strikt positive Gewichte, wihrend Beobachtungen aufBerhalb des
Intervalls ein Gewicht von 0 erhalten. Mit festen Bandweiten kann die Anzahl der

Beobachtungen mit positiven Gewichten mit x variieren.

Bei der lokal gewichteten linearen Regression wird im bivariaten Fall fiir jedes x
(beziehungsweise fiir ein hinrechend feines Gitter von x Werten) folgendes lokales

Minimierungsproblem geldst

min >0, =y~ (5, - D K@), ®)
Als Schiitzer fiir #=(/,,/,)" erhilt man

po=XTWx) XTWY, ©)
wobei die erste Spalte der (nx2) Matrix X aus Einsen besteht und die zweite Spalte die

Beobachtungen x, enthélt. Die (nxn) Diagonalmatrix /¥ enthilt die Gewichte K (u;) und die

(nx1) Matrix Y die Beobachtungen y,. Der Schitzer ,é(x) dhnelt dem gewichteten

Kleinstquadrate Schitzer, Johnston (1984). Der gro3e Unterschied besteht jedoch daran, dass
(8) nur lokal fiir den Punkt x minimiert wird. Bezogen auf das Ausgangsmodell (1) mit der
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glatten Funktion m(x) wird diese fiir jede Beobachtung durch eine Taylor Entwicklung erster

Ordnung

m(x;) =m(x)+m'(x)(x; —x) (10)
approximiert. Definiert man S, =m(x) und S, =m'(x), so entspricht der Term in der
geschweiften Klammer in (8) approximativ y, —m(x,). Bei der Schitzung der unbekannten
Parameter f werden Bebachtungen nahe an x stirker gewichtet als Beobachtungen, die fern
von x liegen. Es folgt aus (10), dass der Schétzer fiir m(x) durch den Schitzer fiir S, gegeben
ist, so dass mit e, = (1,0,. 507

m(x)=e (X"WX)' X"WY .
Wie die rechte Seite zeigt, wird der (nx1) Vektor ¥ mit einem (1xn) Vektor multipliziert,
der nicht von den endogenen Variablen y, abhdngt. Dies ldsst sich auch in der Form (3)
schreiben. Damit ist m(x) der gewichtete Mittelwert der y Beobachtungen, wobei die
Gewichte G,(x) von den exogenen Variablen x,—x, i=1,...,n und der Kernfunktion K
abhéngen.

Abbildung 4 zeigt die lokale lineare Regression fiir £ =12, wobei der Tricube Kernel (5) und

(7) verwendet wurde.
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Abbildung 4: Lokale lineare Regression mit £ = 12 und Tricube Gewichtung fiir

alle einbezogenen Beobachtungen. Quadrate geben die Beobachtungen an. Q



Falls statt der linearen Regressionsfunktion in (8) lediglich die lokale Konstante /3, angesetzt
wird, erhélt man fiir (9) den Nadaraya-Watson Schétzer
> K@)y,

mx)="—""-"——. 11
Zj:lK(uj) ( )

Auch dies ist ein gewichteter Durchschnitt der y, Beobachtungen. Fiir die uniforme
Kernfunktion

Ik ,wenn|u, <1

Ku,)=
() {0 sonst

erhdlt man fiir (11) sofort das arithmetische Mittel aller £ Beobachtung in M (x,k). Man kann

ebenfalls zeigen, dass mit der uniformen Kernfunktion und einem lokal linearen Modell der

Schitzer (9) der lokalen linearen Regression auf M (x,k) entspricht.

Fiir die empirische Anwendung muss die Kernfunktion K(-) und der Gléttungsparameter k
beziehungsweise /4 gewihlt werden. Es ist offensichtlich, dass die geschétzte Funktion m(x)

desto glatter wird, je mehr Beobachtungen einbezogen werden, desto grofer also £ und 4
gewihlt werden. Mit dem Nadaraya-Watson Schétzer (11) priift man leicht, dass fiir & — o

und damit u, > 0 fiir alle i der Schitzer m(x) fur alle x innerhalb des Spektrums der
Beobachtungen gegen y konvergiert. Daraus ist offensichtlicht, dass Glattheit alleine kein
Kriterium fiir die Wahl des Gléattungsparameters sein kann. Der optimale Glattungsparameter
sollte die totale Variation {ri(x)—m(x)}* iiber alle x minimieren. Da m(x) nicht bekannt ist,

kann diese Minimierung nicht direkt durchgefiihrt werden. Allerdings lassen sich erwartete
mittlere Abweichungen theoretisch berechnen und mit Hilfe von Approximationen in
Ausdriicke transformieren, die durch die Wahl des Gléttungsparameters minimiert werden

konnen. Alternativ konnen Kreuzvalidierungs-Techniken verwendet werden, wobei m(x,)
durch y, ersetzt wird und Beobachtung i nicht fiir die Schitzung von m(x,) verwendet wird.

Durch die Wahl des Glittungsparameters wird danach die Summe der quadrierten
Abweichungen minimiert. Die Wahl der Kernfunktion spielt — zumindestens asymptotisch —
keine Rolle, solange der Glattungsparameter entsprechend angepasst wird. Hérdle et al.

(2004) geben einen detaillierten Uberblick.

Eine natiirliche Erweiterung der vorgestellten lokal gewichteten Regression besteht darin,

hohere Ordnungen fiir die Taylor Approximation zu verwenden und m(x) mit einem



Polynom der Ordnung p >1 zu modellieren. Und selbstverstindlich lédsst sich die lokale

Regression auch auf multivariate Daten anwenden. Diese Erweiterungen, asymptotische
Eigenschaften, Konstruktion von Konfidenzbiandern und Testverfahren werden ausfiihrlich in

Hérdle (1990), Fan und Gijbels (1996) und Hérdle et al. (2004) diskutiert.
2.3 Prognose

Eine Punktprognose besteht darin, den Wert der endogenen Variable y an einer bestimmten

Stelle x, zu schdtzen. Die obigen Ausfiihrungen haben deutlich gemacht, dass mit

nichtparametrischer Regression eine gesamte Funktion geschétzt werden kann. Fiir eine

Prognose muss nun natiirlich nicht die gesamte Funktion geschitzt werden, sondern lediglich
m(x,).

Die nichtparametriche Regressionstechnik Iédsst sich leicht auf stationdre Zeitrethenmodelle

anwenden. Ein einfaches Beispiel ist ein autoregressives Modell erster Ordnung

Yo =m(y )te,
was der Form des allgemeinen Modells (1) entspricht. Fiir Modelle héherer Ordnung gehen
weitere verzogerte Variablen ein. Falls die aktuellen Beobachtungen bis Periode T reichen,

dann ist die Prognose fiir die nichste Periode mit

JA/TH = ﬁ?(yT)

gegeben. Dies entspricht dem bedingten Erwartungswert

E(yr | yr)=m(y;),
wobei die unbekannte Funktion m(y,) durch den nichtparametrischen Schétzer ersetzt wird.

Fiir eine gewichtete Regression mit lokaler Konstante — dem Nadaraya-Watson Schitzer (11)

— erhilt man etwa

T-1
Zt=1K(ut)yt+l
7-1 >
Zt=l K(u’)

wobeil im Zihler von u, die Abweichungen y, —y, steht. Der Ansatz ldsst sich leicht fiir

m(yr) = (12)

Prognosen mit Horizont T >1 erweitern. Uberblicke zur nichtparametrischen

Zeitreihenanalyse geben Hérdle, Liitkepohl und Chen (1997) und Heiler (2001).



3 Anwendung auf Volatilititen

Zur Illustration wird ein nichtparametrisches Modell fiir die Vorhersage von
Wechselkursvolatilitdten genutzt. Die Ergebnisse werden mit den Vorhersagen eines linearen
Modells verglichen. Die Vorhersage von Volatilititen ist ein sehr aktiver Bereich der
Finanzmarktokonometrie, da Volatilititsvorhersagen fiir die Preisen von Optionen oder fiir
VaR Kalkulationen benétigt werden. Einen Uberblick zum Stand der Forschung geben Poon
und Granger (2003). Allerdings werden dort keine nichtparametrischen Modelle diskutieren,
da deren Vorhersagekraft nach einigen Studien nicht besser ist als diejenige von
parametrischen Modellen, sieche etwa Diebold und Nason (1990). Natiirlich héngt dieses
Ergebnis von der gewdhlten Anwendung ab und es ist immer von Vorteil, parametrische und

nichtparametrische Modellen gleichzeitig zu verwenden.

Die quadrierte Volatilitdt wird fiir den Wechselkurs von Deutscher Mark (DEM) und US
Dollar (USD) fiir 258 Tage vom 1 Oktober 1992 bis zum 30 September 1993 mit Hilfe von
logarithmierten Intra-Tageskursen berechnet. Die Ausgangsdaten umfassen 25434
Beobachtungen (siehe Tabelle 1), und sind online {iber die Datenbank MD*Base

(www.quantlet.org/mdbase) abrufbar (demusd.dat). Die tégliche quadrierte Volatilitidt wird

mit
o. =0,361* Range’ (13)
berechnet, wobei Range, die Differenz zwischen hochstem und niedrigstem Log-Kurs pro

Tag ¢ ist. Parkinson (1980) und Brandt und Diebold (2003) haben gezeigt, dass der range-
based Schitzer ein zuverldssiges MaB fiir die quadrierte Volatilitét ist. Abbildung 5 zeigt die
258 berechneten téglichen quadrierten Volatilititen (siche auch Tabelle 1).

Data Mean Std. Error Min. Max. Observations
DEM/USD 0,48 0,04 0,33 0,56 25434
Variance 4,57%107 4,65%107 0,20%¥107 29,60%10° 258

Tabelle 1: Intra-Tageskurs von Deutscher Mark (DEM) und US Dollar (USD) und
tiagliche quadrierte Volatilitdt des DEM/USD Wechselkurses von 1. Oktober 1992
bis zum 30. September 1993.
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Abbildung 5: Tégliche quadrierte Volatilitdt des DEM/USD Wechselkurses von 1.
Oktober 1992 bis zum 30. September 1993. Werte wurden mit dem range-based

Schiitzer (12) berechnet. Q
Um die Ein-Schritt-Prognosen zu berechnen, werden jeweils die 7 =180 vorhergehenden
Beobachtungen genutzt, was einer Jahreshélfte entspricht. Insgesamt werden H =78
Prognosen berechnet. Der Glittungsparameter k, der die lokale Umgebung definiert, wird
durch die Kreuzvalidierungs-Technik (gestiitzt 258 Beobachtungen) gewaihlt. Genauer wird
die verallgemeinerte Kreuzvalidierung Technik verwendet: Eine Penalizing-Funktion =

bestraft zu kleine Glittungsparameter, siche Hérdle, Miiller, Sperlich und Werwatz (2004),

Eger () =(1- “)_2 )
wobei u =1/k. Der Glattungsparameter minimiert das Produkt der Summe der quadrierten

Abweichungen von y, —m(x;) und der verallgemeinerte Kreuzvalidierung-Penalizing-

Funktion.

.1 A -
k=argmin—> {y, —i(x,)} Ege, (1/k),

n o
Der erhaltene optimale Glattungsparameter ist £ =22. Abbildung 6 illustriert den LWR-
Vorhersage-Prozess fiir die Varianz am 21. April 1993. Die Punkte sind die 22 Nachbarn, mit
denen die lokalen Parameter berechnet werden. Man sieht, dass die Punkte eine lineare Kurve
mit positiver Drift implizieren. Man sieht zugleich, dass negative Prognosen nicht
grundsétzlich ausgeschlossen sind. Légen etwa die Punkte in der rechten oberen Ecke weiter
oben, so wirde die Regressionsgerade steiler verlaufen und sie konnte fir kleine

Beobachtungswerte im negativen Bereich verlaufen. Neben den lokal gewichteten
11



Regressionen wird auch ein parametrisches Modell angepasst. Da fiir den gesamten Zeitraum
das lineare AR(1) Modell mit 258 Beobachtungen die beste Anpassung bringt, wird dieses

auch fiir die Prognosen verwendet.
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4585 585 5 58-5 fe-5 6.58-5

Abbildung 6: LWR Prognose der quadrierten Volatilitét fiir den 21. April 1993 mit
k =22 benachbarten und zeitlich vorhergehenden Beobachtungen.

Q

Alle Berechnungen werden in XploRe durchgefiihrt, Hérdle, Klinke und Miiller (2000),
Hérdle und Tschernig (2000). Abbildung 7 zeigt die 78 Ein-Schritt-Prognosen. Das linke
Panel ist fir die LWR Prognosen und das rechte Panel fiir die Prognosen mit dem
parametrischen AR(1) Modell. Fiir die LWR wurde der Tricube Kernel (5) und (7)
verwendet. Fiir jede LWR Prognose werden die Parameter mit den 22 lokalen Nachbarn aus
den 180 zeitlich vorausgehenden Beobachtungen geschédtzt. Das AR(1) Modell wird jeweils
fiir alle 180 vorausgehende Beobachtungen angepasst. Die Prognosefehler des LWR Modells
und des AR(1) Modells werden in der Abbildung 8 gezeigt.

Tabelle 2 zeigt Statistiken fiir die durchschnittlichen Prognosefehler, wobei der mittlere

quadratische

1 & -~
MOPF =—>" (Y;,, =Y.’
H h=1

und der mittlere absolute

1 & -
MAPF:EZ|YT+11_YT+;1|

h=1

12



angegeben wird. Die Prognosen eines Verfahrens sind desto besser, je geringer diese Fehler
sind. Tabelle 2 zeigt die Prognosefehler der AR(1) und LWR Modelle. Das
nichtparametrische Modell hat einen leicht groBeren Prognosefehler im Durchschnitt als
parametrische Verfahren. Dies ist zundchst einmal eine schwéchere Prognose-Leistung, die
jedoch nicht liberinterpretiert werden sollte, da die nichtparametrischen Verfahren gerade bei
wechselnden Regimen und nichtstationdren Phdnomenen eine wesentlich bessere Leistung
erzielen, Hérdle, Herwatz und Spokoiny (2003). Zudem ist die nichtparametrische LWR fiir
die gewihlte Anwendung hilfreich, da sie offenbart, dass ein parametrisches Modell fiir eine

statistische Modellierung ausreichend ist.
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Abbildung 7: H = 78 lokale gewichtete (links) und AR (1) (rechts) Ein-Schritt-
Prognosen, wobei k = 22 lokale vorhergehenden Beobachtungen verwendet wurden.
Q
MQPF (1079 ) MAPF (1075 ) Rolling Window Size
AR (1) 1,54 2,57 180
LWR(k =22) 1,76 2,85 180

Tabelle 2: Die Ergebnisse der Vorhersagen mittlere MQPF und MAPF.
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Abbildung 8: Prognosefehler des LWR Modells (links) und AR(1) Modells (rechts)

mit 7 =180 und k=22, @
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