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TIIVISTELMA

Tutkimuksessa tarkastellaan velkakirjan hinnan mid@rdytymis-
td modernista portfolioteoriasta perdisin olevassa arbit-
raasikehikossa. Erityisesti ké&sitellddn Coxin, Ingersollin
ja Rossin (CIR) intertemporaalista hinnoittelumallia ja sen
korkorakennesovellusta. Malli tarjoaa yksildn preferens-
seistd johdetut mikroteoreettiset perusteet arbitraasimah-

dollisuudet eliminoivalle hinnoittelusdanndlle.

Vaikka CIR-malli onkin mahdollistanut velkakirjojen ja
muiden arvopaperien hintaan vaikuttavien tekijdiden syvéal-
lisen tarkastelun, soveltavassa ty6ssa siihen liittyy monia
ongelmia. Yht#iltd mallin ratkaiseminen korkoja ohjaavien
muuttujien lisdd@ntyessd voi olla mahdotonta, toisaalta
empiiristen tulosten tuottaminen voi menetelmdllisesti olla
"hankalaa. Siten CIR-mallin menestys ei empiirisissd tutki-
muksissa tai rahoitusmarkkinoiden sovelluksissa ole ollut
mallin teoreettisten innovaatioiden veroista.
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1 JOHDANTO

Jos rahoitusteoriasta pitdisi etsiad yksi tyypillinen omi-
naispiirre, ehto arbitraasinl eliminoitumisesta on varmasti
ensimmdisia mieleen tulevia. Ehto on niin keskeinen, etta
ilman sitd ei esimerkiksi arvopaperien hinnoittelun voisi
kuvitella olevan mahdollista. Jos arbitraasiin olisi tilai-
suus, pyrkisi rationaalinen sijoittaja ottamaan siita
kaiken irti ja hankkimaan itselleen rajattoman omaisuuden.

Arbitraasin eliminoitumisehto on implisiittisesti kuulunut
rahoitusteoriaan sen alusta l&htien. Modigliani ja Miller
(1958), Jjoiden esityksen mydétad rahoitusteoria eriytyi
taloustieteestd omaksi alahaarakseen, sovelsivat arbit-
raasiargumentteja staattisessa kehikossa osoittaessaan,
etta velkaisuuden aste ei vaikuta yrityksen arvoon.

Stephen Rossin (1976 ja 1977) arbitraasihinnoitteluteorian?
mydétd arbitraasin eliminoitumisehto +tuli arvopaperien
hinnoitteluteorioiden kulmakiveksi kuvaamaan markkinoiden
tehokkuutta. Sitd ennen rahoitusteoreettisessa kirjallisuu-
dessa markkinoita oli pidetty tehokkaasti toimivina, mik&ali
4arvopaperien hintojen mdaraytymiseen vaikuttava informaatio
heijastuu valittémasti itse hintoihin. Alkuperdiseen tehok-
kuusehtoon 1liittyi kuitenkin monia ongelmia. Teoreettisessa
mielessa ehtoa ei koskaan pystytty formalisoimaan riittavan
tarkasti, jotta se olisi empiirisesti yksiselitteinen. Kun
markkinoiden informatiivista tehokkuutta testattiin, sita
testattiin suhteessa hinnoittelumalliin. Hinnoittelumallin

1 Arbitraasimahdollisuus on sijoitusstrategia, jonka
avulla on mahdollista tehdd riskiténtd voittoa ilman alku-
paaomaa. 'Tyhjastda on paha nyhjasta' on sananlasku, joka
kuvaa osuvasti arbitraasin eliminoitumisehtoa.

2  Engl. arbitrage pricing theory (APT).
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(CAPM:n3) perusoletuksena taas oli tehokas markkinaindeksi,

joten ristiriitaa oli vaikea valttaa4.

Arbitraasihinnoitteluteoriassa sovelletaan arbitraasin
eliminoitumisesta seuraavaa ehtoa, jonka mukaan darellises-
sa tila—avafuudessa kaikki arvopaperit voidaan (ainakin
approksimatiivisesti) hinnoitella ns. primitiivisten vaa-
teiden lineaarisena kombinaationa®. Ross (1976) sovelsi
lineaarisuusehtoa staattiseen hinnoittelumalliinsa, Jjossa
hian oletti arvopaperien tuottojen mdardytyvédn seuraavan

yhtdlén mukaisesti:

Ri = E(Rl) + Dllfl + Dizfz +...+ Dikfk + Ei, (1-1)
missa

R, = arvopaperin toteutunut, ex post tuotto,

E(R; ) = odotettu, ex ante tuotto,

f; = stokastisen muuttujan aiheuttama shokki
(positiivinen tai negatiivinen, E(f;) = O,
j = ll"lk)l

D; ; = arvopaperin herkkyys stokastiselle shokille,

e; = muuttujista riippumaton virhetermi.

Arvopaperin tuottoon vaikuttaa siis &darellinen maara ( k
kpl) riskin lahteitd, joiden vuoksi tuotto voi olla odotet-
tua suurempi tai pienempi. Riskin 1lahteet voivat olla
millaisia stokastisia prosesseja tahansa (esim. s&atilan
muutoksia, osakkeiden hintakehitys tai korkokehitys). Ross
el analyysissaan madaritellyt eksplisiittisesti riskin
lahteita. '

Arbitraasihinnoitteluteoriassa oletetaan sijoittajien
olevan riskiaversiivisia. Koska he taydellisen ja symmetri-

3 Capital asset pricing model.

4  Kyseinen Rollin kritiikkinid (Roll, 1977) tunnettu
ongelma on tuttu monista rahoitusteorian oppikirjoista (ks.
esim. Copeland ja Weston, 1988).

5 Arbitraasiehdon implikaatioista, ks. Dybvig ja
Ross (1988). ’
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sen informaation vuoksi tuntevat mahdolliset riskin 1l&h-
teet, he wvaativat Kkompensaation kantamilleen riskeille.
Ongelmana on, miten markkinat hinnoittelevat epadvarmuutta
aiheuttavien stokastisten prosessien riskitermit. Ross
ldéysi vastauksen edelld mainitusta lineaarisesta hinnoitte-
lusdannésta. Arbitraasin eliminoituminen edellyttaa, etta
markkinat l1loytavat yhden hinnan, ns. riskin markkinahinnan
kullekin epavarmuuden 1lahteelle. Kun riskin markkinahinta
on mddritelty, voidaan vaadittava lisdtuotto laskea painot-
tamalla kutakin riskin markkinahintaa samalla herkkyydella,
jolla kyseinen riski vaikuttaa toteutuvaan tuottoon. Siten

voidaan kirjoittaa

E(Ry) = ry + Dy ¢, + D¢, +.ot Dy + €, (1.2)
missa

r, = riskiton korko,

¢; = yhtalén (1.1) stokastisen muuttujan f; riskin

markkinahinta (j = 1,..,k).

Arvopaperin odotetuksi tuotoksi syntyy siis riskittéman
koron ja riskipreemioiden lineaarikombinaatio. Mikali
sijoittajat ovat riskineutraaleja, he suhtautuisivat epa-
‘varmuuteen kuin fair gameen eivatka vaatisi lisapreemioita.
Moderneissa hinnoitteluteorioissa, kuten APT:ssa, sijoit-
tajien oletetaan kuitenkin olevan riskiaversiivisia.

Mydés velkakirjojen hinnoitteluteoriat perustuvat arbitraa-
sihinnoittelun pohjalle rakennetuille malleille. Vaikka APT
kulkeekin hinnoitteluteorian nimelld, sen pohjalta on tahan
mennessa esitetyillda tiedoilla vaikea maaritelld hintaa
esimerkiksi velkakirjalle. Vaikka sijoittajien heterogeeni-
suudesta, irrationaalisuudesta tai asymmetrisesta informaa-
tiosta syntyvat vaikutukset Jjatettdisiinkin analyysin
ulkopuolelle, tarvitaan vield paljon lisatietoa velkakirjan
hinnan maarittelemiseksi.

Ensimmdiseksi tarvitsemme tietoa hintaan vaikuttavista
riskitekijoistd eli APT:n stokastisista muuttujista. Luon-
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nollisesti velkakirjan hintaan vaikuttaa Jadljelld oleva
elinikd, mutta koska ajan kulkuun ei liity mitdan satunnai-
suutta, se voidaan jattdd riskitekijoéiden ulkopuolelle.
Riskitekijéiksi valitaan ainoastaan muuttujia, Jjoihin
liittyy satunnaismuutosten ominaisuus.

Jos myds luotto- ja likvidiysriskien vaikutukset Jjatetdan
analyysin ulkopuolelle, korkorakenteen stokastiset muu-
tokset ovat merkittdvin velkakirjan hintaan vaikuttava epéa-
varmuuden 1lahde®. Muutokset voivat olla joko koko korkora-
kenteen kasittavia tai vain osittaisia, kattaen esimerkiksi
pelkastddn lyhyet maturiteetit. Historian aikana korkora-
kenteella on todettu olleen sekd nousevia, laskevia etta

kuperaisia muotoja.

Mieleen tulee helposti kysymys, miksi juuri korkorakentees-
sa tapahtuvat muutokset aiheuttavat epavarmuutta eika
pelkéstdan yksittdinen korko, kuten yhden pé&ivén rahamark-
kinakorko. Vastaus on yksinkertainen. Eripituisten korkojen
olemassaolo tekee spekulaation mahdolliseksi. Paastakseen
tavoitteeseensa sijoittaja voi valita useita erilaisia
strategioita, kuten sijoittamisen pitkadikdiseen velkakir-
jaan tai operoimisen pelkastdan lyhyen rahan markkinoilla.
Eri strategioiden tuotto mdaraytyy sen mukaan, miten eri-
‘laiset riskitekijat, kuten inflaatio, vaikuttavat eripitui-
" siin korkoihin. Epavarmuus tai riski syntyy siitd, etta
aina on olemassa parempia ja huonompia strategioita. Mikali
markkinat toimivat arbitraasihinnoitteluteorian mukaisesti,
‘jatkuvasti muita parempaa strategiaa ei kuitenkaan ole
olemassa.

Korkorakennetutkimuksella on pitkd historia taloustietees-
sa’. Erilaisten hypoteesien avulla on pyritty selittaméan,
miten korkorakenne mddraytyy ja millaisia rajoituksia sen
muodolla on. Teoriavaihtoehtojen suuri enemmisté nojaa

6  Korkorakenne, kuten muutkin kiasitteet, maaritel-
laan kappaleessa 1.2 .

7  Ks. katsausartikkelit Melino (1988) ja Shiller ja
McCulloch (1987) sekd Murto (1989) ja Virén (1988).



11

odotushypoteesiin®, jonka Amukaan nykyisen korkorakenteen
implisiittisesti madraadmat termiinikorot yhdessi mahdollis-
ten riskipreemioiden kanssa Kkuvaavat korko-odotuksia.
Mikali odotukset ovat rationaalisia, kuten tehokkailla
markkinoilla uskotaan olevan, korkorakenteella on ‘myés
ennustevoimaa tulevasta korkokehityksesta.

Korkorakenteen mdaraytymista selittdmdan tehdyt hypoteesit
ovat kuitenkin useimmiten 1laadittu empiiristd testausta
silmallapitdaen. Koska taloustieteessd on vasta muutamien
viime wvuosikymmenten aikana loéydetty menetelmdt dynaamis-
ten, epavarmuuden huomioonottavien mallien rakentamiseen,
korkorakennetutkimuksen teoreettiset puutteet ovat varsin
ymmdrrettdvid. Rahoitusteoriassa kehitettyjen hinnoittelu-
mallien yhtend ansiona onkin, etta ne tarjoavat kehikon
korkorakenteen maardaytymisen analyyttiselle tarkastelulle.

1.1 Tavoitteet, rajaukset ja esityksen kulku

Tutkielmassani tarkastelen arbitraasihinnoitteluteorian
pohjalta modernin portfolioteorian menetelmilld rakennettu-
ja velkakirjojen hinnoittelumalleja. Velkakirjan hinnoitte-
lumallin tavoite ei sindnsd ole hinnoitella kaikkein likvi-
‘deimpia velkakirjoja2, vaan kayttda niitd lihtékohtana muun
dynamiikan ymmartamiseen. Jotta arbitraasiehto kaytéannéssa
toteutuisi, meiddn on uskottava, ettd markkinoiden likvi-
deimmat velkakirjat ovat tehokkaasti hinnoiteltuja. Kaytta-
essamme hintanoteerauksia lahtétietoina saamme hinnoittelu-
mallin avulla kasityksen velkakirjan hintaa ohjaavasta
prosessista seka siitd, miten eri riskin lahteet vaikutta-
vat velkakirjan tuottoon.

Kun pystymme hahmottamaan velkakirjamarkkinoiden toimintaa
mikroteoreettisen mallin avulla, moni perinteisesti toisel-

8 Perinteisistd korkorakennehypoteeseista tarkemmin
kappaleessa 1.3 .

2  Likvidiksi kutsutaan sellaista velkakirjaa, jolla
on syvat jalkimarkkinat. Toisin sanoen silld kaydaan run-
saasti kauppaa ja sille 1l6ytyy aina tarvittaessa ostaja.
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la tavalla ndhty asia on nadhtdvissa uudessa valossa. Velka-
kirjojen 1liikkeellelaskijalle hinnoittelumalli tarjoaa
mahdollisuuden uusien ja epdlikvidien emissioiden hinnoit-
teluun. Sijoittajan nakékulmasta avuja on muitakin. Hin-
noittelumallin avulla v&altyt&an monilta perinteiseen ris-
kinhallintaan ja duraatioanalyysiin 1liittyvaltad ongelmalta.
Malli tarjoaa myds pohjan viime aikoina rédjahdysmiisesti
lisaantyneiden johdannaisinstrumenttien hinnoitteluun seka

riskinhallintaan.

Johdannaisinstrumentteja kaytetdan kaupankdyntiin epavar-
muuden kustannuksella. Niiden avulla voidaan seka spekuloi-
da tulevilla tapahtumilla ettéd suojautua niita vastaan.
Aikaan ja epavarmuuteen liittyvédn luonteensa vuoksi johdan-
naisinstrumenttien hinnoittelu perustuu erityisesti kohde-
etuuden hinnan dynamiikalle. Niin myo6s korkorakennesidon-
naisten instrumenttien, kuten velkakirjoille kirjoitettujen
futuurien ja optioiden seka vaihtovelkaki:jojen tapaukses-

Sa.

Huolimatta siita, ettda velkakirjojen hinnoittelumallien
merkitys on hyvin suuri johdannaisinstrumenttien hinnoitte-
lussa, rajaan johdannaisinstrumentit tutkielmani ulkopuo-
lelle. Perustelen rajaustani silla, ettd yksistdan velka-
"kirjojen hintojen tarkastelu riittdad koko esityksen johto-
langaksi. Johdannaisinstrumentit kuuluvat erilliseen laa-
jaan ongelmakenttdan, jotka vaativat oman analyysinsa,
mutta toisessa yhteydessa.

Keskityn tydssani kdasittelemdan pelkastdan korkorakenteen
madraytymista ja sen vaikutusta velkakirjojen hinnoitte-
luun. Muita asioita, jotka vaativat erillisen tarkastelun,
ovat mm. talouspoliittisten toimenpiteiden (verot, rahapo-
litiikka) vaikutukset korkorakenteeseen sekd yksityisten
liikkeellelaskemiin velkakirjoihin liittyvat luottoriskit.

Aloitan velkakirjojen hinnoittelun tarkastelemisen luvussa
2 Blackin ja Scholesin (1973) optioiden hinnoittelumallin
esittelylla. Black -ja Scholes olivat ensimmidisid, jotka
liittivat arbitraasin eliminoitumisehdon dynaamiseen kehik-
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koon. Heidan mallissaan optioiden hinnoittelu perustui
ehtoon, ettd ei ole olemassa arbitraasin mahdollistavaa
sijoitusstrategiaa.

Korostan, etta tarkastelen Blackin Jja Scholesin mallia
ainoastaan, koska kaikki sen jdlkeen esitettavat velka-
kirjojen hinnoittelumallit perustuvat samanlaiselle intui-
tiolle. Formaalia esitystapaa perustelen silla, etta haluan
osoittaa velkakirjojen hinnoittelumallien 1l1l&htdkohtana
olleen saman Iton differentiaalilaskentaan perustuvan mene-
telmdn, jota Black ja Scholes olivat kayttaneet aikaisem-
min. Optioiden hinnoittelun kannalta malli ei ole kiinnos-

tuksen kohteena.

Blackin Jja Scholesin malli Jjohdettiin hinnoittelemaan
osakeoptioita. Koska mallissa sijoittaja voi halutessaan
suojautua kaikelta epéavarmuudelta, sijoitusstrategian on
silloin annettava ainoastaan riskittémdn koron suuruinen
tuotto. Siten malli on intuitioltaan Rossin (1976) arbit-
raasihinnoittelun kanssa hyvin samanlainen. Kun osakkeesta
riippuvaisen option sijasta ajatellaan velkakirjaa, joka on
koroista riippuvainen instrumentti ja sovelletaan Blackin
ja Scholesin ajattelua, ollaan lahelld velkakirjojen hin-
noittelumalleja. Velkakirjojen hinnoittelu perustuu alunpe-
‘rin Coxin ja Rossin (1976) esittamalle ik&in kuin riski-
neutraalille hinnoittelulle, missd epavarmuutta aiheuttavan
stokastisen prosessin odotusarvoa sopeutetaan siten, etta
preferensseja ei tarvitse 1liittda analyysiin. Sopeutus
tehddan vahentdamdlld odotusarvosta riskipreemio, joka taas
on prosessin varianssin funktiolO.

Luvussa 3 tarkastelen velkakirjojen hinnoittelua tasapai-
noanalyysin lahtodkohdista. Analyysissa sovelletaan inter-
temporaalista hyédyn maksimointia ja johdetaan korot maa-

10 Harrison ja Kreps (1979) ovat esitelleet ikisn
kuin riskineutraalin hinnoittelumenetelmédn formaalissa
muodossa, mutta aiheen keskeisyydestd huolimatta olen
rajannut sen kahdesta syystd tutkielman ulkopuolelle: 1)
esityksessa pitdisi kayttda erittdin vaativia matemaattisia
menetelmid ja 2) velkakirjojen hinnoittelun kannalta asia
ei sittenkdadn ole riittavan tarkea.
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raava yhtdld seka kysyntad- ettd tarjontapuolelta. Tarkoi-
tukseni on osoittaa, ettd tasapainoanalyysi voi olla kon-
sistentti arbitraasimallin kanssa. Tutkielman yhten& paata-
voitteena on esitelld Coxin, Ingersollin ja Rossin (CIR)
(1985a) hinnoittelumalli, jossa arbitraasi- ja tasapainola-
hestymistavat yhdistet&in. Samalla mddritellddn arbitraasi-
malleissa esitellyille riskipreemioille eksplisiittinen

sisalto.

Kun luvuissa 2 ja 3 on esitelty teoreettinen kehikko ylei-
sessd muodossa, seuraavissa luvuissa keskitytdan kaytanndl-
lisempiin sovelluksiin. Luvussa 4 Jjatketaan CIR:n yleisen
mallin pohjalta Jjohdetun yhden muuttujan velkakirjojen
hinnoittelumallin (Cox, Ingersoll ja Ross, 1985b) esitte-
lylla. Mallin tekee merkitykselliseksi se, ettd se on
empiirisesti testattavissa. Vaikka tulokset eivat ole
olleetkaan CIR:n esittamdn erikoistapauksen kannalta myoén-
teisia, mallin ansiona voidaan pit&a sen kaynnistamaa ja
1980-1luvun loppupuolella kasvanutta uutta tutkimussuuntaus-
ta rahoitusteoriassa.

Luvussa 5 tarkastellaan hinnoittelumallin implikaatioita
velkakirjojen riskinhallintaan. Kappaleessa 5.2 pyritaan
vastaamaan Faman (1988) esittdmaan kysymykseen, tarjoaako
"CIR-malli teoreettisen kehikon viimeaikaisissa empiirisissa
tutkimuksissa havaituille taloudellisten suhdanteiden
mukana vaihteleville riskipreemioille. Kappaleessa tode-
taan, ettd pystydkseen selittamdan vaihteluita hyoétyfunkti-
on parametrisessa muodossa on luovuttava kiinteasta suh-
teellisesta riskiaversiivisuudesta.

Tutkielmassani totean, etta arbitraasimalli mikroperusteis-
ta' johdetussa muodossaan tarjoaa hyvdn teoreettisen perus-
tan arvopaperien hinnoittelulle. Koska Coxin, Ingersollin
ja Rossin (1985a) analyysi perustuu edustavan sijoittajan
ja yhden hyoddykkeen mallille, sitd ei kuitenkaan voi kayt-
tdd heterogeenisuudesta aiheutuvien ominaisuuksien, irra-
tionaalisten ilmidéiden, asymmetrisen informaation tai
suhteellisen hintaepavarmuuden tarkasteluun.
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Sitd vastoin kaytannoén sovellusten kannalta arbitraasimalli
ei ole menestynyt yhta hyvinll., Empiiristen testien avulla
on voitu osoittaa tarvittavan useampia kuin yksi muuttuja
selittamddn korkorakenteen 1liikkeitd. Riskinhallinnassa
kdytettavdksi malli on teknisesti liian raskas ja vaatii
paljon inforﬁaatiota antaakseen tarkkoja tuloksia.

1.2 Kéasitteita

Monien maiden rahoitusmarkkinoilla velkakirjojen julkiset
noteeraukset tehdddn hinnan sijasta sisdisena korkokanta-
nal2, sisidinen korkokanta kuvaa keskimdaraista annualisoi-
tua tuottoa, Jjoten eri pituiset velkakirjat ovat hinta-
noteerausta paremmin keskenddn vertailtavissa. Velkakirjan
hinta voidaan laskea sisdisestd korosta markkinoilla sovit-

tujen laskusaantéjen avullal3.

Sisdinen korkokanta on kuitenkin pelkdstdan keskimdadradinen
arvo. Kuponkeja sisaltavan velkakirjan tapauksessa kaikki
maksuvirrat, ajankohdasta riippumatta, diskontataan sisai-
sella korolla. Esimerkiksi kymmenenvuotiaan kuponkivelka-
kirjan wvuotuiset kuponkivirrat diskontataan samalla korol-
la. Ristiriita syntyy, jos yksivuotiaan nollakuponkilainan
‘ainoata maksuvirtaa diskontattaessa kdytetdadn eri korkoa
kuin kuponkivelkakirjan vuoden paasta irtoavan kupongin
diskonttauksessa.

Korkorakenne kuvaa eripituisten nollakuponkilainojen dis-
konttauksessa kaytettdviad sisdisid korkoja. Nollakuponki-
lainojen tapauksessa kuponkivaikutukset eivat tee diskont-
tokorosta harhaista. Velkakirjan hinta voidaan madritella
mahdollisimman tarkasti diskonttaamalla kaikki maksuvirrat

11  suuressa osassa empiirisiid téitd ollaan keski-
tytty CIR:n (1985b) yhden muuttujan mallin testaamiseen.
Siten CIR on saanut kantaa suuren osan siitdkin kritiikis-
ta, mika koskettaisi arbitraasimalleja yleensa.

12 Engl. yield to maturity (YTM).

, 13 Sisdisestd korkokannasta ja muista korkokasit-
teista tarkemmin, ks. Ilmanen (1989, s. 12-16).
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maturiteettinsa mukaisella korolla ja summaamalla ne Yyh-
teen.

Kuponkivelkakirjoja voidaan tarkastella eripituisten nolla-
kuponkilainojen lineaarikombinaatioina. Koska paaosa
markkinoilla kaytettavista velkakirjoista, erityisesti yli
vuoden mittaiset, ovat kuponkivelkakirjoja, liittyy korko-
rakenteen estimointiin lukuisia empiirisid ongelmial4. se
on kuitenkin erillinen kysymys, Jjohon ei puututa tamén
esityksen yhteydessa.

Jatkossa tarkastelu tehddan jatkuva-aikaisessa kehikossa.
Velkakirjanl® hinnan ja sisdisen korkokannan v&lillad on
koronlaskentakaavalle perustuva matemaattinen yhteys:

P(t,T) = exp[-R(t,T)(T - t)1, (1.3)
missa
P(t,T) = hetkend T erdadntyvan velkakirjan hinta

hetkelld t,

R(t,T) = sisadinen korkokanta (T - t) -pituiselle

velkakirjalle.

‘Lyhyintad mahdollista korkoa, r(t), kutsutaan valittémaksi
nykykorkoksi. Diskreetissad mallissa 1lyhyin korko olisi
yhden periodin mittainen. Periodien pituuden lahestyessa
jatkuva-aikaisessa maailmassa nollaa, lyhyimman koron
-maturiteetistakin tulee &arimmédisen pieni.

Nykykorkojen 1lisaksi madritellddn termiinikoron kiésite.
Termiinikorot ovat nykyiseen korkorakenteeseen implisiit-
tisesti sisaltyvia tulevia korkoja. Hetken t korkoraken-
teesta maaraytyva valitén termiinikorko, f£(t,T), hetkelle T
madritelldan seuraavasti:

14  Ks. esim. Karjen ja Aubryn (1990) katsaus esti-
mointiin liittyvistd ongelmista.

_15 Kaytdn jatkossa termin 'nollakuponkilaina' sijaan
termia 'velkakirja' yksinkertaisuuden vuoksi. Mik&li kysy-
myksessa on kuponkivelkakirja, mainitsen siitd erikseen.
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-3P(t,T) 1
3T P(t,T)"

f£(t,T) = (1.4)

Eri pituisia nykykorkoja voidaan pitdd eri pituisten ter-
miinikorkojen erikoistapauksena. Siten voidaan mdaritella
eri kdsitteiden vilinen yhteys:

£(t,t) = r(t) = lim R(t,T). (1.5)

t-+T

Soveltamalla yht&léa (1.5) hinnan maarittelyyn (1.3) voi-
daan se esittad toisessa muodossa

P(t,T) = exp[—f:r(s)ds]. (1.6)

1.3 Perinteiset korkorakennehypoteesit

Perinteinen harhattomien odotusten hypoteesi (esim. Fisher
(1930) Jja Lutz (1940)) perustui ajatukselle nykyisten ter-
miinikorkojen ja odotettujen nykykorkojen yhtasuuruudesta:

E, [x(T)] = £(t,T). (1.7)

Hypoteesin mukaan termiinikorot sisaltavat siten kaiken
‘mahdollisen informaation sijoittajien odotuksista. Mikali
odotukset olisivat rationaalisia, termiinikorkojen avulla
voitaisiin tehda tarkkoja ennusteita tulevasta korkokehi-
tyksesta. Kuitenkin jo varhaisessa empiirisessd kirjalli-
suudessal® todettiin, ettd termiinikorkojen ennustamiskyky
on hyvin vaillinainen. Korkorakenteesta implisiittisesti
mdadraytyvien termiinikorkojen havaittiin systeméattisesti
olevan tulevia nykykorkoja suurempia. Termiinikorkojen ja
odotettujen nykykorkojen valinen erotus maariteltiin riski-
preemioksi, jonka suuruuden havaittiin korreloivan positii-
visesti korkotason kanssa.

Cox, Ingersoll ja Ross - (1981) ovat loéytaneet empiirisestéa
korkorakennekirjallisuudesta kaksi muutakin odotushypo-

16 Mm. Kessel (1965).
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teesin muotoa. Molemmat 1liittyvat 1lyhyiden korkojen Jja
eripituisten velkakirjojen odotettujen tuottojen tarkaste-
luun. Hypoteesien mukaan velkakirjan odotettu tuotto koos-
tuu riskittémistd korosta sekd mahdollisesta riskipreemios-
ta. Jatkuva-aikaisissa malleissa voidaan kaikkein riskitté-
mimpdnd pitda valiténtad nykykorkoa, joten hypoteesi voidaan

kirjoittaa muodossa
«(r,t,T) = r(t) + preemio, (1.8)

missa

«(r,t,T) (T - t) -mittaisen velkakirjan odotettu

tuotto.

odotushypoteesin eri alalajit, kuten Hicksin (1939) 1likvi-
diyspreemioteoria tai Modiglianin ja Sutchin (1966) prefer-
red habitat -teoria, ovat antaneet yhtdloén (1.8) preemiolle
erilaisia funktionaalisia muotoja. Hicksin mukaan sijoitta-
jilla on luontainen halu pysyad mahdollisimman likvideina,
jonka vuoksi he haluavat ylimdardisen preemion pitkdaikai-
siin velkakirjoihin tehdyistéd sijoituksista. Modiglianin ja
Sutchin mielestd sijoituksilla pyritdan turvaamaan tulevaa
kulutusta. Mikali sijoittaja esimerkiksi haluaa rahoittaa
‘seitseman vuoden kuluttua lapsensa koulunkdynnin nykyisista
varoistaan, turvallisinta -on sijoittaa seitsemdn vuoden
mittaiseen velkakirjaan. Silloin tiedetdan varmasti saata-
van nimellispddoman suuruinen rahavirta oikeaan aikaan,
eika altistuta hinta- tai jalleensijoitusriskeillel?. Jotta
sijoittaja saataisiin houkuteltua muihin maturiteetteihin,
hédnelle on maksettava otetun riskin kompensoiva lisdpree-
mio.

17  Hinta- ja jalleensijoitusriskin késitteet 1liitty-
vat sijoitushorisonttiin. Jos velkakirja erdantyy sijoi-
tushorisontin takarajan jalkeen, on sijoittajan myytava se
jalkimarkkinoilla. Koska sen arvosta myyntihetkelld ei ole
varmaa tietoa, altistuu hé@n hintariskille. Vastaavasti, jos
velkakirja eraantyy ennen sijoittajan tarvetta kayttaa
varansa, on tehtdvd uusi sijoitus ja altistutaan j&lleensi-
joitusriskille. :
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Likvidiyspreemio- tai preferred habitat -teorioiden preemi-
oiden funktionaalisen muodon testaaminen ei siten ole ollut
korkorakenteen empiirisissd testeissad keskeiselld sijalla.
Viimeisen vuosikymmenen aikana ei tosin ole léydetty tukea
hypoteesille ajan suhteen kiintedstd riskipreemiostal8.
Shiller (1979) osoitti, ettd odotushypoteesi ei pysty
selittamaan kuin murto-osan pitkien korkojen varianssista.
Suurin osa pitkien korkojen vaihtelusta on tulkittu seu-
raukseksi rationaalisten sijoittajien vaatimien riskipree-
mioiden vaihteluista. Vaihtelu ei kuitenkaan valttamatta
aiheuta ristiriitaa rationaalisten odotusten hypoteesin
kanssa, silld muutoksilla sijoittajien preferensseissa sekda
joillakin wuutisilla voi olla suoria vaikutuksia pitkiin

korkoihin.

Muutokset sijoittajien preferensseissa voivat olla seuraus-
ta muutoksista tulevaan kulutukseen kohdistuvissa odotuk-
sissa. Esimerkiksi Fama ja French (1989) sekd Ferson ja
Harvey (1989) ovat havainneet, ettd taloudellisilla suhdan-
teilla ja riskipreemioilla on keskindinen yhteys. Lamakau-
den alla sijoittajat vaativat kantamastaan epavarmuudesta
suuremman kompensaation kuin voimakkaan kasvun aikana.
Siten kasvuodotuksiin wvaikuttavilla uutisilla sekd poliit-
tisilla toimenpiteilld voi olla riskipreemioiden muutosten
valitykselld suoria vaikutuksia pitkien korkojen vaihte-
luun.

Korkorakennekirjallisuudessa on vahemmdlle huomiolle j&aa-
neet velkakirjojen kysynta- ja tarjontavaikutuksia korosta-
vat hypoteesit. Kuitenkin jo Hicksin (1939) 1likvidiyspree-
mioiden voi katsoa olevan kyseisten vaikutusten seurausta.
Sijoittajat pyrkivdat olemaan mahdollisimman 1likvidej3,
mutta velanottajilla on halu pitempiaikaiseen lainaukseen.
Siten tarvitaan spekulaattoreita, Jjotka lisadpreemiota
vastaan tasaavat lainamarkkinoiden kysynnadn ja tarjonnan.

18  aAjan suhteen kiintedn riskipreemion oletusta on
kutsuttu mydés rationaalisten odotusten sekd tehokkaiden
markkinoiden hypoteeseiksi (Melino, 1988).
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Culbertsonin (1957) markkinoiden segmentoitumista korosta-
vassa teoriassa arbitraasi eri maturiteettien valilla on
mm. transaktiokustannusten ja institutionaalisten esteiden
vuoksi rajoitettua. Siten kussakin maturiteetissa rahoitus-
virrat ja arvopapereiden tarjonta vaikuttavat olennaisesti
tuottojen madraytymiseen. Vastaavasti preferred habitat-
mallissa oletettiin sijoittajien olevan heterogeenisia,
joten yksildkohtaiset preferenssit mdarittelevat aggregaat-

titasolla muodostuvat preemiot.

Edelld lueteltuja kysyntd- ja tarjontatekijéihin perustuvia
malleja on pyritty mydhemmin kehitt&md&an rahoitusvirtamal-
lien antamissa puitteissa. Friedmanin (1977) Jja Roleyn
(1981) malleissa on edelleen korostettu sijoittajien hete-
rogeenisia tarpeita Jja transaktiokustannuksia. Melinon
(1988) mukaan rahoitusvirtamallien kritiikissd ollaan
erityisesti epdilty mallien olevan 1liian monimutkaisia

empiiriseen tyohon.

1.4 Intertemporaaliset mallit

Korkorakenteen méddraytymiseen vaikuttavia intertemporaali-
sia tekijéitd on korostettu Stiglitzin (1970) tydsta lah-
‘tien. Hanen mukaansa sijoittajat pitdvat hallussaan arvopa-
pereita tasoittaakseen ja lisatdkseen tulevaa kulutustaan.
Nadkemys on mydhemmissd malleissa muotoutunut tavoitefunk-
tioksi, jossa sijoittaja maksimoi koko elinkaarensa odote-
tusta kulutuksesta saatavaa hyoétya. Konkaavien hyétyfunkti-
oiden (riskiaversiivisuuden) tapauksessa optimaalisimpaan
tulokseen paastdan jakamalla kulutus mahdollisimman tasai-
sesti yli elinkaarenl®. siten intertemporaalisia malleja
voi pitaa konsistenttina mydés kulutuksen elinkaarihypotee-
sin kanssa.

Iuvuissa 2 Jja 3 esiteltavat hinnoittelumallit voidaan
erotella toisistaan sen mukaan, tarvitaanko analyysissa
oletuksia sijoittajien preferensseistd. Luvun 2 arbitraasi-

. 19  Myés oletus aika-additiivisista preferensseista
liittyy olennaisesti intertemporaalisten mallien valtavirtaan.
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malleissa preferenssit Jjdavat ulkopuolelle. Arbitraasin
eliminointiehdon vallitessa kaikkien arvopaperien hinnat
ovat keskenddn sopusoinnussa siten, ettd arbitraasimahdol-
lisuuksia ei padse syntymddn. Samalla riskiaversiivisten
sijoittajien tuotto-odotuksia sopeutetaan niin, ettd ana-
lyysi voidaan suorittaa ik&dsn kuin riskineutraalissa muo-

dossa.

Kun korkorakenteen madardaytyminen on arbitraasimalleissa
riippuvainen eksogeenisista muuttujista, on muuttujat
tasapainomalleissa pyritty endogenisoimaan. Riskittéman
koron madraytyminen seuraa mahdollisuudesta riskittémdan
anto- ja ottolainaukseen. Koron suuruuteen vaikuttavat seka
sijoittajien riskiprofiilit ettd wvaihtoehtoisten sijoitus-
kohteiden tuotto-odotukset. Portfolioteoreettisessa kehi-
kossa riskiténtd korkoa voidaan pitda riskittémén sijoitus-

kohteen tuottovaatimuksena.

Ns. edustavan sijoittajan malleissa mahdollisuus riskittoé-
maan lainaukseen ei kuitenkaan paranna talouden tilaa, vaan
johdettavat tasapainokorot médrittelevat ainoastaan vaih-
toehtoisen tien optimaaliseen ratkaisuun. Koska Jjatkossa
kdsiteltavat mallit ovat juuri edustavan sijoittajan malle-
ja, heterogeenisuudesta syntyvia vaikutuksia ei 1liiteta
analyysiin. Siten esiteltavadt teoreettiset mallit eivat
tarjoa teoreettista kehikkoa esimerkiksi edellisessa kappa-
leessa esitetyille rahoitusvirtamalleille.

Luvussa 3 johdettavassa intertemporaalisessa kehikossa
osoitetaan korkojen maaraytymiseen vaikuttavien tekijéiden
analysoinnin olevan mahdollista sekd kysynta- ettd tarjon-
tapuolelta. Breeden (1986) on intertemporaalisen capital
asset pricing -mallin sovelluksen valossa tarkastellut
molempia vaihtoehtoja. Kysyntapuolella korkojen maaray-
tymiseen vaikuttaa sijoittajien halu tasoittaa elinkaarensa
kulutusta. Sijoittaja saastda varallisuuttaan, mikali silla
saatava hydédyn lisdys on vahintdan yhtd suuri kuin nykyi-
sestd Kkuluttamatta jattémisestd aiheutunut hyoédyn menetys.
Ehdon mukaan riskittomastad sijoituksesta saatava rajahyéty
on riskiaversion tapauksessa suurempi alhaisemmalla koko-
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naiskulutuksen tasolla. Siten voidaan sanoa, etta laman
aikana eraantyvaa velkakirjaa arvostetaan enemmén (vaadi-
taan alhaisempi tuotto) kuin korkeasuhdanteessa erdantyvaa.
Mitad suurempi volatiliteetti kulutuksen kasvulla odotetaan
olevan, sitd enemmdn varmasti saatavaa rahavirtaa arvoste-

taan.

Tarjontapuolella korkojen madraytyminen riippuu positiivi-
‘'sesti tuottavuuden kasvusta. Mitd suurempi tuotanto, sita
enemman padomaa kannattaa rahoittaa riskittomalla korolla.
Vastaavasti, mitd enemmdn epavarmuutta tuotantoon liittyy,

sitd alhaisemmaksi tasapainokorko muodostuu.

Korkojen maaraytymisen tarkastelu kysynta- tai tarjontapuo-
lelta ovat luonnollisesti saman asian kaantoépuolia. Luvussa
3 johdetaan samasta sijoittajan tavoitefunktiosta tasapai-
noehdot molempia teitd. Tarkastelussa kaytetdan jatkuva-
aikaisia menetelmid, jotka ovat viime vuosien rahoituste-
oreettisessa kirjallisuudessa vallanneet alaa20. Jatkossa
tarkemmin esiteltdva@n Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985b)
jatkuva-aikaisen tuotantotalouden korkorakennemallin on
Tong-sheng Sun (1987) johtanut seka kysyntdpuolelta (vaih-
totaloudessa) ettd diskreettiaikaisilla menetelmilla.

‘Seuraavissa luvuissa stokastisten menetelmien kaytté on
varsin laajaa. Laajemmat esitykset sovellettavista stokas-
tisista prosesseista sekd differentiaalilaskennasta 1léyty-
vat muun muassa Chown (1979) sekd Malliaris ja Brockin
(1982) esityksista. Myés Stokeyn ja Lucasin (1989) teosta
rekursiivisista menetelmistd on kaytetty 1l&ahteena, tosin
ainoastaan niissd puitteissa missd soveltaminen stokasti-
seen differentiaalilaskentaan on mahdollistaZ2l.

20 Jatkuva-aikaisten mallien eduista ja eroista
diskreettiaikaisiin, ks. Merton (1975, 1982).

21 Jatkuva-aikaisten, rekursiivisten sekd state-
preference~-teorian menetelmien eroista korkorakenne- 3ja
rahoitusteoreettisessa kirjallisuudessa, ks. LeRoy (1982a).
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2 ARBITRAASILAHESTYMISTAPA

Ehto arbitraasimahdollisuuksien eliminoitumisesta on Black-
in ja Scholesin (1973) optioden hinnoittelumallin j&lkeen
noussut rahoitusteoreettisessa kirjallisuudessa keskeiseen
asemaan. Ehdon mukaan arvopapereiden teoreettisia arvoja
laskettaessa el arbitraasimahdollisuuksia saa syntya.
Arbitraasiksi kutsutaan mahdollisuutta tehdd riskittoémasti
voittoa ilman alkuvarallisuutta ostamalla Jja myymdlla
arvopapereita.

Blackin ja Scholesin malliin arbitraasin eliminoitumisehto
sisdltyy implisiittisesti. Xoska option ominaispiirteet
sdilyttidva instrumentti voidaan luoda synteettisesti osak-
keen ja riskittoéman lainauksen avulla, arbitraasilta valt-
tyminen edellyttdd option ja synteettisen instrumentin
hintojen yhtalaisyytta.

Arbitraasin optiokaupassa eliminoiva hinnoitteluyhtdlé
perustuu oletukselle, ettd kaikki epavarmuus on perdisin
osakkeen odottamattomista hinnanmuutoksista. Tunnettaessa
muutosten varianssi voidaan portfolioon valita osakkeita ja
optioita sellaisessa suhteessa, ettd odottamattomien muu-
tosten vaikutukset kumoavat toisensa. Koska portfolioon ei
endd sisdlly riskia, tuotonkin on oltava riskittémé&n koron
suuruinen.

Mikali arvopaperin hinta riippuu jostakin muusta muuttujas-
ta kuin toisesta hinnasta, eivat riskit endaad ole yhteismi-
tallisia. Ajatellaan esimerkiksi arvopaperia, jonka hinta
on saatilan funktio. S&&tilan muutoksiin, samoin kuin arvo-
paperin hinnan muutoksiin liittyy epédvarmuutta. Kuitenkaan
portfolioon ei voi valita 'sdatilaa', joten sdatilajohdan-
naisen arvopaperinkaan arvoa ei voi maaritelld Blackin ja
Scholesin hinnoitteluyhtdlén avulla.

Muiden Xkuin hintajohdannaisten arvopaperien hinnoitteluun
voidaan kuitenkin soveltaa riskin markkinahinnan kasitetta.
Se on perdisin Stephen Rossin (1976 ja 1977) arbitraasihin-
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noitteluteoriasta (APT) Jja perustuu ajatukseen, ettd kai-
kelle epavarmuudelle on maarattdvissd rahallinen arvo.
Riskin markkinahinta on riskittémin koron lisdksi vaaditta-
va tuotto, jonka sijoittaja haluaa kompensoidakseen arvopa-
periin sisdltyvédn epdvarmuuden. Epavarmuus voi olla perai-
sin monesta lahteestd, jolloin kullekin ldhteelle on médari-
teltavissa oma riskin markkinahinta.

Velkakirjat ovat yksi esimerkki arvopapereista, joita ei
voi hinnoitella Blackin ja Scholesin hinnoittelumallin
avulla. Kuten luvussa 1 mddriteltiin, perustuu velkakirjan
hinta korkorakenteeseen. Siten epdvarmuus ei ole peraisin
hinnan, vaan koron muutoksista. Hintaan ei mydskdan vaikuta

yksi korko, vaan kokonainen korkorakenne.

Velkakirjojen hinnoitteluun voidaan kuitenkin soveltaa
riskin markkinahinnan kédsitettad. Epdvarmuus aiheutuu korko-
rakenteen odottamattomista muutoksista, Jjoiden voidaan
olettaa olevan perdisin A&aéarellisestd mdarasta erilaisia
shokkeja. Mikali kutakin mahdollista shokkia vastaan voi-
daan mdaritellad wvaadittava 1lisdtuotto, velkakirjojen hin-
noitelukin on mahdollista.

Blackin Jja Scholesin (1973) mallissa osakkeiden hinnan-
‘muutoksia on kuvattu geometrisen Brownin liikkeen awvulla.
Geometrisuus estda hintoja menemdstd negatiivisiksi. Nimel-
listen korkojen prosessia mallitettaessa vastaava oletus on
realistinen. Muita mallitettaessa huomioon otettavia omi-
naisuuksia ovat korkojen taipumus palata kohti pitkan
aikavalin Kkeskiarvotasoa ja pitkien korkojen lyhyitad pie-
nempi volatiliteetti.

Korkorakenteen dynamiikkaa mallitettaessa voitaisiin peri-
aatteessa kayttdd suurtakin mddaraa muuttujia. Muuttujien
sisaltdé voidaan maaritella eksplisiittisesti tai Jjattaa
naarittelematta. Perinteiset arbitraasimallit ovat yleensia
olleet yhden tai kahden faktorin malleja, silld muuttujien
lukumdaran kasvaessa ratkaisun 1loytaminen tulee ongelmal-
liseksi.
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Ennen arbitraasihinnoittelun  yleisen muodon ratkaisun
johtamista esitelldaan Blackin ja Scholesin (1973) malli
kursorisesti. Yleisen muodon esittelyn jédlkeen tarkastel-
laan joitakin erikoistapauksia. Useimmissa niistd on muut-
tujina kaytetty lyhyitd ja pitkid nykykorkoja, historialli-
sia keskiarvoja sekd eri pituisten korkojen vdlisid sprea-
deja.

2.1 _Blackin ja Scholesin optioiden hinnoittelumalli

Blackin ja Scholesin (1973) eurooppalaisten osakeoptioiden
hinnoittelumallissa 1luodaan osakkeen 3ja option avulla
portfolio, joka antaa aarimmaisen 1lyhyena hetkena tietyn
varman tuoton. Osakkeen ja osakeoption hinnan muutokset
korreloivat téaydellisesti keskenaan, koska kaikki epavar-
muus aiheutuu osakkeen hintakehitystad kuvaavasta stokasti-
sesta prosessista. Osakkeen hinnan muutosta kuvataan geo-

metrisend diffuusioprosessina

ds = uSdt + oSdz, (2.1)
missa
S = osakkeen hinta,

osakkeen hinnan odotettu muutosaste,

osakkeen hinnan muutoksen keskihajonta,
dz = Wiener-prosessi, missa

\ E(dz) = 0,

E(dz?) = dt.

Osakkeen hinnan oletetaan olevan ainoa option hintaan
vaikuttava stokastinen muuttuja. Iton lemman22 avulla voi-
daan osoittaa option hinnan muutoksen seuraavan Ito-proses-
sia

2
aF = $5us + 25 + 27

SF + Hgro?s?)at +'%§v8dz, (2.2)

22  Ks. Malliaris ja Brock (1982, s. 80-85)
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missa
F = option hinta.
Rahoitetaan portfolio myymdlla yksi kappale optioita, minka

jalkeen ostetaan (3F/3S) kappaletta osakkeita. Portfolion

arvo on talléin

ja portfolion arvon muutos

av = -dF + g—gds (2.3)

Sijoittamalla yhtdldéiden (2.1) Jja (2.2) oikeat puolet
yhtaléoén (2.3) saadaan

aF ,0%F

av = (3% ~ 738z

2g2)dt. - (2.4)

Koska epavarmuutta aiheuttava komponentti on eliminoitunut
vhtdlésta (2.4), portfolion tuoton pitdd arbitraasimahdol-
.lisuuksien valttamiseksi olla riskittémd@n tuoton suuruinen.
Voidaan siis kirjoittaa yhtdsuuruusehto

L + %%%§0232)dt = rvdt
o 2L 4 r8%§-+ %%%%%252 - rF = o0, (2.5)
missa
r = riskitén korko,
02 = osakeprosessin varianssi.

Yhtaldéa (2.5) kutsutaan Black-Scholes-differentiaali-
yhtaléksi. Sitd on kutsuttu myds riskineutraaliksi hinnoit-
teluyhtaléksi,: koska kaikki muuttujat (S,,t,o,r) ovat
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sijoittajan preferensseistd riippumattomia. Osakkeen odo-
tettua tuottoa kuvaava parametri p, missid preferenssit
ovat edustettuina, on eliminoitunut yhtalésta.

Koska velkakirjojen hinnoittelussa epdvarmuus on perdisin
korkojen stokastisista muutoksista, ei edelld esitetyn
kaltaiseen tédydelliseen suojautumiseen ole mahdollisuut-
ta23. Jos epavarmuutta aiheuttava muuttuja on jokin muu
kuin hintaprosessi, hinnoittelussa on sovellettava alunpe-
rin Coxin ja Rossin (1976) esittdmdd ikddn kuin riskineut-
raalia hinnoittelua. Menetelmda kaytetdan seuraavassa
kappaleessa esiteltdvassad yleisen muodon hinnoitteluyhtéa-
lé6ssd. Kappaleessa 2.3 Kkasitellddn korkojohdannaisten

instrumenttien hinnoittelua.

2.2 Arbitraasimallin yleinen muoto

Oletetaan, etta arvopaperin?4 hintaan vaikuttaa &arellinen
madra maailmantilaa ohjaavia tekijoéita. Kaikki arvopaperin
padomatuotot ovat siten seurausta kyseisten tilamuuttujien
kehityksesta. Oletetaan 1lisdksi, ettd osinkotuottoja ei
makseta. Cox, Ingersoll ja Ross (1981) ovat johtaneet Black
Scholes-yht&alén yleisen muodon Kkyseisille arvopapereille.
Hull (1989, 1liite 7C) esittda yhtalon pelkistetymmassa
muodossa.

Hinnoitteluyht&léa johdettaessa patevat samat ehdot kuin
Blackin ja Scholesin (1973) mallissa:

23  gsuojaus voidaan tehda hankkimalla lyhyt ja pitka
positio identtisissd instrumenteissa. Epadvarmuuden hinnoit-
telun kannalta ongelma ei silloin kuitenkaan ole mielekéas.

24  Arvopaperi voi olla osake, velkakirja tai johdan-
naisinstrumentti (esim. optio tai futuuri). Toistaiseksi
oletetaan ainoastaan, ettd sen hinta maaraytyy erikseen
maarittelemdttémien muuttujien funktiona. Myohemmassa
vaiheessa hinnoitteluyhtdlélle voidaan asettaa rajoitukset,
joiden seurauksena arvopaperin todellinen luonne voidaan
maarata.
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1) arvopaperin lyhytmyyhti25 ja siitd saatavien
tulojen tdysivaltainen kayttd on sallittua,

2) ei transaktiokustannuksia ja veroja,

3) ei arbitraasimahdollisuuksia ja

4) mahdollisuus jatkuvaan kaupankayntiin.

Merkitdan tilamuuttujia ¥;:11& (1 =< i = n), ja oletetaan

niiden muutoksen seuraavan diffuusioprosessia

ay; = p; (y,t)at + g; (¥,t)dz,, (2.6)
missa
p; (Y,t) = tilamuuttujan arvon odotettu muutos

(vektorin {Y} ja ajan t funktio),

g; (Y,t) muutoksen odottamattoman komponentin

keskihajonta.

Muuttujalla ¥; on nyt sama rooli kuin johdannossa esitetyn
yhtédlén (1.1) epdvarmuutta aiheuttavilla komponenteilla f;.
Tarkemmin sanottuna odottamattomat muutokset ovat perdisin
yhtédlén (2.6) jalkimmaisestd eli stokastisesta komponentis-
ta.

Arvopaperin hinnan muutos seuraa mdaritelmdllisesti geomet-
rista Ito-prosessia

dpd (Y,t,T
= gy,t,'rg = «, (Y¥,t,T)dat + ¥s,, (¥,t,T)dz, , (2.7)
i
missa
«; (¥,t,T) = arvopaperin j hinnan odotettu suhteellinen
muutos hetkelld t (mahdollisen erdpaivéan
ollessa T,
25

, _ Arvopaperikaupassa lyhytmyynnilld (engl. short
selling) tarkoitetaan sellaisten arvopaperien myymista,
joita ei myyntihetkelld omisteta.
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§,;(¥,t,T) = hinnan suhteellisen muutoksen odottamaton
komponentti (arvopaperin hinnan herkkyys
tilamuuttujien odottamattomille shokeille).

Iton lemmaa soveltamalla voidaan arvopaperin hinnan muutos
esittda tilamuuttujien prosessien funktiona

«, P} = gid + zgij,‘i (Y,t) + %§gpikgi (Y;t) g (Y,t)agj—ng

5, P =%j—gi (Y,t). (2.8.1-2)
missa

pix = eri tilamuuttujien valinen korrelaatiokerroin.

Vastaavasti kuin Blackin ja Scholesin mallissa wvalitaan
portfolion painot siten, ettd stokastisten komponenttien
vaikutus tuottoon eliminoituu. Silloin

Yk;6, ;P8 =0 vi, _ (2.9)
J

missa
k; = arvopaperin j mdarad portfoliossa.

Portfolion arvon muutos on riskin eliminoiduttua

dv = Yk,«;Pidt = r¥k, Pidt,
j b

J

missa
r = riskitén tuotto.
Arbitraasin eliminoitumisehdon ollessa voimassa portfolion

arvon muutoksen pitda olla yhtd suuri riskittémadn Kkoron
kanssa. Siten voidaan kirjoittaa
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Yk, Pi (x; - r) = O. (2.10)
3
Yhtiléiden (2.9) 3ja (2.10) ollessa voimassa on niiden

valilla oltava lineaarinen yhteysZ26:
Pi(x; = r) = 3X;6,;P
i

o x; =¥ =)%6,; V3. (2.11)
i
Yhtdld (2.11) madrittelee riskin markkinahinnan esitetyn
arbitraasiehdon seurauksena. Kunkin riskin l&hteen ja
tuoton vdlilld on lineaarinen yhteys, joka on arbitraasi-
mahdollisuuksien valttamiseksi sama kaikilla arvopapereil-
la. Mikali ainoastaan yksi tilamuuttuja Y, vaikuttaisi
arvopaperin hintaan, prosessin stokastisen komponentin

aiheuttaman riskin markkinahinta olisi

.&i—__r= Xi'
d;

Vastaava maaritelmd patee kaikille riskin lahteille.

Sijoittamalla (2.8):n alarivi vhtdalédén (2.11) voidaan ar-
vopaperin odotettu tuotto esittdd yleisessd muodossa ris-
kittémdn koron ja kunkin tilamuutujan aiheuttaman epavar-
‘muuden kompensaationa vaadittavan riskipreemion yhdistelma-
na

apd 1

«, (Y,t,T) = r(Y,t) + Zki(Y,t)3§:"¥p (2.12)

missa
A (Y,t) = X9, (Y,t1).

Yhtalén (2.12) mukaan velkakirjan hinta ei endad riipu
maturiteetista. Mikali tiedettadisiin, ettid epavarmuuden
kompensaationa vaadittavan preemion suuruus on maturiteetin
funktio, arbitraasi olisi mahdollista. KXoska aikaan ei
liity epavarmuutta sijoittajan kannattaisi silloin 'myydi:

26 Ross (1976).
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kalleimman maturiteetin riskid Jja vastaavasti ‘'ostaa'
halvinta.

Riskipreemio X, (¥,t) mddrittelee ylimddrdisen tuoton, minka
sijoittaja vaatisi kompensaationa tilamuuttuja Y, :n stokas-
tisesta riskistd, mikdli ¥, olisi arvopaperin hintaproses-
si. Todellisuudessa hintaprosessi on kuitenkin 4P, joka on
Ito-prosessi muuttujan Y¥; suhteen. Siten tilamuuttujan
stokastiset shokit vaikuttavat valillisesti mydés hinta-
prosessiin. Hinnan ensimmdinen derivaatta tilaprosessin
suhteen, 4P/8Y, kuvastaa hinnan herkkyyttd Y:lle. Skaalaa-
malla riskikohtainen preemio 21A; arvopaperikohtaisella
herkkyydelld riskiad kohtaan voidaan mddritelld wvaadittava
lisdtuotto kompensaationa tilamuuttujan aiheuttamalle

epavarmuudelle.

Sijoittamalla (2.12) Iton lemmasta johdetun yhtalén (2.8)
ylariville voidaan muodostaa yleinen arvopapereiden hin-
noittelussa kaytettdva osittaisdifferentiaaliyhtalo

3 pi

J
G5 I (L) - A (1) il (2.13)

92 pi
l T —— -— —
+ 2§§pikgi(Y,t)gk(Y,t)ayiaYk rP = 0.

Yhtdloa (2.13) voidaan kayttdad arvopaperien hinnoittelussa,
kun maaritellaan arvopaperin tulevia maksuvirtoja rajoitta-
vat ehdot. Esimerkiksi seuraavassa kappaleessa kasiteltavi-
en riskittémien velkakirjojen tapauksessa hinnoitteluyhta-
164 rajoittaa ehto velkakirjan hinnasta eraantymishetkelld,
P(Y,t,T) = 1, kaikissa mahdollisissa maailmantiloissa.

Yhteys Black Scholes-yhtdléon on suoraviivaisesti johdet-
tavissa hinnoitteluyhtdlén yleisestd muodosta. Oletetaan
osakkeiden hintaprosessi (2.1) ainoaksi tilamuuttujaksi.
Yhtdlé (2.13) redusoituu silloin seuraavaan muotoon:

8P P, 2g29%2P _ =
6t+sa_S(“ Ao) + 3o S-é—ST rP = 0.
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Yhtdléstd (2.11) johdetun riskin markkinahinnan késitteen
avulla todetaan, ettd p - Ao = r. Sijoittamalla ylla ole-
vaan yhtaléén paadytddn Blackin ja Scholesin ratkaisuun
(2.5).

Kuten kappaleessa 2.1 todettiin, Black Scholes-yhtalé on
sijoittajien preferensseistd riippumaton. Vastaava ei pade
vhtaléén (2.13), silla parametrien p ja 1 arvot ovat si-
joittajien preferensséista riippuvaisia. Mitd riskiaversii-
visempi sijoittaja, sitd enemmdn hé&n vaatii lis&tuottoa
kompensaatioksi otetusta riskistd. Siten riskiaversion
tapauksessa riskin markkinahinta on suurempi kuin riski-
neutraalisuuden vallitessa (jolloin A = 0).

Koska otetusta riskistd vaadittava lisdtuotto on suurempi
riskiaversiivisessa maailmassa, el arvopaperin hintakaan
voi olla yhtdldinen riskineutraalin hinnoittelun kanssa.
Yhtdlé (2.13) perustuu sen vuoksi oletukseen, etta ollaan
ikddn kuin riskineutraalissa maailmassa. Vahentadmalla tila-
muuttujan odotetusta muutoksesta p riskin markkinahinta ja
pitdmdlla volatiliteetti ja muuttujien vdliset korrelaatiot
ennallaan, voidaan siten maaritella arvopaperille riski-
sopeutettu hinta.

Tarkastellaan esimerkkind korkoinstrumenttien hinnoittelua.
Mikali hinnoiteltava arvopaperi on nollakuponkilaina, jonka
hinta on riippuvainen pelkdstdan stokastisesti muuttuvasta
lyhyestd korosta, on mahdollista soveltaa hinnoitteluyhta-
léa (2.13). Koron ollessa ainoa muuttuja sen odotettua
muutosta riskisopeutetaan vastaavasti kuin >tilamuuttujia
yleisessad muodossa. Kuitenkin on huomattava, ettd korkoris-
kin markkinahinta, A_, on negatiivinen27. siten velkakirjan
riskisopeutettu hinta maaraytyy yhtélésta

.?7 Velkakirjan hinta reagoi kaanteisesti koron muu-
toksiin, Jjoten korkoprosessia riskisopeutetaan kasvatta-
malla koron odotettua muutosta.
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P(r,t,T) = e =(T-)R[P(r,T,T)], (2.14)
missa

E = velkakirjan hinnan odotusarvo riskisopeutetussa
maailmassa.

Koska riskipreemio ) maaraytyy preferenssien seurauksena,
sille on hankala maaritella eksplisiittistd muotoa. Seuraa-
vassa kappaleessa esitelldan tunnetuimpien korkorakenteen
arbitraasimallien yhteydessa Jjoitakin eri vaihtoehtoja.
Yksinkertaisinta on olettaa riskipreemio eksogeeniseksi,
mutta kuten Cox, Ingersoll'ja Ross (1985b) ovat todenneet,
ratkaisu voi silloin olla ristiriidassa arbitraasioletusten

kanssa.

2.3 Hinnoitteluyhtdldé korkorakennemalleissa

Hinnoitteluyhtdlén (2.13) Kkorkorakennesovellutukset ovat
yleensad yhden ja kahden muuttujan malleja. Yhden muuttujan
malleissa pitkat korot ovat joko lineaarisesti28 tai epa-
lineaarisesti29 yhteydessa lyhyisiin korkoihin. Koska kaik-
kien velkakirjojen hinnat ovat riippuvaisia yhdestid ja
samasta muuttujasta, hintojen muutokset ovat silloin keske-
naan tdaydellisesti korreloituneita. Lisdksi pitkat korot
lédhestyvat yhden mnmuuttujan malleissa asymptoottisesti
tiettya kiinteata tasoa.

Kahden muuttujan malleissa toisena muuttujana on 3joko
erikseen mééritelty pitkd korko tai lyhyen ja pitkan koron
valinen erotus (spread)30 tai inflaatioaste3l. Kahden muut-
tujan malleissa ollaan pyritty ehkdisemddn hintojen taydel-

28  vasicek (1977), Cox, Ingersoll ja Ross (1985b).
29  pothan (1978), Longstaff (1989).

30 Brennan ja Schwartz (1979), Schaefer ja Schwartz
(1984).

31  Richard (1978).
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linen korrelaatio sekd lisdamdan pitkien korkojen vaihtelu-

ja.

Parametrisoimaton muoto

Tarkastellaan seuraavaksi joitakin yhden muuttujan malleja.
Lyhyen koron dynamiikkaa voidaan kuvata parametrisoimatto-

massa muodossa yhtdlolla

dr = b(r,t)dt + a(r,t)dz, (2.15)
missa
b(r,t) = lyhyen koron odotettu muutos,

a(r,t) muutoksen odottamattoman komponentin

keskihajonta.

Kun valittémén nykykoron liikkeet ovat ainoa korkorakennet-
ta ohjaava muuttuja, voidaan yhtaléa (2.12) soveltamalla
madritellda minkd tahansa velkakirjan valittoémasti toteutuva
odotettu tuotto '

«<(r,t,T) = r(t) + x(r,t)

mlm
Ll Liv)

1
“pr (2.16)
missa

A(r,t) = X*a(r,t).
Sijoittamalla (2.16) yhtalosta (2.8) muokattuun yhden muut-
tujan versioon, velkakirjojen riskisopeutetuksi hinnoit-

teluyhtaloksi tulee

3P P 32p
rrh [b(r,t) = x(xr,*t) ]-5; + 3a? (r,t)aﬂr— - rP =0, (2.17)

mitd rajoittaa velkakirjan hinta erdidntymishetkellsa,
P(r,T,T) = 1.

Velkakirjan hinnoittelussa voidaan siten kadyttdid muuttujana
valittémdn nykykoron riskisopeutettua prosessia



35

dr = [b(r,t) - A(r,t)]dt + a(r,t)dz,
jolloin hinta maaraytyy (2.14):n tavoin yhtalésta
P(r,t,T) = Et{exp[—fif(s)ds]}, (2.18)

missd Tr viittaa vAalittémadn nykykoron riskisopeutettuun
prosessiin32. Yhtdléssad (2.18) sovelletaan velkakirjan
hinnan mdaritelmda (1.6), missad diskonttokorkona kaytetaan
riskisopeutettua vdliténtad nykykorkoa.

Parametrisoitu muoto

Jotta velkakirjojen hinnoitteluyhtdlé olisi empiirisesti
mielekds, nykykoron prosessille sekd riskipreemiolle on
annettava parametriset arvot. Useimmissa arbitraasimalleis-
sa33 vhtalén (2.15) odotettua muutosta kuvataan korkojen
taipumuksella palata kohti pitkdén aikavalin keskiarvotasoa
(mean reversion). Keskiarvotasona kdytetddn erikseen maa-
rattyad historiallista 1liikkuvaa keskiarvoa. Parametri
b(r,t) voidaan siten esittaa seuraavassa muodossa

b(r,t) = k(6 - 1),
missa

k¢ = sopeutumiskerroin, joka kuvaa koron taipumusta
palata keskiarvotasolleen,
¢ = koron liikkuva historiallinen keskiarvo.

Cox, Ingersoll ja Ross (1981) viittaavat mean reversion-
taipumusta perustellessaan useisiin eri lahteisiin, joista
John Maynard Keynes lienee tunnetuin. Empiirisissa testeis-
sa mm. Kessel (1965) on havainnut lyhyissd koroissa nega-

32
s. 235-6).

Ratkaisusta tarkemmin Malliaris ja Brock (1982,

33 vasicek (1977), Dothan (1978), Cox, Ingersoll ja
Ross (1985b). Ks. perusteluista Cox, Ingersoll 3ja Ross
(1981, s. 790-1). .
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tiivista autokorrelaatiota pitemmdllad aikavalilla. Viime
vuosina myds osakkeiden hinnoilla on todettu olevan lieva

mean reversion -taipumus34.

Jotta hinnoitteluyhtdlé olisi arbitraasihinnoitteluteorian
kanssa konsistentti, valittémé&n nykykoron ja velkakirjan
tuoton valilla tulee olla yht&dlén (2.16) kaltainen lineaa-
rinen yhteys. Mik&li yht&lé vastaa perinteistéd rationaalis-
ten odotusten hypoteesia, riskipreemio i (r,t) on ajan
suhteen kiinted. Coxin, Ingersollin ja Rossin (1981, 1985b)
mukaan lineaarisuusehto on 'mean reversionin' tapauksessa
voimassa ainoastaan, jos valittoéman nykykoron ja sen va-
rianssin, a2 (r,t), valilld on myéskin lineaarinen yhteys.

Voidaan siten merkita
a2 (r,t) = x + yr

ehdoksi koron ja sen varianssin vdlille (missd@ x ja y vaki-
oita). Vasicek (1977) tutki erikoistapausta, missa varians-
si on kiinted (y = 0). Yhtdloésta (2.16) ndhdaan, ettd myods
riskipreemio on silloin kiinted. Jotta arbitraasimahdol-
lisuuksia ei syntyisi, joutui Vasicek olettamaan, etta )\ =
0. Cox, Ingersoll ja Ross (1985b, ss. 397-8) toteavat, etta
ainoa keino valttaa riskipreemion muodosta tehdyista ole-
tuksista aiheutuvat ristiriidat, on maaritelld preenio
endogeenisesti.

Luvussa 4 esiteltavan Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985b)
yleisesta tasapainosta johdetussa yhden muuttujan korkora-
kennemallissa 1lyhyiden 3ja pitkien korkojen 1lineaarisuus
otetaan huomioon madrittelemdlla vAalittémdn nykykoron
stokastiseksi prosessiksi

dr = k(4 - r)dt + o /¥dz, (2.19)

misséa

o?2r = valittéman nykykoron varianssi.

34

( Ks. Fama ja French (1988) sekd Poterba ja Summers
1988). '
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Yhtaléssa (2.19) wvalittomdn nykykoron volatiliteetti on
positiivisesti riippuvainen koron tasosta. Siten prosessi
on konsistentti tehtyjen empiiristen havaintojen kanssa
(Shiller, 1979). Lisdksi yhtaldésta eliminoituu negatiivis-
ten korkojen mahdollisuus33. vVasicekin (1977) kiinteén

varianssin prosessilla ei kyseistd ominaisuutta ollut.

Ottamalla lineaarisuusominaisuuden huomioon malli on edel-
leen konsistentti perinteisten korkorakennetta koskevien
hypoteesien kanssa. Cox, Ingersoll ja Ross (1981) osoitta-
vat myés, ettd lineaarisuusehtojen vallitessa osittaisdif-
ferentiaaliyhtdlé (2.17) on mahdollista hajoittaa useammak-
si kokonaisdifferentiaaliyhtdaloksi. Silloin hinnoitteluon-
gelma on helpompi ratkaista sekd analyyttisesti ettd numee-

risilla menetelmilla.

Kuten 1luvussa 4 todetaan, Coxin, Ingersollin ja Rossin
(1985a) korkoprosessin muoto rajoittaa olennaisesti korko-
rakenteen mahdollisia muotoja. Longstaff (1989) yleisti
CIR:n mallia hyvaksymdlla epdlineaarisen yhteyden velka-
kirjan odotetun tuoton ja valittéman nykykoron véalille.
Hinnoitteluyhtdlé on silloin vaikeammin ratkaistavissa,
mutta tarjoaa runsaamman valikoiman erilaisia korkoraken-
teen muotoja.

35 Aiheesta enemmidn luvussa 4.
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3 TASAPAINOLAHESTYMISTAPA

Edellisessa luvussa esitettiin korkorakenteen muotoutumista
saitelevat arbitraasiehdot. Eri pituisten velkakirjojen
odotettujen tuottojen pitdd olla toisistaan riippuvaisia
siten, ettd tehokkailla markkinoilla ei voi luoda riskitté-
mia arbitraasivoittoja. Seuraavaksi tarkastellaan tasapai-
noldhestymistavan avulla sijoittajien preferensseista
aiheutuvia lisdrajoitteita arbitraasiyhtdlélle.

Kuten luvun 2 alussa todettiin, monissa korkorakenteen
arbitraasimalleissa korkorakenteen madraytymista ohjaavat
muuttujat oletetaan eksogeenisiksi (esim. Vasicek, 1977
sekd Brennan ja Schwartz, 1979). Siten valtytédadn monimut-
kaiselta mallittamiselta ja voidaan soveltaa Black-Scholes-

yhtdlén intuitiota suoraviivaisesti.

Kuitenkin velkakirjojen hinnoitteluyhtalé (2.13) erocaa
olennaisesti Black-Scholes-yhtalésta (2.5). Black-Scholes-
yhtdldéssad option ominaisuudet pystyttiin luomaan synteetti-
sesti osakkeen ja velkakirjan avulla. Tekemdlla optiolle
lyhyt positio ja ostamalla osakkeen ja velkakirjan yhdis-
telmda voitiin siten luoda riskitén portfolio. Koska kysei-
‘nen portfolio on itsensd rahoittava ja riskitén, arbit-
raasin valttamiseksi sen ei pitdisi tuottaa mitdan.

Sijoittajien preferenssien vaikutus eliminoitiin Black-
Scholes-yhtalosta olettamalla, ettéd sekda option etta osak-
keen riski on peraisin osakkeen hintaprosessista. Siten
ottamalla vastakkaiset positiot riski voitiin eliminoida
taydellisesti. Velkakirjojen tapauksessa vastaavaa 'temp-
pua' ei voi tehda, silla velkakirjan hinta on koroista
riippuvainen. Koska riskipreemio ja koron odotettu muutos
jaavat hinnoitteluyht&léon, vaaditaan niiden funktionaali-
sen muodon maarittelemiseksi ké&sitys sijoittajien prefe-
rensseista. Seuraavissa kappaleissa pyritaan esittamaéan,
miten arvopaperien, kuten velkakirjojen, hinnat maadraytyvat
edustavan sijoittajan malleissa sekd miten hinnan mddrayty-
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minen olisi konsistenttia edelld esitettyjen arbitraasieh-
tojen kanssa. '

Arvopaperin hinnan mddraytymisen tarkastelu tasapainokehi-
kossa on syytd aloittaa tuoton ldhteistd. Perinteisen hin-
noitteluproblematiikan mukaan arvopaperin hinnan pitdisi
vastata sen tulevien kassavirtojen diskontattujen nykyarvo-
jen summaa. Osakkeiden tapauksessa kassavirtoja syntyy
osinkoina ja velkakirjojen tapauksessa kuponkivirtoina ja
nimellispdidoman takaisinmaksuna. Hankkimaansa pdaomaa
yritykset kayttdvidt reaali-investointeihinsa. Reaali-inves-
tointien tuotosta riippuu, kuinka paljon yritykset voivat
maksaa osinkoina omistajilleen. Siten osakkeen hintaa
voidaan pitda talouden tilan funktiona. Taloudellista tilaa
voidaan selitt&d paddoman tuottavuudella tai jopa tuottavuu-
den synnyttdvalla teknologisella kehityksella.

Myds velkakirjan arvo on sen tulevien kassavirtojen diskon-
tattu nykyarvo. Diskonttauksessa kaytetddn velan maturitee-
tin mukaista kaypda korkoa. Velka voidaan jakaa riskipitoi-
seen ja riskittoémdan. Riskittémdnad korkoa voidaan pitaa,
kun sen takaisinmaksuun ei liity epavarmuutta. Riskipitoi-
sen velan tapauksessa lainanantaja vaatii 1lisdpreemion
kompensoidakseen mahdollisen takaisinmaksuun liittyvéan
riskin. Jatkossa kasitelldan ainoastaan riskittéman koron
maaraytymista.

Riskittémé&n koron maaraytymiseen vaikuttaa velan kysynta ja
tarjonta markkinoilla. Markkinatasapainossa nettolainanan-
non on Arrow-Debreu-taloudessa oltava nolla. Kuten osak-
keidenkin tapauksessa, velkakirjan hinta on talouden tilan
funktio. Hinnan mdaraytymiseen kaytettavaan korkoon vaikut-
tavia tekijoéitd ovat kiintedn paaoman tuottavuus, kokonais-
varallisuus, varallisuuden jakautuminen 'sekd eri sijoitus-
vaihtoehtojen valiset suhteet. Mydés inflaatio seka talous-
politiikka vaikuttavat velan arvoon.

Seuraavissa kappaleissa tarkastellaan kolmea yritysta
korkojen maaraytymisen mallittamiseksi edustavan sijoitta-
jan mallissa. Kappaleessa 3.1 esitettdvadssad Lucasin (1978)
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mallissa maaritelldan kulutuksen Jja sdastamisen valinen
optimaalisuusehto, jolle arvopaperien hinnoittelu perustuu.
Lucasin 1lisdksi ehtoa ovat soveltaneet hinnoittelu-
malleihinsa mm. Rubinstein (1976) seka Breeden (1979).
Kappaleessa 3.2 esiteltavéssad Mertonin (1973) mallissa
keskitytdadn kuluttamatta Jj&&neen osuuden optimaaliseen
sijoittamiseen eri vaihtoehtojen kesken. Kappaleessa 3.3
esitetaadn Lucasin ja Mertonin mallien synteesind pidetty
Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985a) yleinen muoto.

Sijoittajien heterogeenisuudesta, kuten erilaisista prefe-
rensseistd tai asymmetrisesta informaatiosta syntyvat
vaikutukset j&avat analyysin ulkopuolelle. Koska lainauksen
avulla ei silloin ole mahdollista saavuttaa alkuperéaista
optimaalista portfoliota parempaé ratkaisua, ei edustavalla
sijoittajalla ole tarvetta eikd@ mahdollisuuttakaan riskit-
témadan rahoitukseen. Mikdli edustava sijoittaja voisi
kadyttdad riskiténtd lainausta, mddrittelisi johdettava
tasapainokorko hinnan, jolla tehokas portfolio saavutetaan.

3.1 Eksogeenisen pddoman tuoton ja hintoijen valinen yvhteys

Tarkastellaan Lucasin (1978) edustavan yksilén Jja yhden
‘paaomahyodykkeen mallia. Oletetaan vaihtotalous, missa
padaoman tuotto on eksogeenista. Tuottoa ei voi investoida
takaisin tuotantoon eikd varastoida, vaan se on kulutettava
valittoémasti. Muutokset pddoman tuottavuudessa toteutuvat
stokastisesti kehittyvédn prosessin tavoin, mutta muutoksia
ohjaava todenndkdisyysjakauma tiedetdan. Sargent (1987) on
verrannut paaomahyodyketta omenapuuhun, joka tuottaa hedel-
mid Jjonkin satunnaiskulun tavoin. Hedelmat on syoétava
valittomasti, jotta ne eivéat pilaantuisi, eikd siemenia voi
kayttad istutukseen.

Oletetaan homogeeniset sijoittajat, jotka voidaan aggregoi-
da yhdeksi edustavaksi sijoittajaksi. Edustavan sijoittajan .
odotukset ovat rationaalisia eli hdn tuntee padomahyddyk-
keen tuoton todellisen todenndkéisyysjakauman. Sijoitta-

jalla on oikeus tuottoon, Sargentia lainaten omenapuun
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antimiin. Arvopaperia voidaanr kutsua osuudeksi paaoma-
hyédykkeen tuottoon.

Sijoittajan tavoitteena on maksimoida elinkaaren aikana
saatavaa hyoétya neoklassisista kasvumalleista tutussa

analyysikehikossa:
max Eo{fiU[C(s),s]ds + B[W(T),T]}, (3.1)
missa

E, = odotusarvo hetkelld t = 0,
U[€,t] = kulutuksen hyétyfunktio hetkelld t,
B[W,T] = varallisuuden hyoétyfunktio hetkella T.

Termid B[W(T),T] voidaan pitaa perintéfunktiona, joka
madrittelee sijoittajan elinkaaren paadttyessid omistamasta
varallisuudesta saatavan hydédyn. Hyéty ei silloin synny
omasta kulutuksesta, vaan seuraaville sukupolville annetta-

vista lisaresursseista.

Edustavan sijoittajan vaihtotaloudessa voidaan triviaalisti
osoittaa tehokkaaksi tila, Jjossa kaikki padomahydédykkeet
omistetaan 3ja kaikki tuotanto kulutetaan valittomasti.
Ratkaisemalla yhtalon (3.1) &aarettomassa kehikossa [T - «]
Lucas (1978, yhtalé 6, s. 1434) osoittaa seuraavan yhtalén
maaraavan arvopaperin hinnan:

’égé%t%lhp(y't'T) = Et{f:fégé%g?L'D(Yrs:T)]ds}r (3.2)
missa

P(Y,t,T) = arvopaperin hinta hetkella t,
D(Y,t,T) = arvopaperin osinko hetkelld t.

Matemaattisesti ilmaistuna (3.2) on stokastinen Eulerin
yhtélé36, jonka mukaan tasapainohinnoilla nykyisen ja tule-
van kulutuksen valinen rajasubstituutioaste on yhtd suuri

36  Ks. Stokey ja Lucas (1989) ss. 280-283.
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paaoman rajatransformaatioasteen (so. markkinatuoton)

kanssa.
Nollakuponkilainaa hinnoiteltaessa voidaan olettaa, etta
D(Y,t,T) =1, t =T ja D(Y,t,T) =0, t = T,

jolloin yht&ld (3.2) voidaan esittdd seuraavassa muodossa:

P(Y,t,T) = E, [%c_%%]

1 _ g (o (C,T).

NI L Y AR (3-3)
missé
U (c,t) = 8.

Kuluttajan ensimmdisen kertaluvun ehdoista voidaan siten
johtaa yhtdlén (3.3) mukaisesti velkakirjojen hinnoittelus-
sa kaytettdvad diskonttokorko kullekin maturiteetille.
Yhtdld on konsistentti myés Arrow-Debreu-kehikon tédydellis-
ten markkinoiden ja allokatiivisen tehokkuuden oletusten
kanssa37.

Yhtalét (3.2) Ja (3.3) eivat myoéskdan ole ristiriidassa
tehokkaiden' markkinoiden informaatiota koskevien oletusten
kanssa. Koska sijoittajat ovat rationaalisia, arvopaperei-
den hinnat heijastavat taydellisesti tulevia tuotto~odotuk-
sia. Tiedolla menneestd hintakehityksestd ei ole merkitysta
sijoituspddtoksia tehtdessa, silld markkinat ovat diskon-
tanneet kaiken kaytettéavissa olevan informaation hintoihin.
Siten tuotto-odotusten perustuessa todennakéisyysjakaumaan
hintakehityksenkin on perustuttava samaan epavarmuuteen
kiintean p&daoman tuottavuudesta.

37 Ks. Huang ja Litzenberger (1988, s. 205) . Duffie
(1986) on vertaillut 1lahemmin Lucasin (1978) ja Arrow-
Debreu malleja. Toisin kuin Arrow-Debreu-malleissa, Lucas
ei maarittele markkinoilla tarjolla olevia arvopapereita.
Mikdli kehikkoon liitettdisiin oletus taydellisista markki-

noista, yhtalo (3.2) patisi myds heterogeenlsten kuluttaji-
en tapauksessa. .
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Kuten kappaleen alussa todettiin, Lucasin (1978) malli
perustuu oletukseen vaihtotaloudesta, jossa paddomakantaa ei
voi kasvattaa. Yleistden voidaan sanoa, ettd pddoman tuotto
riippuu teknologian tilasta kunakin hetkend. Hyvind aikoina
piddomasta saadaan paljon irti, huonoina v&hemmdn. Mikali
osinkoprosessia koskeviin oletuksiin ei tehdd rajoituksia,
mikdadn ei estd sitd olemasta mydskdan negatiivinen. Siten
vyhtdléssad (3.2) arvopaperin hintaakaan ei ole rajoitettu

ei-negatiiviseksi (Constantinides, 1988).

Kuitenkin todellisuudessa kiinted paaoma akkumuloituu
investointien seurauksena. Kuluttajan on siten mahdollisuus
tehda padatdés nykyisen 3ja myShemmadn kulutuksen valilla.
Kulutusta voidaan viivadstyttaa saastamalla eli sijoittamal-
la padomakantaan. Sijoitukset voidaan tehdd suoraan tuotan-
toprosessiin, jolloin altistutaan epavarmuudelle tulevasta
tuotannosta. Riskid voidaan kuitenkin diversifioida sijoit-
tamalla useisiin eri tuotantoprosesseihin.

Myds otto- ja antolainaus riskittémalla korolla on mahdol-
lista. Kuitenkin on huomattava, ettd korot vaihtelevat.
Kuten Lucasin analyysin avulla voitiin havaita, on koron
madraytyminen riippuvaista tuottavuuden odotetusta kehityk-
sestd. Riskittoémdlld korolla lainattaessa altistutaan epa-
varmuudelle teknologian kehityksestd. Mikdli tuottavuus
onkin kehittynyt odotettua paremmin, riskittémalla korolla
tehty sijoitus tulevaan kulutukseen antaa suoraa sijoitusta
alhaisemman tuoton.

Lucasin mallin avulla voitiin osoittaa, etta tasapainokorot
on mahdollista johtaa kuluttajan ensimmdisen kertaluvun
ehdoista yhtdlén (3.3) mukaisesti. Samaa menetelmaa ovat
kayttaneet korkorakennemalleissaan mydés Rubinstein (1976)
ja Sun (1987). Menetelmd@ perustuu kuitenkin hyvin voimak-
kaalle oletukselle odotetun hydédyn intertemporaalisesta
maksimoinnista. Siten Lucasin malli, kuten kaikki jatkossa-
kin esiteltavat hinnoittelumallit, sisdltavat implisiitti-
sesti oletuksen kulutuksen elinkaarihYpoteesista. Makrote-
oreettisessa tutkimuksessa hypoteesiin on suhtauduttu niin
suurin varauksin, ettd sen mielekkyyttd hinnoittelumallien
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kulmakivend voidaan myds pitaa kyseenalaisena38. Toisaalta
on kuitenkin mainittava, ettd yhtdlésta (3.2) johdetun hin-
noittelumallin avulla Harvey (1988) on osoittanut korkora-
kenteen ennustavan kulutuksen kasvua paremmin kuin ekono-

metriset mallit tai leading indicatorit.

3.2 Tehokkaan portfolion mdaraytymisesta

Lucasin (1978) yhden padomaprosessin vaihtotalouden mallis-
sa ei késitelty lainkaan eri prosessien valisid suhteita
eikad padoman akkumulaatiosta aiheutuvaa kulutus- ja saasta-
mispdatdksiin 1liittyvaa problematiikkaa. Kappaleessa 3.3
tullaan Lucasin mallia laajentamaan tapaukseksi, missad yhta
kulutushyédykettd voidaan valmistaa useissa toisistaan
‘riippumattomissa tuotantoprosesseissa. Mydés investoinnit
padomakantaan ovat kasiteltavassa Coxin, Ingersollin Jja
Rossin mallissa (1985a) mahdollisia.

Ennen Lucasin mallin laajennusta tarkastellaan Kkuitenkin
intertemporaalisen rahoitusteorian n&kdékulmasta tehokkaan
portfolion johtamista useiden sijoitusvaihtoehtojen tapauk-
sessa. Intertemporaaliset hinnoittelumallit perustuvat
pitkalti perinteiseen capital asset priciné -malliin, Jjohon
on liitetty dynaamisia piirteitd. Perinteisen CAPM:n varal-
lisuuden maksimoinnin sijaan sijoittajien tavoitteena on
maksimoida elinkaarensa odotettua kulutusta mdidritelmin
(3.1) tavoin. Lisdksi arvopapereiden hintojen oletetaan
seuraavan edellisessd luvussa esitetyn yhtdlén (2.7) kal-
taista stokastista prosessia

dP (Y,t,T) _
(Y, e, ) - % (Y.t T)de + Eﬁij(Y.t,T)dZ. (3.4)

missa

«(¥,t,T) = hinnan odotettu suhteellinen muutos,
§;; (¥,t,T) = kustakin tilamuuttujasta Y, aiheutuva
odottamaton muutos.

38 Ks. Hall ja Taylor (1986, s. 187-91).
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Osakkeiden tapauksessa erdpaivda yhtaldéssa indikoiva T
lahestyy aarettoémyytta.

Phelpsilla (1962) on yksi varhaisimpia ratkaisuja varal-
lisuuden Jja tulevien tulojen optimaaliseksi allokaatioksi
kulutuksen ja yhden riskisijoituksen Kkesken. Hakansson
(1970) yleisti analyysin kdsittamdan useita sijoituskohtei-
ta, joissa on mukana anto- ja ottolainaus riskittémalla
korolla. Jos arvopaperin hintoja ohjaava prosessi ei muutu
ajan kuluessa, niin Hakanssonin mukaan kiintedn riskiaver-
sion tapauksessa sijoittajien optimaaliset portfoliot
pysyvat stabiileina. Fama (1970) sovelsi tulosta hajoitta-
malla intertemporaalisen allokaatio-ongelman useaksi perak-
kdiseksi yhden periodin ongelmaksi.

Jotta Faman mukaisesti sijoituspaadtokset voitaisiin hajoit-
taa useiksi yhden periodin ongelmiksi, parametrien « ja §
pitdd pysyad kiinteind. Hintojen ja korkojen muutokset ovat
kuitenkin seurausta taloudellisesta kasvusta, joka taas on
perdaisin muun muassa tuottavuuden paranemisesta ja tekno-
- logian kehityksestd. Siten oletus kiinteista parametreista
ei ole realistinen. Intertemporaalisen hinnbittelun teorian
kannalta merkittdvissd kolmessa artikkelissaan Merton
(1969, 1971 ja 1973) olettikin hintoja ohjaavan prosessin
parametrien vaihtelevan stokastisesti. Hintojen muutos
voidaan esittaa Ito-prosessina, jossa N kappaletta yhtalodn
(2.6) kaltaista maailmantilaa ohjaavaa muuttujaa, Y,,
aiheuttaa muutoksia yhtdlén (3.4) parametreissd « ja §,;:

ay, (t) = p, (¥,t)dat + g, (¥,t)az,, (3.5)
missa

p; (¥,t) = tilamuuttujan arvon odotettu muutos,
g; (Y,t)

tilamuuttujan odottamaton muutos.

Oletetaan, ettd on olemassa taysin riskitén arvopaperi.
Staattisen CAPM:n tavoin riskiténtad vaihtoehtoa voidaan
ostaa ja myydd rajattomasti. Merkitdadn riskiténta tuottoa
r:11a (arvopaperin ollessa riskitén silld ei luonnollises-
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tikaan ole stokastista komponenttia). Maksimoitaessa yhta-

164 (3.1) asetetaan varallisuusrajoitteeksi

dWw = [Jw; (x;-r)W + rW - C]dt + [YYw,Ws, ;]1dz, (3.6)
J Ji

missa

W(t) = varallisuus hetkelld t,
W, = arvopaperin P, osuus portfoliosta,
r = riskiton tuotto.

Allokaatio-ongelmassa oletetaan siis, ettd paaomatulot ovat
ainoa tuoton 1lihde. Mahdolliset kuponki- ja osinkotulot
voidaan olettaa sisaltyvadksi hintaprosessiin dP/P. Merton
(1971) sisdlsi erikoistapauksena budjettirajoitteeseen myds
palkkatulon, jolloin allokaatio-ongelma ei kuitenkaan olen-

naisesti muutu.

Metodina yhtdlén (3.1) ratkaisussa on kaytetty dynaamista
ohjelmointia rajoitteen vallitessa3?. Maaritellaan episuora
hyétyfunktio, Jjonka avulla yhtdldén (3.1) dynaamisesta
ongelmasta tehddan staattisen kaltainen40:

J(W,Y,t) = max Eo{f:U(C,s)ds + B[W(T),T1}, (3.7)
sekd maaritellaan4l

39 Ratkaisu seuraa laheisesti Chown (1979) analyy-
sia. Stokastisten differentiaaliyhtaléiden ratkaisuista
yvleisemmin, ks. Malliaris Jja Brock (1982). Johdatus
optimaalisen allokaatio-ongelman ratkaisemiseen diskreetis-
sd muodossa Ingersollin (1987, luku 1l1l) esityksessa.

40 Yhtaloéssa (3.7) epasuoraa hyotyfunktiota rajoit-
taa ehto

J(W,¥,T) = B[W(T),T].

Mertonin (1971, teoreema VI) mukaan oletus perinnén mahdol-
lisuuden huomioon jattamisesta (B = 0) muuttaa analyysia
tulevan hyédyn diskonttaustekijan osalta. Muuten sijoittaja
kayttaytyy kuin eldisi ikuisesti, paitsi korottaa tulevan
hyédyn diskonttausastetta jdljella olevan elinidn odotusar-
von pienentyessa.

41 Merton (1969) on osoittanut, ettd osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdaloé (3.7) redusoituisi kokonaisdifferentiaali-
yhtadléksi, mik&li oletettaisiin 4&&retdén aikahorisontti.
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®(w,C;W,Y,t) = U(C,t) + £[J(W,Y,t)], (3.8)
(a) (b)
missa
8J 8J
Z[IW,Y,t)] =3¢ + [Ezwj(aj - r) + rlW - Clyr
32J

ad
J

-+

N

923
p
; E 19 P1xFY By,
a:J
§§ iM% Gy W ¢

missa
§5, = 6§;6,V;,; = tuottojen véalinen kovarianssi,
pix = eri tilamuuttujien muutosten vélinen
korrelaatiokerroin,
u, ; = tuottojen ja tilamuuttujien muutosten vadlinen

korrelaatiokerroin.

Yht&d1lén ratkaisussa kaytetystd dynaamisen ohjelmoinnin
menetelmdstd sekd Iton stokastisten yhtdléiden differenti-
ointisdannéstd, ks. Chow (1979, s. 149-54). Yht&aldéssa (3.8)
kulutuksesta elinkaaren aikana saatava hyoéty Jjaetaan kah-
teen osaan ja maksimoidaan osien summaa. Valitén kulutus-
‘pddtés hetkella t vaikuttaa elinkaaren aikana saatavaan
hyétyyn suoraan termin (a) valitykselld. Termi (b) kuvaa
tulevan kulutuksen odotettua hyotya, johon nykyinen kulu-
tuspaatdés vaikuttaa varallisuusrajoitteessa tapahtuneen
muutoksen kautta.

Differentioidaan (3.8) kulutuksen ja portfolion painojen
suhteen, jolloin ensimmdisen kertaluvun ehdoiksi saadaan

Ratkaisu olisi silloin laskennallisesti yksinkertaisempi,
mutta siitd puuttuu témdn esityksen kannalta olennaisia
ominaispiirteitd. Siksi pidattaydytdan hankalammassa, tosin
myds realistisemmassa esitystavassa.
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98 _ 89U _ aJ
=20 _ 83 _ 3.9.1
5c ~ac ~aw ( )
ge _ _ 83,  _ aZJ
aw, -~ ewlcx T T) * gV Z §5xW;
923
+ Z m 9iW, 1, = 0. (3.9.2)

Yhtdlét (3.9.1) ja (3.9.2) ratkaisemalla saadaan optimaali-
nen kulutustaso, C, sekd portfoliopainot, w,;, epasuoran
hyétyfunktion osittaisderivaattojen funktioina. Yhtalo
(3.9.1) esittda rajasubstituutioehdon, jonka mukaan sijoit-
taja allokoi varallisuuttaan kulutukseen siihen asti,
kunnes Kkulutuksesta saatava rajahyéty on samansuuruinen

varallisuuden lisdamisen rajahyoédyn kanssa42.

Arvopapereiden optimaaliset osuudet portfoliossa maarayty-
vat yhtalostad (3.9.2). Ennen tarkastelun aloittamista
muokataan yhtdlé intuitiivisemmaksi. Kirjoittamalla yhtaléd
matriisimuotoon voidaan portfolion rakenne esittda seuraa-
van yhtalon avulla:

0 = 2% o _ '
= Sw(= rl) +-——7W2w + ZawaY Q. (3.10)
missa
® = tuottojen kovarianssimatriisi,

2 = tuottojen ja tilamuuttujien muutosten vadlinen
kovarianssimatriisi.

Muokkaamalla yhtaléa (3.10) edelleen saadaan ratkaistua
optimaalisten portfolio-osuuksien vektori w#:

. = | Jy -1 Jwvi -1
wk = Wwaz (« = rl) -Z W 5 ’ (3.11)
(a) (b)
missd osittaisderivaattoja merkit&dan J, ==%E— .
42

Ensimmdisen kertaluvun ehdosta (3.9. 1) wvoidaan
johtaa mydés edellisesséa kappaleessa esitetty stokastinen
Eulerin yhtdlo (3.2). Ks. Stokey ja Lucas (1989), s. 281.
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Yhtdlén (3.11) termi (a) kuvaa optimaalista portfolion
hajauttamista perinteisen CAPM:n mielessd. Kysymyksessd on
tangenttiportfolio tehokkaiden portfolioiden wuralla, kun
varianssi-kovarianssimatriisi pysyy stabiilina. Termi (b) °
kuvaa Mertonin mallin intertemporaalista ulottuvuutta.
Staattisen markkinariskin 1lisaksi sijoittajat haluavat
suojautua odottamattomilta varianssi-kovarianssimatriisin
muutoksilta. Termi (b) kuvaakin suojausportfolioita maail-
mantilassa tapahtuvia muutoksia vastaan. Kutakin maailman-
tilaa ohjaavaa muuttujaa Y; vastaan on olemassa sen kanssa
taydellisesti korreloiva portfolio. Siten intertemporaali-
nen hinnoittelumalli43 eroaa perinteisesta CAPM: sta otta-
malla huomioon staattisen markkinariskin lisdksi mahdolli-
set ajan Kkuluessa tapahtuvat muutokset markkinariskin
luonteessa.

Mertonin (1973) mallin ansioksi- voidaan pdaasiassa lukea
intertemporaalisten vaikutusten 1liitté&minen analyysiin.
ICAPM:ia voidaankin pitda perinteisen CAPM:n yleistyksend,
silla4 olettamalla yhtalén (3.8) termissa (b) esitetyn epa-
suoran hyétyfunktion maailmantilasta riippumattomaksi
palataan takaisin yhden periodin’muotoon. Jotta epasuora
hyétyfunktio olisi maailmantilasta riippumaton, suoran
hyétyfunktion taytyy mydés olla vastaavasti riippumaton.
Lisdksi tuottojen varianssi-kovarianssimatriisin pitda olla
stabiili (Constantinides, 1988)%4.

Rahoitusmarkkinoiden empiirisen tutkimuksen kannalta Merto-
nin mallilla ei ole ollut paljon annettavaa. Teoreettisessa
mielessd se tarjoaa lahtékohdan seuraavassa Kkappaleessa
esitettdvassd kehikossa Rossin (1976 ja 1977) riskipreemi-
oiden eksplisiittiselle maarittamiselle. Esitettavassa
Coxin, 1Ingersollin ja Rossin (1985a) hinnoittelumallissa

43 Intertemporal Capital Asset Pricing Model (ICAPM)
tai multibeta-malli. Koska ICAPM:ssa on muitakin riskin
lahteita kuin markkinariski, tulee kullekin arvopaperille
voida mitata sen kovarianssi jokaisen riskin kanssa. Siita
jalkimmdinen nimitys.

44  1uvussa 4 osoitetaan, ettd toinen mahdollisuus
palauttaa ongelma staattisen kaltaiseksi on olettaa sijoit-
tajien hydétyfunktiot logaritmisiksi.
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arbitraasihinnoitteluteorian ymparille rakennetaan inter-
temporaalinen, mikroperusteista johdettu kehikko, jolloin
preemiot voidaan esittdd suhteessa sijoittajan riskiprofii-

liin.

3.3 _Korkorakenne vleisessd tasapainossa

Seuraavaksi esitell&ddn Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985a)
yvleisen tasapainon intertemporaalinen hinnoittelumalli,
jota voidaan pitdd edellisessa kappaleessa esitettyjen
Lucasin (1978) ja Mertonin (1973a) mallien synteesina. Cox,
Ingersoll ja Ross (CIR) laajentavat Lucasin mallin talou-
teen, jossa on mahdollista kasvattaa padomakantaa?®. Arvo-
papereiden hinnat ovat edelleen riippuvaisia teknologian
kehityksestd, Jjoskin tuotannon taso maaraytyy kulutus/in-
vestointiongelman ratkaisun kautta. Mertonin analyysista
CIR-malliin on liitetty tehokkaan portfolion ratkaisu usean
sijoitusvaihtoehdon valisend optimointiongelmana.

CIR-mallin tarkastelun voi aloittaa toteamalla, ettd Merto-
nin ICAPM ei ole yleisen tasapainon malli. Kuluttajien
puolelta maksimointiongelma on konsistentti tasapaino-
analyysin kanssa, mutta hintojen maaraytymisen tuotannon ja
teknologian suhteen Merton jattda analyysin ulkopuolelle.
Kuitenkin, kuten Lucasin mallia esiteltdessid todettiin,
hinnat ovat seurausta kiinte&n p&domakannan tuottavuudesta.

Cox, Ingersoll ja Ross olettavat teknologisen kehityksen
toteutuvan maailmantilaa ohjaavien muuttujien (Y, )} stokas-
tisen kehityksen seurauksena. Muuttujien voidaan olettaa
seuraavan yhtaloén (3.3) kaltaista prosessia. Kuten Lucasil-
la, teknologian kehitys vaikuttaa CIR-mallissakin yhden
hyédykkeen tuotantoon. Hyoédyketta voidaan kayttaa seka
kulutukseen ettd tuotantoon. Tuotannossa oletetaan kiinteat
skaalatuotot eli tuottavuusaste on sama kaikilla tuotannon

45  Muita hinnoittelumalleja, joissa padoman kasvu on

mukana analyysissa, ovat Brock (1982) sekd Prescott ja
Mehra (1980).



51

tasoilla. Mik&ali kaikki tuotanto palautuisi padomakantaan,
akkumulaatioprosessi kehittyisi yhtalén (3.12) tavoin46:

9—:2743:- = «, (Y,t)at + ¥5,, (¥,t)dz, (3.12)
A i
missa
n; (Y,t) = paaomakanta tuotantoprosessissa j hetkella

t,
«; (Y,t) = odotettu tuotanto,
§;; (Y, t) = tuotannon odottamaton komponentti.

Investoinnit tuotantoprosessiin tapahtuvat yritysten vali-
tykselld. Sijoitukset voidaan tehdd joko suoraan tuotantoon
(oma paaoma) tai yrityksen liikkeelle laskemiin vaateisiin
(vieras paadoma). Vaateet oikeuttavat haltijansa sovittuun
osuuteen tulevasta tuotannosta. Vaateesta saatavat tulovir-
rat voidaan jakaa kuuluviksi kolmeen eri ryhmdan. Merkitta-
vimpien rahoitusmarkkinoilla Kkaytettavien instrumenttien
rahavirtojen voidaan katsoa sisdltyvan kyseisiin ryhmiin:

1) Jos vaateen hintaa ohjaavat muuttujat pysyvat tie-
tylla, joko etukateen sovitulla tai vaateen omistajan
subjektiivisesti madarittelemalla alueella, niin omistaja
vastaanottaa sovitunkaltaisen nimellispddoman (mahdol-
lisena) eréapaivana

2) Jos vaateen hintaa ohjaavat muuttujat poistuvat
kohdan 1 alueelta, niin omistaja vastaanottaa tietyn
tulovirran joko (mahdollisena) erapaivdna tai sita
aikaisemmin

3) Omistaja vastaanottaa sovitunkaltaisen jatkuvan
tuottovirran vaateen hallussapitoaikanaan.

46  yhtalésta (3.12) voidaan todeta, ettd negatiivi-
nen tuotanto on mahdollista. Se voidaan tulkita p&&oman
poistoiksi. :
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Yleensa kaytettyjen instrumenttien tapauksissa kohdan 1
kaltainen rahavirta saadaan esimerkiksi erdantyvan velka-
kirjan nimellispddomasta. Kohdan 2 Kkaltaisia rahavirtoja
siirrelldan kaupattaessa instrumentteja Jjadlkimarkkinoilla
tai kaytettdessa esimerkiksi oikeutta 1lunastaa optio.
Kohdan 3 kuvéus koskee osinko- ja kuponkivirtoja.

Edellada esitettyjd instrumentteja voidaan myés verrata
perinteisiin Arrown ja Debreun aika- ja tapahtumasidonnai-
siin hyédykkeisiin (Debreu, 1959, kpl 7.3) Voidaan ajatella
CIR:n monimutkaisempien vaateiden olevan Arrown ja Debreun
hyédykkeiden lineaarisia kombinaatioita.

Vaateiden tuotto syntyy arvonnoususta sekd mahdollisista
osingoista. Tuoton voidaan olettaa mdaraytyvan teknologisen
kehityksen seurauksena ja se voidaan mallittaa Ito-proses-
siksi
dF (W,¥,t,T) = (B;F - v;)dt + }Fih, dz, (3.13)
i

missa

FI (W,Y,t,T) = vaateen hinta hetkelld t,

B; = arvon odotettu muutos,
v; = osinkovirta,
h; ; = hinnan muutoksen odottamaton komponentti.

Sijoittajilla on myés mahdollisuus rahoittaa nykyista Ija
tulevaa kulutustaan riskittémdn anto- ja ottolainauksen
avulla. Riskitén korko mdaraytyy tehokkaan markkinatasapai-
non seurauksena ja teknologian kehityksen myétd wvaihtelee
jatkuvasti. Kaikkia pidemmé&n maturiteetin korkoja rajoittaa
riippuvuussuhde &édrimm&isen 1lyhyeen korkoon, v&alittémaan
nykykorkoon.

Sijoittajan optimointitehtava sailyy edelleen médaritelmin
(3.1) kaltaisena. Koska CIR-taloudessa sijoituksia voi
tehda sekd tuotantoprosessiin ettd tulevaan tuotantoon
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oikeuttaviin vaateisiin, voidaan varallisuusrajoitteeksi

kirjoittaa
aw = [Ya, (x; = r)W + }b, (B; - r) + rW - Cldt
3 j
+ [} Ya;6;; + ) Xb;h,;1wdz; . (3.14)
i i 3
missa
a; = suoran sijoituksen tuotantoprosessiin j osuus
portfoliossa,

b. = vaateen j osuus portfoliossa.

Mertonin (1973) ICAPM:n varallisuusrajoitteeseen (3.6) on
siis 1lisdtty mahdollisuus sijoittaa tulevaan tuotantoon
oikeuttaviin wvaateisiin. Koska tuotantoprosessiin sijoit-
tamisessa ei voida olettaa 1lyhytmyynnin mahdollisuutta
(negatiiviset osuudet tuotantoprosessissa eivat ole mielek-
kditd), painojen a; arvot on rajoitettava positiiviseksi.
Negatiivista Kkulutusta ei vastaavasti voi pitda realis-
tisena.

Jotta allokaatio-ongelmalle saataisiin mielekds ja yksika-
sitteinen ratkaisu, on viela tehtdvd vaateiden maaraa
koskeva rajoitus. Maaritelldédn ns. perusjoukko, missa
kutakin tuotantoprosessia vastaa aarellinen mdara vaateita.
Oletetaan, ettd kaikki perusjoukon ulkopuoliset vaateet
voidaan maaritelld perusjoukon vaateiden ja tuotantoproses-
sien lineaarisena kombinaationa. Vastaava madritelmd sisal-
tyy implisiittisesti myés Blackin 3ja Scholesin (1973)
teoriaan, missa johdannaisinstrumentti voidaan maaritella
riskittémén lainauksen ja osakkeen kombinaationa4?.

Joitakin madritelmdllisid ominaisuuksia lukuunottamatta
CIR:n optimaalinen portfolio on analoginen Mertonin (1973)
johtaman portfolion (3.11) kanssa. Edella maariteltyjen

47 Rasitteen on yleisessid muodossa ensimmidisend
maaritellyt Merton (1977). Perusjoukon kidsite mahdollistaa
arbitraasin eliminoitumisesta johdetun 1lineaarisuusehdon
soveltamisen.
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rajoitteiden wvuoksi CIR kayttivat Kuhn-Tuckerin optimoin-
timenetelmda. Periaatteellisesti ratkaisu on kuitenkin
hyvin samanlainen (ks. Cox, Ingersoll ja Ross, 1985a, s.
368-370).

Kuten kappaleessa 3.1 todettiin, homogeenisten sijoittajien
tapauksessa on helppo olettaa nettolainanannon olevan
markkinatasapainossa nolla. Sijoittajilla ei mydéskadn ole
tarvetta sijoittaa vaateisiin, sillda paras mahdollinen
ratkaisu voidaan saavuttaa sijoittamalla suoraan tuotan-
toprosessiin. Kun kaikille tuotantoprosesseille 1éytyy
omistajat, madrittelee optimaalinen ratkaisu vaateiden
tasapainohinnat. Voidaan myds sanoa, ettd tasapainon maaraa
se hinta, jolla sijoittajalla ei endd ole halua vaademark-

kinoille.

Kirjoitetaan optimaalisten portfolio-osuuksien vektori

(3.11) seuraavassa muodossa:

a* _—_7‘}‘7221__-1(‘x - rl) _Eﬂgﬂl_-ln_ (3.11"')
1

Tehokkaassa markkinatasapainossa kaikki tuotantoprosessit
omistetaan, joten niiden kysyntdad voidaan merkita ykkésel-
1a4. Siten voidaan johtaa:

_ Wy E(GW/W) - r _ Z Wdyy COV(W, Y

1 Juw varw 7. Juw varw !
i

mistd saadaan riskittémiaksi koroksi

aw - -
r o= BEn - (73R (R - e e (Li),, (3.15)
Y
(a) (b) ' (c)

Yhtaldé (3.15) mdarittelee riskittéma@n koron ja varallisuu-
den muutoksen védlisen suhteen. Homogeenisten sijoittajien
taloudessa riskittémdksi tasapainokoroksi muodostuu varal-
lisuuden odotettu tuottoaste (a) sopeutettuna varallisuuden
varianssilla (b) sekd varallisuuden odotetun tuoton Jja
varallisuuden rajahyédyn muutosasteen vialisella kovarians-
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silla (c)48. Mita parempi varallisuuden odotettu tuottoaste
on, sita kalliimmalla korolla sijoittajat ovat wvalmiita
rahoittamaan tulevaa tuotantoa.

Yht&aloén (3.15) termista (b) nahdaan, etta riskiaversiivi-
suuden aste vaikuttaa kdadanteisesti Kkoron mdaraytymiseen.
Riskiaversion kasvaessa sijoittajan halu sopeuttaa varalli-
suuden epavarmuutta lisdantyy ja tasapainokorko laskee.
Vastaavasti, mikéali sijoittaja on riskineutraali4? varalli-
suuden odottamattoman muutoksen suhteen, ei kyseinen riski

vaikuta tasapainokoron maaraytymiseen.

Yhtédlén (3.15) termi (b) kuvastaa sijoittajan suhtautumista
optimaalisesti sijoitetun varallisuuden lokaaliseen epavar-
muuteen. Jalkimmdiseen termiin (c¢) vaikuttaa sitd vastoin
tilamuuttujien valityksella wvarallisuuteen heijastuva
teknologinen epavarmuus. Mikdli sijoittaja on riskineutraa-
1i varallisuuden muutosten suhteen, sen ei tarvitse merki-
td, ettd hdn olisi neutraali tilamuuttujien stokastisten
muutosten suhteen. Yhtdlon ominaisuuksiin palataan luvussa
4 Xkdsiteltdessa CIR-mallin ja 1likvidiyspreemioteorioiden
valista suhdetta. '

Sijoittamalla optimaaliset portfoliopainot, aj}, sekd riski-
ton korko, r, tavoitefunktion ensimmdisen kertaluvun ehtoi-
hin®0 voidaan johtaa kunkin vaateen odotettu tuotto:

(B; = T)F = [$y éy, -+ ¢y 1[Fy .. Fy 1", (3.16)
missa

#a = [(FF2) (varW) + J(7385) (covi,¥,) ],
¥y

¢y, = [(:%““0(COVW,Y1) + Z(zgﬂxo(coni,Yk)].
W Yk W

48  Todistuksesta tarkemmin, ks. Cox, Ingersoll Ross
(1985a, teoreema 1, s. 373). .

49 Riskineutraalisuuden tapauksessa -J,,/J,; = O.

50  CIR (1985a, yht&ald 1lle)



56

Yhtdlén (3.16) avulla voidaan laskea odotettu ylimdarainen
tuotto niille arvopapereille, joiden hinta maaraytyy tila-
muuttujien (Y¥; ) funktiona. Yhtdldéstd (3.15) voidaan johtaa:

¢y = E(AW) - r, (3.17)

eli sijoittaja vaatii riskipreemio ¢,:n verran kompensaa-
tiota syntyneestad epavarmuudesta varallisuuden. kehitykses-
sd. Riskipreemio ¢y maarittelee vastaavasti vaadittavan
ylimdadraisen tuoton arvopaperille, Jjonka riski aiheutuu
ainoastaan tilamuuttuja Y, :n synnyttémésté’epévarmuudesta.
Riskipreemiot {¢} ovat siten yhtdladisid Rossin (1976) ar-
bitraasihinnoitteluteorian (APT) faktoripreemioiden kanssa.
CIR:n mallissa sijoittajien vaatima ylimddrdinen tuotto on
kompensaatiota (k + 1):sté@ riskin lahteesta; k:n tilamuut-
tujan aiheuttamista teknologisista shokeista sekd valilli-
sesti kyseisten shokkien seurauksena varallisuuden odotta-

mattomista muutoksista.

Sijoittajien vaatima riskittém&n koron ylittdva tuotto
voidaan siten esittda riskipreemioiden 1lineaarisena kom-
binaationa. Riskipreemio ik&#in kuin k&antida rahamitallisik-
si kunkin tilamuuttujan aiheuttaman epavarmuuden. Kullakin
arvopaperilla on myds oma herkkyytensd F, kutakin riskia
kohtaan. Kertomalla riskipreemiot arvopaperien herkkyyk-
silla yhtdlén (3.16) mukaisesti mAdritellddn wvaadittava
ylimddrainen tuotto.

Yhdistamalla (3.15) ja (3.16) voidaan méaritelld edellisen
luvun velkakirjojen hinnoitteluyhtdlén (2.13) kanssa kon-
sistentti osittaisdifferentiaaliyhtdlé. CIR-talouden vaa-
teiden hinnat voidaan ratkaista yhtalésta

3%2F

1 32 F
1 oA
z(varW)5W7-+ E (cov W'Yi)awayi

(3.18)

32F aF
+ 1 cov Y, ,Y, )mo—So— + [XIW - C*)==
§ 2 ( irs k)aYiaY] [ Vaw

+ ) by "¢yi]'5f+g—£-rF+v =0,
i
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missa riskitén korko r on maaritelty yhtdléssa (3.15) Jja
riskipreemio ¢y yhtaléssa (3.16)31,

Yhtdléssa (3.18) sopeutetaan siten kunkin tilamuuttujan
aiheuttamaa epavarmuutta vahentamalla odotetusta muutokses-
ta riskipreemio. Yhtalod esittda mikroperusteista johdetussa
muodossa saman asian, mihin yhtaldéiden (2.13) Jja (2.17)
avulla pyrittiin. Kun epavarmuutta aiheuttavan prosessin
odotetusta muutoksesta vahennetaadn sijoittajien riskiaver-
siivisuudesta aiheutuva vaikutus, voidaan hinnoitteluyhtdléd
esittda ik#sn kuin riskineutraalissa muodossa.

Ross (1976) esitti arbitraasihinnoitteluteorian kehikossa,
ettd arbitraasin ehkdisemiseksi arvopaperien tuottojen
pitda maaraytyad yhtaloén (3.16) kaltaisessa lineaarisessa
muodossa. Markkinat antavat kullekin epavarmuuden lahteelle
riskin markkinahinnan ¢ mukaisen arvon. Jokaiselia arvopa-
perilla on oma herkkyytensa kunkin riskin suhteen, joten
kompensaatioksi kustakin tuottoon kohdistuvasta riskista
sijoittajat haluavat lisdtuottona arvopaperin herkkyydella
suhteutetun maaran riskin markkinahintaa. Koska Rossilla ei
omassa esityksessaan ollut tasapainomallia kaytdéssa, han ei
kuitenkaan pystynyt eksplisiittisesti mdarittelemdan riskin
markkinahintaa.

Matemaattisesti yhtalé (3.18) on ratkaistavissaa samoilla
menetelmilld, mitd edellisen luvun ratkaisuissa (2.14) Jja
(2.18) on kéytettysz.

Yhtaloéissa (3.16) ja (3.18) vaateiden hinnoittelu on joh-
dettu yleisessa, Arrow-Debreu =-analyysia muistuttavassa
kehikossa. Optimaalinen allokaatio, missd sijoittajilla ei
endd ole insentiivid vaateisiin sijoittamiseen, maarittelee
tasapainokoron ja vaateiden hinnat. Miarittelemdlld vaadit-
tavat rajaehdot, yhtdlén (3.18) avulla voidaan hinnoitella
kaikkia edelld méaritellyn kaltaisia vaateita. Kappaleen 2
velkakirjojen hinnoitteluyhtdléitad voidaan pitda yleisen

51  CcIR (1985a, teoreema 3, s. 377).

52 CIR (1985a, lemma 4, s. 380).
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tasapainon hinnoitteluyhtdalén erikoistapauksina, missa
sijoittajat ovat varallisuuden suhteen neutraaleja ja hinta
maaraytyy yhden stokastisen muuttujan funktiona.

Samalla on osoitettu, ettd tasapainoanalyysi on yhdenmukai-
nen arbitraasildhestymistavan kanssa, mikali riskipreemion
muotoa rajoittavat yhtalén (3.16) ehdot ovat voimassa.
Madrittelemdlld hyoétyfunktion sekd tilamuuttujien prosessi-
en parametriset muodot eksplisiittisesti, hinnoitteluyhtalé
voidaan asettaa empiirisesti testattavaksi. Seuraavassa
luvussa esitetdan eras CIR-mallin erikoistapaus, yhden
muuttujan korkorakennemalli. Olettamalla hyétyfunktion
olevan logaritmisen, hinnoitteluyht&lé palautuu staattisen
kaltaiseen muotoon. Kun lisdksi oletetaan kaiken epavarmuu-
den heijastuvan yhden muuttujan valityksella, CIR-malli on
kaikesta monimutkaisuudestaan huolimatta saavuttanut tes-
tattavissa olevan muodon. .
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4 COXIN, INGERSOLLIN JA ROSSIN YHDEN MUUTTUJAN KORKORAKEN-
NEMALLT

Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985b) korkorakennemalli on
heidéan (1985a) kappaleessa 3.3 esitellyn yleisen tasapainon
hinnoittelumallinsa erikoistapaus. Siten myés luvun 2 ar-
bitraasirajoitteet ovat edelleen voimassa. Saadakseen
hinnoitteluyhtdlélle suljetun muodon ratkaisun CIR tekevat
vaadittavat lisdoletukset logaritmisesta hyoétyfunktiosta
sekd kaiken teknologisen epavarmuuden selittavasta yhdesta

instrumentaalimuuttujasta.

CIR:n korkorakennemallia on viime vuosina testattu empiiri-
sesti useilla eri markkinoilla53. Mallin arvo onkin siini,
ettd se on ensimmdinen mikroperusteista johdettu arbit-
raasimalli, joka on ollut testattavissa. Tulokset osoitta-
vat, ettd yksi muuttuja ei riitd kuvaamaan korkorakenteen
dynamiikkaa. Erityisesti inflaatiosta aiheutuva riski jaa

selitysta vaille.

4.1 Mallin esittely

Hyotyfunktion erikoistapaus

Oletetaan edelleen edustavan sijoittajan talous. Sijoittaja
maksimoi aika-additiivista hyoétyfunktiota, joka voidaan
esittdd eksplisiittisessa muodossa

ure(s),s] = eres (HEL, (4.1)
missa
C(s) = kulutus hetkell: s.

Muun muassa Hakansson (1970) osoittaa, etta yhtalén (4.1)

53 Ks. Brown ja Dybvig (1986), Brown ja Schaefer
(1988), Gibbons ja Ramaswamy (1986) sekd Stambaugh (1988).



60

kaltaisen hydtyfunktion tapauksessa edellisessa luvussa

esitetty epasuora hyétyfunktio on separoituva muotoon
J(w,Y,t) = £(Y,t)u(w,t) + g(¥,t). (4.2)

Ominaisuuden. ansiosta varallisuuden vaikutus eliminoituu
kahdessakin mielessad CIR:n (1985b) mallista. Ensiksi,
sijoittajan epasuoran hyétyfunktion relatiivinen riskiaver-
sio on kiinted. Siten yht&dlén (3.11') oikean puolen ensim-
midisessa termissa varallisuuden vaikutus eliminoituu.
Toiseksi, varallisuuden rajahyédyn joustavuus tilamuuttuji-
en muutokselle ei myéskdidn ole varallisuuden tasosta riip-
puvainen. Siitd seuraa, ettd varallisuus ei vaikuta riskil-
lisen sijoituksen kysyntdan myoskaan yhtdlén (3.11') oikean
puolen jalkimmdisen termin kautta.

Hyoétyfunktion (4.1) muoto takaa siis, etta sijoitusvaih-
toehtojen Kkysyntd ei ole varallisuudesta riippuvainen.
Silloin voidaan johtaa, etta mydskin yhtéalén (3.15) tasa-
painokorko tai yhtédlén (3.16) riskipreemiot ovat varalli-
suuden tason suhteen neutraaleja.

Kiintedn relatiivisen riskiaversion lisdksi CIR rajoittavat
hyétyfunktion muotoa edelleen olettamalla, ettd parametri «
= 0. Matemaattisen l'Hospitalin saannén mukaan hyotyfunktio
redusoituu silloin logaritmiseen muotoon®4. ILogaritmisen
hyétyfunktion tapauksessa taas sijoittajan intertemporaali-
nen portfolio-ongelma on analoginen yhden periodin tapauk-
sen kanssa. Siten sijoittajien halukkuus suojautua tila-
muuttujien muutoksesta aiheutuvalta riskiltd ei wvaikuta
logaritmisen hyotyfunktion tapauksessa arvopapereiden
kysyntaan yhtdlén (3.11) Jjalkimmadisen termin mielessa.
Sijoittajien kayttaytymistad voidaan silloin pitda myoop-
pisena, pelkastaan lokaaliseen varianssi-kovarianssimatrii-
sin riskiin suhtautuvana.

Koska dynaaminen, teknologisista shokeista tilamuuttujien
valityksella aiheutuva epavarmuus karsiutuu sijoitusvaih-

54  Ks. Ingersoll (1987, s. 39 - 40).
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toehtojen kysynnastia, se ei homogeenisten sijoittajien
maailmassa myoskaan vaikuta tasapainokoron tai riskipreemi-
oiden maaraytymiseen. Hinnoitteluyhtdalé (3.18) voidaan
logaritmisen hyotyfunktion erikoistapauksessa esittaa
muodossa

1 3%F dF
EZZPijgig‘j aYian + Z[l‘i (vy,t) - Aj (Y,t) ]E
ik i

aF o
+SE+ 6 - rF =o0. (4.3)

Teknologian erikoistapaus

Korkorakennemallissaan Cox, Ingersoll Jja Ross (1985b)
tekevat lisadksi joitakin teknologiaan liittyvia lisarajoi-
tuksia. Teknologisten shokkien valittyminen hintoihin
tapahtuu usean tilamuuttujan sijasta yhden muuttujan vali-
tykselld. Lisdksi oletetaan, ettd wvalittom&n nykykoron
prosessi korreloi taydellisesti ainoan tilamuuttujan kans-
sa, jolloin kyseistad korkoa voidaan pitaa kaiken epavarmuu-
den instrumentaalimuuttujana. Valitoén nykykorko seuraa mean
reversion -prosessia, Jjoka voidaan esittaa seuraavassa

muodossa:
dr = k(¢ - r)dt + o/rdz, (4.4)
missa

r(t) = korko hetkella t,

x = sopeutumiskerroin,

§ = pitkan aikavalin keskiarvokorko,
c?r = koron varianssi (¢ = vakio).

Logaritmisen hyotyfunktion 3ja tdydellisen korrelaation
vuoksi korko on tilamuuttujan deterministinen funktio.
Siten korkoa merkittdessd voidaan tilamuuttuja Y Jjattaa
suluista pois.

Korkoprosessin (4.4) ominaisuuksista mainittakoon pitkéan
aikavalin negatiivinen autokorreloituneisuus eli koron
taipumus palata kohti historiallista keskiarvotasoa. Para-
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metrin « sopeutumiskerroin kuvastaa taipumuksen voimakkuut-
ta. Mitd suurempi «, sitd herkemmin korko palautuu keskiar-

votasolleen.

Toinen prosessiin (4.4) implisiittisesti sisdltyvd ominai-
suus on negatiivisten korkojen eliminoituminen. Prosessin
ollessa jatkuva koron on kaytédva nollassa tullakseen nega-
tiiviseksi. Parametrien «, ¢ ja ¢ arvoista riippuu, voiko
korko saavuttaa nollan®?. Kuitenkin havaitaan, ettd va-
rianssi pienenee korkotason mukana ja h&viaa kokonaan koron
saavuttaessa nollan. Jos korko on alunperin ollut nollaa
suurempi, mydés historiallinen keskiarvo on silloin positii-
vinen. Mean reversion -ominaisuuden ansiosta odotetulla
muutoksella on silloin taipumus palata kohti keskiarvoaan,
joten mahdollisuus negatiivisiin korkoihin eliminoituu.

Vaikutukset hinnoitteluyhté&loon

Cox, Ingersoll ja Ross (1985b) sovelsivat kappaleessa 3.3
esiteltyd analyysiaan edelld mainittujen hyétyfunktiota ja
teknologiaa koskevien lisdrajoitusten vallitessa korkora-
kenteen mddraytymiseen ja edelleen velkakirjojen hinnoitte-
luun. Oletetaan aikaisemmin esitetyn vaateen, Fi (Y,t,T)
olevan nollakuponkilaina, joka takaa velkakirjan haltijalle
kaikissa mahdollisissa maailmantiloissa sovittuna erdanty-
mishetkend tietyn nimellispadoman.

Kuten luvussa 2 todettiin, ovat pitkdt korot yhden muuttu-
jan mallissa‘lyhyiden korkojen lineaarinen funktio ainoas-
taan, Jjos valittomdn nykykoron varianssi -on nykykoron
lineaarinen funktio. Yht&léstad (4.4) voidaan tddeta, etta
CIR:n korkorakennemallissa ehto toteutuu. Siten mydés riski-
preemio A(r,t) on koron lineaarinen funktio. Koska velka-
kirjalla ei ollut kuponkivirtaa, eliminoituu mydés § pois,
jolloin hinnoitteluyhtdléksi tulee

55 Parametrien on taytettdvd ehto o2 > 2xk4 (Cox,
Ingersoll ja Ross, 1985b, s. 391). '
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32 p +. 0P P
1.2 - - —— - — =
io r357-+ [« (6 r) ,\r]a 71 rP o, (4.5)
missa
Ar = A(r,t) = koron muutoksen kovarianssi

optimaalisesti sijoitetun varallisuuden (markkina-
portfolion) prosenttimuutoksen kanssa.

Logaritmisen hyétyfunktion ansiosta varallisuuden ja tekno-
logisten shokkien vaikutukset arvopaperien kysyntddn elimi-
noituvat hinnoitteluyhtdléstda. Koska kaikki epéavarmuus
heijastuu taydellisesti lyhyen koron prosessin valityksel-
la, voidaan yhtaldéssa (3.16) maaritelty riskipreemio, 4.,

esittii seuraavassa muodossa:
$. = cov(W,r) (= ir).

Sijoittajan vaatima riskipreemio on siten kompensaatiota
valittéman nykykoron odottamattomien muutosten aiheuttamas-
ta epavarmuudesta markkinaportfoliossa. Preemio ei ole
preferensseista riippuvainen. 4

Cox, Ingersoll Jja Ross ovat 1l1loytadneet riskisopeutetulle
osittaisdifferentiaaliyhtalélle (4.5) suljetun muodon yk-
sikasitteisen ratkaisun, kun rajoitteena pidetdian velka-
kirjan hintaa eraantymishetkella, P(r,T,T) = 1. Velkakirjan
hinnaksi tulee

P(r,t,T) = A(t,T)e B(t.T)r, (4.6)

missa
2yel (k+A+9)(T-t)1/2

= 256 /02
A(t,T) iy prara—s (et -1) + 277 le

2(e‘7(T-t)_l)
(v + &« + X)(e7(*7t)=1) + 24

B(t,T) =

v = [(s + X)2 + 2023172,

Velkakirjan hinta (4.5) perustuu siis kappaleessa 3.3
esitetyn riskisopeutetun hinnoitteluyhtdlén erikoistapauk-
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selle. Hinta voidaan esittdad ajan, valittomédn nykykoron
sekd estimoitujen parametrien «, X, ¢ 3ja o2 funktiona.
Logaritmisen hyétyfunktion vuoksi velkakirjan hinnan (tai
diskontattaessa kaytettdvdn korkorakenteen) maaraytymiseen
ei vaikuta varallisuuden taso tai jakautuminen eikd sijoit-
tajien mahdollinen halu suojautua teknologisten shokkien
aiheuttamilta muutoksilta varianssi-kovarianssimatriisissa.
Hinnoitteluyhtdldé ottaa mydés huomioon korkojen taipumuksen
palata keskiarvotasolleen sekd volatiliteetin vaihtelut

maturiteetin mukana.

Tarkastellaan seuraavaksi CIR:n korkorakennemallin joitakin
komparatiivis-staattisia tuloksia®®.

(1) Velkakirjan korkoriski

Velkakirjan hinta on valittomé@n nykykoron suhteen vaheneva
konveksi funktio. Vaikutuksen ymmartaa paremmin tarkastele-
malla valittémd&n nykykoron vaikutusta sisdiseen tuottoon.
Velkakirjan tuotto on valittdémadn nykykoron suhteen kasvava
konkaavi funktio. Kuitenkin wvaikutus on suurin lyhyemmissa
maturiteeteissa. Lihestyttdessd asymptoottisesti &aareténta
maturiteettia vadlittéman nykykoron muutosten ' vaikutus
havidaa olemattomaksi. Kuitenkaan missddn maturiteetissa
vaikutus tuottoon ei ole negatiivinen, joten hinnan ja
tuoton valisen mdaritelmdan mukaisesti velkakirjan hinta
reagoi kaanteisesti valittémin nykykoron muutoksiin.

(2) Maturiteetin vaikutus

Velkakirjan elinidn kasvaessa sen hinta lahestyy konveksi-
sesti nollaa. Mita kauempaa nimellispddoma diskontataan
nykyhetkeen, sitd alhaisempi sen arvo on. Ainoa vaadittava
ehto on negatiivisten korkojen poissulkeminen, mika tuli jo
todistettua.

56 Alunperin tulokset on esitetty CIR:n artikkelissa
(1985b, s. 393-5).
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Padoman diskonttauksessa Kkaytettdvad sisdinen korkokanta
lahestyy valiténta nykykorkoa elinidn vahetessda. Korkojen
vdlinen lineaarinen vhteys selittdd ominaisuuden. Elinién
kasvaessa tuottokanta lahestyy asymptoottisesti tasoa

2k 0
by + k + X

R(r,t,») =
Siten pitkad korko on kiinted ja valittomastad nykykorosta
riippumaton.

(3) Mean reversion -vaikutus

Velkakirjan hinta on korkoprosessin (4.4) sopeutumiskertoi-
men x suhteen konkaavisti kasvava funktio, mikali valiton
nykykorko on historiallisen keskiarvon ylapuolella. Mita
suurempi sopeutumiskertoimen arvo, sitd nopeammin korko
laskee Kkeskiarvotasolleen (ja 1lineaarisen vaikutuksen
seurauksena myds pitemmdt korot) ja sitd enemmdn velkakir-
jan hinta nousee. Vaikutus on kaanteinen, mikali valitodn
nykykorko on historiallisen keskiarvon alapuolella.

Historiallinen keskiarvo 4§ vaikuttaa kdanteisesti velkakir-
jan hintaan vastaavasti kuin valitén nykykorko. Valittoémén
hykykoron vaikutus oli kuitenkin suurin 1lyhyisiin korkoi-
hin. Parametrin ¢4 ollessa vakio sen vaikutus on suurin
pitkissad koroissa. Mitd korkeampi 4, sitd varmemmin valiton
nykykorkokin on tulevaisuudessa korkeammalla tasolla.
Mikdli ¢:n oletetaan olevan ajasta riippuvainen liikkuva
keskiarVo, se on sidoksissa valittémaan nykykorkoon ja
vaikutus pitkiin korkoihin heikkenee.

(4) Varianssin vaikutus

Valittéman nykykoron prosessin (4.4) varianssitermin vakion
0?2 wvaikutus hintaan on positiivinen. Sijoittaja arvostaa
varmaa tulovirtaa tulevaisuudessa enemmén, jos epavarmuus
lisdantyy. Sen vuoksi han vaatii alhaisemman tuoton, joten
velkakirjan hinta nousee.
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Koska prosessin varianssitermi Jja riskipreemio X ovat
lineaarisessa suhteessa keskendan, aiheuttaa epavarmuuden

kasvu my®s riskin markkina-arvon nousun.

(5) Korkorakenteen muodon rajoitukset

Yhtdalén (4.6) parametrien arvoista riippuu, milléd todenna-
kdisyydellda eri pituiset korot saavuttavat kunkin tason.
Hinnoitteluyhtdlén analyyttinen muoto asettaa korkoraken-

teelle kuitenkin yleiset rajoitukset.

Kuten edelld jo mainittiin maturiteetin pidentyessa korko
lihestyy tiettya kiinte&td tasoa. Stokastisen prosessin
(4.4) parametrit maddrittelevat vadlittomdn nykykoron vaihte-
luvalin. Aaripaiden valilla eri pituisten korkojen vaihte-
luvalit kapenevat velkakirjan elinidn kasvaessa kohti
pitkdn koron kiintedi tasoa. Korkorakenteen muoto voi olla

nouseva, laskeva tai kupera. Muoto madaraytyy seuraavista

ehdoista:
r < —268 ___ . nouseva korkorakenne
¥y + & + X !
— 280 oy o< Ef » Xkupera korkorakenne
Y + x + A Sk 3 P !
r > ;ﬁ%—f- » laskeva korkorakenne.

Kun CIR-mallin implikaatioita on verrattu korkorakenteen
todellisiin liikkeisiin, on todettu, ettd yksi muuttuja ei
pysty selittadmain koko dynamiikkaa. Esimerkiksi Stambaugh
(1988) on tuoreen ekonometrisen menetelmdn avulla osoitta-
nut, ettd selittddkseen Yhdysvaltain treasury bill -mark-
kinoiden korkorakenteen vaihteluita CIR-mallin pitdisi olla
kahden tai kolmen muuttujan malli. Erityisen vaikeaa CIR-
mallille on ollut selittdad korkorakenteen pitkdn p&an vaih-
teluita (Gibbons ja Ramaswamy, 1988). Kuten komparatiivis-
staattisen tarkastelun yhteydessd todettiin, maturiteetin
kasvaessa nykykoron muutosten vaikutus h&avidad mallissa
olemattomaksi. Siten mallin implikoimaa suurempi todelli-
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suudessa havaittava pitkien korkojen volatiliteetti johtaa
systemaattiseen hinnoitteluvirheeseen. Koska indeksisidon-
naisten velkakirjojen tapauksessa vadristymdd ei synny
(Brown ja Schaefer, 1988), hintavirhe voidaan tulkita
selittamdttd jaaneeksi inflaatioriskiksi.

Vaihtoehtoisissa hinnoittelumalleissa korkorakenteen muoto-
jen kirjoa on pyritty lisdamaan liittamdlla toinen muuttuja
analyysiin. Kuten 1luvussa 2 todettiin, suljetun muodon
ratkaisun 1léytédminen tulee silloin huomattavasti hankalam-
maksi. Lisdantyneiden teknisten ongelmien vastineeksi
kahden muuttujan malli tosin mahdollistaa esimerkiksi

pitkien korkojen volatiliteetin selitté@misen.

Haasteen uusien muuttujien valinnalle ovat esitténeet
Litterman ja Scheinkman (1988) sekd@ Knez, Litterman ja
Scheinkman (1989), Jjotka ovat faktorianalyysin avulla
madritellet kolme muuttujaa, jotka selittavat jopa yli 90%
raha- ja velkakirjamarkkinoiden tuotoista. Muuttujat ku-
vaavat korkorakenteen taso-, Jjyrkkyys- Jja kuperuusmuutok-
sia. Rahamarkkinoilla kuperuusmuuttujan sijasta selitysvoi-
maa oli valtion takaamien ja kaupailisten sijoitustodistus-
ten erotusta kuvaavalla muuttujalla.

Faktorianalyysiin perustuvan menetelmdn pohjana on ollut
Rossin (1976 Jja 1977) arbitraasihinnoitteluteoriaan (APT)
perustuva malli. Ajatus on sama kuin CIR-mallissa: darelli-
nen maara muuttujia synnyttada kaiken epavarmuuden ja kom-
pensaatioksi otetusta riskistd sijoittajat haluavat lisa-
preemion. Lahtokohdissa ainoastaan on eroa. CIR-mallissa
madritellddn teoreettinen kehikko, joka maadrad korkoraken-
teen muodon. Kaikki epdvarmuus aiheutuu etukédteen madritel-
lyistd muuttujista ja riskipreemiot kuvaavat kyseisten
muuttujien riskid velkakirjan tuotolle. Faktorimallissa
sitd vastoin ei oleteta muuta kuin riskin ja tuoton vdlinen
lineaarinen suhde Rossin APT:n hengessad. Faktorianalyysin
avulla pyritaan 1loytamddén, mitka tekijat ovat historial-
lisesti vaikuttaneet riskin ja siten myés 1lisatuottojen
syntymiseen.
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Muuttujien realistisuuden lisdksi myés CIR-mallin lahtokoh-
tia voidaan kritisoida. Jotta mallia voitaisiin k&yttaa
korkorakenteen dynamiikan selittémiseen, parametrit on
ensin valittava siten, ettd korkorakenteen nykyinen muoto
tulee selitetyksi. Oletus, ettd koko korkorakenteen dyna-
miikka perustuu ainoastaan yhdelle tai kahdelle muuttujalle
on silloin hyvin rajoittava. Osittaisdifferentiaaliyhtdlol-
le saadaan ratkaisu ainoastaan tiukkojen prosessien para-
metreja seka sijoittajien preferensseja kuvaavien rajoitus-
ten vallitessa. Seurauksena korkorakenteen muotojen vaihte-

lut jaavat vahaisiksi.

Lievent&mdlla joitakin CIR-mallin rajbituksia korkoraken-
teen dynamiikkaan saadan paljon rikkaampia muotoja. Heath,
Jarrow ja Morton (1989) ovat osoittaneet, ettd olettamalla
nykyinen korkorakenne annetuksi ja asettamalla riskipreemi-
on muodolle viahemmdn rajoituksia saavutetaan huomattavasti
vaihtelevampi korkorakenne. Arbitraasiehdoista Jjohdettu
HIJM-malli on kuitenkin laadittu palvelemaan johdannaisinst-
rumenttien hinnoittelua. Brenner (1989) toteaa sen olevan
vyhtendinen CIR-mallin kanssa ja kayttodkelpoinen mydés velka-
kirjojen hinnoittelussa, mikali sijottajien preferenssit
maariteltdisiin erikseen. Preferenssien mddrittely aiheut-
taisi kuitenkin riskipreemiolle ja sitd kautta korkoraken-
teelle 1lisdrajoituksia. Tulevan tutkimuksen vastattavaksi
jaakin, johtaako Heathin, Jarrown ja Mortonin valitsema tie
yhtad rajoitettuun korkorakenneyhtdléén kuin CIR-malli.

4.2 Yhteys perinteisiin korkorakennehypoteeseihin

Tarkastellaan seuraavaksi Coxin, Ingersollin Jja Rossin
(1985b) hinnoittelumallin suhdetta korkorakenteen traditio-
naalisiin hypoteeseihin. Kuten luvussa 1 mainittiin, tradi-
tionaalisina voidaan pit&ad kiintedn riskipreemion olettavia
teorioita. CIR-malli voisi tosin tarjota teoreettisen
selityksen mydés ajan suhteen vaihteleville riskipreemioil-
le. Faman ja Frenchin (1989) ym. mukaan riskipreemioiden
koko on riippuvainen taloudellisista olosuhteista, kuten
kokonaiskulutuksesta ja =-varallisuudesta. Mikali yhtalon
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(4.1) sijasta oletettaisiin varallisuuden vaikuttavan
riskiaversiivisuuteen, vaihtelisi preemion kokokin kulutuk-:
sen ja varallisuuden muutosten mukana.

CIR-mallissa ei myéskdaadn analysoida rahan kysynnédn vaiku-
tuksia likvidiyspreemioon. 'Kysymyksessd on yhden hydédykkeen
malli, jossa kyseinen kulutushyddyke on ainoa arvon yksikké
(numeraire). Cox, Ingersoll ja Ross (1985b) esittelevat
myds vaihtoehdon, jossa stokastisesti kehittyva inflaatio
on valittéman nykykoron ohella toinen tilamuuttuja. He
olettavat kuitenkin rahan olevan neutraalia eli ilman
todellista vaikutusta reaalitalouteen.

Edellisessid kappaleessa esitettyyn CIR-mallin kritiikkiin
nojaten oletusta rahan neutraalisuudesta ei voi pitaa
oikeutettuna. Koska CIR-mallin kykenemdattémyys selittaa
inflaatioriskiad aiheuttaa systemaattisen virheen velkakir-
jojen hinnoittelussa, rahan todelliset reaalitaloudelliset
vaikutukset olisi jotenkin liitettdva analyysiin. Singleton
(1988) on yhtend vaihtoehtona esittédnyt cash in advance-
rajoitteen, missd8 rahan kysynnalld on vaikutuksia reaali-

tuotantoon ja sitd kautta edelleen korkorakenteeseen.

Koska CIR-malli perustuu edustavan sijoittajan kasitteelle,
‘el heterogeenisista tarpeista syntyvien preemioiden tarkas-
telu ole mahdollista. Myoskdan markkinoiden epataydellisyy-
destd syntyvia vaikutuksia ei analysoida. Siten markkina-
segmentaatioteorian Jja rahoitusvirtamallien traditioon
liittyvat ominaisuudet jaavat CIR-mallin ulkopuolelle.

Stiglitz (1970) osoitti, ettd epavarmuuden sisdltyessa
analyysiin riskineutraalisuutta ei voi pitda kaypana taus-
taoletuksena puhtaalle odotushypoteesille (jossa riskipree-
mio on nolla). Odotusarvon kisitteeseen perustuvan Jensenin
epayhtaloén avulla Stiglitz todisti, ettd riskineutraalisuus
johtaa eri tuloksiin varmuuden ja epdvarmuuden vallitessa.
LeRoy (1982b) sekd Cox, Ingersoll ja Ross (1981) ovat
myéhemmin osoittaheet, ettd tasapainomallissa riskineut-
raalisuus voi olla lahtdkohta puhtaalle odotushypoteesille
ainoastaan darimmdisen rajoittavissa olosuhteissa.
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CIR-mallin Jja puhtaan odotushypoteesin yhteyttd voidaan
tarkastella 1liittam&lla yhtalén (3.16) mukaiset riskipree-
miot arbitraasiyhtdléén (2.12). Oletetaan edelleen, etta
yhtdlén (4.1) mukainen ehto kiintedstd relatiivisesta
riskiaversiivisuudesta on voimassa. Velkakirjan odotetuksi

tuotoksi muodostuu

gPd 1

&y (Y,t,T) =_r(Ylt).+ ? ¢Y18_Yi—'$' (4.7)
missa
by, = [ (cov W,¥,) + ] ) (cov ¥, %) 1.

Yy

Kiintean relatiivisen riskiaversion vuoksi varallisuuden
maadra ei vaikuta sijoittajan riskihalukkuuteen, joten
preemio ¢, putoaa pois. Cox, Ingersoll ja Ross (1981)
kutsuivat lokaaliseksi odotushypoteesiksi tapausta, missa
yhtdlén (4.7) mukainen riskipreemio eliminoituu. Silloin
kaikkien velkakirjojen odotetut lokaaliset, valittomasti
toteutuvat tuotot ovat valittémdn nykykoron suuruisia.
Edellisessd kappaleessa esitetyssa logaritmisen hydétyfunk-
tion erikoistapauksessa (y = 0) lokaalinen odotushypoteesi
toteutuu ainoastaan, mikdli varallisuuden ja koron muutos-
ten valilla ei ole lainkaan korrelaatiota. Mikali korrelaa-
tiota esiintyy, ¢, = cov(W,f) » 0, jolloin riskilla on
markkinahinta.

Preferred habitat -teorian mukaan sijoittaja haluaa mahdol-
lisimman varman tulovirran tiettynd hetkenad tulevaisuudes-
sa. Saadakseen sen han valitsee maturiteetin, joka eliminoi
hinta- ja jalleensijoitusriskit. Kuitenkin intertemporaa-
liseen sijoitukseen liittyy lokaalin markkinariskin lisdksi
tilamuuttujien odottamattomista muutoksista aiheutuvaa
epavarmuutta. Logaritmisen hyoétyfunktion tapauksessa si-
joittaja suhtautui neutraalisti intertemporaaliseen ris-
kiin. Han o0li aversiivinen ainoastaan systemaattiselle
markkinariskille.

Mikali oletetaan edelleen yht&ldén (4.1) tyyppinen hyéty-
funktio, mutta ei-logaritminen (y = 0), suhtautuminen
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intertemporaaliseen riskiin muuttuu. Kun y < 0, sijoittaja
on riskiaversiivinen mydés tilamuuttujien riskin suhteen.
Siten han haluaa sijoittaa mieluummin riskittémaan velka-
kirjaan, joka on hanen tavoitematuriteettinsa pituinen.
Vastineeksi hinta- tai jalleensijoitusriskistd h&n vaatii
tuotolleen positiivisen preemion. Kun taas 0 < ¢y < 1,
sijoittaja on edelleen gloBaalisti riskiaversiivinen, mutta
intertemporaalisen epavarmuuden suhteen riskinrakastaja.
Silloin hén preferoi tilamuuttujien muutokseen 1liittyvaa
riskid ja valitsee esimerkiksi hintariskin turvallisuuden
sijasta. Edellytyksend luonnollisesti on, ettd riskinotto-
halukkuus tilamuuttujien suhteen on suurempaa kuin suojau-
tumishalukkuus lokaalisen'markkinariskin suhteen.

Yhteenvetona voidaan sanoa, ettd tarkasteltaessa CIR-mallin
kehikossa perinteisid korkorakennehypoteeseja moni asia
riippuu hyoétyfunktion muodosta. Kun rajoitutaan pelkkdan
riskiaversiivisuuteen, CIR-malli voi ainoastaan pefiaat—
teessa tarjota selityksen sekd puhtaalle odotushypoteesille
ettda likvidiyspreemio~ ja preferred habitat -teorioille.
Yhtdlén (4.1) mukaisen kiintedn relatiivisen riskiaver-
siivisuuden tapauksessa puhdas odotushypoteesi wvaatii hyvin
epdrealistiset lisdoletukset. Myds 1likvidiyspreemioteoria
vaatii 1lisdoletuksia, Jjos sijoittajien halu 1likvidiyteen
‘perustuu muillekin syille kuin pelkdstdan mahdollisimman
lyhyelle sijoitushorisontille. Sitd vastoin preferred
habitat -teorian tyyppisid hinta- ja. jalleensijoitusriskeja
CIR-mallin puitteissa voidaan tarkastella sdatelemalla
hyétyfunktion (4.1) parametreja.
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5 TASAPAINOMALLIN KAYTTO RISKINHALLINNASSA

CIR-mallilla on lukuisia sovellusmahdollisuuksia velkakir-
jojen riskinhallinnassa. Seuraavaksi tarkastellaan kahta
implikaatiota: suhdetta duraatioanalyysiin sekd tuottojen

ennustamista.

5.1 Duraatiokritiikki

Duraatioanalyysissa velkakirjan riskin oletetaan aiheutuvan
korkorakenteessa tapahtuvista odottamattomista muutoksis-
ta®7. Hicks (1939) maaritteli modifioidun duraation késit-
teen velkakirjan joustoksi sisdisen korkokannan muutoksil-

le:

d—§= “Dyoq-dy, (5.1)
missa

D,,q = modifioitu duraatio,

dy = sisaisen korkokannan odottamaton muutos.

Rahoitusteoreettisessa kirjallisuudessa duraation kasittee-
seen ollaan 1liitetty ainakin kolme ominaisuutta, Jjoiden
ansiosta se on vaillinainen riskin mittari tasapaino-
analyysissa®8:

1) Duraatiocanalyysissa oletetaan shokkien vaikuttavan
korkorakenteeseen paraalelleina muutoksina. Eri pituis-
ten korkojen pitdisi olla yhta volatiileja ja keskendin
tdydellisesti korreloituneita,

57 Duraatioanalyysista yleensd, ks. Bierwag, Kaufman
ja Toevs (1983) sekd Ilmanen (1989).

58  Ilmanen (1989).
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2) Duraatioanalyysiin nojaava immunisaatiostrategia®®
rikkoo p&aadomamarkkinoiden arbitraasiehdon. Immunisoidun
portfolion pitaisi tuottaa vahintdan sijoitushorisontin
mittaisen nollakuponkilainan tuoton. Siten tekemdalla
lyhyt positio nollakuponkilainaan ja ostamalla portfoli-
on syntyy arbitraasimahdollisuus,

3) Konveksisuusominaisuuden®® vuoksi duraatio on hyva
volatiilisuuden mittari ainoastaan pienille shokeille.

Ingersoll, Skelton ja Weil (1978) tarkastelivat duraatio-
analyysin suhdetta arbitraasimalleihin yhtalén (2.12)
valossa:

aPi 1

«; (¥,t,T) = r(y,t) + ?Ai (Y,t)'é'?;.--?. (2.12)

Mikali velkakirjan odotettu tuotto on riskiténtd tuottoa
korkeampi, ylimddrdainen osuus on kompensaatiota otetusta
riskista. Kaikki riski on peféisin korkorakenteeseen vai-
kuttavista stokastisista muuttujista. Kullakin velkakirjal-
la on yksilékohtainen herkkyytensa@ kunkin riskin l&hteen
kanssa. Arbitraasimahdollisuuksien eliminoitumiseksi APT-
mallin hengessd riskin ja tuoton v&alillad on lineaarinen
riippﬁvuussuhde.

Duraatioanalyysissa korkorakenteen muutokset ovat parallee-
leja. Tasapainomallissa, missd valitén nykykorko on ainoa
stokastinen muuttuja, volatiliteetti on suurinta 1lyhyisséa
koroissa. Maturiteetin kasvaessa nollakuponkilainan sisdi-
sen koron varianssi pienenee. Mikdli tasapainomalliin
liitetdan toinen muuttuja kuten pitkd korko, korkorakenteen
odottamattomat muutokset eivdt endd ole taydellisesti

59  Immunisaatiostrategiassa riski eliminoidaan tés-
maamalla taseen velat ja saatavat siten, ettd molempien
nykyarvo on joka hetki yhta suuri.

60 Yhtalén (5.1) lineaarinen yhteys patee ainoastaan
approksimatiivisesti pienille koron muutoksille. Todelli-
suudessa velkakirjan hinta on sisdisen korkotason konveksi
funktio.
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korreloituneitakaan. Siten 1lisdamdlld muuttujia saadaan
rikkaampi valikoima erilaisia korkorakenteen muutoksia.

Velkakirjan herkkyyttd odottamattomille shokeille voidaan
tarkastella yhden muuttujan mallin avulla. Muuttujien luku-
madran lisdantyessd mddritellaan velkakirjan herkkyys vas-
taavasti uusille riskeille. Yhteismitallisia riskit eivat
kuitenkaan ole, joten niiden aggregointi yhdeksi riskimit-
tariksi ei ole mahdollista. Tosin riskin markkinahinnan
kasitteen avulla voidaan laskea kunkin epdvarmuuden ldhteen
ansiosta aiheutuva lisatuoton vaatimus kullekin velkakir-
jalle. Yhden muuttujan mallissa velkakirjan 3j herkkyys
stokastisen prosessin Y; riskille maddraytyy muokkaamalla
vhtaloéa (2.8.2):

505 (L8, = g, (Y, 00555 (2.8.2")
Yhden muuttujan korkorakennemalleissa kaiken epavarmuuden
oletetaan valittyvan lyhyen koron kautta. Vaikka valitoénta
nykykorkoa ohjaava prosessi tunnettaisiinkin, vélkakirjan
herkkyyksien madarittelemiseksi tarvitaan ensin hinnan
maddrittelevan osittaisdifferentiaaliyhtdlén ratkaisu.
Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985b) suljetun muodon rat-
kaisu madaraytyi yhtaléstad (4.6)

P(r,t,T) = A(t,T)e B(t.,T)x

milloin velkakirjan herkkyydeksi 1lyhyen koron riskille
maaraytyy yhtalén (2.8.2) mukaisesti

§(r,t,T) = -B(t,T)o/T. (5.2)

Siten velkakirjan riski on nykykoron hajonnan lineaarinen
funktio, joka pienenee maturiteetin kasvaessa.

Cox, Ingersoll ja Ross (1979) ovat myds esitelleet tasa-
painomallinsa kanssa yhdenmukaisen duraatiokdsitteen, ns.
stokastisen duraation. Stokastinen duraatio madrittelee
kuponkeja sisdltdvan velkakirjan absoluuttisen riski-
pitoisuuden suhteessa nollakuponkilainaan. Kuponkivelkakir-
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jan kullakin kupongilla on oma herkkyytensa stokastisen
muuttujan riskille. Kokonaisriski on siten suurempi kuin
vastaavanpituisella nollakuponkilainalla. Ratkaisemalla
stokastinen duraatio tiedetddn kuinka pitkdlld nollakupon-
kilainalla on sama mdadrd riskiad kuin kuponkivelkakirjalla.

Maaritelldan kuponkivelkakirja useiden nollakuponkilainojen

lineaarisena kombinaationa:

T
Q(r,t,T) = 2 P(r,t,s)-C(s), (5.3)

s=t

missa

Q(r,t,T) = hetkend T eraantyva kuponkivelkakirja,
P(r,t,T) = hetkend T erdantyva nollakuponkilaina,
C(t) = kuponkiprosentti.

Kuponkiprosentti on esimerkiksi (6%, 6%, ..., 6%, 106%},
kun s = t, t+1, ..., T. Viimeinen maksuvirta sisaltaa

nimellispdaoman.

Kuponkivelkakirjan ja nollakuponkilainan valista stokasti-
sen riskiherkkyyden suhdetta mitataan stokastisella duraa-
tiolla:

_ _ 3P, .C/ZP-C :
Ditox = P_/P P, /P r (5.4)
missa
D...x = sStokastinen duraatio.

Sijoittamalla CIR-mallin hinnoitteluyhtdlén (4.6) paramet-
rit stokastisen duraation kaavaan, se voidaan esittaa
seuraavassa muodossa:

D - ZB(t,s)C(s)P(r,t,s)/ZP(t,s)C(s)
stok . B(t,T) d

(5.5)

Tunnettaessa hinnoitteluyhtdlén parametrit tiedetaan kupon-
kivelkakirjan sisdltdmdn Kkokonaisriskin mdara suhteessa
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nollakuponkilainaan. Siten voidaan myés ratkaista, minka
pituisella nollakuponkilainalla olisi sama riski kuin
kuponkilainalla. Immunisaatiostrategian ajatusta voidaan
silloin soveltaa téasmaamilla velkojen ja saatavien riskit.
Uséamman muuttujan malleissa stokastista duraatiota vastaa-
via riskimittareita on luonnollisesti useampia.

Stokastisen duraation kayttékelpoisuuteen velkakirjojen
riskin mittauksessa liittyy useita ongelmia. Jotta duraati-
on arvo selviadisi, vaaditaan tarkka kdasitys velkakirjan
hintaan vaikuttavista stokastisista prosesseista ja niiden
parametreistd. Lisdksi velkakirjan hinnan méardava osit-
taisdifferentiaaliyht&lé pitda olla ratkaistu. Mit& hanka-
lampia prosesseja kaytetédadn, sitéd ongelmallisempaa ratkai-
sun 16ytdminen on. Lisdksi Jjokaiselle eri prosessille

tarvitaan oma 'duraationsa’'.

Gultekin ja Rogalski (1984) tarkastelivat empiirisesti
useiden erilaisten duraatiovaihtoehtojen kayttokelpoisuutta
velkakirjojen riskillisyyttd mitattaessa. Stokastinen
duraatio ei osoittautunut olennaisesti muita duraatioita
paremmaksi. Mahdollisiksi syiksi mainittiin hinnoitteluyh-
tdlén parametrien estimointiin 1liittyvat ongelmat, vaarin
spesifioitu korkoprosessi sekd puutteelliset tilastolliset
menetelmit.

Muuttamalla korkorakenteen mallittamiseen liittyvia 1ahto-
oletuksia riskin mittaaminen muuttuu merkittavasti. Tarkas-
tellaan kappaleen lopuksi menettelyjarjestysta arbitraasi-
mallien hinnoitteluyhtdlén ratkaisemiseksi. Arbitraasimal-
leissa, kuten CIR:ssa, oletetaan koko korkorakenteen dyna-
miikan riippuvan aarellisesta maarastd (yleensa yhdesta tai
kahdesta) tilamuuttujia. Jotta arbitraasimahdollisuudet
eliminoituisivat, riskin ja ylimdaradisen tuoton v&alillad on
lineaarinen yhteys. Lisdaksi sijoittajien preferenssit
rajoittavat riskipreemion muotoa.

Hullin (1989, s. 265) esittamadn etenemisjarjestyksen mukaan
hinnoitteluyhtdlén ‘parametrien arvoja sopeutetaan niin
kauan, kunnes ollaan 1loéydetty paras mahdollinen ratkaisu.
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Mikdan ei kuitenkaan estd todellisen korkorakenteen muotoa
eroamasta valittoémdsti hinnoittelumallin avulla johdetusta.
Syynd voi olla rajoitukset stokastisten prosessien muodos-
sa, niiden mdarédssa tai riskipreemioiden muodossa.

Heath, Jarroﬁ ja Morton (HJM) (1989) ovat valttaneet 1lu-
kuisat korkorakenteen muodostumista koskevat rajoitukset
korkosidonnaisten optioiden hinnoittelumallissaan. Mallin
tarkoitus on alunperin ollut hinnoitella stokastisen koron
tapauksessa optiot riskineutraalisti vastaavasti kuin
Black-Scholes-malli. HJM olettavat alkuperdaisen korkoraken-
teen annetuksi, eivatkid tee sen muotoa koskevia rajoituk-
sia. Myoéskdan riskin markkinahintaa ei sidota preferenssei-
hin. Korkorakennetta ohjaa HJIM-mallissa d&arellinen maara
termiinikorkojen stokastisia muuttujia, Jjoiden prosessien
ei tarvitse optioita hinnoiteltaessa olla preferenssien

rajoittamia.

HIM-mallin riskineutraali hinnoittelutekniikka soveltuu
ainoastaan korkosidonnaisten optioiden hinnoitteluun.
Mikali mallia sovellettaisiin velkakirjojen hinnoitteluun,
pitdisi sijoittajien preferenssit maaritella arbitraasimal-
lin tavoin. Brenner (1989) osoittaa Xkuitenkin, ettd HJIM-
mallin ladhtodoletuksilla duraatiomittarit voidaan mdaritella
ilman osittaisdifferentiaaliyhtdlén ratkaisua. Maarittele-
mélla termiinikorkoprosessin analogiseksi arbitraasimallien
nykykorkoprosessien kanssa, voidaan esimerkiksi stokastinen
duraatio ratkaista suoraan termiinikoron stokastisesta
komponentista.

5.2 Velkakirjojen tuottojen ennustaminen

Seuraavaksi tarkastellaan Faman (1988) motivoimana, miten
Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985a ja 1985b) mallin avulla
voidaan selittdad viime vuosina empiirisessd todissd havait-
tuja ajassa vaihtelevia riskipreemioita. Monissa viimeai-
kaisissa tutkimuksissa riskipreemioiden vaihtelun on todet-
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tu olevan seurausta mean reversion -ominaisuudesta®l. omi-
naisuuden mukaan korot sekd osakkeiden hinnat ovat pitem-
mallad aikavalilld negatiivisesti autokorreloituneita eli
niilld on taipumus palata keskiarvotasolleen.

Muun muassa LeRoy (1989) osoittaa, ettd mean reversion-
ominaisuus ei ole ristiriidassa tehokkaiden markkinoiden
hypoteesin kanssa. Hypoteesin mukaan markkinoilla on ns.
martingaaliominaisuus eli t&médn p&ivén hinta (korko) on
paras mahdollinen ennuste huomisen hinnalle (korolle).
Koska lyhyelld aikavalilla hajontatermi hallitsee hintoja
ja korkoja ohjaavia stokastisia prosesseja, ei valittdémissa
tuotoissa ole havaittavissa autokorrelaatiota. Negatiivinen
autokorrelaatio tulee esiin vasta pitemmdlla aikavalilia,
jolloin odotettua muutosta kuvaava termi hallitsee stokas-

tista prosessia.

Fama ja French (1989) havaitsivat mean reversion -taipumuk-
sen aiheutuvan taloudellisten suhdanteiden mukana muuttu-
vista odotetuista tuotoista. Muutoksen todettiin johtuvan
vaihtelevasta riskipreemiosta, Jjoka 1liikkuu taydellisesti
suhdanteiden vastaisesti. Siten korkeasuhdanteessa saata-
vilta tuotoilta vaadittiin matalasuhdanteessa saatavia
suurempi preemio.

Vastaavaa syklisyyttd on todettu olevan myés 1lyhyiden
korkojen liikkeissd. Fama ja Bliss (1987) totesivat USA:n
aineistolla, ettd lyhyelld tahtdimelld nykyisen korkoraken-
teen avulla ei pystytd ennustamaan tulevia korkoja, mutta
ennustevoima 1lisddntyy huomattavasti ennustehorisontin
pidentyessa. Nykyisestd korkorakenteesta implisiittisesti
madrdytyvien termiinikorkojen avulla pystytdin ennustamaan
jopa 48% t&mdn hetken yhden vuoden koron ja neljdn vuoden
paasta toteutuvan yhden vuoden koron muutoksesta. Ennuste-
voiman 1lis&dntymisen Fama ja Bliss osoittivat 1liittyvéan
korkojen mean reversion -taipumukseen.

61  Fama ja French (1988, 1989) sekd Poterba ja Sum-
mers (1986, 1988).
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Fama ja Bliss (1987) seka Fama (1988) asettivat intertempo-
raalisille hinnoittelumalleille ja erityisesti CIR-mallille
haasteeksi ajassa muuttuvan riskipreemion selittamisen.
Vastausta voidaan tarkastella yhtdléssad 3.16 Jjohdetun
velkakirjan odotettua lisatuottoa kuvaavan mddritelmén
avulla:

(B; = T)F = [¢y ¢y, -+ ¢y, 1[Fq .. Fy 1", (3.16)
missa
py = [(2w) (varW) + I (7355 (covW,¥,) 1,
W W

Yy

by, = [(Zaw) (covW,¥,) + I (580 (cov¥, ,¥,)]-
W W

Yy

i

CIR (1985a) osoittivat preemioiden olevan seurausta lis&an-
tyneesta riskinotosta suhteessa optimaalisesti sijoitettuun
varallisuuteen. Mikali velkakirjan odotettu tuotto korre-
loisi taydellisesti varallisuuden rajahyédyn odotetun
muutocksen kanssa, ei lisdtuottoa syntyisi. Siten voidaan
kirjoittaa mydés (CIR, 1985a, yhtalo)

(B; = r)F = =(cov F,J,)/Jy- | (5.6)

‘Koska yhtdléssa (3.15) maaritelty riskitén korko kuvaa
taydellisesti varallisuuden rajahyédyn odotettua muutosta,
ei riskittoémin koron kanssa tdydellisesti korreloivalle
velkakirjalle makseta lisdpreemiota. Mitd suurempi negatii-
vinen korrelaatio velkakirjan odotetun tuoton ja wvaralli-
suuden rajahyédyn muutosasteen valillad on, sitd suuremmaksi
preemio muodostuu.

Breeden (1986) antoi negatiivisesta korrelaatiosta johtu-
valle lisdpreemiolle intuitiivisen selityksen, joka Kkay
implisiittisesti ilmi myés yhtdlésta (5.6). Koska sijoitta-
jan saama rajahyoty on alhaisella kulutuksen tasolla (mata-
lasuhdanteessa) korkeampi kuin korkealla Kkulutustasolla
(korkeasuhdanteessa), suostuu ha&n maksamaan enemmdn mata-
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lasuhdanteessa eraantyvasta velkakirjasta®2. siten mata-
lasuhdanteessa erdantyvan velkakirjan tuotto on mydés alhai-
sempi ja lisdpreemio pienempi.

Luvussa 4 esitetyssd korkorakennemallissa riskipreemio ¢,
oli logaritmisen hyotyfunktion ansiosta kiinted. Siten
kyseisessd yleisen CIR-mallin erikoistapauksessa ei preemio
ole varallisuuden tai kulutuksen tasosta riippuvainen.
Voidaankin paatella, etta selittddkseen taloudellisten
suhdanteiden mukana vaihtelevia riskipreemioita, CIR-mal-
lissa kaytettavaan hyotyfunktioon ei voi 1iittda oletusta
kiintedstd relatiivisesta riskiaversiosta.

62  Ehdon (3.9.1) mukaan kulutuksen rajahyéty U,

voidaan sijoittaa suoraan varallisuuden rajahyédyn J,
tilalle.



81

6 YHTEENVETO

Tutkielmassa ollaan tarkasteltu arbitraasin eliminoitumisen
pohjalta johdettuja velkakirjojen hinnoittelumalleja. Ar-
bitraasin eliminoitumisehdosta on viimeistdan 1970-luvulla
tullut rahoitusteorian kulmakivi, jolle modernit hinnoit-
telumallit perustuvat. Ehtoa voidaan nykyisin pitdd myods
ldhtékohtana markkinoiden tehokkuuden kuvaamiseen.

Velkakirjan hinnoittelumalleissa yhdistetadn rahoituste-
oreettisen kirjallisuuden kaksi valtavirtaa. Alunperin
optioiden hinnoitteluteoriassa kaytetty dynaaminen kehikko
térjoaa puitteet myés velkakirjoille. Arbitraasihinnoitte-
luteorian piiristd taas on omaksuttu kasitys, miten ris-
kiaversiiviset sijoittajat hinnoittelevat stokastisten

prosessien riskeja.

Coxin, Ingersollin ja Rossin (1985a,b) tasapainoanalyysista
johdettu hinnoittelumalli ja sen korkorakennesovellus ovat
1980-1luvulla olleet runsaan huomion kohteena. Mallin teo-
reettisiksi ansioiksi voidaan lukea kyky yhdistda arbitraa-
si- ja tasapainolahestymistavat toisiinsa. Olen tutkielmas-
sani osoittanut, ettd CIR:n synteesi o0li luonnollista
jatkoa aiemmille rahoitusteorian kehitysaskeleille.

CIR:n yhden muuttujan korkorakennesovellus sitd vastoin ei
ole pystynyt selittamdan korkorakenteen todellisia liikkei-
td. Malli on tarjonnut hyvan 1lahtékohdan korkodynamiikan
teoreettiselle tarkastelulle, mutta empiirisissad tdéissd on
voitu todeta, etta tarvitaan useampi kuin yksi stokastinen
muuttuja. Realistisuuden 1lisdaminen uusien muuttujien
avulla johtaa taas yhé vaikeampiin ratkaisuihin.
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