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ABSTRACT

The empirical work of this study consists of three parts: a time
series analysis of the Finnish FOX stock index, Monte Carlo
simulation of the theoretical 'index option prices and a comparison
of the performance of the standard option pricingimodels with that
of the simulation model applied. '

The daily changes in the FOX stock index are specified to follow a
positively autoregressive process of first order as well as'a
GARCH(1,1)-type process in conditional variance. Following Cox &
Ross (1976) argumentation, we simulate the theoretical index option’
prices based on the specified stock index process. The main results
suggest that the markets seem to be pricing options rationally in
respect to the specified stochastic properties of the FOX index. The
traditional bricing models do not perform as well.

TIIVISTELMA

Ty6n empiirinen puoli jakaantuu kolmeen osaan: suomalaisen FOX-
osakeindeksin tilastolliseen analyysiin, FOX-indeksioptioiden teo-
reettisten hintojen laskemiseen Monte Carlo simuloinnilla seka
simulointimallin ja perinteisten optiohinnoittelumallien selitys-
kyvyn vertailuun.

Tutkimuksessa todetaan, ettd FOX-indeksin pdivittdiset muutokset
ovat autokorreloituneita ja ettd niiden pdivittainen varianssi vaih-
telee. Indeksimuutoksia kuvaava prosessi tdsmennetdadn ensimmdisen
asteen positiivisesti autoregressiiviseksi sekd GARCH(1,1)-tyyppi-
seksi. FOX-indeksiin perustuvien FOX-optioiden teoreettiset hinnat
simuloidaan kayttdmdl1d tdsmennettyd indeksiprosessia. Vertailussa
havaitaan, ettd simulointimalli kykenee selittamdan selvdasti parem-
min toteutuneita optiohintoja kuin perinteiset hinnoittelumallit.
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1 JOHDANTO

Aikaisemmissa tutkimuksissa on havaittu, ettd osakeindeksit voivat
heijastaa tehottomastil markkinainformaatiota, vaikka indeksiin kuu-
luvien yksittdisten osakkeiden markkinat olisivat periaatteessa te-
hokkaat (Fischer (1966)). Koska etenkin ohuilla markkinoilla osak-
keilla on periodeja, jolloin niilld ei tehdd kauppoja, tdytyy indek-
sin laskemiseen sisdllyttdd vanhentuneita noteerauksia. Tehottomuus
ndakyy indeksimuutosten positiivisena autokorrelaationa. Viime aikoi-
na on esitetty havaintoja myds muista syistd johtuvasta autokorre-
laatiosta (Poterba & Summers (1988)).

Osakeindeksin tehottomuus ei johda vdlttamdttd indeksiin perustuvien
johdannaismarkkinoiden tehottomuuteen. Indeksifutuurin hinta voi
heijastaa koko sitd informaatiota, josta osa heijastuu viivdstyneend
indeksiin. Indeksioptioiden hinnoittelu voi puolestaan perustua fu-
tuurin hintaan. ' '

Tehottomalle osakeindeksille perustuvat optiot voivat olla tehok-
kaasti hinnoiteltuja, vaikka markkinoilla ei olisikaan tarjolla in-
deksifutuuria. Option hinnan tulee perustua £§1161n todelliselle,
indeksimuutoksia kuvaavalle stokastiselle prosessille, joka on te-
hottomalla indeksilld autoregressiivinen. On osoitettu, ettd hyddyn-
tamal14 autoregressiivisyyden tarjoamaa informaatiota indeksin
odotusarvosta, voidaan markkinoilla saavuttaa ylisuuria voittoja,
mikdli optioiden hinnat perustuisivat Black & Scholes -malliin
(Berglund, Liljeblom & Hedvall (1988)). Black & Scholes -malli ei
siten ole validi.

Toinen korrektissa hinnoittelussa huomioon otettava seikka on se,
ettd positiivisesti autoregressiivisen, integroituneen prosessin va-
rianssi kasvaa epdlineaarisesti ennustehorisontin pidentyessd. Siten

losakemarkkinat ovat tehokkaat, jos jokaisen sijoittajan odotukset
osakkeiden tulevista tuotoista ovat rationaaliset ja perustuvat
kaikkeen tarjolla olevaan informaatioon. Td118in osakkeiden hinnat

heijastavat tehokkaasti saatavissa olevaa informaatiota (Ingersoll,
(1987), s. 73. Katso myds Copeland & Weston (1988)).



historiallinen volatiliteetti, joka on estimoitu autokorrelaatiota
sisdltdvdlla frekvenssilld, antaa 1iian alhaisen estimaatin indeksin
todelliselle heilahtelulle. Jos tdtd volatiliteettiestimaattia so-.
velletaan esimerkiksi Black & Scholes (tai Black -76) -kaavassa,
muodostuvat teoreettiset option hinnat systemaattisesti liian alhai-
siksi.

Autoregressiivisyyden molemmat vaikutukset option hintaan voidaan
ottaa huomioon numeerisessa hinnoittelumenetelmdssd. Noudattaen ai-
kaisemmin esitettyjd periaatteita, indeksin odotettu jakauma simu-
Toidaan valitulla stokastisella prosessilla (Boyle (1976)). Kyseessd
on Monte Carlo -simulointi. Option arvo sen voimassaoloajan pdat-
tyessd lasketaan simuloitujen indeksirealisaatioiden joukosta option
toteuttamishinnan avulla. Coxin ja Rossin (1976) argumentointia nou-
dattaen option tdmdn hetken arvo saadaan diskonttaamalla padattymis-
paivan arvo riskittomd11d koroila (Cox & Ross (1976)).

Toinen, osakekursseja koskeva viimeaikainen huomio on se, ettd nii-
_ den ehdollinen varianssi on autoregressiivinen. Osakekursseja tai
osakeindeksid generoiva prosessi on ta@l1oin ARCH- téi GARCH-tyyppi-
nen. Ndi11a prosesseilla on vaikutuksia myds option teoreettiseen
hintaan. Prosessien ehdolliset jakaumat ovat yleensé huipukkaampia
kuin normaalijakauma. Approksimatiivisen hinnoittelumallin ja simu-
loinnin avulla voidaan osoittaa, ettd indeksijakauman huipukkuus
alentaa tasaoption? hintaa. ARCH- ja GARCH-prosessien tapauksessa
option teoreettinen hinta voidaan ratkaista edella kuvatulla numee-
risella menetelmdlld (Engle & Mustafa (1989)).

Tamdan tyon empiirisessa osassa Suomen Optiomeklarit Oy:n noteeraa-
mien FOX-indeksioptioiden teoreettiset hinnat ratkaistaan simuloi-
malla, kun oletetaan, ettd indeksimuutosten prosessi on GARCH(1,1)
-tyyppinen ja odotusarvonsa suhteen ensimmiisen asteen autoregres-
siivinen. Prosessin parametrit estimoidaan paivittdisista
havainnoista periodilta 2.5.1988 -~ 8.6.1989. Tulokset viittaavat

2Tasaoptio on maaritelty sivulla 13.



vahvasti siihen, ettd markkinat huomioivat oikein autokorrelaation
Jja GARCH-ominaisuuksien vaikutuksen tulevan volatiliteetin ennusta-
miseen. Sen sijaan kéytéttyjen analyysimenetelmien avulla ei voida
olla varmoja, ottavatko markkinat huomioon autokorrelaation vaiku-
tuksen indeksin odotusarvon kautta option hintaan. Jda myds osittain
avoimeksi, kuinka merkittavd empiirisesti on GARCH-omihaisuuksien
aiheuttaman indeksituottojen huipukkuuden vaikutus FOX-optio-
hintoihin.

Tydn esitys etenee seuraavasti: Tuvussa 2 mddritelladn peruskasit-
teet ja johdetaan pdapiirteissdan Black & Scholes -kaava. Sen jdl-
keen esitetddn Black & Scholes ja Black-76 -mallin yhteys.3 Luku 3
kdsittelee optioiden hinnoittelua tapauksissa, joissa indeksituotto-
ja kuvaava prosessi poikkeaa BS- ja B76-mallin oletuksista. Luvussa
4 esitelldin kdytetty tilastoaineisto ja ne institutionaaliset teki-
jdt, jotka vaikuttavat datan kasittelyyn ja tulosten tulkintaan. Lu-
vussa 5 estimoidaan FOX-indeksin noudattama stokastinen prosessi ja
Tasketaan indeksin volatiliteetin estimaatti eri menetelmia kayt-
tden. Luvussa 6 tuotetaan optioiden teoreettiset hinnat simuloimalla
ja tarkastellaan niiden osuvuutta havaittuihin optioiden hintoihin.
Sama tarkastelu suoritetaan B76- ja BS-ma11f11e. Apuvalineiden tek-
ninen esittely sisdltyy liitteisiin. Ty0 pddttyy yhteenvetoon ja
johtopdatoksiin luvussa 7.

3T4std eteenpdin Black & Scholes (1973) - ja Black (1976) -malleis-
ta kdytetddan lyhenteitd BS- ja - B76-malli.
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2 OPTIOTEORIAN PERUSTEITA

Luvussa esitellddn optfon ominaisuuksia sijoitusinstrumenttina.
Peruskdsitteiden midrittelyn jdlkeen johdetaan Black & Scholes
-malli eurooppalaisen osto-option hinnalle noudattaen arbitraasi-
periaatetta. 0sinkojen huomioimista hinnoittelussa kdsitellddn
Black-76 -mallin valossa. Lopuksi esitetddn Tauseke, jonka avulla
voidaan johtaa eurooppalaisen myyntioption hinta Black & Scholes tai
Black-76 -mallista.

2.1 Johdatus optioihin

Optio on sopimus, joka antaa oikeuden joko ostaa tai myydd option
kohteena olevan arvopaperin madardttyyn hintaan mddaridtyn ajan puit-
teissa. Osto-oikeuden sisdltdvda optiota kutsutaan osto-optioksi ja
myyntioikeuden sisdltdvdd optiota myyntioptioksi. Mikdli optio voi-
daan toteuttaa ainoastaan sen voimassaoloajan pddttyessi, on kysees-
sd eurooppalainen optio. Optiota, joka voidaan toteuttaa milloin ta-
hansa voimassaoloaikanaan, kutsutaan amerikkalaiseksi optioksi.

Optioita voidaan asettaa ja kaupata mitd erilaisimmille sijoitus-
kohteille ja hyodykkeille, joiden arvon kehitykseen tulevaisuudessa
sisdltyy epdvarmuutta. Tissd tydssd kdsiteltdvd optioteoria liittyy
pelkdstadn osake- ja osakeindeksioptioihin. Samat periaatteet pdte-
vat kuitenkin pitkdlle myds muun tyyppisissd optioissa.

Aloitetaan option hinnoitteluongelman tarkastelu eurooppalaisella
osto-optiolla. Amerikkalaisen option hinnoittelua ei tdssd tyOssd
tarkastella erikseen, koska suomalaisilla optiomarkkinoilla kaupat-
tavat indeksioptiot ovat eurooppalaisia.l Eurooppalaisen myynti-

lamerikkalaisen osto-option hinta on sama kuin eurooppalaisen osto-
option, jos option perustana olevalle osakkeelle ei makseta osinkoja
option voimassaoloaikana. Osinkojen maksu vaikeuttaa hinnoittelua,
koska se saattaa tehdd option ennenaikaisen toteuttamisen optimaali-
seksi. Amerikkalaisen myyntioption hintaa ei ole voitu ratkaista
sul jetussa muodossa, koska arbitraasin mddrittelemd11d option hinnan
alarajalla option toteuttaminen ennen erdpdivdd on periaatteessa
aina optimaalista (Cox & Rubinstein (1985)).
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option hinta voidaan johtaa helposti eurooppalaisen osto-option hin-
‘nasta mydhemmin esitettdvan pariteetin avulla. Jatkossa sanalla
"optio" tarkoitetaan osto-optiota, ellei toisin mainita.

Madritelldan aluksi muutamia symboleja ja kdsitteiti:
= option jdljelld oleva voimassaoloaika

= osakkeen hinta T:n osoittamalla hetkella
= osto-option hinta T:n osoittamalla hetkelld

< O »n -
1

= option toteuttamishinta eli hinta, jolla osto-option kohteena
oleva osake voidaan ostaa (tai myyntioption tapauksessa myydd)
r = markkinoiden kiinted, riskiton korko

Oletetaan seuraavaksi, ettd option perustana olevalle osakkeelle eij
makseta osinkoa ja ettd minkdanlaisia transaktiokustannuksia ei syn-
ny. Koska option toteuttaminen on vapaaehtoista, sen arvo on aina
vahintddn nolla. Pdadttymishetkellddn option arvo on siten joko nolla
tai yleisen arbitraasiehdon nojalla osakkeen hinnan ja option to-
teuttamishinnan vdlinen erotus. Saman arbitraasiehdon nojalla ja
edel1d esitetyin oletuksin osto-option hinta on kaikkina hetkind vd-
hintdan nolla tai osakkeen hinnan ja kyseiseen hetkeen diskontatun
toteuttamish%nnan vdlinen erotus. Symbolein merkittynd:

C < Max{0, S-Kexp(-rT)} 2.1.1

Mikdli ndin ei olisi, arbitraasivoitto tulisi mahdolliseksi yli-
myymdl1d osake ja sijoittamalla saatu raha alihintaiseen optioon ja
riskittomddn obligaatioon option padttymishetkeen saakka. Paattymis-
hetkel13d osake ostettaisiin ylimyynnin kattamiseksi joko toteutta-
malla optio tai suoraan markkinahintaan, mikali tamd olisi halvempi
kuin option toteuttamishinta. '

Edellinen argumentointi voidaan havainnollistaa seuraavan taulukon

avulla:
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TAULUKKO 2.1.1 Arbitraasi osakkeen ja osto-option vdlilld

Vaihe 1. Vaihe 2.

Jos Jos S > K, kun T = 0, niin toteu-
C < S - Kexp(-rT), tetaan optio maksamalla K.

niin Lopullinen voitto = A.

S - C - Kexp(-rT) = A, Jos S < K, kun'T = 0, niin oste-
missd A = arbitraasivoitto taan osake markkinahintaan S.

Lopullinen voitto = A+ K - S.

Luonnollisesti osto-option hinta ei voi koskaan ylittdd perustana
olevan osakkeen hintaa. Edel1d esitetyt osto-option yleiset arbit-
raasiehdot voidaan tiivistdd seuraavasti:

S > C > Max{0, S-Kexp(-rT)} 2.1.2

Edellisistd arbitraasiehdoista huomataan, ettd option perustana ole-
van osakkeen hinta tarkasteiuhetkelld T ja option toteuttamishinta
mddrddvdt option niin kutsutun perusarvon. Symbolein merkittynd,
osto-option perusarvo on S-K. Osto-option arvo on sitd suurempi mitd
korkeampi on osakkeen hinta ja vastaavasti sitd pienempi mitd kor-
keampi on option toteuttamishinta. On kuitenkin muistettava, ettd
option hinta on aina vdhintdaan nolla.

Perusarvon lisdksi optiolla sanotaan olevan aika-arvoa, joka perus-
-tuu option jaljelld olevaan voimassaoloaikaan, kiinteddn, riskitto-
mdan korkoon sekd epdvarmuuteen osakkeen tulevasta kurssikehitykses-
ti. Toisin sanoen, kun T > 0, niin C > S-K. Kuten edellisisti
arbitraasiehdoista voimme pddtelld, on option aika-arvo sitd suurem-
pi mitd pitempi on jaljel1id oleva voimassaoloaika ja mitd korkeampi
on riskiton korko. Nami tekijat vaikuttavat kddnteisesti option to-
teuttamishinnan nykyarvoon ja siten éuoraan option hintaan.

Jos option kohteena olevan hyddykkeen hintakehitykseen ei 1iittyisi
epdvarmuutta, optiokauppaa tuskin kdytdisiin. Option hinta mddritte-
lee itse asiassa korvauksen, jonka option liikkeellelaskija eli
asettaja vaatii, jotta hdn suostuu kantamaan option kohteén hinta-
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kehitykseen sisdltyvdd riskia option haltijan puolesta. Tdssd mie-
lessd optioita voidaan hyvin verrata vakuutussopimuksiin.

Osakkeen kurssikehitykseen sisdltyvdd epdavarmuutta voidaan kuvata
osakkeen hinnanmuutoksia generoivan stokastisen prosessin varians-
silla. Karkeasti ottaen osakkeen hinnan muutokset alaspdin ovat yhtd
todennakdisida kuin muutokset yldspdain. Osto-option hinta nousee ra-
jatta osakkeen hinnan noustessa suhteessa option toteuttamishintaan,
mutta on aina vahint&an nolla, vaikka osakkeen hinta laskee
toteuttamishinnan alapuolelle. Siten osakehinnan varianssin kasvu

- yhd suuremmat odotettavissa olevat heilahdukset sekd ylos- ettd
alaspdin - nostaa option hintaa.

Mddaritellddn lopuksi kdsitteet tasa-, miinus- ja plusoptio, joita
tarvitaan jatkossa. Kdasitteet 1liittyvdt option perustan arvon ja to-
teuttamishinnan nykyarvon erotukseen. Hetkelld T osto-optio on tasa-
optio, jos S = exp(-rT)K. Vastaavasti kyseessd on miinusoptio, jos

S < exp(-rT)K. Plusoption tapauksessa S > exp(-rT)K.

2.2 Black & Scho]es.—malli

Kappaleessa kdyddan lapi pddpiirteissddn eurooppalaisen osto-option
eksaktin hintafunktion johtaminen Black & Scholes -mallin mukaan
(Black & Scholes (1973)). Mallin antama ratkaisu option hinnalle pe-
rustuu oivallukseen, ettd jos osakkeesta ja sille asetetusta optios-
ta voidaan muodostaa riskiton portfolio, tdytyy tdllaisen portfolion
odotetun tuoton vastata markkinoiden kiintedd, riskitdontd korkoa.
Mikdli option hinta on jatkuva funktio osakkeen hinnasta ja jdljelld
olevasta voimassaoloajasta ja jos funktion muut parametrit ovat
kiinteitd, on riskittomin portfolion muodostaminen mahdollista. Seu-
raavassa on koottu yhteen BS-mallin oletukset:

1. Kyseessd on eurooppalainen osto-optio
2. Option perustana olevalle osakkeelle ei makseta osinkoa
3. Transaktiokustannuksia ei ole
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4. Osakkeiden ylimyynti on sallittu?

5. 0Osakkeen hinta seuraa Ito-prosessia3

6. Markkinoiden riskitdn korko on kiinted

7. Lainanotto on tdysin vapaata riskittomdlld korkolla

Muodostetaan aluksi portfolio, joka koostuu eurooppalaisesta osto-
optiosta, tietystd mddrdstd option perustana olevaa osaketta sekd
obligaatioista, joiden tuotto vastaa riskitdntd korkoa. Seuraavassa
on taulukoitu portfolion tarkka koostumus.

TAULUKKO 2.2.1 Ylimyydyistd osakkeista, osto-optiosta ja
obligaatioista koostuva portfolio

madrd hinta arvo
osake -h S -hS
optio 1 C C
obligaatio (hS-C)/Q ' Q hS-Q
portfolio 0

Osakkeita on siis ylimyyty arvosta hS (merkitty taulukkoon negatii-
visena) ja saatu summa on sijoitettu yhteen osto-optioon ja mdarddn
(hS-C)/Q obligaatioita. Omaa padomaa ei ole kdytetty, joten port-
folion arvo on nolla (ylimyyty osake joudutaan kattamaan jossakin
vaiheessa ostamalla vastaava osake).

Seuraavaksi mddritellddn portfolion eri arvopaperien oletetut hinta-
prosessit. Osakkeen hinta noudattaa Ito-prosessia, eli dS = uSdt + oSdz.

2YT1imyynti eli lyhyeksi myynti tarkoittaa tilannetta, jossa sijoit-
taja myy arvopaperin, jota hdn ei vield omista. Hin saa itse maksu-
suorituksen heti myyntitilanteessa, mutta joutuu ostamaan ja toimit-
tamaan myyntikohteen vasta myOhemmin sovitun ajan puitteissa..Si-
joittajan kokema voitto tai tappio riippuu ylimyydyn arvopaperin tu-
levasta hintakehityksestad.

3stationaarinen stokastinen prosessi, jonka odotusarvo on vakio ja
Jjonka satunnaistermi on normaalisti jakautunut vakioparametrein 0 ja
o2, Merkitdan y(t) = udt + odz, jossa dz = v/dt ja dz ~ N(0,1).
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Obligaation hinta muuttuu riskittoman koron mukaan, eli dQ = rQdt.
Option hinta on funktio kahdesta muuttujasta, S ja T, eli C =
C{(S,T). Option hintaprosessi saadaan kokonaisderivoimalla edellinen
funktio. Td118in joudutaan soveltamaan stokastista differentiaali-
laskentaa, jota on esitelty 1yhyestf Tiitteessd 1. Tulokseksi saa-
daan:

dc = (—S-)ds + (——Z)(ds)2 +( )dt 2.2.1

Kun sijoitetaan osakkeen hintaprosessi edelliseen yhtd160n, saadaan:

2

- [ Gos + 57+ 30307 | + (Gglose 2.2.2

2s°

Merkitdan alussa muédostetun portfolion arvoa V:11d, eli

V= -hS +C + [“‘—S%Q]Q ' 2.2.3

Kokonaisderivoimalla V saadaan portfolion arvonmuutos:

dV = -hdS + dC + [‘_“i.&_cl]dq 2.2.4

Kun edelliseen yhtd100n sijoitetaan osakkeen, option ja obligaation
hintaprosessit, saadaan:

2
) 3¢ oC , 1,0°C, 2.2
= [—hus + BYus + 2Ly 2(332) + (hS - C)rldt
+ [%%- h]chz 2.2.5

Edellisen yhtd1on viimeinen termi on satunnaistermi, jonka odotus-
arvo on nolla. Td11din koko portfolion odotettu arvonmuutos on:
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2
E(dV) = [(3 hus + & -1—(a C)ozs + (hS - C)r] 2.2.6
35 ELI AN

Toisaalta portfolion arvonmuutoksen varianssi on kyseisen satunnais-
termin nelid, joten:

h)2 2 2

. Var(dv) = (2 dt 2.2.7

"Black & Scholes -mallin ideana on ollut muodostaa riskittn port-

folio. Jotta portfolio olisi riskiton, sen arvonmuutoksen varianssin
pitdd olla nolla. Yhtdld 2.2.7 on nolla silloin, kun h =-%%
sanoen h on option hinnan ensimmdinen osittaisderivaatta sen perus-

. Toisin

tana olevan osakkeen hinnan suhteen. On keskeistd havaita, ettd h on
osakkeiden madard yhtd optiota kohti riskittomdssd portfoliossa. Sitd
kutsutaan option delta-arvoksi.

Sijoitetaan ratkaistu h eli delta-arvo riskittoman portfolion odo-
tettua arvonmuutosta kuvaavaan yhtdaldon:

E(dv) = [ 2%+ 2(350) + (3% )s - O)r Jat 2.2.8
]

Kun arbitraasimahdollisuudet ovat eliminoituneet markkinoilta, tdy-
tyy riskittdman portfolion, joka ei sisdlld omaa pddomaa, odotetun
arvonmuutoksen olla nolla. Siten:

aC 1(3 C)

+ ( )rS -rC =0, 2.2.9
BT 2 BS

joka on etsimdmme option hinnan 1iikeyhtd1d. Tamd osittais-
differentiaaliyhtdld voidaan ratkaista option hinnan reunaehdolla
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C(S,0,K) = Max{0,S-K}, jolloin saamme option hinnan yhtd1dn.4
Black & Scholes -mallin tulos eurooppalaisen osto-option hinnalle on
siten seuraava:

C = SN(dj) - Kexp(-rT)N(dp), 2.2.10
missd
N = normaalijakauman kertymdafunktio

[1n(S/K) + (r+a®/2)T]/(oVT)
- of/T

Q o
[ay
/]

2 =9
Option delta-arvo, eli ag, on N(dl). Tamdan arvo muuttuu osakkeen
hinnan muuttuessa ja jdljelld olevan voimassaoloajan lyhetessd.
Osakkeen ja option mddrien suhdetta tulee siten sopeuttaa“jatkuvasti
deltan muutosten mukaan, jotta portfolion riskittomyys sdilyisi. Ta-
ten mahdollisuus jatkuva-aikaiseen, kitkattomaan kaupankdyntiin
optio- ja osakemarkkinoilla, joilla ei ole transaktiokustannuksia,
on keskeinen oletus saatujen tulosten takana.

On huomattava, ettd osakkeen kurssikehityksen odotusarvo, u, hdvida
Topullisesta hintafunktiosta. Tama merkittdvd tulos perustuu riskit-
tomdn portfolion ylldpitamismahdollisuuteen ja arbitraasin haviami-
seen. Osakkeen hintaprosessin varianssi on hintafunktion ainoa para-
metri, jota ei voida suoraan havaita. Se voidaan estimoida histo-
riallisesta datasta tai laskea havaituista optioiden hinnoista olet-
taen, ettd hinnat noudattavat BS-mallia.

4Kyseisen osittaisdifferentiaaliyhtdlon ratkaiseminen reunaehdolla
ei ole aivan yksinkertaista. Black & Scholes suorittivat tehtdvdn
kdyttimdl1d apunaan fyysikkojen tuntemaa l1dmmonvirtayhtdloa (Black &
Scholes (1973)). Black & Scholes ~kaava on kuitenkin johdettavissa
myOs yksinkertaisemman, joskin tyo]aamman, menetelmdn avulla (Cox &
Rubinstein (1985)).
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2.3 Myyntioption hinta ja put-call -pariteetti

Eurooppalaisen myyntioption hinta voidaan johtaa helposti BS- tai
B76-kaavasta osto- ja myyntioptiota yhdistdvdn yleisen arbitraasi-
ehdon avulla. Titi yhteyttd kutsutaan put-call -pariteetiksi.d
Myyntioption hinnoittelukaavan suoraviivainen johtaminen koskee vain
eurooppalaista optiota. Se, ettd amerikkalainen optio voidaan to-
teuttaa milloin tahansa, vaikeuttaa suljetun ratkaisun 18ytymistd
amerikkalaisen myyntioption hinnalle.

Osto- ja myyntioption hinnan vdlinen pariteetti on muotoa:

C=P+S - Kexp(-rT), 2.3.1

missd edel1d mddriteltyjen symbolien lisdksi P tarkoittaa myynfi-
option hintaa. Toteuttamishinta, K, on sama sekd osto-efté myynti-
optiolla. Seuraava taulukko havainnollistaa edellisen arbitraasiin
perustuvan pariteetin luonnetta (Cox & Rubinstein (1985), s. 41):

TAULUKKO 2.3.1 - Osto- ja myyntioption vdlinen arbitraasiehto
tdmd pdivad pddttymispdivd
S <K S>K
nyy ostd-optio C - K-S
osta myyntioptio -P K-S -
osta osake =S ' S S
lainaa Kexp(-rT) -K -K
Yhteensd - -

Option padttymispdivand tdnddn avatut positiot sulkeutuvat ja riip-
pumatta siitd, pddatyykd osakkeen hinta toteuttamishinnan yld- vai
alapuolelle, lopputulos yhteensd on nolla. Tdten osto- ja myynti-
option hintojen tdytyy tasapainossa olla sellaiset, ettd tanddn muo-
dostettava portfolio voidaan rahoittaa ilman omaa pddomaa.

5Call option = osto-optio, put optioh = myyntioptio.



19

Edellisestd pariteetista ratkaistuna myyntioption hinta on:
P=2C-S+Kexp(-rT). . 2.3.2

Kun C:n paikalle sijoitetaan osinkokorjatun BS-mallin antama hinta,
saadaan: )

K[1 - N(d)]exp(-rT) = S|1 - N(d))]

)
1]

Kexp(-rT)N(-dl) - SN(-dZ). 2.3.3

2.4 Black-76 -malli

Kappaleessa 2.1 johdetun BS-mallin kriittiset kohdat'Tiittyvét mal-
Tin tekemiin oletuksiin. Tdmdn tyon tarkoituksena on kiinnittdd huo-
mio oletukseen osakkeen kurssikehitystd kuvaavasta stokastisesta
prosessista ja tarkastella option hinnoitteluongelmaa tapauksessa,
jossa Ito-prosessille ominaiset autokorreloimattomuus ja homoskedas-
tisuus eivdt ole voimassa. Tdmd kappale kdsittelee puolestaan osin-
gon maksun huomioon ottamista option hinnoittelussa.

Option voimassaoloaikana osakkeelle maksettava osinko on menetettyd
tuloa eurooppalaisen osto-option haltijalle. Osinkojen vaikutus voi-

daan 1iittdad BS-malliin'suoraviivaisesti vahentamialld odotetun osin-
gon nykyarvo osakkeen hinnasta. BS-kaava saa td116in muodon:

C=(S- D)N(dl) - Kexp(-rT)N(dz), 2.4.1

missd edelld madriteltyjen symbolien 1isdksi:

D = option voimassaoloaikana odotetun osingon nykyarvo (Cox &
Rubinstein (1985)).

Vaikeudeksi jdd odotetun osingon suuruuden mddrittdminen. Koska
Suomen optiomarkkinoilla kdyddan kauppaa myds osakeindeksille
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perustuvilla futuurisopimuksi1]a,5 keskitytddn seuraavassa malliin,
jossa odotettu osinkovirta tulee implisiittisesti huomioon otetuksi
futuurisopimuksen hinnan kautta. Tamd perustuu indeksin ja sitd vas-
taavan futuurin hinnan valiseen yhteyteen. Option ja futuurin matu-
riteettien tulee olla samat, jotta futuurin hinta heijastaa nimen
omaan option voimassaoloaikana odotettavia osingonmaksuja.

Mikdali osakkeiden ylimyynti on sallittu, voidaan indeksin mukaisesta
osakekorista ja futuurista muodostaa riskiton portfolio. Tdma tapah-
tuu ylimyymdlld osakkeet, ostamalla niitd vastaava futuuri-ja si-
joittamalla ylimyynnistd saadut rahat riskittomddn kohteeseen. Jotta
toimenpiteelld ei saavutettaisi arbitraasivoittoa, taytyy futuurin
hinnan vastata indeksin tdmdn hetken arvoa plus sille kertyvdd ris-
kitontd korkoa vastaavaa tuottoa. Toisin sanoen,

F = Sexp(rT), 2.4.2
jossa F on futuurisopimuksen hinta.
Jos indeksiin kuuluville osakkeille maksetaan osinko futuurin

voimassaoloaikana, on futuurin arvo F = (S - D)exp(rT). Siten futuu-
rin riskittomidl13d korolla nykyhetkeen diskontattu hinta vastaa in-

6Julkisuudessa esiintyvd kielenkdyttd on hdilyvdd. Suomen optio-
markkinoilla kaupattavat instrumentit ovat itse asiassa termiineja
(a forward contract). Kun tehddan termiinisopimus, sovitaan termii-
nin kohteena olevan hyddykkeen tai arvopaperin kauppahinnasta sovit-
tuna ajankohtana tulevaisuudessa. Tdatd kutsutaan termiinihinnaksi.
Suomen Optiomeklareiden markkinoilla olevat termiinit kohdistuvat
FOX-indeksin arvoon ja niiden maturiteetit on standardoitu. Termii-
nin pddttyessd suoritetaan tilihyvitys joko termjiinin myyjdlie tai
ostajalle sen mukaan, onko FOX-indeksin arvo pddtynyt termiinihinnan
ala- vai yldpuolelle.

Futuurisopimus (a future's contract), jota Suomessa ei esiinny,
eroaa termiinistd siind, ettd tilihyvitys suoritetaan jokaisena
kauppapdivand kulloisenkin tilanteen mukaan. Ndistd asteittaisista
suorituksista kertyy sama mdard kuin termiinin tilityksestd. Futuu-
rille kertyvdat jatkuvat suoritukset saattavat kuitenkin aiheuttaa
eron futuurin ja termiinin teoreettisissa hinnoissa, mikdli eri pi-
tuiset korot poikkeavat toisistaan (Cox, Ingersoll & Ross (1981);
Cox & Rubinstein (1985)).
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deksin hinnan ja option voimassaoloaikana odotetun osingonmaksun
nykyarvon erotusta. Kaavan muodossa:

Fexp(-rT) = S - D. 2.4.3

Havaitaan, ettd edellisen yhtdlon nojalla Fexp{(-rT) voidaan sijoit-
taa Osinkokorjattuun BS-kaavaan Tausekkeen (S - D) paikalle. Tdlli
tavalla saatua kaavaa kutsutaan Black-76 -malliksi, joka alunperin
johdettiin futuurioptioiden hinnoittelemiseksi (Black (1976)). Malli
on hyvin kdyttokelpoinen osinkojen huomioon ottamiseksi edellyttden,
ettd teoreettinen yhteys indeksin ja futuurin hinnan vdli114 pdtee
riittdvdlld tarkkuudella. Empiirisessd tydssd on huomattavasti hel-
pompaa kdsitelld futuurin hintoja kuin pyrkid .konstruoimaan osake-
indeksin odotetun osinkovirran estimaatti kdyttdmalla erillistd ai-
neistoa kullekin osakkeelle maksetuista osingoista.

Futuurihinnan kdytostd indeksin asemesta option hinnoittelussa on
myds muita etuja. Futuurisopimus on itse asiassa Suomen markkinoiden
ainoa instrumentti, joka edustaa FOX-osakeindeksin rakennetta vas-
taavaa osakeportfoliota. Tdllaisen portfolion ostaminenhan tdytyy
ol11a mahdollista ilman kohtuuttomia transaktiokustannuksia, jotta
riskittoman portfolion muodostaminen onnistuu. Futuurisopimuksen
avulla voidaan hankkia myGs ylimyytyd osakeportfoliota vastaava ase-
ma, mitd BS- tai B76-malli edellyttdd. Varsinainen osakkeiden yli-
myynti/ on Suomessa kaytdnndssi vaikeaa.

70n huomattava, ettd edelld esitetty futuurin ja indeksin hintojen
vilinen arbitraasiehto perustuu osakkeiden ylimyyntiin. Ylimyynnin
vaikeuden takia tdmid ehto saattaa rikkoutua. Teemaan palataan Tuvus-
sa 6, jossa empiiriset tulokset viittaavat siihen, ettd optioiden ja
futuurin vdlinen teoreettinen yhteys pdtee varsin hyvin, vaikka in-
deksin ja futuurin vdlinen yhteys rikkoutuisikin ajoittain.
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3 OPTIOIDEN HINNOITTELU VAIHTOEHTOISTEN STOKASTISTEN
PROSESSIEN TAPAUKSESSA

Luvussa hahmotellaan empiirisen tutkimusongelman kdsittelemiseksi
tarvittava teoreettinen kehikko. Aluksi kdsitelldsn optioiden
hinnoitteluperiaate, joka perustuu option hinnan riippumattomuuteen
sijoittajan riskiasenteista. Tamdn 1dhestymistavan turvin tarkastel-
Taan option hinnan riippuvuutta osakeindeksin muutosten autokorre-
laatiosta ja ehdollisesta heteroskedastisuudesta. Ndiden stokastis-
ten ominaisuuksien vaikutusta voidaan eritellad esiteltdvdn approksi-
matiivisen hinnoittelumallin avulla.

3.1 Cox & Ross -malli

Luvussa 2 kdsiteltiin optioiden hinnoittelua arbitraasimahdollisuuk-
sien eliminoitumisen pohjalta. Tamd on mahdollista ilman tietoa si-
joittajien riskiasenteista silloin, kun osakkeen kurssikehitykseen
sisdltyvdltd riskiltd voidaan suojautua tdydellisesti osakkeella ja
siihen perustuvalla optiolla kdytdvan jatkuvan kaupan avulla. Ylld-
pidettdvan riskittoman portfolion tuoton tdytyy tdl106in arbitraasin
toimiessa vastata markkinoiden riskitdntd@ korkoa. Tastd saadaan ta-
sapainoehto option hinnan ratkaisemiseksi.

Option hinnan riippumattomuus sijoittajien riskiasenteista kdy ilmi
siitd, ettd osakkeen tuottovaatimus, Q, ei esiinny option hinnan
1iikeyhtdlossd (kaava 2.2.9). Kun tdmd tulos otetaan ldhtdkohdaksi,
voidaan option hinnoitteluongelmaa tarkastella uudesta nakokulmasta.

Tarkastellaan option hintaa maailmassa, jossa sijoittajat ovat asen-
teillaan riskineutraaleja. Tdssd maailmassa kaikkien sijoituskohteiden
tuottovaatimus vastaa markkinoiden riskitontd korkoa riippumatta si-
joituksen riskitasosta. Siten myds osto-option hinta saadaan dis-
konttaamalla sen erddntymishetken odotusarvo seuraavan kaavan mukai-
sesti:
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(]
1]

exp[-r(T-t)]Et[max{ST—K,O}]

(-]

exp[-r(T-t)] | dF(STI S IMax[0,S~K],

-0

exp[ -r(T-t)] { (S;K)dF(S1 ] S,), 3.1.1

jossa F( ) on osakkeen kurssikehitystd kuvaavan prosessin generoima
kertymdfunktio option erddntymishetkelld. Riskineutraalissa maail-
massa kyseisen prosessin trendi, u, vastaa riskitontd korkoa, r.

Kappaleen alussa kerrattiin Blackin ja Scholesin (1973) argumentoin-
ti, jonka mukaan option hinta ei riipu sijoittajien riskiasenteista.
Option hinta on siis aina sama riippumatta siitd, mitkd todelliset
riskiasenteet ovat.l Siten riskineutraalisuuden asettamia ehtoja
apuna kdyttden johdettu option hinta patee yleisestiZ (Cox & Ross
(1976))!

Cox & Ross -mallin avulla option hinta voidaan ratkaista mille ta-
hansa osaketuottoja kuvaavalle stokastiselle prosessille, jos voi-
daan osoittaa, ettd kyseisen prosessin tapauksessa riskittoman port-
folion ylldpito jatkuvan kaupankdynnin avulla on mahdollista. Cox &
Ross -malli korostaa sitd ndkdkulmaa, ettd option hintaan vaikuttaa
keskeisesti sen perustana olevan osakkeen hinnan todenndkdisyys-
jakauman muoto option pééttymishetke]]é.3

- 1Tarkasti ottaen option hinta ei riipu suoraan sijoittajien riski-
asenteista. Riskiasenteet vaikuttavat kuitenkin epdsuorasti siten,
ettd ne mddrddvdt osaltaan osakkeen taman hetkisen, havaitun hinnan.

2Kéy ilmi, ettd yhtdlo 3.3.1 on yhtdpitdvd option hinnan 1iike-
yhtdlon, 2.2.9, kanssa (Cox & Ross (1976)).

30n muistettava, ettd osakkeen hinnan odotusarvo miardytyy Cox &
Ross -mallissa riskittdomdn tuottovaatimuksen mukaan. Kuten edelld on
esitetty, tdtd kdytetdan apuvdlineend, eikd riskitdn tuottovaatimus
suinkaan kuvaa osakkeiden todellista tuottovaatimusta.
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Option hinta voidaan ratkaista analyyttisesti Cox & Ross -argumentin
mukaan vain silloin, kun tunnetaan option perustana olevan osakkeen
hinnan todenndkdisyysjakauma. Mikadli jékaumaa ei kyetd johtamaan .
analyyttisesti, voidaan ratkaisu 10ytdd numeerisesti simuloimalla
(Boyle (1976)). Ongelmaksi jdd se, ettei tiedetd, miten jakauman
ominaisuudet vaikuttavat option hintaan. Jos esimerkiksi tarkastel-
tava jakauma on huipukkaampi kuin BS-mallin olettama lognormaali-
jakauma, milld tavalla tamd muuttaa option hintaa BS-hintaan verrat-
tuna? Seuraavassa kappaleessa esitelladan approksimatiivinen malli,
jossa option hinta perustuu BS- (tai B76-) hintaan ja todellisen ja-
kauman poikkeamiin 1ognormaé1ista jakaumasta.

3.2 Jarrow & Rudd -malli

Edellisen kappaleen Cox & Ross -argumentti painottaa sitd, ettd op-
tion hinta riippuu indeksin todenndkdisyysjakauman muodosta. Tar-
keimmdt jakauman muotoa kuvaavat mitat ovat hajonta, vinous ja hui-
pukkuus. Kyseiset mitat voidaan laskea jakauman neljdn ensimmdisen
momentin gvu11a. Neljd ensimmdistd momenttia approksimoivat varsin
hyvin useimbien todenndkdisyysjakaumien ominaisuuksia (Jarrow & Rudd
(1982a)). Kiintoisa kysymys on se, miten option hinta muuttuu esi-
merkiksi B76-hintaan verrattuna, jos todellisen indeksijakauman mo-
mentit poikkeavat lognormaalin jakauman momenteista.

Jarrow ja Rudd ovat johtaneet approksimatiivisen kaavan, joka perus-
tuu option hinnan Taylor-kehitelmddn jonkin ld@htokohtana olevan ja-
kauman ja todellisen jakauman neljan ensimmdisen momentin erotusten
suhteen (Jarrow & Rudd (1982a)). Malli on johdettu kdyttden Cox &
Ross -argumenttia siten, ettd molempien jakaumien odotusarvot on
asetettu samoiksi. Mallin avulla kdy myos ilmi, ettd Jjakauman hajon-
nan, vinouden ja huipukkuuden vaikutus option hintaan riippuu siitd,
onko kyseessd plus-, miinus- vai tasaoptio. Seuraavassa keskitytddn
mallin tuloksiin. Malli on johdettu Jarrow & Ruddin artikkelissa
(Jarrow & Rudd (1982a)).

Jarrow & Ruddin esittamd option hintafunktio on approksimaatio, jos-
-sa B76-kaavan olettamalla lognormaalilla jakaumalla approksimoidaan



25 -

indeksin todellista jakaumaa.4 Malli on muotoa:

C(F) = C(A) + exp(-rt)a(K)[ka(F) - kp(A)]/2!
- exp(-rt)a'(K)[k3(F) - k3(A)]/3!
K[

+ exp(-rt)a"( ka(F) - kg(A)] + 3[ka(F) - kp(A)]2}/4!

+ €(K), 3.2.1
missd
C(F) = option todellinen hinta
C(A) = option B76-kaavalla laskettu hinta

k2(F), k3(F) ja kq(F) = todellisen jakauman 2., 3. ja 4. kumulantti

ko(A), k3(A) ja kq{(F) = lognormaalisen jakauman 2., 3. ja 4. kumu-
lantti

a(k), a'(K), a"(K) = lognormaalisen jakauman tiheysfunktio seki
sen ensimmdinen ja toinen derivaatta

€(K) = virhetermi, jonka ominaisuudet riippuvat to-
dellisesta jakaumasta

Kaavassa 3.2.1 momentit esiintyvdt kumulanttimuunnoksina.® Kun app-
roksimoivana jakaumana on lognormaalijakauma, kaava koostuu option
Black-76 -hinnasta, kolmesta korjaustermistd, jotka tuovat
B76-hinnan lahemmaksi option todellista hintaa, sekd virhetermistd.
Korjaustermit perustuvat todellisen jakauman ja lognormaalisen ja-
kauman momenttien erotuksiin. Korjaustermien etumerkit ja painot
riippuvat lognormaalisen jakauman tiheysfunktion ja sen derivaatto-
jen arvoista. Kuviossa 3.2.1 on esitetty kuvaajat ndiden kertoimien
funktioista option toteuttamishinnan suhteen.

Kaavaa sovellettaessa tdytyy myOs jakaumien toiset tunnusluvut eli
keskihajonnat standardoida keskenddn. Tama voidaan suorittaa asetta-

4periaatteessa kaava.voidaan kehittdd minkd tahansa approksimoivan
jakauman ympdrille.

5Ne13an ensimmdisen kumulantin ja momentin valiset yhteydet ovat
seuraavat: k1(F) = a1(F), ka(F) = up(F), k3(F) = u3(F), ka4(F) =
ug(F) - 3u2(F) missd a1 on ensimmdinen momentt1 ja uj, on i:nnes
keskusmomentti (Kenda]] & Stuart (1977), s. 73).
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malla joko hetkelliset varianssit, eli o2dt kun dt>0, tai koko pe-
riodin varianssit, ozt, samoiksi. Standardointitavan valinta vaikut-
taa termin C(A) arvoon ja korjaustermien tulkintaan. Jos approksi-
-moivan Jja todellisen jakauman koko periodin varianssit ésetetaan sa-
moiksi, ensimmdinen korjaustermi tulee nollaksi. Tdl1din toinen ja
kolmas korjaustermi mittaavat éroja jakaumien vinoudessa ja huipuk-
kuudessa. Kolmansien momenttien positiivinen erotus merkitsee sitd,
ettd todellinen jakauma on vinompi oikealle kuin approksimoiva ja-
kauma. Jos neljdnsien momenttien erotus on positiivinen, on todelli-
nen jakauma huipukkaampi kuin approksimoiva jakauma. Kuvion 3.2.1
perusteella tasaoption tapauksessa toisen korjaustermin kerroin on
positiivinen ja kolmannen negatiivinen. Siten option hinta muodostuu
sitd suuremmaksi mitd vinompi todellinen jakauma on oikealle ja siti
pienemmdksi mitd huipukkaampi todellinen jakauma on.

Jos jakaumat standardoidaan asettamalla hetkelliset varianssit sa-
moiksi, ei toista ja kolmatta korjaustermid voida tulkita yhtd
suoraviivaisesti kuin edelld. Tdssd tapauksessa ensimmdinen korjaus-
termi, eli koko periodin varianssien erotus, dominoi (Jarrow & Rudd
(1982a), luku 5).

Yleisesti ottaen Jarrow & Rudd -mallin on todettu parantavan teo-
reettisten hintojen osuvuutta sekd numeerisissa ettd empiirisissd
testeissd (Jarrow & Rudd (1982a,b)). Samalla on tutkittu tarkemmin
virhetermin riippuvuutta todellisesta jakaumasta ja keskihajontojen
standardointitavan valinnasta (Jarrow & Rudd (1982a)).
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KUVIO 3.2.1 Lognormaalin jakauman tiheysfunktion option
toteuttamishinnan suhteen (a(K)) sekd sen
ensimmdisen (a'(K)) ja toisen (a"(K)) derivaatan
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6Jakauman odotusarvo on Spexp(rt), jossa Sg on osakkeen tai osake-
indeksin arvo tarkasteluhetkellda. Siten Tognormaalin jakauman
tiheysfunktion ja sen derivaattojen arvot tietylld K:n arvolla hei-
jastavat option hinnan ja sen toteuttamishinnan suhdetta.



28

3.3 GARCH-prosessit’

Viime vuosina on saatu runsaasti ndyttodad siitd, ettd osakkeiden tai
osakeindeksien hintaprosessien endollinen varianssi ei ole vakio
(Engle & Mustafa (1989)). Varianssin vaihtelua on pyritty selittd-
mddan muun muassa eri perustein valituilla eksogeenisilla muuttujil-
lTa. 1980-Tuvulla on tutkittu sellaisia stokastisia prosesseja, joi-
den ehdollinen varianssi on éutoregressiivinen. Tulevien periodien
varianssiin vaikuttavat sekd prosessissa itsessdan tapahtuneiden yl-
ldtysten neliot ettd varianssin omat viiveet. Prosesseja, joissa
muuttujan ehdolliseen varianssiin vaikuttavat vakiotermin 1isdksi
toteutuneiden ennustevirheiden neliGiden viiveet, kutsutaan ARCH-
prosesseiksi. Kun ehdollista varianssia selittdavdt my0s varianssin
omat viiveet, puhutaan GARCH-prosesseista. Yhtdloissd 3.3.1 on esi-
tetty GARCH-prosessi yleisessd muodossaan:

y(t) = m(t) + e(t), e(t) | I(t-1) ~ N[O,h(t)], 3.3.1
jossa
h(t) = par(0) + ) par(i)*e2(t-i) + ) par(j)*h(t-j),

i=1, ..., pJjaj=1, ..., n (Engle & Bollersiev (1986)).

Toisin sanoen selitettdvan muuttujan y hetkelld t mddrittelee vakio-
termi m(t) ja ennustevirhe e(t). Ennustevirhe e(t) on edelliselld
periodilla kdytettdvissda olleen informaation perusteella jakautunut
normaalisti odotusarvolla O ja varianssilla h(t). Ennustevarianssin
h(t) mddrittelevdt puolestaan vakio par(l) sekd e:n nelidn ettd h:n
painotetut viiveet./

TEsitetddn GARCH-mallin ehdollinen varianssi, h(t), muodossa, joka
havainnollistaa varianssin ARMA-rakennetta. Oletetaan esimerkin
vuoksi, ettd i=j=1, eli kyseessd on GARCH(1,1)-tyyppinen prosessi
(katso kappaleen 3.3 loppuosa). Olkoon siis h(t) = t + aeé(t-1) +
Bh(t-1). Tdmd voidaan esittdd muodossa h(t) = v + (at8)h(t-1) +
a[€2(t-1) - h(t-1)] (Engle & Bollerslev (1986) kdyttdvdt hieman toi-
senlaista muotoa). Termi [e2(t-1) - h(t-1)] kuvaa volatiliteetti-
shokkia, ja kerroin o mddarittelee sen vaikutuksen voimakkuuden tule-
van periodin varianssiin. On huomattava, ettd GARCH-prosessin vari-
anssin ARMA-mdiritelmdssd on se ongelma, ettd termi |e(t-1) - h(t-1)]
on jakautunut vd1i114 [-h(t-1),»] (Engle & Mustafa (1989)).
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ARCH- ja GARCH-mallien kaytto perustuu pikemminkin empiirisiin ha-
vaintoihin kuin eksakteihin teorioihin taloudellisten aikasarjojen
kdyttdytymisestd (Engle (1982)). On muun muassa havaittu, ettd pro-
sessien suuret vaihtelut ja vastaavasti pienet vaihtelut liittyvdt
toisiinsa (McNees (1979)). Tietyn kokoinen ylldtys 1isdd saman ko-
koisten ylldtysten todenndkdisyyttd. Jos taloudellisen aikasarjan
tiedetddn kdyttdytyvdn td114 tavoin, voidaan prosessin tulevaa va-
rianssia ennustaa prosessin historian perusteella.

Alkuperdisen shokin vaikutus uusien shokkien syntyyn vdhenee ajan
myotd, ja ellei uusia ylldtyksid tapahdu, epdvarmuutta kuvaava pro-
sessin varianssi palautuu kohti pitkdn aikavdlin vakiota. Yhtdldissa
3.3.1 esiintyvdt parametrit par(i) mddrittelevat sen, kuinka voimak-
kaasti yllatysten viiveet vaikuttavat seuraavan periodin varians-
siin. Jos kaikki parametrit par(i) ovat nollia, yl14tyksilld ei ole
vaikutusta, ja siten prosessin varianssi on kiinted. Parametrien
par(i) ja par(j) summan suuruus madrittelee puolestaan sen, kuinka
pitkddn tapahtuneet ylldtykset vaikuttavat tulevaan varianssiin.

Mikali tapahtuneet ylldtykset eivdt hdvid prosessin muistista, vaan
ovat relevanttia informaatiota kaikille tuleville ennusteperiodeille,
on GARCH-prosessi integroitunut varianssin suhteen. Prosessin va-
rianssi ei palaudu kohti vakiota pitkalla aikavdlilla, koska shokit
systeemissd ovat pysyvid. Vdlttdmdton ehto GARCH-prosessien in-
tegroituneisuudelle on se, ettd parametrien par(i) ja par(j) summa
on yksi (Engle & Bollerslev (1986)).

Tarkastellaan mallia 3.3.1. Koska h(t) voidaan esittdd kaikkien sii-
hen astisten ennustevirheiden painotettuna summana, kykenee tavalli-
sesti seuraava GARCH(1,1)-malli kuvaamaan riittdvdlld osuvuudella
todellista stokastista prosessia (Engle & Bollerslev (1986)):

m(t) + e(t), e(t);I(t-1) ~ N[O,h(t)],
par(1) + par(2)*e2(t-1) + par(3)*h(t-1) 3.3.2

y(t)
h(t)

Toisin sanoen ennustevirheen e(t) ensimmdisen viiveen nelid ja eh-
dollisen varianssin ensimmdinen viive selittdvdt tyhjentdvasti eh-
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dollisen varianssin vaihtelun. Sovittamalla GARCH(1,1)-mallia osak-
keiden ja osakeindeksien hintasarjoihin on havaittu, ettd paramet-
rien par(l) ja par(2) summa on hyvin 1ldhel1d ykkdstd (Engle &
Mustafa (1989)). Integroitunut GARCH(1,1)-malli, eli
IGARCH(1,1)-mal1i olisi siten muotoa: '

h(t) = par(l) + par(2)*e2(t-1) + (1-par(2))*h(t-1) 3.3.3

Jos parametri par(l) eroaa nollasta, sanotaan prosessin 61evan in-
tegroitunut trendilld par(l). Kuten seuraavassa kappaleessa huoma-
taan, integroituneen GARCH(1,1)-mallin useamman periodin ennuste-
momentit voidaan ilmoittaa varsin yksinkertaisessa muodossa. Tamd
helpottaa jatkossa option hinnoitteluongelman analysointia GARCH-
prosessién tapauksessa. Valitettavasti integroituneisuuden tilastol-
lista testaamista ei ole vield lopullisesti selvitetty (Engle &
Bollerslev (1986)). ;

GARCH-regressiomallin estimointi voidaan suorittaa joko pienimman
nelidsumman (OLS) tai suurimman uskottavuuden (ML) menetelmdd kdyt-
tden. Tavallisesti kdytetddn ML-estimointia, jolla saavutetaan tiet-
tyja tehokkuusetuja (Engle (1982)). Luvun 5 liitteissd kdsitellddn
hieman tarkemmin GARCH-mallien estimointiin 1iittyvid nakdkohtia.

3.3.1 GARCH-in-mean

Osakehintojen aikasarjoista on 10ydetty evidenssia sille, ettd eh-
dollinen varianssi h(t) kykenee selittamddan odotusarvoa (French,
Schwert & Stambaugh (1987)). Termid kutsutaan ARCH-in-mean tai
GARCH-in-mean -termiksi sen mukaan, onko h(t):n yhtdl6 ARCH- vai
GARCH-muotoinen. Tdllainen termi voidaan tu]kita'riskipreemioksi Ja
termin kerroin markkinoiden riskinkarttamisen astetta kuvaavaksi
kertoimeksi. Kun selitettdva muuttuja, y, on tuottoaste, tulisi
riskinkarttamiskertoimen olla positiivinen. Varianssin eli riski-
pitoisuuden noustessa sijoittajat vaativat korkeampaa tuottoa. Esi-
merkiksi GARCH(1,1)-in-mean -prosessin tapauksessa merkitddn:
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y(t)
h(t)

m(t) + par(x)*h(t) + e(t);I(t-1) ~ N[O,h(t)]
par(0) + par(1)*e2(t-1) + par(2)*nh(t-1) 3.3.1.1

Kun pyritddn selittdmdan muutoksia laajapohjaisessa osakeindeksissd,
jonka heilahtelut approksimoivat markkinariskida, ARCH- ja.GARCH-in-
mean -termien kdyttd on hyvin perusteltavissa. Sen sijaan yksittdi-
sen osakesarjan hintakehityksen sisdltdvdstd riskistd osa voidaan
diversifioida pois ja vain osa johtuu markkinariskistd, jolta ei
voida suojautua (Sharpe (1964)). Siten ei ole teoreettisesti oikein
kytked yksittdisen .osakesarjan ehdollista varianssia sijoittajien
osaketuotoilta vaatiman riskipreemion vaihteluun.

ARCH- ja GARCH-prosessien ehdollinen varianssi, h(t), on prosessin
varianssin ennuste seuraavalle periodille. Varianssin ennuste pidem-
mille horisonteille riippuu ARCH- ja GARCH-termien viiverakenteesta
ja kertoimista. Kysymys on siitd, ettd ehdollisen varianssin kasvu
ei vdlttamattd ole pysyvad, vaan ettd ennustevarianssin odotetaan
Taskevan kohti jotakin vakiotasoa pitemmilld ennustehorisonteilla.8
Perinteinen, riskipreemiota kdsittelevd portfolioteoria perustuu
olettamukselle, ettd eri tuottokohteita kuvaavien prosessien
varianssi~- ja kovarianssirakenteet ovat stabiileja. ARCH~ ja
GARCH-in-mean -termien taloudellisessa tulkinnassa tulisi myds tdstd
syystd olla varovainen. Mikdali osakeindeksin muutoksia kuvaava
GARCH-prosessi on integroitunut GARCH(1,1)-prosessi, GARCH-in-mean
sopii kuitenkin varsin hyvin perinteiseen sijoituskohteiden
hinnoitteluteoriaan (Engle & Bollerslev (1986), luku 9). Tdmd johtuu
siitd, ettd IGARCH(1,1)-prosessin ehdollisen varianssin odotusarvo
kaikille horisonteiile kasvaa lineaarisesti samaan tapaan kuin Ito-
prosessin vakioinen varianssi.

8paitsi integroituneen prosessin tapauksessa, katso ed. sivu.
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3.4 OQOptioiden hinnoittelu GARCH-maailmassa

Monet tutkijat ovat kdsitelleet optioiden hinnoittelua stokastisen
volatiliteetin tapauksessa (Hull & White (1987), Wiggins (1987)).
GARCH-maai]massé volatiliteetti on stokastinen, koska tulevaisuudes-
sa toteutuvat ennustevirheet vaikuttavat volatiliteettiin. Stokasti-
nen volatiliteetti tuo mukanaan riskikomponentin, jota vastaan ei
voida suojautua kaymdlla jatkuvaa kauppaa optioilla ja perustana
olevilla osakkeilla. Siten optioiden hinnoittelu arbitraasiperiaat-
teella ilman tietoa sijoittajien riskipreferensseistd ei ole mahdol-
Tista muuta kuin tietyissd erikoistapauksissa (Engle & Mustafa
(1989)). Englen ja Mustafan (1989) esimerkkid seuraten jatkossa ldh-
‘detddn kuitenkin siitd, ettd riskipreferensseistd vapaan hinnoitte-
lTun soveltaminen on perusteltua. '

GARCH-prosessin vahintdan kahden periodin pddahan ulottuva ehdollinen
jakauma on huipukkaampi kuin normaalijakauma. Jakauman huipukkuus
puolestaan vaikuttaa option teoreettiseen hintaan. Seuraavassa tar-
kastellaan Jarrow & Rudd -kaavan avulia option hinnoittelua in-
tegroituneen GARCH(1,1)-prosessin tapauksessa.

Engle & Bollerslev (1986) esittelevdt artikkelissaan GARCH-proses-
sien ennustevirheiden ehdollisia, korkeampia momentteja. Ndiden
avulla voidaan tarkastella prosessin ennustevirheiden ehdollisen Ja-
kauman poikkeamista normaalijakaumasta. Jotta kyseisen artikkelin
tuloksia voitaisiin kayttdd Jarrow & Ruddin kaavassa, tdytyisi
GARCH-momentit kyetd ilmaisemaan lognormaalia jakaumaa vastaavina
muunnoksina. Tdmda johtuu siitd, ettd osakeindeksin logdifferenssien
oletetaan noudattavan joko Ito-prosessia tai GARCH-prosessia. Osake-
indeksin taso on Ito-prosessin tapauksessa jakautunut lognormaalis-
ti, mutta GARCH-prosessin tapauksessa tasomuuttujan jakaumaa ei
yleisesti ottaen tunneta. Osittain tdstd johtuvista hankaluuksista
jatkossa pdadytdan kdyttamddan Monte Carlo -simulointia eikd Jarrow &
Rudd -kaavaa.

Ito-prosessin ja integroituﬁeen GARCH(1,1)-prosessin momentteja voi-
taneen kuitenkin vertailla Jarrow & Rudd -mailin hengessd, jotta
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saadaan karkea kuva siitd, mihin suuntaan jakauman GARCH-ominaisuu-
det muuttavat option hintaa. Seuraavassa tarkastelussa.on syyta
kiinnittdd huomiota kdsitteiden "prosessin ehdollinen momentti" ja
"prosessin virhetermin ehdollinen momentti" eroon. Engle & Bollers-
levin artikkelissa esitetddn GARCH-prosessin virhetermin, e(t+s),
ehdolliset momentit hetkelld t kdytettdvissd olevan informaation pe-
rusteella, kun s =1, 2, ... . Prosessin ehdolliset momentit hetkel-
14 t periodille t + s saadaan virhetermien e(t+i), i =1, ..., s,
momenttien kumulatiivisina summina. Prosessin varianssin stokasti-
suuden takia ilmoitetut ehdolliset momentit ovat odotusarvoja.

Taulukossa 3.4.1 esitetddn vertailu Ito-prosessin ja integroituneen
GARCH(1,1)-prosessin toisen ja neljannen keskusmomentin odotus-
arvoista hetkelld t periodin s pddhdn. Koska molemmat jakaumat ovat
symmetrisid, kolmannet momentit ovat nollia.

TAULUKKO 3.4.1 Ito- ja IGARCH(1,1)-prosessien varianssit ja
4, keskusmomentit hetkellda t horisontille s,
kun o2 = h(t+l), eli prosessien hetkelliset

.varianssit on asetettu yhtdsuuriksi
(Engle & Bollerslev (1986), luku 9).

Varianssi 4. keskusmomentti
Ito Var[y(t)] = a2s Etl) e*(t+i)] = kobs
IGARCH(1,1) Var[y(t)] = sh(t+l) E¢[) et (t+i)] =

E¢{) kEt[hz(t+S)]},

IGARCH(1,1)-prosessin virhetermin ehdollisen varianssin odotusarvo
on sama ennusteperiodista riippumatta, eli (E¢[h(t+s)] = h(t+l)).
Siksi prosessin varianssi muodostuu samaksi kuin Ito-prosessin
‘(Engle & Bollerslev (1986)). Sen sijaan IGARCH(1,l)-prosessin neljds
momentti muodostuu sitd suuremmaksi Ito-prosessin neljattd moment-

9Kaikki summaukset (T) kdyvat i =1, ..., s.
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tia, mitd pitempi on ennustehorisontti. Koska prosessien varianssit
ovat samat, on IGARCH(1,1):n ehdollinen jakauma huipukas.

IGARCH(1,1)-prosessin tapauksessa Jarrow & Rudd -kaavan toisiin ja
kolmansiin mohentteihin perustuvat korjaustermit tulevat nolliksi,
mutta neljdnsiin momentteihin perustuva korjaustermi saa nollasta
poikkeavan arvon. Taman termin etumerkki riippuu kertoimena olevan
1ognormaa1isen tiheysfunktion toisen derivaatan arvosta. Kuten tau-
Tukosta 3.2.1 ndhdddan, kyseisen kertoimen arvo on tasaoptiolla nega-
tiivinen, joten koko korjaustermin arvo on t&@116in negatiivinen.
IGARCH(1,1)-prosessin tapauksessa 1dahelld tasaoptiota olevien op-
tioiden arvo muodostuu pienemmdksi kuin vastaava Black-76 -arvo, eli
jakauman huipukkuus alentaa kyseisten optioiden hintaa. Ainoastaan
vahvat miinus- ja plusoptiot saavat B76-hintaa korkeamman arvon,
koska tillaisilla optioilla termi a"(K) on positiivinen. .

Mikdli integroitunut GARCH(1l,l)-varianssi sisdltdd vakiotermin, on
Et[h(t+s)] = s*par(1) + h(t+1).10 Prosessin virhetermin ehdollisen
varianssin odotusarvo kasvaa sitd suuremmaksi mitd pitempi ennuste-
horisontti on. Prosessin ehdollisen varianssin odotusarvo kumuloituu
periodin t + s pdahan suuremmaksi kuin ilman trendid integroituneen
GARCH(1,1)-prosessin ja verrattavan Ito-prosessin varianssi.

Jarrow & Rudd -kaavan varianssien erotukseen perustuva korjaustermi
tulee positiiviseksi. Empiiristen tulosten perusteella osakesarjoja
ja -indeksejd kuvaavien GARCH-prosessien varianssiyhtdldiden vakio-,
termit ovat kuitenkin yleens&d hyvin 1dhel14 nollaa (Engle & Mustafa
(1989), Tuku 2). ’

3.5 OQOsakeindeksin muutosten autokorrelaatio ja sen vaikutus
optioiden hinnoitteluun '

Osakehintojen muutosten autokorrelaatiofunktio mittaa tietyn aika-
vdlin pdassd toisistaan olevien muutosten vdlistd riippuvuutta. Ha-

10T5116in GARCH-prosessin sanotaan olevan integroituneen trendilld
(integrated with trend).
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vaittu positiivinen tai negatiivinen autokorrelaatio on perinteises-
ti tulkittu siten, ettd osakemarkkinat eivdt ole tdysin tehokkaat.l1
nToisaa]ta on esitetty argumehtteja, joiden mukaan autokorrelaation
ei vdlttamattd tarvitse merkitd tehottomuutta (Fama & French
(1986a,b)). Seuraavassa kisitelldan lyhyesti osakeindeksin auto-
korrelaatiosta tehtyja huomioita.

Yksi syy siihen, miksi osakeindeksi saattaa olla autokorreloitunut,
vaikka yksikddn siihen kuuluva osake ei osoittaisi autokorrelaatio-
ta, on indeksin epdsynkronisuus. Tamd tarkoittaa sitd, ettd indeksin
arvoon hetkelld t laskettavista osakkeiden noteerauksista osa saat-
taa olla perdisin hetkeltd t-1 tai sitdkin aiemmilta periodeilta.
(Berglund, Liljeblom & Hedvall (1988)). Toisaalta on havaittu myds
episynkronisuudesta riippumatonta autokorrelaatiota.l2

Vaikka yksittdinen osakesarja olisikin tdysin puhdas autokorrelaa-
tiosta, saattavat eri osakesarjojen vdliset riippuvuudet selittdd
osakeindeksin autokorrelaatiota (Lo & McKinley (1989)). Esimerkiksi
suuryrityksen osakkeen keskimddrdistd suurempi arvon nousu hetkelld
t saattaa merkitd keskimddrdistd suurempaa arvonnousua jonkin pien-
yrityksen osakkeessa hetkelld t+l. Kyse on siis positiivisesta,
ristikkdaisestd autokorrelaatiosta. Tdmd 10ydos on merkittavd, silld
tdhdn astinen tutkimus on keskittynyt 1ahinna yksittdisen osakkeen
tai osakeindeksin tuottojen tarkasteluun (Lo & McKinley (1989)).

Kiintoisa osakekurssien autokorrelaatiota koskeva havainto 1iittyy
viime aikoina kovasti huomiota saaneeseen mean reversion -hypotee-

1lyseimmat USA:n aineistolla tehdyt tutkimukset ovat itse asiassa
havainneet osaketuottojen olevan autokorreloimattomia. Tama on vas-
taavasti esitetty evidenssind osakemarkkinoiden tehokkuuden puolesta
(Fama (1970)).

125y0men osakemarkkinoita koskevassa tutkimuksessa Berglund ja
Liljeblom (1988) viittaavat siihen, ettd indeksin autokorrelaation
syynd voi olla yksittdisten osaketuottojen autokorrelaatio. Toisaal-
ta he huomauttavat, ettd julkihuutoon perustuva kaupankdynti-
jarjestelmd, jossa osakkeita huutokaupataan tietyn jarjestyksen mu-
kaan, on myds potentiaalinen autokorrelaation aiheuttaja. Yleisesti
ottaen kaupankdynnin verraten vdhdinen mddrd on Suomen osakemarkki-
noiden erityispiirre, jonka takia hinnanmuodostus saattaa olla epa-
lTuotettavaa.
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siin (Poterba & Summers (1988)). Tamd tarkoittaa sitd, ettd osake-
kurssit seuraavat pitkdlld aikavdlilld jotakin keskimddrdistd tren-
did, mutta saattavat lyhyemmilld periodeilla poiketa td1td uralta.
ITmid nakyy siten, ettd indeksimuutokset ovat positiivisesti auto-
korreloituneet lyhyillad viiveilld ja negatiivisesti autokorreloitu-
neet hyvin pitkilld viiveilld. Poterba & Summersin (1988) tekemdssid
kansainvdlisessd vertailussa Suomen aineistossa €i tosin voida ha-
vaita negatiivista autokorrelaatiota pitkilld viiveilld, mutta sen
sijaan positiivista autokorrelaatiota lyhyilla viiveilld (heididn
kdyttdmansd markkinaindeksin kuukausittaiset tuotot olivat positii-
visesti autokorreloituneet).

Poterba & Summers (1988) esittdvdt vaihtoehtoisia, taloudellisia
selityksid havaitsemalleen i1mit11e.13 Lo & Kinley (1989) tyytyvdt
puolestaan tekeminsd havainnon toteamiseen. Tdssd tydssd ei ole tar-
koitus puuttua tarkemmin ndiden 1oydosten taloudelliseen tulkintaan,
vaan keskittyd pelkdastddan optioiden hinnoitteluun osakeindeksin ol-
lessa autokorreloitunut.

Autokorreloituneelle osakeindeksille perustuvaa indeksifutuuria voi-
daan pitdd alustavana mittarina sille, johtuuko osakeindeksin auto-
korrelaatio puhtaasti teknisistd syistd (kuten epdjatkuvasta kaupan-
kdynnistd tai kaupankdyntijarjestelmdstd) vai mahdollisesti markki-
noiden tehottomuudesta.l4 Esime}kiksi Suomen Optiomeklarit Qy:n mark-
kinoilla futuurilla kdydddn jatkuvaa puhelinvdlitykseen perustuvaa
kauppaa koko pdrssipdivdn ajan. Jos markkinat ovat tehokkaat, hei-
jastuu uusi informaatio esteettd futuurin hintaan, vaikka se ei hei-
jastuisikaan valittomasti tdydellisend osakeindeksin arvoon. Puh-
taasti teknisistd syistd johtuvan osakeindeksin autokorrelaation ei
siis pitdisi johtaa indeksifutuurin autokorrelaatioon. Mikdli osake-
ja johdannaismarkkinoiden sijoittajajoukko oletetaan homogeeniseksi,
toimii edellinen argumentti myds toiseen suuntaan: tehokas indeksi-

13poterba ja Summers (1988) paityvdt tukemaan mean reversion -ilmidn
tulkintaa, joka luopuu perinteisestd tehokkaiden markkinoiden ole-
tuksesta.

l4katso alaviite no. 1 sivulla 7.
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futuuri implikoi osakeindeksin autokorrelaation johtuvan pelkdstdan
teknisistd ongelmista. Asiaa koskeviin empiirisiin tuloksiin pala-
taan kappaleessa 5.2.

3.5.1 Autokorreloituneen prosessin odotusarvo

Berglund, Liljeblom ja Hedvall (1988) ovat kdsitelleet autokorrelaa-
tion vaikutusta optioiden hintoihin sitd kautta, ettd indeksin odo-
tettua muutosta voidaan ennustaa autokorrelaatiorakenteen perusteel-
Ta. Tdmd merkitsee sitd, ettd hetkelld t, jota edeltdd indeksin
keskimddrdistd suurempi, positiivinen muutos, optiosta kannattaa
maksaa enemmin kuin sen hetkinen B]ack-76 -hinta. Vastaavasti keski-
mddrdista suuremman negatiivisen indeksin muutoksen edeltdessd kan-
nattaa maksaa B76-hintaa vahemmdn. Berglund, Liljeblom & Hedvall ei-
vdt kdsittele asiaa analyyttisen kaavan avuila vaan pyrkivat selvit-
tdmddn, tuottaako autokorrelaation huomioimiseen perustuva simuloitu
kaupankdyntistrategia merkittavia ylivoittoja.

Tarkastellaan integroitunutta, ensimmdisen asteen autoregressiivistd
prosessia. Jos 1nI(t) - 1nI(t-1) = y(t), missd I on osakeindeksin
taso, ja

y{t) =68 + ¢y(t-1) +€(t), 3.5.1.1

missi €(t) ~ N(0,02), niin y(t) noudattaa ARI(1,1,0)-prosessia. Pro-
sessin ennuste tasomuuttujalle I hetkelld t periodin s padahan on:

-~

I(s) = I(t) + y(t+l) + y(t+2) + ... + §(t+s), 3.5.1.2

missd symboli ~ merkitsee odotusarvoa. Muuttujan I odotusarvo on
siis 1dhtdtaso plus tulevien periodien kumuloidut, odotetut muutok-
set. Odotettuihin muutoksiin vaikuttaa tietenkin viimeisin realisoi-
tunut muutos, mutta tdmdn vaikutus hdvidd ennusteperiodin ldhestyes-

sd ddretontd, silla
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Jltes) = ¢Sy(t) + (oS-l + ... + ¢ + 1)s,
eli 3.5.1.3
limg » y(t+s) = §/(1-¢)

Mikdli y(t) = 6/(1-¢), eli vastaa keskimddrdistd muutosta, on

I(s) = I(t) + s8/(1-p). 3.5.1.4

Jos taas y(t) on keskimddrdistd muutosta joko suurempi tai pienempi,
on ennuste, i(t+s), vastaavasti tietyn vakion verran korkeampi tai
matalampi. Toisin sanoen, jos verrataan ARI(1,1,0)-prosessia ja Ito-
prosessia, joiden trendit ovat samat, niiden tasomuuttujalle antamat
ennusteet poikkeavat toisistaan. Poikkeaman suuruus ja etumerkki
riippuvat differenssin edellisestd viiveestd sekd autoregressiivisen
termin kertoimesta. Poikkeama ldhestyy tiettyd vakiota ennuste-

horisontin kasvaessa darettdmaksi.

Kun option hinta ratkaistaan simuloinnilla, Jjoka perustuu Cox & Ross
-argumenttiin, voidaan autokorrelaation vaikutus indeksijakauman
odotusarvoon ja sita kautta option hintaan huomioida kontrolloidulla

tavalla.

3.5.2 Autokorreloituneen prosessin varianssi

Tdssd kappaleessa selvitetddn lyhyesti, miten autokorrelaatio vai-
kuttaa indeksituottojen todenndkdisyysjakauman hajontaan ja sitd
kautta optioiden hintaan. Jos indeksin aikasarjan perdttdiset muu-
tokset ovat positiivisesti autokorreloituneet, kasvaa indeksitason
ennusteen varianssi epdlineaarisesti ja nopeammin kuin puhtaan sa-
tunnaiskulkuprosessin varianssi. Jarrow & ﬁudd -kaavan ensimmdinen
korjaustermi saa siten positiivisen arvon, joten todellinen option
hinta on korkeampi kuin B76-hinta. Iiman Jarrow & Rudd -kaavan anta-
maa tulkintaakin voidaan B76-kaavan perusteella todeta, ettd option
hinta muodostuu sitd korkeammaksi, mitda korkeampi on option
pddttymispaivdan asti odotettu osakeindeksin volatiliteetti.
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Edellisessd kappaleessa esitellyn ARI(1,1,0)-prosessin tasomuuttu-
jan, 1, ennustevarianssi on muotoa:1l®

]

Var[I(s)] = Var[y(t+s)]

{(1+9¢+ o2+ L+ ¢S“1)e(t+1) ool

(1 +¢)e(t+s-1)+ e(t+s)}2

S s=-1 .
27 (1 2 3.5.2.1
i=1 =0 '

(Pindyck & Rubinfeld (1981), s. 566).

Tasomuuttujan varianssi kasvaa epdlineaarisesti nopeammin kuin puh-
taan satunnaiskulkuprosessin varianssi, joka kasvaa lineaarisesti
suhteessa ennusteperiodin pituuteen, eli on o2s. Prosessien varians-
sien suhteen kehittymistd ennustehorisontin pidentyessd kdsitellddn
liitteessa 2.

Koska korkeampi varianssi implikoi yksiselitteisesti korkeampaa op-
tion hintaa, ovat option hinnat positiivisesti autokorreloituneen
prosessin tapauksessa kauttaaltaan kalliimpia verrattuna tilantee-
seen, jossa perustana oleva prosessi ei ole autokorreloitunut. Auto-
korrelaatio kykenee tarjoamaan siten rationaalisen selityksen ha-
vaittujen option hintojen ndenndiseen yliarvostukseen.

15¢oska y(t+s) = I(s) - I(t), on var[y(t+s)] = var|[I(s)], sil1d I(t)
on ennustettavan muutoksen vakioinen ldhtotaso.
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4 EMPIIRINEN TUTKIMUSONGELMA JA KAYTETTAVA AINEISTO
4.1 Empiirisen tutkimusongelman tdsmentdminen

Tyon tavoite oli alunperin kaksitahoinen. Toisaalta haluttiin kdsi-
telld optioiden hinnoitteluongelmaa GARCH-prosessien tapauksessa ja
toisaalta oli tarkoitus tutkia Suomen optiomarkkinoiden hintojen
madrdytymistd suhteessa teoreettisiin hintoihin. FOX-indeksissd ha-
vaittu autokorrelaatio-ongelma haluttiin ottaa selvitykseen mukaan,
joten sen sekd ehdollisen heteroskedastisuuden yhteisvaikutusten
tarkastelu johti Topulta Monte Carlo -simulointeihin.

Tutkimusongelma voidaan tiivistdd seuraavasti: kuinka hyvin Black-76
-mallin antamat teoreettiset option hinnat vastaavat Suomen QOptio-
meklarit Qy:n noteeraamia, toteutuneita optioiden hintoja, kun teo-
reettiset hinnat lasketaan kdyttdmdl1d FOX-indeksin aikasarjasta es-
timoitua paivittdistd volatiliteettia?l Voidaanko toisenlaisella
ma{]i]]é parantaa teoreettisten hintojen osuvuutta todellisiin hin-
toihin? '

Aiemmassa selvityksessd on havaittu, ettd optioiden perustana ole-
vasta osakeindeksistd laskettu historiallinen, pdivittdinen volati-
liteetti on ollut systemaattisesti alemmalla tasolla kuin optioista
Black-76 -mallilla laskettu implisiittinen volatiliteetti (KOP
(1988)).2 Tdmin tydn empiirisen osan alussa vahvistetaan sama ha-
vainto. Tdallainen tasoero voi johtua joko optioiden systemaattisesta
ylihinnoittelusta, puutteellisesta hinnoittelumallista tai ma]Tissa
kdytetyn volatiliteettiestimaatin harhaisuudesta.

Indeksimuutosten empiirisen prosessin pohjalta laskettuja teoreetti-
sia option hintoja verrataan havaittuihin FOX-optioiden hintoihin.
Vastaavasti verrataan Black-76 ja Black & Scholes -malleilla

lpsivittdiselld volatiliteetilla tarkoitetaan tissd liukuvan keski-
hajonnan menetelmdl1d laskettua volatiliteettia.

2KoP:n selvitys koski ajanjaksoa 2.5.1988 - 31.12.1988.
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lTaskettuja optioiden hintoja havaittuihin hintoihin. Eri mallien
tekemid suhteellisia hinnoitteluvirheitd analysoidaan yksinkertaisin
menetelmin.

4.2 Suomen Optiomeklarit Oy:n markkinoilla noteerattavat
sijoitusinstrumentit

Tdssd kappaleessa esitellddn aluksi Suomen Qptiomeklarit Qy:n mark-
kinoilla kaupattavat indeksipohjaiset johdannaisinstrumentit. Sen
Jjdlkeen yksildiddan tutkimuksen empiirisessd tyOssd kiytettivd data.
Viimeisessd luvussa keskustellaan seikoista, jotka vaikuttavat datan
tulkintaan ja tulosten analysointiin.

Suomen Optiomeklarit Qy:n eli SOMin standardoimat indeksioptiot ja
~-futuurit perustuvat FOX-osakeindeksiin. Indeksin muodostavat Hel-
singin Arvopaperipdrssin 25 vaihdetuinta osaketta.3

FOX-indeksille noteerataan pitkdd ja lyhyttd futuurisopimusta. Tamd
on jarjestetty siten, ettd markkinoiden alkaessa avattiin kaupan-
kdynnille yksi nelji kuukautta ja yksi kaksi kuukautta voimassa ol-
lut sopimus. Tamdn jalkeen on kunkin futuurin erddntyessa avattu
uusi, neljan kuukauden sopimus. Tdten markkinoilla on aina kaksi
FOX-futuuria, joiden jdljelld olevien voimassaoloaikojen ero on kak-
si kuukautta.

Uutta indeksioptiota avattaessa avataan aina sekd@ osto- ettd myynti-
optio, jotka ovat maturiteetiltaan ja toteuttamishinnaltaan identti-
set. Markkinoilla on aina maturiteetiltaan kahdenlaisia indeksi-
optioita, joiden padattymispdivat ovat samat kuin indeksitermiineil-
14. Saman pituisia optioita on ollut yleensd neljistd kuuteen kappa-
Tetta. Namd eroavat toisistaan toteuttamishintansa perusteella.

3F0X-indeksiin kuuluvat osakkeet pdivitetddn puolivuosittain, jol-
Toin indeksiin valitaan edeltdvan puolivuotiskauden pdaivittdiseltd
mediaanivaihdoltaan 25 vaihdetuinta osaketta. Mediaanin kdytdlla
kriteerind keskiarvon sijaan pyritadn siihen, ettd indeksiin kuuluu
osakkeita, joilla tehddan kauppoja tasaisen vilkkaasti.
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Toteuttamishinnat on porrastéttu 20 indeksipisteen vdlein. Uusia op-
tioita avattaessa yksi optio asetetaan toteuttamishinnaltaan mahdol-
lisimman 1dhelle FOX-indeksin sen hetkistd arvoa ja kaksi optiota
sen molemmille puolille.

Kaikki FOX-indeksille perustuvat optiot ja futuurit erddntyvdt aina
erddantymiskuukauden neljintend perjantaina. Mikd1i tidmi ei ole
porssipdivd, tapahtuu erdantyminen edellisend poOrssipdivdnd. Erddn-
tymisen jdlkeen uusien sarjojen noteeraus aloitetaan seuraavana
pérssipdivianid. Koska indeksioptiot ovat eurooppalaisia, tapahtuu op-
tioiden toteutus automaattisesti. Indeksioptiot ja -futuurit eivdt
oikeuta missddn tilanteissa indeksin pohjana olevien osakkeiden
omistusoikeuteen. Johdannaisinstrumenttien toteutus suoritetaan
tdssd tapauksessa nettoarvontilityksend, eli instrumentin pdattymis-
pdivén fndeksin arvon ja toteuttamishinnan (tai futuurilla indeksin
ja futuurin kaupantekohinnan) vdlisend erona.

4.3 Tilastoaineisto

Tutkimuksen kohteena oleva aineisto koostuu Suomen Optiomeklarit
Oy:n markkinoilla noteerattavista indeksioptioiden ja -futuurien
hinnoista sekd FOX-indeksin arvoista. Data kdsittdd pdivittdiset
sulkemiskurssit periodilta 2.5.1988 - 8.6.1989. Tarkasteltavana on
siten karkeasti ottaen SOMin ensimmdinen toimintavuosi, silla mark-
kinat avattiin 2.5.1988.

Data sisdltdd FOX-indeksin sekd molemmat futuurisopimukset koko pe-
riodille. Optioiden hinnat muodostavat koime paria aikasarjoja,
joissa parin muodostavat toteuttamishinnaltaan ja maturiteetiltaan
identtiset osto- ja myyntioptiot.# Sarjojen muodostamisessa on nou-
datettu kahta periaatetta. Kahdella aikasarjaparilla on aina sama

AEnsimmdinen sarjapari sisdltdd koko tarkasteluperiodin 2.5.1988 -
8.6.1989, eli 2x282 havaintoa. Toinen sarjapari sisdltdd havainnot
valilti 25.5.1988 - 8.6.1989, eli 2x265 havaintoa, ja kolmas vdliltd
27.6.1988 - 8.6.1989, eli 2x243 havaintoa. Sarjat sisdltdvdt yhteen-
sa 790 sekd osto- ettd myyntioption hintaa.



43

option maturiteetti siten, ettd pari vaihtuu, kun tdtd maturiteettia
on jdljella noin kuukausi. Toiseksi, optiot on valittu aikasarjoihin
siten, ettd niiden toteuttamishinnat pyrkivat aina "haarukoimaan"
sen hetkisen FOX-indeksin arvon.

Kunkin option ja futuurin jdljelld oleva voimassaoloaika on koottu
aikasarjaksi siten, ettd jdljelld oleva aika ilmaistaan kokonaisina
pdivind. Kaavoissa tdmd luku on jaettu 365:11d, jolloin yksi vuosi
vastaa lukua yksi (1). Optioiden toteuttamishinnat on jarjestetty
vastaavasti aikasarjoiksi.

Kutakin optiohintojen aikasarjaparia vastaan on muodostettu futuu-
rien hinnoista aikasarjat siten, ettd option ja futuurin maturitee-
tit ovat aina yhtd pitkd. Tsmi on vilttamitonti B76-mallin kdytdn

- kannalta, silld mallissa kdytetyn option ja futuurin pdattymispdivian
tulee olla sama. Muuten ei voida sanoa, ettd futuuri heijastaa op-
tion jdljelld olevana voimassaoloaikana odotettuja osingonmaksuja.

Markkinoiden riskittomand korkona kadytetddn yhden (1) kuukauden
Helibor-korkoa. Toinen mahdollisuus olisi kdyttdd kolmen (3) kuukau-
den Heliboria.5 Ndiden korkojen vdlinen marginaali on kuitenkin kes-
kimdarin niin pieni, ettd valinta ei vaikuta juuri tuloksiin.

Jotta arvopaperin ja sille perustuvan johdannaisinstrumentin hinto-
jen suhdetta voidaan luotettavasti tutkia, taytyy kdytettavan ai-
neiston olla synkronoitua. Tdmd tarkoittaa sitd, ettd tutkittavat
.option tai futuurin noteeraukset todella heijastavat markkinoiden
noteeraushetkelld kayttamid osakeindeksin hintoja. Mikdli indeksin
arvonmuutosten oletetaan heijastuvan ilman viivettd optioiden ja fu-
tuurien arvoon, kdytettdavien havaintojen tulisi olla tdsmdlleen sa-
malta hetkeltd. )

Tdhdn tyohon kdytettdvissd olevat havainnot optioiden, futuurien ja
indeksin hinnoista eivdt ole tdysin synkronoituja, vaikka ne kaikki

Skuuden (6) kuukauden tai sitd pidempien markkinakorkojen kdytts ei
ole perusteltua, koska optioiden ja futuurien pisin maturiteetti on
nelja kuukautta.
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ovat pdivdn pdattdvia kursseja. Indeksin ja johdannaisinstrumenttien
vidlinen aikaero on 15 minuuttia siten, ettd edellinen on hetkeltd
k1o 15.15 ja jalkimmdiset hetkeltd 15.00. Koska Topullisessa tarkas-
telussa ollaan kiinnostuneita systemaattisesta tasoerosta todellis-
ten ja teoreettisten option hintojen vdlilla, ei datan jonkin astei-
nen epdsynkronisuus valttamattd heikennd tulosten luotettavuutta.
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5 FOX-INDEKSIN EMPIIRINEN PROSESSI. JA SEN VOLATILITEETTI

Siirrytddn tarkastelemaan empiiristd aineistoa luvussa 3 kdsitellyn
teoriakehikon pohjalta. Aluksi estimoidaan FOX-indeksin stokastiset
ominaisuudet olettaen, ettd se noudattaa GARCH(1,1)-prosessia.
Indeksimuutosten autokorrelaatio huomioidaan sisdllyttamalld. proses-
siin AR(1)-termi. Estimoidun proéessin volatiliteetin aikasarja on
FOX-indeksin ex post laskettu pdivittdinen volatiliteetti. Sitd ver-
rataan yleisesti kdytettyyn, liukuvan keskihajonnan menetelmdlld
laskettuun historialliseen volatiliteettiin. Tdmdn jdlkeen lasketaan
implisiittinen volatiliteetti optioiden hinnoista kdyttdmdlla
B76-kaavaa.

5.1 FOX-indeksin volatiliteetti

Ohessa on kuvio FOX-indeksin kehityksestd tarkasteluperiodilla
2.5.1988 - 8.6.1989. Tavanomaisin tapa mitata indeksin volatiliteet-
tia, on laskea indeksin logaritmoitujen muutosten liukuva keski-
hajonta. Jos keskihajonta lasketaan tarkasteluhetked edeltivisti ha-
vainnoista, se on luonteeltaan historiallinen volatiliteetti. Mene-
telmdn avulla saadaan kuva volatiliteetin vaihtelusta. Ongelmana on
kuitenkin se, monestako edeltdvdstd havainnosta keskihajonta pitdisi
Taskea. Kaavan muodossa:

LK[y(t)] = sqre{ [Ly(t-i)2]/k - [(Ty(t-i))/k]2}, 5.1.1

.i =0, es 0 g k""l,

jossa
y(t) = indeksin pdivittdinen logaritminen muutos -
k =

liukuvan keskihajonnan jakso

il

sqrt = nelidjuurifunktio
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" KUVIO 5.1.1 FOX-indeksi ajalta 2.5.1988 - 8.6.1989
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ljatkossa kaikki kuvioissa esiintyvdat volatiliteettisarjat on il-
maistu vuositason keskihajontoina prosenttiyksikdissi.



TAULUKKO 5.1.2 -FOX-indeksin pdivittdisten muutosten nelididen
autokorrelaatiofunktio
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FOX-indeksin Tiukuva keskihajonta tarkasteluperiodilla on laskettu
seuraavassa sekd 10 ettd 40 paivan viivastetylld liukumajaksolla.2
Tulokset ilmoitetaan vuositason keskihajontana prosenttiyksikdissd
(kuvio 5.1.2).

Kuten kuviosta 5.1.2 ndhdddn, pidemmd114d liukumalla laskettu volati-
liteetti muuttuu hitaammin kuin lyhyen liukuman volatiliteetti. Mo-
Tempien kuvioiden tarkastelu viittaa siihen, ettd volatiliteetti ei
ole vakio, kuten esimerkiksi B76-malli olettaa. Kuvion perusteella
volatiliteettisarja vaikuttaa myos autokorreloituneelta. Titd voi-
daan tutkia laskemalla indeksimuutosten nelididen autokorrelaatio-
funktio. Havaittu autokorrelaatio, mikd kdy iimi taulukosta 5.1.2,
viittaa siihen, ettd prosessin ehdollinen varianssi ei ole vakio.

' Autokorrelaatiofunktion tarkastelu on tapa testata alustavasti,
sisdltddkd prosessi ARCH- tai GARCH-ominaisuuksia (formaali tapa
testata prosessin ARCH-ominaisuuksia on esitetty artikkelissa Engle
(1982)).

5.2 FOX-indeksin muutosten autokorrelaatio

Taulukossa 5.2.1 on laskettu FOX—indeksin pdivittdisten muutosten
otosautokorrelaatiofunktio, joka on todellisen autokorrelaatio-
funktion estimaattori. Taulukosta havaitaan, ettd indeksimuutokset
ovat varsin voimakkaasti autokorreloituneet ensimmdisen viiveensd
suhteen. Liitteessd 3 on esitetty tulokset kahdesta suurimman uskot-
tavuuden menetelmdll1d estimoidusta lineaariregressiosta, joista
ensimmdisessd indeksimuutokset on oletettu valkoiseksi kohinaksi ja
toisessa ensimmdisen asteen autoregressiiviseksi prosessiksi.
Likelihood ratio -testin perusteella hyldtddn nollahypoteesi, jonka
mukaan indeksimuutokset olisivat valkoista kohinaa. Myds t-testin
perusteella indeksimuutosten AR(1)-termi on tilastollisesti merkit-
sevd.

2Suomen indeksioptio- ja osakemarkkinoita koskevissa raporteissa
historiallinen volatiliteetti on laskettu liukuvana keskihajontana
yleensd 10, 40 tai 50 pdivan jaksolla.
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TAULUKKO 5.2.1 FOX-indeksin pdivittdisten muutosten auto-
korrelaatiofunktio

a) koko tarkasteluperiodi, 2.5.1988 - 8.6.1989,
5 %:n merkitsevyysrajat = +/-0.1191
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TAULUKKO 5.2.2 FOX-futuurien paivittdisten muutosten otosauto-
korrelaatiofunktio ajanjaksolta 2.5.1988 - 8.6.1989,
5 %:n merkitsevyysrajat =.0.1191

a) 1. FOX-futuuri
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Kuten kappaleessa 3.5 esitettiin, osake- ja indeksituottojen auto-
korrelaatio merkitsee usein sitd, ettd hypoteesi osakemarkkinoiden
tehokkuudesta hyldtdan, koska tulevia kurssimuutoksia voidaan ennus-
taa edellisten muutosten perusteella. On myds toaettu, ettd nimen-
omaan osakeindeksin autokorrelaatio saattaa johtua puhtaasti epi-
jatkuvaan kaupankdyntiin, ohuisiin markkinoihin ja kaupankaynti-

13
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jarjestelmiin 1iittyvistd ongelmista. Yksi tapa selvittdd, kuinka
suuri osa indeksimuutosten autokorrelaatiosta Jjohtuu teknisistd
syistd ja kuinka suuri osa markkinoiden mahdollisesta tehottomuudes-
ta, on laskea vastaavan indeksifutuurin autokorrelaatiofunktio.
Menetelmad on perusteltu kappaleessa 3.5.

Taulukossa 5.2.2 on laskettu kahden, SOMin markkinoilla noteeratta-
van, indeksifutuurin muutoksien autokorrelaatiofunktiot. Futuurit
eroavat ainoastaan pdattymispdivdltddn. Havaitaan, ettid toisen fu-
tuurin ensimmdisen asteen autokorrelaatiokerroin poikkeaa merkitse-
vdsti nollasta ja on positiivinen. Sen sijaan toisen futuurin koh-
dalla ei voida hyldtd hypoteesia, jonka mukaan futuurin pdivittdiset
muutokset olisivat valkoista kohinaa. Futuurien tarkastelu viittaa
siihen, ettd suuri osa FOX-indeksin autokorrelaatiosta johtuu indek-
sin pdivittamiseen liittyvistd ongelmista. Merkittdvampdd on kuiten-
kin se, ettd myds futuurin pdivittdisissd muutoksissa esiintyy posi-
tiivista autokorrelaatiota. Tulos saattaa merkitd sitd, ettd markki-
nat eivdt ole tdysin tehokkaat. Tuloksen luotettavuutta tosin vahen-
tdd se, ettd futuurin kaupankdyntivolyymi SOMin markkinoilla on ol-
lut varsin alhainen.

Seuraavaksi'pyritééﬁ selvittamdan, onko edelld havaitun FOX-indeksin
autokorrelaation mdarda ollut stabiili tarkasteluperiodilia. Taulu-
kossa 5.2.1b) ja c) on laskettu FOX-indeksin muutosten otosauto-
korrelaatiofunktiot tarkasteluperiodin alku- ja loppupuoliskoilta.
Autokorrelaatiokertoimia vertaamalla vaikuttaa siltd, ettd positii-
visen autokorrelaation mddrd on pienempi aineiston loppupuoliskolla.3

Autokorrelaation stabiilisuutta tarkastellaan edelleen estimoimalla
indeksimuutosten vaihtuvaparametrinen ensimmdisen asteen autoregres-
siivinen malli. Estimoitava yhtdlodpari on muotoa:

3Koska indeksimuutosten aikasarja on heteroskedastinen, otosauto-
korrelaatiofunktio on harhaton mutta ei tehokas estimaattori todel-
liselle autokorrelaatiofunktiolle. Lisdksi alku- ja loppupuoliskoil-
ta laskettujen otosautokorrelaatiokerrointen vertailu on periaat-
teessa ehdollinen sille, ettd aikasarjan heteroskedastisuuden raken-
ne on stabiili. Ndiden seikkojen takia tulosta on syytd pitdd ai-
noastaan suuntaa antavana.
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y(t)
par(t)

par(t)*y(t-1) + u(t)

par(t-1) + e(t), 5.2.1

eli AR(1)-termin kertoimen oletetaan noudattavan satunnaiskulku-
prosessia.4 Estimointi on suoritettu_Suomen Pankin IAS-ohjelmistol-
la. Estimoitava malli on Kalman filtterin erikoistapaus (Harvey
(1981)).

Kuviossa 5.2.1 on esitetty estimoidun AR(1l)-termin kertoimen aika-
sarja luottamusvdleineen. Kuvion perusteella ei voida sanoa, ettd
autoregressiivisen termin kerroin pienenisi siirryttdessa
tarkasteluperiodin loppua kohden. Vaihtuvaparametrisen autoregres-
siivisen mallin jddnn6stermien varianssi on 0.30170, ja liitteessd 3
esitetyn kiintedparametrisen autoregressiivisen mallin jdannos-
termien varianssi on 0.30229. Koska vaihtuvaparametrisen mallin
jddnnostermien varianssi on ldhes sama kuin kiintedparametrisen mal-
1in, vaikuttaa siltd, ettd FOX-indeksin paivittdisten muutosten
autokorrelaatio on varsin stabiili.D '

Vaihtuvaparametrisen autoregressiivisen mallin estimointi viittaa
siihen, ettd FOX-indeksin pdivittdisten muutosten positiivisen auto-
korrelaation mddrd on stabiili tarkasteluperiodiila. On kuitenkin
muistettava, ettd alaperiodeilta laskettujen autokorrelaatio-
funktioiden perusteella indeksimuutosten autokorrelaation mdird ei
ole tdysin stabiili. Kysymykseen palataan kappaleessa 6.3 teoreet-
tisten ja havaittujen optiohintojen vertailun yhteydessi.

4Mal11in oletuksena on virhetermien u(t) homoskedastisuus. Toisaalta
tdssd tutkimuksessa osoitetaan FOX-indeksin muutosten prosessin ole-
van heteroskedastinen. Siten vaihtuvaparametrisen mallin estimoin-
tiin on suhtauduttava varauksin.

5Tissd yhteydessd ei suoriteta formaaleja testejd autoregressiivi-
sen termin kertoimen stabiilisuudelle. Testaamisen suurin ongelma on
vaintoehtoisen hypoteesin valinta. Edell1d estimoitu tapaus, jossa
regressiokerroin noudattaa satunnaiskuluprosessia, on vain yksi tapa
mallittaa vaihtuvaa parametria. Muita mahdollisia hypoteeseja ovat
esimerkiksi diskreetti muutos (Chow (1960)) tai stationaarinen
AR(1)-prosessi (Watson & Engle (1984)).
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KUVIO 5.2.1 FOX-indeksin muutosten ARI(1,1,0)-mallin
autoregressiivisen termin kertoimen vaihtelu
Tuottamusvdleineen ajalta 2.5.1988 - 8.6.1989,
jddnndstermien varianssi = 0.30170.
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5.3 FOX-indeksin pdivittdisten muutosten stokastinen prosessi

Seuraavaksi pyritddn tdsmentdmddn FOX-indeksin muutoksia kuvaava
stokastinen prosessi olettaen, ettd prosessin ehdoliinen varianssi
on muuttuva. Varianssin oletetaan riippuvan sekd omasta viiveestiin
ettd edelliselld periodilla tapahtuneesta ennustevirheestd, jolloin
FOX-indeksi noudattaisi GARCH(1,1)-prosessia. Kyseessd on ex post
tarkastelu, koska estimoinnissa kdytetddan koko periodin aineistoa.
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Kappaleen 5.2 tarkastelujen perusteella 1isdtddn indeksimuutoksen
ensimmdinen viive selittdjdksi estimoitavan mallin odotusarvoyhtd-
166n. Estimoitava malli on siten muotoa:6+7

y(t) = m(t) + e(t), e(t);I{t-1) ~ N[0O,h(t)], " 5.3.2

jossa
m(t) = par(1) + par(2)*y(t-1) ja

h(t) = par(3) + par(4)*sq[e(t-1)] + par(5)*n(t-1).

Estimoitu ja malli ja sen diagnostiikka on esitetty taulukossa 5.3.1.

Mallin diagnostiikassa kdytettyjen testien avulla testattavat hypo-
teesit ovat seuraévat: 1. prosessin odotusarvo ja varianssi ovat va-
kioita, 2. termin sq[e(t-2)] lisiiminen selittijaksi varianssi-
yhtd166n ei paranna mallin osuvuutta, 3. mallin normalisoidut
jadnnostermit eivdt ole autokorreloituneet ja 4. normalisoitujen
jddnnostermien nelidt eivdt ole autokorreloituneet. Lisdksi laske-
taan normalisoitujen jdinnostermien jakauman vinous- ja huipukkuus-
mitta.

Hypoteesi osakeindeksin muutosten odotusarvon ja varianssin vakioi-
suudesta hyldtddn perati 0.1 prosentin merkitsevyystasolla. Tulos
puoltaa vahvasti jo graafisen tarkastelun pohjalta tehtyd havaintoa
ja vaatii siten varianssin vaihtelun mallittamista. Hypoteesi yhden
ARCH-termin riittdvyydestd jdd testin perusteella voimaan. Toisin
sanoen, toisen ARCH-termin lisddminen varianssiyhtdloodn ei tuo mer-
kittdvasti uutta informaatiota ehdollisen varianssin kdyttdytymisesta.

6Estimointi ja mallin diagnosointi on suoritettu EZARCH-ohjelmalla,
joka on yhden selitettdvdn muuttujan ARCH- ja GARCH-estimointiin so-
veltuva ohjelma. Ohjelmasta vastaa Robert Engle, ja se on tilatta-
vissa yliopistosta University of California, San Diego.

7iitteessi on suoritettu Likelihood-ratio -testi AR(1)-termin mer-
kitsevyydelle estimoimalla sekd GARCH(1,1)- ettd GARCH(1,1)/
ARI(1,1,0) -malili.
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TAULUKKO 5.3.1 FOX-indeksin pdaivittdisistd muutoksista
ajalta 2.5.1988 - 8.6.1989 est1mo1tu
GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)-ma11i8

D - D - D D - - WD D - D - D WS, D WD D WD WD D SO AE GO D D T W WD W WD W WD T WD D D W D D O W D WD D T D W ) - D

y(t) = 0.0761 + 0.3833y(t-1) + e(t); e(t):I(t-1) ~ N[0,h(t)]
- (2.85) (6.85)

0.0139 + 0.1656e2(t-1) + 0.7877h(t-1)
(1.50) (3.08) (12.72)
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Loglikelihood-funktion arvo = -207.1467
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Diagnostiikka:

LR(3)-testisuureen arvo
(H odotusarvo ja varianssi ovat vakioita)
80 7034 (P = 0.00 %)

LM(1)-testisuureen arvo
(H termi e(t-2) ei 115aa mallin selityskykyd)
O 6647 (P = 41.49 %)

Normalisoitujen jdd@nndstermien vinouskerroin = -0.1557
Normalisoitujen jddnndstermien huipukkuuskerroin = 3.2905

Ljung-Box(12) --testisuureen arvo
(normalisoitujen jdannostermien autokorrelaatio)
= 7.5200 (P = 82.14 %)

Ljung-Box(12) -testsuureen arvo
(normalisoitujen jaanndstermien nelididen autokorrelaatio)
= 24.0835 (P = 1.98 %)

Ko1ﬁas hypoteesi jdd my0s selkedsti voimaan, eli mallin normalisoi-
dut jdannostermit ovat mitd todenndkdisimmin valkoista kohinaa. Tamd
merkitsee sitd, ettd estimoitu vakio ja ensimmdisen asteen auto-
regressiivinen termi riittdvdt kuvaamaan FOX-indeksin ehdollisen
odotusarvon varsin tyhjentdvdsti. Sitd vastoin neljis hypoteesi

8suluissa olevat luvut ovat t-testisuureiden arvoja. Mallin di-
agnostiikassa esiintyvdt Lagrance multiplier {LM), Likelihood ratio
(LR) ja Ljung-Box -testisuureet ovat khi-toiseen -jakautuneita. Su-
Tuissa ilmoitetut Tuvut ovat vapausasteiden mdaria. Testisuureiden
arvojen perdssd suluissa esitetyt luvut ovat marginaalisia
merkitsevyystasoja. Kyseiset testit on esitetty teoksessa Krdmer &
Sonnberger (1986).
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neligityjen jdannOstermien autokorreloimattomuudesta hyldtddn viiden
prosentin merkitsevyystasolla, mutta jdtetddn voimaan yhden prosen-
tin merkitsevyystasolla. Tamd implikoi sitd, ettd GARCH-dynamiikka
~ei ehkd kykene tdysin selittamddn ehdollisen varianssin vaihtelua,
vaan jattdd tilaa esimerkiksi eksogeenisille se]ittéji]]e.'Yksi te-
kijd, jonka on usein huomattu selittdvdn osakkeiden tai osakeindek-
sien volatiliteetin vaihtelua, on osakekurssien hintataso. Tdlle on
olemassa myds mielekds taloudellinen tulkinta (Schmalensee & Trippi
(1978), Black (1975)). Tdssi tutkimuksessa ei kuitenkaan edetd tidhin
suuntaan.

Normalisoitujen jddnndstermien vinousmitta on 1dhelld nollaa ja hui-
pukkuusmitta varsin 1dhel1d kolmosta. Nolla ja kolme ovat kyseisten
mittojen arvot normaalijakauman tapauksessa, joten prosessin ehdol-
listen virhetermien jakauma ndyttdd olevan 1dhelld normaalijakaumaa.
Kuten jo kappaleessa 3.4 todettiin, ehdollisten virhetermien jakau-
man huipukkuusmitta vaikuttaa neljdnnen momentin ennustamiseen
useamman periodin pddhédn.

Vaikka jdanndostermien ja niiden nelididen autokorrelaatiotestit ovat
Tuonteeltaan konservatiivisia, eli ne eivdt helposti hylkdd nolla-
hypoteesia, voidaan estimoitua mallia pitdd osuvuudeltaan tyydytta-
vand-.

Parametrien 4 ja 5 summa on noin 0.95, eli varsin 1dhelld ykkdstd.
Jos todellisten parametrien (joita ei voida havaita) summa on yksi,
GARCH-prosessi on integroitunut.9 Aikaisemmat tutkimukset ovat to-
denneet osakekursseja ja osakeindeksejd kuvaavien GARCH-prosessien
olevan hyvin 1dhel1d integroituneita. GARCH-parametrien summa on ol-
lut jopa suurempi kuin 0.99 (Engle & Mustafa (1989)). Nd@ihin tulok-
siin verrattuna tamdan tutkimuksen tulos viittaa Eiihen, ettd FOX-
indeksin muutosten varianssi ei ole integroitunut. Pitkdl1ld aika-
vdlilld prosessin varianssi on stationaarinen, eli se hakeutuu kohti

9Kuten luvussa 3 todettiin, menetelmit GARCH-mallin integroitunei-
suuden testaamiseksi eijvat o]e vield tdysin selvilld (Eng]e &
Bollerslev (1986))
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vakioista tasapainotasoa. Prosessissa tapahtuneiden shokkien vaiku-
tus tulevaan varianssiin ei siten jdi pysyviksi.lO

Kuten kappaleen alussa todettiin, liukuvan keskihajonnan menetelmda
kdytettdessd ongelmana on liukumajakson valinta. Lisdksi kaikki
Tiukumajakson havainnot saavat saman painon laskettavassa keski-
hajonnassa. Sen sijaan GARCH-prosessia estimoitaessa haetaan kaikil-
le edeltdville keskipoikkeamille sellaista painorakennetta, joka to-
denndkdisimmin tuottaa prosessissa havaitun keskihajonnan vaihtelun.
Siten valitun GARCH-mallin varianssia voidaan perustellusti pitdi
parempana estimaattina FOX-indeksin muutosten todelliselle volatili-
teetille kuin Tiukuvan keskihajonnan menetelmidl1i laskettuja volati-
liteetteja.

Kuviossa 5.3.1 on esitetty GARCH(1,1)-mallin avulla estimoidun yhden
periodin ennustevarianssin, h(t), aikasarja. Vertailussa huomataan,
ettd GARCH-volatiliteetin profiili on hyvin 1dhelld 10 pdivan jak-
solla lasketun liukuvan keskihajonnan sarjan profiilia. Niiden kor-
relaatio on korkea: ldhes 0.9. Sitd vastoin 40 pdivan jaksolla las-
kettu liukuva keskihajonta korreloi selvdsti huonommin GARCH-
volatiliteetin kanssa. Jos volatiliteetti lasketaan liukuvan keski-
hajonnan menetelmdl1d, on siten suositeltavampaa kdyttdd 10 pdivan
kuin 40 pdivan liukumajaksoa. Kuten alaviitteessd 8 todettiin, het-
kellinen GARCH-volatiliteetti - ja sitd approksimoiva historiallinen
volatiliteetti - ei kuitenkaan yleisesti ottaen toimi hyvdnid ennus-
teena tulevien periodien varianssille.ll

10T4t4 johtopdatdstd tukee vahvasti myds Tuvun 6 tulos, jonka mukaan
autokorrelaatiokorjattu GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)-mallin hetkellinen va-
rianssi ennustaa huonosti tulevien periodien varianssia. Tulos saa-
daan vertaamalla kyseiselld varianssiestimaatilla laskettuja teo-
reettisia optiohintoja havaittuihin optiohintoihin. Tulos osoittaa,.
ettd varianssin stationaarisuus pitkdl1d aikav@lilld on oleellista
ottaa huomioon ennustettaessa optioiden jaljelld olevan voimassaolo-
ajan volatiliteettia.

11pitks114 aikavd1i114 stationaarisen GARCH-mallin (ja sitd approk-
simoivan liukuvan keskihajonnan) hetkellinen varianssi on sitd huo-
nompi ennuste pitkille ennustehorisonteille, mitd kauempana se on
varianssin pitkdn aikavdlin vakiotasolta. ’
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KUVIO 5.3.1 GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)-mallin hetkellinen

keskihajonta —_—
10 pdivdn liukuva keskihajonta cossnes

i

30

20F A

10 _:

o_ [}

2.5.1988 - 8.6.1989

Havaituista optioiden hinnoista voidaan implisiittisen volatilitee-
tin sijaan johtaa GARCH-mallin parametrit, kun varianssiprosessin
muoto oletetaan tunnetuksi (Engle & Mustafa (1989)). Tamd perustuu
optioiden hinnoittelun riskineutraalisuusoletukseen ja on itse
asiassa kdanteinen menettely tdman tydn luvussa 6 suoritettavalle
optiohintojen simuloinnille. Engle & Mustafa (1989) huomasivatkin,

- ettd implisiittinen GARCH-prosessi kykeni ennustamaan paremmin loka-
kuun 1987 porssiromahduksen jdlkeisen volatiliteetin persistenssin
kuin historiallisesta datasta estimoitu GARCH-prosessi, jossa kdy-
tettiin romahdusta edeltdvdd aineistoa. Romahduksen jdlkeisestd ai-
neistosta estimoitu GARCH-malli vahvisti option hintojen implikoiman
tuloksen, ettd romahduksen aiheuttama volatiliteettishokki unohtui
nopeammin kuin historiallinen GARCH-malli antoi odottaa.
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5.3.1 GARCH-in-mean

Edellinen malli estimoitiin my0s siten, ettd indeksin muutosta seli-
tettiin AR(1)-termin 1is&ksi GARCH-in-mean termilld. Termin kertoi-
meksi saatiin -0.15, jonka etumerkki on riskin ja tuoton valisen
riippuvuuden kannalta vddrd. Tosin t-testin perusteella kertoimen ei
voitu sanoa poikkeavan nollasta. Mydskddn muun diagnostiikan valossa
GARCH-in-mean -termi ei parantanut mallin osuvuutta (1iite 5). Siten
pdivdaineistolla saadut tulokset viittaavat siihen, ettd sijoitta-
jien riskipreemio ei ole vaihtuva.

5.4 Implisiittinen volatiliteetti

Ennen kuin implisiittinen volatiliteetti lasketaan B76-mallin avul-
la, on pohdittava sen tulkintaa maailmassa, jossa todellinen volati-
Titeetti ei ole kiinted. Mikdli sijoittajat ovat riskineutraaleja,
volatiliteetin stokastisuus ei vaikuta option hintaan. Ainoastaan
tulevien periodien volatiliteetin odotusarvolla on merkitystd. Tal-
16in kiintedn volatiliteetin olettavalla B76-mallilla laskettu imp-
Tisiittinen volatiliteetti vastaa markkinoiden odottamaa volatili-
teettia option jaljelld olevalle voimassaoloajalle. Toisin sanoen,
implisiittinen volatiliteetti vastaa option padttymispdivan indeksi-
jakauman varianssin odotusarvoa. Tehokkailla markkinoilla implisiit-
tinen volatiliteetti noudattaa puhdasta satunnaiskulkuprosessia,
koské muutoin sen avulla voitaisiin ennuétaa tulevia option hintoja.

Implisiittinen volatiliteetti lasketaan iteroimalla, koska ratkais-
tava volatiliteetti parametri, o, esiintyy option hinnoittelu-
yhtd18ssd normaalijakauman kertymdfunktion argumentissa, eika
kertymafunktiota voida ratkaista ana]yyttisesti.'Kéytettévéé numee-
rista ratkaisumenetelmdd selostetaan tarkemmin liitteessa 6.

Implisiittinen volatiliteetti (ISD) lasketaan kadyttden B76-mallia.
ISD:n ajkasarja lasketaan aluksi kaikista kuudesta tarjolla olevasta
optiohintasarjasta. Kuten luvussa neljd todettiin, poikkileikkauk-
sessa on aina kaksi osto- ja kaksi myyntioption hintaa, joilla kes-
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kenddn on yhtd pitkdt jaljelld olevat voimassaoloajat. Ndistd, yh-
teensd neljastd, lasketusta ISD:std aggregoidaan estimaatti todelli-
selle ISD:1le. '

Vanhimmat implisiittistd volatiliteettia kasittelevdat tutkimukset
aggregoivat ISD-estimaatin optioista, joilla on eri pdattymispdivd
(Latane & Rendelman (1976)). Tulokset saattavat antaa vddrdn kuvan,
koska optfon hinta heijastaa markkinoiden kdasitystd tulevasta vola-
tiliteetista ainoastaan option voimassaoloajalta (Day & Lewis
(1988)). Jos esimerkiksi ennakkoon tunnettu, osakekursseihin vaikut-
tavan informaation julkistamispdivd sattuu kahden option pdattymis-
paivien vdliin, saattaa pidemmdan option implisiittinen volatiliteet-
ti heijastaa suurempaa epdvarmuutta tulevasta kurssikehityksestd
kuin lyhyemmdn option.

Vastaavasti futuurihinnat heijastavat odotuksia osingonmaksusta fu-
tuurin pdattymispdivddn asti. Siten myds futuurin ja option
padttymispdivan tulee olla sama, kun lasketaan implisiittistd vola-
tiliteettia.

Kirjallisuudessa on pohdittu paljon sitd, mikd on oikea tapa johtaa
implisiittisen volatiliteetin estimaatti useista optioista (Day &
Lewis (1988)). Kaikki samalle osakkeelle tai osakeindeksille perus-
tuvat osto- ja myyntioptiot, jotka pdattyvdt samana pdivand, heijas-
tavat samaa volatiliteettia. Laskettaessa syntyvat erot johtuvat
mittausvirheistd, hinnoitteluvirheistd tai kdytettdvan hinnoittelu-
mallin puutteista (Latane & Rendelman (1976)). Kun oﬁtioita on suuri
madrd, kannattaa aggregoinnissa kdyttdd kehittyneimpid tapoja. Toi-
saalta on todettu, ettd tasaoptiosta laskettu implisiittinen volati-
Titeetti toimii yksinddn hyvdnd estimaattina (Beckers (1980)).

Koska tdssd tyossd ISD-estimaatti aggregoidaan ainoastaan neljdsta
optiosta, valitaan lopulliseksi estimaatiksi havaintojoukon mediaani.
Mediaani valitaan keskiarvon asemesta, jotta mahdollisten poikkea-
vien havaintojen vaikutus voidaan ndin eliminoida. Tasaoptioista
laskettua ISD-estimaattia ei voida kdyttdd, koska aineisto ei sisdl-
1da riittdavasti tahén tarvittavia havaintoja.
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ISD:n laskeminen on mahdollista ainoastaan silloin, kun havaittu op-
tion hinta on arbitraasin mééritte]emén yld- ja alarajan vdlissd.
Muussa tapauksessa suoritettava iterointi ei konvergoi. Tutkittaessa
arbitraasiehtojen paikkansa pitévyyfté havaittiin, ettd etenkin op-
tion paattymispdivan vdlittomdssad Iéheisyydessé option hinnan ala-
rajan arbitraasiehto rikkoutui usein. Toisaalta havaitun option hin-
nan poikkeamat teoreettisesta hinnasta korostuvat padttymispdivien
ldheisyydessd, koska jakajana esiintyva aikamuuttuja ldhestyy nol-
laa. Siten pienenkin hinnoitteluvirheen vaikutus pdattymispdivan
laheisyydessd ndkyy epdrealistisen suurena tai pienend implisiitti-
sen volatiliteetin arvona. Tamd ongelma ei vaivaa mainittavasti agg-
regoitua ISD-sarjaa, sil1d kultakin ajanhetkeltd valituilla optioil-
Ta on ollut vdhintddn noin kuukausi voimassaoloaikaa jaljelld.

Kuviossa 5.4.1 vertaf]]aan tuotettua ISD-estimaatti -sarjaa Jja
GARCH(1,1)-mal1in hetkellisen volatiliteetin sarjaa. On huomattava,
ettd GARCH-prosessin hetkellinen varianssi vastaa implisiittistd vo-
Tatiliteettia ainoastaan silloin, kun GARCH-prosessi on integroitu-
nut. Tda116in prosessin ehdollinen varianssi on sama ennusteperiodis-
ta riippumatta. Koska FOX-indeksin muutoksiin sovitettu GARCH(1,1)-
prosessi el todenndkdisesti ole integroitunut, ei prosessin yhden
periodin ehdollinen volatiliteetti ole tdysin vertailukelpoinen imp-
lTisiittisen volatiliteettin kanssa. Kysymys on siitd, ettd impli-
siittisen volatiliteetin tulisi ennakoida prosessissa tapahtuneiden
shokkien "unohtuminen" prosessin varianssista. Siten implisiittisen
volatiliteetin ei pitdisi reagoida yhtd voimakkaasti tapahtuneisiin
shokkeihin kuin GARCH-prosessin hetkellisen varianssin.
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KUVIO 5.4.1 Implisiittinen volatiliteetti —_—
GARCH/ARI-mallin hetkellinen keskihajonta secee
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Imh]isiittisen volatiliteetin ja GARCH-prosessin hetkellisen volati-
Titeetin vdlinen korrelaatio voidaan kuitenkin laskea, jotta saadaan
alustava kuva havaittujen option hintojen tehokkuudesta.l? Sarjoille
on laskettu korrelaatiot koko tarkasteluperiodilta seka kahteen yhta
suureen osaan jaetulta alaperiodilta. Koko periodin ja ensimmdisen
puoliskon korrelaatiot ovat sangen heikot, mutta jalkimmdisen ala-
periodin korrelaatio on luokkaa 0.6. Tamd viittaa siihen, ettd to- .
teutuneet option hinnat vastaavat huomattavasti paremmin teoreetti-
sia hintoja periodin jdlkipuoliskolila kuin alkupuoliskolla.

Merkittdvintd kuviossa 5.4.1 on kuitenkin se, ettd Tukuunottamatta
kahta Tyhyttd, korkean volatiliteetin periodia ISD- ja GARCH-
volatiliteetti -sarjan vdalilld ndyttda olevan systemaattinen taso-
ero.13 Implisiittinen volatiliteetti on ollut keskimddrin ldhes

12korrelaatiovertailuista kts. Latane & Rendelman (1976).

13T4md havainto on tehty myOs aikaisemmassa Suomen optiomarkkinoita
koskevassa katsauksessa (KOP (1988)).
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kaksinkertainen GARCH-prosessin hetkelliseen varianssiin verrattuna.
Tdmd voi merkitd sitd, ettd joko optiot ovat olleet systemaattises?i
ylihinnoiteltuja tai implisiittisen volatiliteetin laskemiseen kay-
tettdvd hinnoittelukaava ei huomioi kaikkia hintoihin vaikuttavia
tekijoitd.

Implisiittinen volatiliteetti laskettiin myds kayttamdl1i1d osinko-
korjaamatonta Black & Scholes -mallia. 0hge1maksi rnuodostuivat Kui-
tenkin jaksot, joilla iterointi ei konvergoinut eika implisiittisel-
le volatiliteetille saatu arvoa. Laskettua sarjaa ei voitu luotetta-
vasti verrata indeksin aikasarjasta laskettuihin volatiliteetteihin.
BS-mallin antamien teoreettisten hintojen osuvuutta havaittuihin
optiohintoihin tarkastellaan kapba]eessa 6.2.1 suhteellisten
hinnoitteluvirheiden avulla.l4

Seuraavassa luvussa paneudutaan option hintojen laskemiseen Monte
Carlo -simulointimenetelmdlld. Tulokset osoittavat, ettd edelld ha-
vaittu systemaattinen tasoero toteutuneessa.ja B76-kaavalla laske-
tussa implisiittisessd volatiliteetissa on selitettdvissa FOX-
indeksin pdivittdisten muutosten autokorrelaatiolla. Samalla tarkas-
tellaan prosessin GARCH-ominaisuuksien vaikutusta optioiden hintaan.

141tse asiassa td116in huomataan, ettd markkinat kdyttdvdt option
hinnoittelun perustana futuurin hintaa. Siksi BS-malli ei sovi imp-
Tisiittisen volatiliteetin laskemiseen.
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6 AUTOKORRELAATION JA HETEROSKEDASTISUUDEN VAIKUTUKSEN TARKASTELU
OPTIOIDEN HINTAAN: TARKASTELU MONTE CARLO -SIMULOINNIN AVULLA

Tdssd luvussa lasketaan optioiden teoreettiset hinnat simuloimalla
Tuvussa 5 spesifioitua FOX-indeksin stokastista prosessia Monte
Carlo -meneteimdlld. Kappaleessa 6.2 simulointia kdytetdan auto-
korrelaation ja heteroskedastisuuden vaikutusten erittelyyn, jotta
saadaan kdsitys ndiden stokastisten ominaisuuksien suhteellisesta
merkityksestd option hinnoittelussa. Kappaleessa 6.3 simulointi-
hinnoittelumenetelmda verrataan perinteisiin menetelmiin. Empiiriset
tulokset osoittavat markkinoiden huomioivan FOX-indeksin autokorre-
laation vaikutuksen optioiden hintoihin. Kappaleessa 6.4 tehddidn
johtopadatokset lukujen 5 ja 6 empiirisistd tuloksista.

6.1 Monte Carlo -simulointi

Mikdli option hinnalle ei voida mdirittii anaTyyttisté ratkaisua,
voidaan oikea teoreettinen hinta 10ytdd numeerisin menetelmin.
Osakeindeksin todenndkoisyysjakauma option pddttymispdivand simuloi-
daan. Option hinta ratkeaa option hinta kyseisen todenndakoisyys-
jakauman perusteella Cox & Ross -argumenttia noudattaen (Boyle
(1976)).

Tarvittava todenndakdisyysjakauma voidaan tuottaa niin kutsutuT]a
Monte Carlo.-simuloinnilla. Riittdd, kun tunnetaan (estimoidaan)
osakeindeksin kehitysté kuvaava stokastinen prosessi. Kysymys on
siitd, ettd tuotetaan niin monta tdtd prosessia noudattavaa osake-
indeksin realisaatiota, ettd ndiden muodostaman otoksen
todenndkdisyysjakauma noudattaa vaaditulla luotettavuudella todel-
lista jakaumaa. Eri realisaatiot tuotetaan tietokoneen avulla siten,
ettd indeksin kehitystd kuvaavassa yhtdldssd stokastisen termin pai-
kalle sijoitetaan sopivan satunnaislukugeneraattorin avulla tuotet-
tuja satunnaislukuja. Jos esimerkiksi halutaan laskea tuhat osake-
indeksin realisaatiota yhden ennusteperiodin pddhdn, ratkaistaan
yhtdl6 tuhat kertaa sijoittamalla joka kerta riippumaton, samalla
satunnaislukugeneraattorilla tuotettu luku satunnaistermin paikalle.
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Todellisen jakauman keskusmomentteja approksimoivat keskusmomentit
Tasketaan tuotetuista realisaatiosta, eli k(i) = (1/N)J[x(j) - u]l,
missd j =1, ..., N ja N on simuloitujen realisaatioiden lukumiiri
ja u niiden keskiarvo. Kdytdnnossd laskutyotd 1isdd vield se, ettd
stokastista proseséia simuloidaan useamman periodin horisontilla.

Numeerinen ratkaisumenetelmd korvaa tarkkuudeltaan ja luotettavuu-
deltaan analyyttisen menetelmdn, mutta tdhdn vaadittavien realisaa-
tioiden mddard riippuu simuloitavan prosessin luonteesta. Koska Tuo-
tettavien tulosten saaminen vaatii ainakin tuhannen realisaation
otosten tuottamista (Boyle (1976), Engle & Mustafa (1989)), vaatii
suuren aineiston kdsittely paljon tietokonekapasiteettia.

Monte Carlo -simuloinnin avainkohtaan, sopivien satunnaisluku-
generaattorien rakentamiseen, ei paneuduta tdssd tydssd. Analyysiin
kdytetty tietokoneohjelma sisdlsi valmiina sopivan generaattorin.
Generaattorin toimivuus tarkistettiin simuloimalla standardoitu nor-
maalijakauma, jonka tunnusluvut voitiin todeta oikeiksi. Boyle kd-
sittelee artikkelissaan sopivan generaattorin muodostamista mate-
maattisena ongelmana (Boyle (1976)).

Syyt, miksi tdssa tyossa paddyttiin Monte Carlo -simuloinnin kdyt-
toon, 1iittyvdt vaikeuksiin johtaa analyyttisesti tutkittujen sto-
kastisten prosessien jakaumat. Jos kdytettdisiin luvussa 3 esitettyd
Jarrow & Rudd -kaavaa, riittdisi johtaa kyseisten prosessien jakau-
mien momentit. Engle & Bollersiev esittdvdt katsauksessaan GARCH-
prosessien (ja etenkin idtegroituneen GARCH(1,1)-prosessin) virhe-
termien ehdolliset momentit, joista kumuloimalla saadaan prosessin
ehdolliset momentit. Yhdistetyn GARCH(1,1)- ja ARI-prosessin moment-
tien johtaminen saattaa olla kuitenkin tydlddmpdd. Toinen, ehkd
suurempi, ongelma 1iittyy selitettdvidn muutthjan muotoon. Optio- ja
osakemarkkinoita koskevassa teoriassa oletetaan yleensd, ettd osake-
tai indeksihintojen logaritmiset differenssit noudattavat esimerkik-
si Ito-prosessia tai jotakin GARCH-prosessia. Ito-prosessin tapauk-
sessa tasomuodossa esitetyt hinnat ovat siten lognormaalisti jakau-
tunéita. Jarrow & Rudd -kaava, jonka ldihtdkohtana on todellisen ja-
kauman vertaaminen lognormaaliin jakaumaan, vaatisi siten vastaavaa
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transformaatiota GARCH-prosessin generoimalle jakaumalle tai Engle & -
Bollerslevin esittamille momenteille. Tdman suorittaminen saattaisi
olla analyyttisessd muodossa hankalaa. Sen sijaan numeerisella mene-
telmalla se ei tuota ongelmia. Tarvittavat realisaatiot voidaan las-
kea logaritmimuodossa, ja sen jdlkeen jokainen saatu luku voidaan
muuntaa erikseen tasomuotoon (1iite 7).

Suoritettavien simulointien avulla tarkastellaan autokorrelaation ja
GARCH-ominaisuuksien erillis- ja yhteisvaikutusta option hintaan.
Yhteisvaikutuksen tarkastelu kulminoituu kolmeen suureen sinuloin-
tiin, joissa kutakin osto-optiosarjaa1 kohden simuloidaan vastaava
midra keinotekoisia option hintoja sekd niitd vastaava volatiliteet-
ti, joka on simuloidun jakauman toinen keskusmomentti. Selvitettdva
ongelma on, asettuuko nain tuotettu volatiliteettisarja lahemmds
Black-76 -kaavasta laskettua implisiittistd volatiliteettisarjaa
kuin GARCH(1,1)-mallin antama volatiliteettisarja. On my6s syytd
verrata suoraan todellisia ja teoreettisia optiohintoja, koska pelk-
kien vo1atj1iteéttisarjojen vertaaminen ei anna valttamatta tdsmdl-
1istd kuvaa todellisten ja teoreettisten optiohintojen suhteesta.

6.2 Autokorrelaation ja heteroskedastisuuden vaikutusten erittely

Ennen optionhintasarjojen tuottamista simuloidaan esimerkinomaisesti
eri prosessien tuottamia osakeindeksin hintajakaumia ja lasketaan
vastaavat tasaoptioiden hinnat. Ndin voidaan alustavasti analysoida
1ndeksimuutosteh.prosessin GARCH- ja autokorrelaatio-ominaisuuksien
kvantitatiivista merkitystd optioiden hinnoittelussa.

SimuTointi suoritetaan siten, ettd jakaumien odotusarvot ovat samat.
Kun simuloiduista jakaumista lasketaan 2., 3. ja 4. keskusmomentit,

ljatkossa tarkastellaan ainoastaan osto-optioiden teoreettisia hin-
toja, koska niiden mdadrda (790 kappaletta) riittdnee analyysin poh-
jaksi. Simuloituja osto-optioiden hintoja vastaavat myyntioptioiden
hinnat voidaan kuitenkin helposti laskea kappaleessa 2.3 esitetyllad
put-call -pariteetilla, joka on hinnoittelumallista riippumaton
yleinen artibraasi.
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voidaan Jarrow & Rudd -kaavan avulla eritelld autokorrelaation ja
heteroskedastisuuden vaikutuksia optioiden hintaan. Kaavan sovelta-
mista varten yksi simuloitavista jakaumista on lognormaali jakauma.

Seuraavassa on esitetty vaihtoehtoiset, simuioidut proseséit.'Kaikki
simuloinnit on suoritettu 117 pdivdn horisontilla, joka on 1dhelld
Suomen optiomarkkinoilla esiintyvien optioiden maksimi voimassaolo-
aikaa. Kunkin prosessin jakauma simuloidaan tuottamalla tuhat

(1 000) kappaletta indeksin realisaatioita.

1. Ito-prosessi 6.2.1
y(t) = m(t) + vh*e(t), e(t) ~ N(0,1), missd

m(t) = (1+r)/(1+d) Ja
h = vakio
2. GARCH(1,1)-prosessi | 6.2.2

y(t) = m(t) + /h(t)*e(t), e(t) ~ N(0,1), missi

m(t) = (1+r)/(1+d) ja
h(t) = par(3) + par(4)*sq[e(t-1)] + par(5)*h(t-1)
3. ARI(1,1,0)-prosessi2 ' | 6.2.3
y(t) = par(l) + par(2)*y(t-1) + v/h*e(t),
e(t) ~ N(0,1), missd
par(1l) = [1 - par(2)]*[(1+r)/(1+d) | ja
h = vakio
4. Yhdistetty GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)~-prosessi : 6.2.4

y(t) = par(1l) + par(2)*y(t-1) + /h(t)*e(t), .
e(t) ~ N(0,1), missd

|1 = par(2) [*[ (14r)/(1+d)] Ja

par(3) + par(4)*sq[e(t-1)] + par(5)*h(t-1)

par(1)
h(t)

20dotusarvon suhteen autoregressiivisten prosessien, 3 ja 4, para-
metri par(l) on asetettu siten, ettd prosessien pitkdn aikavalin
odotusarvot ovat samat kuin prosesseilla 1 ja 2. Simuloitaessa pro-
sessien 3 ja 4 alkuarvo y(t-1) asetetaan siten, ettd kaikkien neljin
prosessin jakaumien ensimmdiset momentit muodostuvat samoiksi. '
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Muuttuja y(t) on sadalla kerrottu logaritminen differenssi FOX-
indeksin perdttdisistd arvoista, eli y(t) = 100%{1n|FOX(t)] -
In[FOX(t-1)]}. FOX-indeksin ldhtotasoksi, jolta muutoksia lihdetdidn
simuloimaan, on valittu ajankohdan 2.5.1988 indeksin arvo.

Parametrien arvot vastaavat Fox-indeksin muutosten empiirisen pro-
sessin parametreja. Prosessi 2 simuloidaan 1isiksi integroituneena
GARCH(1,1)-prosessina siten, ettd par(3) = 0, par(4) = 0.2 ja
par{5) = 0.8. Empiirisestd prosessista poiketen indeksimuutosten
odotusafvo, y(t) = m(t), on asetettu vastaamaan markkinoiden riski-
tontd korkoa. Tdma on vé]ttﬁmétﬁntﬁ riskineutraalisuuden olettavan
ldhestymistavan takia (Engle & Mustafa (1989)).

Kaikkien prosessien ehdollisen varianssin 1dhtdtasoksi on asetettu
estimoiduilla parametreilla laskettu GARCH(1,1)-prosessin varianssin
pitkdn aikavdlin tasapainoarvo.3 Td11Gin Ito-prosessin varianssi
sekd GARCH(1,1)- ettd integroituneen GARCH(1,1)-prosessin varianssin
odotusarvo koko simulointihorisontille on sama. Verrattaessa nditd
kolmea prosessia keskendan Jarrow & Rudd -mallin avulla, mallin en-
simmdinen korjaustermi on nolla ja kolmas korjaustermi voidaan tul-
kita suoraan jakaumien huipukkuuksien eroksi.4 Sen sijaan odotus-
arvon suhteen autoregressiivisten prosessien, 3 ja 4, koko
simulointihorisontin varianssi muodostuu suuremmaksi kuin muiden
prosessien. Tdssd tapauksessa Jarrow & Rudd -mallin ensimmdinen
korjaustermi dominoi.

Taulukossa 6.2.1 on laskettu myO0s kutakin simuloitua jakaumaa vas-
taava tasaoption hinta. Tasaoption tapauksessa Jarrow & Rudd -mallin
toinen korjaustermi on aina nolla, koska termin kerroin on nolla.
Tasaoption ja varianssien standardoinnin avulla saadaan syntymdan
simulointiasetelma, jossa verrattavien Ito- 3& GARCH-prosessien ja-
kaumien Jarrow & Rudd -mallin ensimmdinen ja toinen korjaustermi

3T4mid on muotoa E(€2) = par(3)/[1 - par(4) - par(5)], jonka
olemassaolon valttamatdon ehto on par(4) + par(5) < 1.

4katso kappale 3.2.
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ovat nollia. N&in pddstdan havainnollistamaan GARCH-prosessin jakau-
man huipukkuuden vaikutusta option hintaan verrattuna Black-76
-hintaan.

" TAULUKKO 6.2.1 Simuloitujen indeksijakaumien vertailu

2. keskus- 3. keskus- 4 .keskus-
momentti momentti momentti
Ito-prosessi 1.162 6.113 3.840.377
GARCH(1,1)-prosessi 1.171 16.674 5.695.834
IGARCH(1,1)-prosessi 1.062 116.467 56.330.412
ARI-prosessi 3.053 43.392 27.145.668
Yhd. prosessi 2.905 52 .861 29.751.140
vinous huipukkuus tasaoption
arvo
Ito (vastaa Black-76 -hintaa) .15 2.84 12.73
GARCH 42 4.15 12.04
IGARCH 3.37 49.95 8.29
ARI .26 2.91 21.75
Yhd. 34 3.53 20.87

GARCH(1,1)- ja IGARCH(1,1)-prosessien momenttien simulointi toiste-
taan useita kertoja, jotta saadaan kdsitys momenttien stokastisuuden
aiheuttamasta variaatiosta simulointituloksissa. Koska GARCH(1,1)-
prosessin varianssi on pitkdlld aikavdlilld stationaarinen, ovat
prosessin simuloidut momentit varsin stabiileja toistetuissa simu-
loinneissa. Taulukkoon on valittu sen toistokerran arvot, jolloin
toinen keskusmomentti eli varianssi on ldhimpdand Ito-prosessin simu-
loitua varianssia. MyGs option hinta kdyttdytyi stabiilisti toisto-
kerrasta riippumatta. GARCH(1,1)-prosessista ratkaistu tasaoption
hinta on noin neljad prosenttia (4 %) pienemp% kuin Ito-prosessista
ratkaistu hinta (,joka vastaa Black-76 -hintaa). Tamd johtuu proses-
sien neljdnsien momenttien positiivisesta erotuksesta, joka tekee
Jarrow & Rudd -mailin kolmannesta korjaustermistd negatiivisen
(kuten edel1d on perusteltu, kaksi ensimmdistd korjaustermid ovat
tdssd tapauksessa nollia). GARCH(1,1)-prosessin jakauman huipukkuus
alentaa tasaoption teoreettista hintaa Black-76 -hintaan verrattuna.
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Koska integroituneen GARCH(1,1)-prosessin pitkdn aikavdlin varianssi
ei ole stationaarinen, on simuloitujen momenttien eri toistokerroil-
l1a havaittu variaatio pé]jon suurempi kuin stationaarisen
GARCH(1,1)-prosessin. Option hinta pysyy kuitenkin suhteellisen sta-
biilina toistokerrasta riippumatta. Toistetuista viidestd (5)
simulointikerrasta on taulukkoon valittu jdlleen ne arvot, joissa
toinen keskusmomentti on 1dhimpdnd Ito-prosessin toista keskus-
momenttia. Kuten neljdnnen keskusmomentin suuruusluokka ja huipuk-
kuuden tunnusluku osoittavat, on integroituneen GARCH(1l,1)-prosessin
jakauma -selvdsti huipukkaampi kuin stationaarisen GARCH(1,1)- '
prosessin jakauma. Simuloidusta jakaumasta lasketun tasaoption arvo
(8.29) muodostuu jo yli koTmanneksen (noin 35 %) pienemmiksi kuin
vastaava Black-76 -arvo.

Kuten taulukossa 3.5.1 esitetystd integroituneen GARCH(1,1)- _
prosessin neljdnnen momentin odotusarvon kaavasta ndhddan, kyseisen
momentin suuruus, ja siten jakauman huipukkuus, riippuu parametrin o
arvosta. Simulointikoe, jossa IGARCH(1,1)-prosessi simuloitiin para-
metreilla a = 0.1 ja 8 = 0.9, osoitti, ettd huipukkuus vdhentyi ja
tasaoption arvo muodostui vastaavasti suuremmaksi. '

Edel1d esitettyd tulosta GARCH-prosessin integroituneisuuden vaiku-
tuksesta option hintaan voidaan pitdd taloudellisesti varsin merkit-
tdvanid, kun muistetaan, ettd Engle & Mustafan (1989) GARCH-estimoin-
nit USA:n aineistolla viittasivat osake- ja osakeindeksituottojen
noudattavan integroituneita GARCH(1,1)-prosesseja. Tulos on kiinnos-
tava myds valuuttaoptioiden hinnoittelun kannalta, koska tiettyjen
valuuttakurssien muutosten prosessien on todettu olevan 13dhelld in-
tegroituneita GARCH(1,1)-prosesseja (Engle & Bollerslev (1986)).

Tarkastellaan seuraavaksi ARI- ja yhdistetyn'ARI/GARCH(l,l)-proses-
sin simuloituja momentteja. Prosessien hetkelliset varianssit ovat
samat kuin Ito-prosessilla. Kuten kappaleessa 3.4 on osoitettu, po-
sitiivisesti autokorreloituneiden indeksimuutosten prosessin va-
rianssi kasvaa Ito-prosessin varianssia nopeammin horisontin piden-
tyessd. Taulukosta 6.2.1 ndhdddn, ettd 117 pdivdn horisontilla ja
AR(1)-termin kertoimen arvolla 0.38 prosessien,varianssit kasvavat



71

ldhes kolminkertaiseksi verrattuna Ito-prosessin varianssiin. Jarrow
& Rudd -mallin varianssien erotukseen perustuva korjaustermi on po-
sitiivinen ja dominoi itseisarvoltaan muita korjaustermeja. Tdmdn
vahvistavat sekd ARI- ettd ARI/ GARCH(1l,1)-prosessin jakaumista las-
ketut tasaoption arvot, jotka ovat melkein kaksinkertaisia Black-76
-hintaan verrattuna. ARI- ja ARI/GARCH(1,1)-prosessin jakauman hui- -
pukkuutta ei voida verrata suoraan lognormaalin jakauman huipukkuu-
teen Jarror & Rudd -kaavan kolmannen korjaustermin avulla, koska ky-
seisten prosessien koko periodin varianssit eivdt ole samat. Huipuk-
kuuden vaikutusta voidaan tarkastella kuitenkin simuloiduista momen-
teista laskettujen huipukkuusmittojen avulla. Ito- ja ARI-prosessin
huipukkuusmitat, 2.84 ja 2.91, ovat varsin 1dhelld toisiaan. Sen si-
- jaan yhdistetyn ARI/ GARCH(1,1)- eli FOX-indeksin muutosten empiiri-
sen prosessin, jakauma on huipukkaampi kuin edelliset. Koska suori-
tetussa simuloinnissa ARI- ja ARI/GARCH(1,1)-prosessin koko periodin
varianssit pitdisi todellisuudessa olla samat, voidaan todeta, ettd
vastaavissa tasaoption hinnoissa havaittava ero johtuu
ARI/GARCH(1,1)-prosessin jakauman suuremmasta huipukkuudesta.

Tdman kappaleen esimerkkisimuloinneilla voitiin vahvistaa niitd pda-
telmid, joita tehtiin luvussa 3 positiivisen autokorrelaation ja
GARCH-ominaisuuksien vaikutuksista optioiden hintaan. Indeksimuutos-
ten positiivinen autokorrelaatio kasvattaa option hintaa suhteessa
Black-76 -hintaan, koska td11din prosessin varianssi muodostuu vd-
hintddn kahden periodin horisontilla.suuremmaksi kuin Ito-prosessin.
Suurempi varianssi 1is&d kaikkieﬁ optioiden hintaa, koska varians-
sien erotukseen perustuva Jarrow & Rudd -mallin ensimmdinen korjaus-
termi on positiivinen riippumatta option toteuttamishinnan ja indek-
sin ldhtotason vdlisestd -suhteesta.

Indeksimuutosten prosessin GARCH-ominaisuudet sen sijaan alentavat
tasaoption hintaa suhteessa Black-76 -hintaan, koska tdllaisen pro-
sessin jakauma on huipukkaampi kuin log-normaalijakauma. Huipukkuus
kasvaa (ja tasaoption hinta laskee), jos GARCH-prosessi on integroi-
tunut. Huipukkuuden mddrd riippuu lisdksi GARCH-parametrin, a, suu-
ruudesta. On muistettava, ettd esitetty huipukkuuden vaikutus pdtee
ainoastaan tasaoptioille ja niitd 1dhelld oleville optioille.
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Miinus- ja p1usoptfoi]1a huipukkuuden vaikutus kadntyy pdinvastai-
seksi {katso taulukko 3.2.1). Td110in taytyisi tarkastella myds
Jarrow & Rudd -mallin toisen korjaustermin vaikutusta.®

6.3 Teoreettisten optiohintojen simulointi

Empiirisen tarkastelun Topuksi vertaillaan indeksimuutosten tdsmen-
netyl1d, estimoidulla prosessilla simuloituja teoreettisia option
hintoja haVaittuihin option hintoihin. Vertailussa kdytetdin sekd
implisiittisen ja aikasarjasta estimoidun volatiliteetin eroa ettd
teoreettisten option hintojen suhteellisia poikkeamia havaituista
hinnoista. Myds optioiden Black-76 -hinnat lasketaan kdyttden eri
volatiliteettiestimaatteja, jotta simulointimallin suorituskykyd
voidaan verrata Black-76 -malliin. Muutamilla ristiintaulukoinneilla
pyritddn tarkastelemaan eri mallien tekemien suhteellisten hinnoit-
teluvirheiden riippuvuutta hinnoiteltavan option ominaisuuksista,
Yksinkertaisen keskiarvotestin avulla testataan hinnoitteluvirheiden
keskiarvon poikkeamista nollasta.

Yhtdloissd 6.3.1 on esitetty simuloitava FOX-indeksin muutosten em-
piirinen prosessi. Kyseessd on siis yhdistetty GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)
-prosessi. Estimointituloksista poiketen prosessin trendind kdyte-
tdan markkinoiden riskitontd korkoa, joka on jaettu futuurin impli-
koimalla odotetulla osinkovirralla. Efektiivisesti tama vastaa fu-
tuurin hinnan kdyttdd indeksin asemasta option hinnoittelussa (ver-
taa BS- ja B76-malleja). Kuten kappaleessa 6.2 on jo todettu, Cox &
Ross -malli, johon optiohintojen simulointi perustuu, edellyttdd
riskittoman koron kayttod estimoidun keskimddrdisen indeksituoton
sijaan.

SEsimerkkisimulointien perusteella havaitaan, ettd integroituneen
GARCH(1,1)-prosessin jakauma on myds selvdsti vinompi oikealle kuin
lognormaalijakauma.
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y(t) = par(1l) + 0.3833*y(t-1) + /h(t)fe(t), » 6.3.1
e(t) ~ N(0,1),

missd

par(1) = [1 -‘0.38§3]*[(1+rf/(1+d)]

Ja

h(t) = 0.0139 + 0.1656*sq|e(t-1)] + 0.7877*h(t-1)

Simuloimalla tuotetaan koimea osto-optiohintasarjaa vastaavat teo-
reettiset optioiden hinnat sekd nditd vastaavat volatiliteetti-
sarjat. Simuloinnin alkuarvoina kdytetdan estimoidun prosessin to-
dellisia arvoja. Aineiston kutakin optiohintahavaintca kohden tuote-
taan tuhat (1 000) indeksin realisaatiota siten, ettd ne on simuloi-
tu kyseisen option jdljelld olevan voimassaoloajan loppuun. Simuloi-
tu option hinta lasketaan tuotetuista realisaatiosta kayttdmil1d
vastaavan todellisen option toteuttamishintaa. Kutakin simuloitua
option hintaa vastaava volatiliteetti on tuotetun realisaatiojoukon
varianssi. Tietokoneajoissa kdytetyt kaavat on esitetty tarkemmin
Tiitteessd 7.

Kuviossa 6.3.1 on esitetty kolmesta simuloidusta volatiliteetti-
sarjasta aggregoitu sarja, joka vastaa aikaisemmin aggregoitua imp-
"lisiittistd volatiliteettisarjaa.® Lisdksi kuviossa on kyseinen ISD-
sarja sekd FOX-indeksiin sovitetun GARCH/ARI-prosessin pdivittdinen
volatiliteetti. Markkinoiden ensimmiisid kuukausia lukuunottamatta
simuloitu volatiliteetti ja B76-mallin antama implisiittinen volati-
liteetti liikkuvat ldhes samalla tasolla. Tamd tarkoittaa karkeasti
ottaen sitd, ettd vastaavat optionhinnat ovat saha]]a tasolla. Ndyt-
tdd siis siltd, ettd empiiriselld jakaumalla simuloidut teoreettiset
optioiden hinnat vastaavat tasoltaan havaittuja optionhintoja. Tama
viittaa vahvasti siihen, ettd markkinat tuntevat FOX-indeksin

6Jotta sarjojen toisiaan .vastaavat volatiliteettihavainnot olisivat
vertailukelpoisia, ne on laskettu samanpituisille horisonteille.
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todellisen volatiliteetin tason, joka on relevantti optioiden hin- '
noittelussa. FOX-indeksin muutosten positiivisen autokorrelaation
takia pdivittdisistd havainnoista laskettu volatiliteetti mittaa
harhaisesti indeksin pidemmdn aikavdlin vaihtelua.

KUVIO 6.3.1 Implisiittinen volatiliteetti —_—
GARCH/ARI-mallin simuloitu volatiliteetti ceses
GARCH/ARI-mallin hetkellinen volatiliteetti -----
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Markkinoiden ensimmdisind kuukausina, jolloin implisiittinen volati-
liteetti on sekd estimoitua ettd simuloitua volatiliteettia selvdsti
korkeammalla, ndyttdd esiintyneen todellista ylihinnoittelua. Jil-
jempand laskettujen suhteellisten hinnoitteluvirheiden perusteella
ylihinnoittelu olisi hdvinnyt vield nopeammin kuin volatiliteettien
vertailu antaa ymmartdd.

Kuviossa 6.3.1 ndkyvd kevdan 1989 korkean volatiliteetin periodi on
mielenkiintoinen. Tuolloin simuloitu volatiliteetti nousee selvidsti
korkeammalle kuin imp]isiittfnen volatiliteetti. Mikdli oletetaan
implisiittisen volatiliteetin ennustavan paremmin tulevaa volatili-
teettia, saattaa kysymyksessd olla FOX-indeksistd estimoidun
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GARCH(1,1) -prosessin epdstabiilisuus tai se, ettd todellinen GARCH-
prosessi on epdlineaarinen. Nditd tulkintamahdollisuuksia tukevat
Engle & Mustafan tulokset vuoden 1987 pdrssiromahduksen ajheuttaman
volatiliteettishokin persistenssistd (Engle & Mustafa (1989), katso
my6s s. 58). Toisin sanoen, tapahtuneen shokin suhteellinen vaikutus
tulevaan volatiliteettiin on sitd pienempi, mitd suurempi shokki on.
Kyseessd saattaa olla td110in epdlineaarinen GARCH-prosessi (Engle &
Bollerslev (1986)).

Tarkastellaan kuvion avulla kappaleessa 3.5.2 kdsiteltyd ARI- ja
Ito-prosessien varianssien eroa. Prosessin varianssien erotus kasvaa
ennustehorisontin pidentyessd, kun prosessien hetkelliset varianssit
ovat samat. Kuten kappaleessa 3.5.2 todettiin, erotus kasvaa epd-
lineaarisesti.

Asiaa havainnollistaa kuvion 6.3.2 ristiintaulukointi, jossa pysty-
akselilla on esitetty simuloidun empiirisen prosessin ja Ito-
prosessin varianssien erotus. Vaakacakseii11a on option jdljella
oleva voimassaoloaika, jolle varianssi on laskettu. Erotus kasvaa
nopeasti nollasta tiety]]e tasolle, jonka jdlkeen se kasvaa hitaasti
aikaperiodin pidentyessd. Kun optiolla on voimassaoloaikaa vain yksi
paivd, pitdisi erotuksen olla nolla. Sften myos ISD-sarjassa tulisi
olla "notkahdus" sellaisissa kohdissa, joissa taustalla olevan op-
tion paattymispaivd on lihells.’

Kuviossa 6.3.2b on havaittavissa erotusten pieneneminen aikaperiodin
ollessa valiltd 80 - 120 pdivdd. Tamd johtuu siitd, ettd 80 - 120
pdivan maturiteeteilla lasketut volatiliteetit sattuivat kyseiselld
maturiteettisarjalla siten, ettd volatiliteetin alkuarvoina oli kak-
si korkean volatiliteetin periodia. Koska empiirisen prosessin

7K§yt§nn65§§ tdmd vaatisi ISD-estimaatin aggregoimista hyvin suu-
resta madrdstd optioita, koska pddattymispdivan laheisyydessa ISD:n
laskeminen on herkkd pienillekin markkinahinnoissa esiintyville
hinnoittelu- ja mittausvirheille. Yleensd kdy niin, ettd aivan
voimassaoloajan lopussa ISD-iterointi ei konvergoi. Siten esimerkik-
si tdssd tutkimuksessa aggregoitu ISD-sarja sisaltdd vahintdan kuu-
kauden mittaiselle voimassaoloajalle laskettuja implisiittisid vola-
tiliteetteja.



KUVIO 6.3.2
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Simuloidun GARCH/ARI-prosessin ja Ito-prosessin
keskihajontojen erotuksen riippuvuus option
voimassaoloajasta (erotus prosenttiyksikkéini,
ajan pituus pdivind)
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GARCH-volatiliteetti ei ole tdysin integroitunut, volatiliteetti
laskee korkealta lahtdtasoltaan suhteellisen nopeasti kohti pitkidn
aikavdlin arvoa ja dominoi siten koko ennustevolatiliteettia. (Ti-
lanteissa, joissa volatiliteetin 18htdarvo on ldhempdnd pitkdn aika-
vdlin vakiota, autokorrelaation aiheuttama varianssin 1lisdys
dominoi.)

6.3.1 Teoreettisten option hintojen suhteellinen virhe

Esitetyn teoriakehikon pohjalta tiedetddn, ettd myds indeksijakauman
korkeammat momentit vaikuttavat option hintaan. Siten pelkkd volati-
Titeettisarjojen vertaaminen ei vdlttamdttd anna oikeaa kuvaa vas-
taavien optiohintojen suhteesta. Koska eri momenttien erotusten vai-
kutus riippuu option toteuttamishinnan ja indeksin odotusarvon suh-
teesta, vaikeutuu sellaisen aineiston tulkinta, joka sisdaltdd myds
muita kuin tasaoptioita.

Ndistd syistda on seuraavassa laskettu B76- ja BS-mallin sekd simu-
loitujen option hintojen prosentuaalinen hinnoitteluvirhe suhteessa
todellisiin optioiden hintoihin. B76- ja BS-malleja laskettaessa on
kdytetty indeksimuutosten empiirisen prosessin pdivittdistd volati-
Titeettia. B76-malli on laskettu myds siten, ettd volatiliteetti-
estimaattina on kdytetty empiirisen prosessin simuloitua volatili-
teettia sekd futuurin logdifferenssien aikasarjasta laskettua 10
pdivdan liukuvaa keskihajontaa. Edel1d luetellut tavat laskea annetun
hinnoittelumallin suhteelliset hinnoitteluvirheet ovat ex post
-tarkasteluja. B76-mallin hinnoitteluvirheet lasketaan ex ante
kdyttdmdl1d edellisen periodin implisiittistd volatiliteettia. Li-
sdaksi lasketaan B76-mallin hinnoitteluvirheet, kdyttdmdl1d indeksi-
muutosten empiirisen prosessin paivittdista vo]afi]iteettia, joka on
autokorrelaatiokorjattu liitteessd lasketun kertoimen avulla.

Prosentteina ilmaistu suhteellinen hinnoitteluvirhe on muotoa € =

100%[C(m) - C(o)]/C(0), missd m viittaa teoreettisen mallin antamaan
option hintaan ja o havaittuun option hintaan. Kun malli ylihinnoit-
telee suhteessa havaittuun hintaan, saa € positiivisen arvon. Mallin
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alihinnoitellessa on € negatiivinen. Hinnoitteluvirheet on laskettu
ainoastaan sellaisista optioista, joissa havaittu hinta on. suurempi
kuin neljd (4) markkaa. Tamd johtuu siitd, ettd option hinnan olles-
sa hyvin alhainen on transaktiokustannusten aiheuttama poikkeama
teoreettisesta hinnasta dominoiva.

Taulukossa 6.3.1.1 on esitetty eri mallien tekemien suhteellisten
hinnoitteluvirheiden keskiarvot ja keskihajonnat. Luvut on esitetty
koko tarkasteluperiodilta sekd kahtia jaetun aineiston alku- ja
loppuperiodilta. Keskimddrdainen hinnoitteluvirhe ja sen keskihajonta
on yhdistetty teoreettisten hintojen osuvuutta kuvaavaan MSE-Tukuun.
Tamd lasketaan kaavasta MSE = p2(€) + o2(€). Mitd pienempi on MSE-
Tuku, sitd paremmin teoreettiset hinnat vastaavat havaittuja hinto-
ja. MSE-luku kelpaa ainoastaan eri teoreettisten hintojen osuvuuden
keskindiseen vertailuun, eikd sen perusteella voida sanoa, noudat-
taako markkinoiden hinnoittelu todella tarkasteltavaa teoreettista
mallia.
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TAULUKKO 6.3.1.18 Teoreettisten optiohintojen suhteelliset
hinnoitteluvirheet

Hinnoitte-

Tumalli €(S) : € (BS) €(B76)
Periodi u g MSE U o MSE n g MSE
2.5.88 - :
8.6.89 1.38 13.7 190 1.36 27.6 765 =23.9 24.6 1179
2.5.88 -

15.11.88 -3.63 13.6 198 -6.48 27.4 791 -28.0 27.3 1530
16.11.88 -

8.6.89 5.56 11.1 153 8.03 23.7 626 -=16.0 19.1 622

€ (B76/S) €(B76/F) €(B76/1SD)
i o MSE u o] MSE u o MSE

2.5.88 -

8.6.89 -2.91 12.0 153 -10.86 17.1 411 -1.25 11.2 127
) 2950,88 .- ’

15.11.88 -7.26 13.0 223 -=10.79 20.7 546 -0.94 12.1 148
16.11.88 - )

8.6.89 1.36 8.1 67 =10.92 13.2 293 -1.32 9.3 89

€(B76/A)
u o MSE

2.5.88 -

8.6.89 =4.95 24.1 607

2.5.88 -

15.11.88 -9.66 27.3 840

16.11.88 -

8.6.89 -0.06 17.6 309

8Taulukossa kdytetdan eri hinnoittelumenetelmistd seuraavia tunnuk-
sia edel1d mdariteltyjen 1isdksi: S - simulointimalli; B76/S -
Black-76 -malli, jossa volatiliteettiestimaattina on kaytetty
GARCH/ARI-prosessin simuloitua volatiliteettia; B76/F - Black-76
-malli, jossa volatiliteettiestimaattiin on kdytetty futuurin kymme-
nen pdivdn Tiukuvaa keskihajontaa; B76/ISD - Black-76 -malli, jossa
on kdytetty edellisen periodin implisiittistd volatiliteettia; B76/A
Black-76 -malli, jossa volatiliteettiestimaattina on kaytetty
liitteessda lasketulla kertoimella autokorrelaatiokorjattua
GARCH(1,1)/A-RI(1,1,0) -prosessin pdivittdistd volatiliteettia.
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B76-malli

B76-mallin keskimddrdinen virhe vahvistaa sen, ettd indeksin aika-
sarjasta estimoidulla pdivittdiselild volatiliteetilla Tasketut teo-
reettiset hinnat ovat liian alhaisia havaittuihin hintoihin verrat-
tuna. Virhehinnoittelun syyksi on edelld esitetty pdivittdisten
indeksimuutosten positiivinen autokorrelaatio.

BS-malli

Tarkastellaan BS-mallin hinnoitteluvirheitda. Koko periodilta lasket-
tu keskimddrdinen hinnoitteluvirhe on lievdsti positiivinen. Tamd on
outoa, koska myos BS-hinnat on laskettu harhaisella volatiliteetti-
estimaatilla, ja siten niiden pitdisi tehdd keskimddrin negatiivisia
hinnoitteluvirheitd. Hinnoitteluvirheiden keskihajonta on kuitenkin
samaa suuruusluokkaa kuin B76-mallilla. ITmidn todenndkdinen selitys
on se, ettd markkinat kdyttdvat option hinnan perustana futuuria ei-
vatkad indéksié. Koska futuurin hinta on ollut pitkid aikoja teoreet-
tisen hintansa alapuolella, muodostuu BS-mallin hinta korkeammaksi
kuin esimerkiksi B76-hinta. Toisaalta harhainen volatiliteetti-
estimaatti alentaa BS-mallin hintaa, joten ndiden kahden seikan
yhteisvaikutuksesta BS-mallin keskimadrainen hinnoitteluvirhe on
1dhel1d nollaa. BS-mallin hinnoitteluvirheen ja futuurin alihinnoit-
telun valistd riippuvuutta havainnollistaa kuvion 6.3.1.1 ristiin-
taulukointi. -

Simulointimalli

Siirrytdan simuloitujen option hintojen tarkasteluun. MSE-luvuilla
mitattuna simuloidut hinnat osuvat havaittuihin hintoihin selvasti
paremmin kuin B76- tai BS-mallin antamat teoreettiset hinnat. Koko
periodilta laskettu keskimddrdinen hinnoitteluvirhe on 1.38 prosent-
tia ja hinnoitteluvirheiden keskihajonta 13.7 prosenttiyksikkod.

Kuviossa 6.3.1.2 on ristiintaulukoinnin avulia esitetty simulointi-
mallin hinnoitteluvirheiden riippuvuus option toteuttamishinnan ja
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futuurin arvon suhteesta. Kuvion perusteella ei voida havaita selvaa
riippuvuutta muuttujien vdlilla. Sen sijaan hinnoitteluvirheiden ha-
jonta on sitd suurempi mitd pienempi on futuurin ja toteuttamis-
hinnan erotus. Tamda johtunee siitd, ettd tasaoption hinta on kaik-
kein herkin parametrien arvoille (Cox & Rubinstein (1985), s. 215).
Herkkyys vdhenee siirryttdessa miinusoptioihin. Toisaalta miinus-
optioiden hinnoitteluvirheiden hajonta on suuri transaktiokustannus-
ten vaikutuksesta. B

Simulointimalli ja B76/S-malli

Kiintoisa tulos on se, ettd simuloidulla volatiliteetilla Tlaskettu
Black=76 -malli (B76/S) osuu MSE-vertailussa paremmin havaittuihin
option hintoihin kuin simulointimalli (kuvio 6.3.1.3). Namd
hinnoittelumallit ovat periaatteessa muuten samanlaiset, mutta
B76-malli olettaa indeksin olevan lognormaalisti jakautuneen, kun
taas simuloidut option hinnat kdyttdvat indeksin empiiristd jakau-
maa. Lisdksi jakaumien odotusarvot poikkeavat toisistaan, koska si-
muloiduissa hinnoissa indeksin autokorrelaation huomioon ottaminen
vaikuttaa indeksijakauman odotusarvoon. Jakaumien hajonnat ovat kui-
tenkin samat.

Se, ettd B76/S-mallin hinnoitteluvirheiden keskihajonta, o(€), on
pienempi kuin simulointimallin o(€), voi johtua kahdesta seikasta.
Markkinat saattavat olla osittain tehottomat, eivatka kykene kayttd-
madan hyvdkseen tietoa indeksin todellisesta jakaumasta. Tdallainen
vaihtoehto pitdisi ehdottomasti testata ex ante siten, ettd tutki-
taan simulointimallin tuottamia voittoja sopivasti valitulla kaupan-
kdyntistrategialla.

Todenndkoisempi syy keskihajontojen eroon on se, ettd simulointi-
mallin hinnat sisdltavat enemman kohinaa kuin B76/S-hinnat. Yksi ko-
hinan ldahde on itse simulointi, joka toistokokeiden aarellisen luku-
mddrdn vuoksi tuottaa parhaimmillaankin vain approksimaation todel-
lTisesta empiirisen prosessin jakaumasta. Kappaleessa 6.1 on todettu,
ettd juuri jakauman korkeammat momentit ovat herkimpia simuloinnista

johtuville vfrhei]]e,
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Toinen ilmeinen virheldhde on se, ettd simuloiduissa optioiden hin-
noissa autokorrelaation vaikutus indeksijakauman odotusarvoon on
liian voimakas. Autokorrelaatio otetaan huomioon indeksimuutosten
prosessissa. Samalla kdytetdan kuitenkin futuurin kautta laskettua
implisiittistd osinkovirtaa prosessin trendin mddrittelyssd. Koska '
futuurihintojen muutosten prosessi ei ole yhtd voimakkaasti auto-
korreloitunut kuin indeksin prosessi,9 on osa indeksiin vaadittavas-
ta autokorrelaatiokorjauksesta jo mukana futuurin hinnassa. Siten
‘'simuloinnissa kdytetyn empiirisen prosessin sisdltdmidn AR(1)-termin
kerroin on itse asiassa liian suuri. )

Simuloidulla volatiliteetilla lasketun B76/S-mallin keskimddrdinen
hinnoitteluvirhe on runsaat nelja (4) prosenttiyksikkdd pienempi
kuin simulointimallin keskimddrdinen hinnoitteluvirhe. Ero pysyy
varsin stabiilina, kun tarkastellaan erikseen aineiston alku- ja
loppuperiodia. Lisdksi kyseisten mallien hinnoitteluvirheiden korre-
laatio on korkea, noin 0.85. Havaittu keskimdardinen ero saattaa
johtua ex post siitd, ettd koko tarkasteluperiodilila FOX-indeksi on
noussut y1i kolmekymmentd prosenttia.l0 Simulointimallissa kiytetty
kasvuvauhti - riskiton korko jaettuna implisiittiselld osinko-
tuotolla - on huomattavasti alhaisempi.ll Siksi positiivisesta auto-
korrelaatiosta johtuva korjaus indeksijakauman odotusarvoon on kes-
kimddrin positiivinen. Kuten edella on esitetty, simulointimalli te-
kee toisaalta ylisuuren autokorrelaatiokorjauksen indeksijakauman
odotusarvoon. Simulointimallin keskimddrdinen hinnoitteluvirhe on
saattanut siten muodostua B76/S-mallin keskimddrdistd virhettd kor-
keammaksi. ' .

B76/S-malli ei ota huomioon empiirisen jakauman korkeampia momentte-
ja, kuten simulointimalli. Korkeammat momentit poikkeavat lognormaa-

9Katso kappale 5.2.

10Fox-indeksin paivittdisten suhteellisten muutosten keskiarvo
tarkasteluperiodilla 2.5.1988 - 8.6.1989 on noin 33 prosenttia vao-
sitasolla ilmaistuna.

llguten kappaleessa 6.2 on todettu, Cox & Ross -malliin perustuva
simulointi edellyttdd riskittomdn koron kdyttod simuloitavan proses-
sin trendind (Engle & Mustafa (1989)). .
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1in jakauman arvoista empiirisen prosessin GARCH-ominaisuuksien ta-
kia. Se, ettd B76S-mallin osuvuus havaittuihin optioiden hintoihin
on jopa parempi kuin simulointimalilin, viittaa siihen ettd, kysei-
sil1d jakaumaominaisuuksilla ei ole kdaytdnnOssd ollut suurta merki-
tystd optioiden hinnoittelussa Suomen indeksioptiomarkkinoilla. Syy
tdhdn lienee se, ettd FOX-indeksin muutosten GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)
-prosessi ei ole integroitunut varianssin suhteen, jolloin prosessin
jakauman huipukkuus ei ole kovin merkittdvda. Kappaleen 6.2 tulok-
siin viitaten on kuitenkin muistettava, ettd GARCH-prosessin integ-
roituneisuus ja sen aiheuttama huipukkuuden 1isdys alentavat selvis-
ti tasaoption teoreettista hintaa.

Hinnoitteluvirheet, autokorrelaation stabiilisuus ja epdlineaariset
GARCH-parametrit

Kaikkien taulukossa 6.3.1.1 esiintyvien mallien hinnoitteluvirheiden
keskihajonnat ovat pienentyneet alkuperiodilta loppuperiodille siir-
ryttdessd. Yksi syy keskihajontojen pienentymiseen on ée, ettd alku-
periodi sisdltdd enemmdn miinusoptioita kuin loppuperiodi. Kuten ku-
viosta 6.3.1.4 ndhddadn, markkinoiden ensimmdiset optioiden hinnat
ovat ldhteneet 1liikkeelle selvdsti teoreettisten hintojen yldpuolel-
ta, mutta hakeutuneet varsin nopeasti kohti teoreettisten hintojen
tasoa. Tdmd ylihinnoittelu 1isdd alkuperiodin hinnoitteluvirheiden
keskihajontaa. Myods kuvion 5.2.1 volatiliteettisarjojen vertailu
.viittaa siihen, ettd hinnanmuodostus on stabiloitunut markkinoiden
vanhetessa. Siten markkinoiden nuoruuden ja alkuperiodin sisdltdmien
miinusoptioiden takia tarkasteluperiodin loppujaksoa on pidettdvad
hinnanmuodostukseltaan luotettavampana.

Lukuun ottamatta B76/1SD-menetelmdd taulukon 6.3:1.1 malleille on
yhteistd se, ettd niiden keskimddrdiset hinnoitteluvirheet ovat
muuttuneet positiivisemmiksi alkuperiodilta loppuperio-dille siir-
ryttéessé.l2 Samaan ilmiéon viittaa myds kuviossa 6.3.1 simuloidun ja

12376/F-mallin keskimddrdinen hinnoitteluvirhe pysyy karkeasti ot-
taen samana molemmilla alajaksoilla.
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implisiittisen volatiliteetin vertailu. I1mid on konsistentti kappa-
Teessa 5.2 kdsitellyn mahdoilisuuden kanssa, ettd FOX-indeksin muu-
tosten autokorrelaatio on.epéstabiili. Jos positiivisen autokorre-
lTaation mddrd todella vahenee tarkasteluperiodin kuluessa, muodostu-
vat B761:4 lukuunottamatta kaikkien mallien keskimddrdiset
hinnoitteluvirheet positiivisemmiksi aineiston loppupuoliskolla kuin
alkupuoliskolla. Tosin kappaleessa 5.2 esitetyn evidenssin perus-
teella ndyttdd pikemminkin siltd, ettd autokorrelaation mddrd on
ollut varsin stabiili.

Yksi mahdollinen tekijd, joka saattaa selittdd hinnoittelumallien
taipumusta yliarvostaa optioita tarkasteluperiodin loppupuoliskolla
verrattuna alkupuoliskoon, on todellisten GARCH-parametrien epd-
lineaarisuus. Tdtd mahdollisuutta on jo kdsitelty kappaleessa 5.3.
Tamd merkitsisi sitd, ettd suurten volatiliteettishokkien vaikutus
prosessin tulevaan volatiliteettiin olisi suhteellisesti vdhdisempi
kuin pienempien shokkien. Estimoitu GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)-malli an-
taisi siten liian korkeita volatiliteettiennusteita suurten
volatiliteettishokkien perusteella.l3

B76/A-malili

B76/A-mallin keskimddrdinen hinnoitteluvirhe tarkasteluperiodin
loppupuoliskolla ei poikkea merkitsevdsti nollasta. Sen sijaan
hinnoitteluvirheiden keskihajonta on selvdsti suurempi kuin esimer-
kiksi simulointimallilla ja B76/S-mallilla. B76/A-mallissa on kdy-
tetty volatiliteettiestimaattina numeerisen kertoimen avulla auto-

135ekd tarkasteluperiodin alku- ettd Toppupuoliskolla on esiintynyt
suurten volatiliteettishokkien jakso (katso kuvio 6.3.1). Alku-
puoliskon jakso on 1iittynyt osakekurssien voimakkaaseen laskuun,
kun taas loppupuoliskolla on ollut voimakas nouseva trendi (kuvio
5.1.1). Alkupuoliskon laskevalla jaksolla optiot ovat olleet miinus-
optioita, joten niiden hinnoitteluvirheiden hajonta on ollut hvyin
suuri. Sen sijaan loppupuoliskon jaksolla optiot ovat olleet ldhelld
tasaoptioita, joihin volatiliteettiparametrien valinta vaikuttaa
herkdsti. Estimoidun lineaarisen GARCH-mallin perusteella lasketut
teoreettiset optiohinnat ovat siten saattaneet olla ylihintaisia,
jos todellinen GARCH-malli onkin epdlineaarinen.
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korrelaatiokorjattua FOX-indeksin GARCH/ARi-prosessin hetkellistd
keskihajontaa.

B76/A-malli toimii keskimddrin hyvin, koska sen laskemiseen on kiy-
tetty autokorrelaatiokorjattua volatiliteettiestimaattia. ‘
Hinnoitteluvirheiden keskihajonta kasvaa kuitenkin suureksi, koska
malli ei kykene ottamaan huomioon volatiliteetin GARCH-ominaisuuk-
sia. Toisin sanoen, mallissa kdytetty volatiliteettiestimaatti on
alaspdin harhainen negatiivisten volatiliteettishokkien yhteydessi
ja ylospdin harhainen positiivisten shokkien yhteydessd (katso kap-
pale 3.3).1%4 Kun prosessin hetkellinen volatiliteetti on 1ihelld sta-
tionaarista, pitkdn aikavdlin vakiota, se toimii autokorrelaatio-
korjattuna hyvin tulevan volatiliteetin ennustamisessa.

B76/1SD-malli

Kaikkein parhaiten havaittuihin optiohintoihin osuvat Black-76 -mal-
1illa lasketut teoreettiset hinnat, joissa volatiliteettiestimaatti-
na on kdytetty edellisen periodin implisiittistd volati]iteettia:
Tulos ei ole ylldtys aikaisempien tutkimusten valossa (Jarrow &
Wiggings (1989)). Se viittaa siihen, ettd markkinoilla on riski-
odotuksia koskevaa informaatiota, joka ei vdlttdmattd sisdlly osake-
kurssien historialliseen hintakehitykseen. Esimerkki tdllaisesta in-
formaatiosta on tieto tulevasta, ei kausittain toistuvasta ajankoh-
dasta, jo]loin'julkistetaan osakekursseihin vaikuttavia taloudelli-
sia tunnuslukuja. Implisiittiselld volatiliteetilla varustetun
Black-76 -mallin suorituskyky vahvistaa my0s sitd kdsitystd, ettd
odotetun indeksijakauman hajonnalla on huomattavasti suurempi vaiku-
tus FOX-option hintaan kuin indeksijakauman korkeammilla momenteilla.

l4ge, ettd mallin tekemit hinnoitteluvirheet ovat keskimddrin nega-
tiivisia sekd koko tarkasteluperiodilla ettd periodin alkupuoliskol-
la, johtuu aineistossta pois jatetyistd vahvoista miinusoptioista,
joista suurin osa sijoittuu periodin alkupuoiiskon suurten, positii-
visten volatiliteettishokkien jaksoon.
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Johtopddtds simulointimallin ja B76/S-mallin perusteella

Simulointimallin koko periodin keskimdardainen hinnoitteluvirhe on
Tievdsti positiivinen (1.36) ja B76S-mallin vastaavasti jonkin ver-
ran negatiivinen (-2.91 %). Molemmat keskiarvot poikkeavat merkitse-
vasti nollasta. Molempien mallien keskimddrdiset hinnoitteluvirheet
ovat tarkasteluperiodin alkupuoliskolla negatiivisia ja loppupuolis-
kolla positiivisia. Myds kaikki ndmd arvot poikkeavat merkitsevdasti
nollasta. Edel1d on esitetty joitakin nakokohtia, jotka saattavat
selittdd mallien tekemien keskimddrdisten hinnoitteluvirheiden poik-
keamista nollasta.

Vertailevien tulosten valossa voidaan kuitenkin sanoa, ettd markki-
nat ovat huomioineet keskimddrin varsin hyvin FOX-indeksin paivit-
tdisten muutosten autokorrelaation ja GARCH-ominaisuuksien vaikutuk-
sen prosessin volatiliteettiin ja sitd kautta optioiden hintoihin.
Tdta vahvistaa myds taulukkoon 6.3.1.1 lasketut B76F-hinnat, joissa
volatiliteettiestimaattina on kdytetty futuurin pdivittdisten muu-
tosten liukuvaa keskihajontaa.ld Koska myds futuurin pdjvittdiset
muutokset ovat positiivisesti autokorreloituneet, on niistd laskettu
volatiliteetti systemaattisesti 1iian alhainen estimaatti todelli-
selle volatiliteetille. B76F-mallin teoreettiset hinnat ovat selvids-
ti keskimddrin alhaisempia kuin havaitut optioiden hinnat.

15Fytuurin hinnanmuutosten 1iukuva keskihajonta on laskettu 10 pdi-
vian liukumajaksolla.
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KUVIO 6.3.1.1 BS-mallin suhteellisen hinnoitteluvirheen (%)
riippuvuus poikkeamasta futuurin ja indeksin
vilisessd pariteetissal®
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KUVIO 6.3.1.2 Simulointimallin suhteellisen hinnoitteluvirheen
(%) riippuvuus option_hinnan ja toteuttamishinnan
vilisesti suhteesta.l”
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16poikkeamaa futuurin ja indeksin vdlisessd pariteetissa mitataan
tdssd implisiittiselld osinkotuotolla, joka 11ma1staan prosenteissa
(1iite 7, alaviite).

170ption hinnan ja toteuttamishinnan suhdetta vastaa muoto
100*%(F-K)/K, jossa F on futuurin hinta ja K option toteuttamishinta
(vertaa Jarrow & Rudd (1982a). Suhde ilmaistaan prosentteina.
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KUVIO 6.3.1.3 B76/S-mallin suhteellisen hinnoitteluvirheen
riippuvuus option hinnan ja toteuttamishinnan
suhteesta -
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KUVIO 6.3.1.4 Simulointimallin suhteellisen hinnoitteluvirheet
aikajarjestyksessa ajanjaksolla 2.5.88 ~ 8.6.89
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6.4 Johtopddtokset empiirisistd tuloksista

Tassd tutkimuksessa on selvinnyt, ettd Suomen Optiomeklarit Qy:n
yllapitamilla johdanna{smarkkinoilla indeksimuutosten autokorrelaa-
tion huomioiminen poistaa systemaattisen tasoeron optioiden impli-
siittisen volatiliteetin ja indeksin aikasarjasta estimoidun volati-
liteetin vdliltd ajanjaksolta 2.5.1988 - 8.6.1989. Autokorrelaatio
voidaan ottaa huomioon indeksijakauman simulointiin perustuvassa
optionhinnoittelumenetelmissd.

Teoreettisten option hintojen ja havaittujen hintojen vdlisten poik-
keamien perusteella voidaan sanoa, ettd markkinat kykenevdt huomioi-
maan todellisen autokorrelaation suuruuden; Sama voidaan todeta ver-
taamalla optioiden implisiittistd volatiliteettia ja auto-
korrelaatiokorjattua, FOX-indeksin aikasarjasta estimoitua volatili-
teettia. Markkinat eivdt kdytd volatiliteettiestimaattorina esimer-
kiksi paivittdisten futuurihintojen muutosten liukuvaa keski-
hajontaa, joka myds on autokorreloituneiden futuurin hinnanmuutosten
takia harhainen. Sen sijaan hinnoitteluvirheiden tarkastelun valossa
jaa epdselvaksi, ottavatko markkinat huomioon autokorrelaation vai-
kutuksen indeksin odotusarvoon ja sitd kautta optioiden hintoihin.l18

Markkinat kykenevdt ottamaan huomioon myos FOX-indeksin muutosten
GARCH-prosessin pitkdn aikavdlin stationaarisuuden tulevan volatili-
teetin ennustamisessa. Tamd voitiin todeta vertaamalla hinnoittelu-
malleja, joista toisessa huomioitiin sekd-autokorrelaation ettd
GARCH-ominaisuuksien vaikutus volatiliteettiin, mutta toisessa ai-
noastaan autokorrelaation vaikutus.

Sen sijaan prosessin GARCH-ominaisuuksien aiheuttama indeksijakauman
huipukkuus ja sen vaikutus optioiden hinnoitteluun ndyttdda kaytan-
nossd vahdiseltd. Kysymys on kujtenkin jdtettdva avoimeksi. Kuten

18Markkinoiden kyky3d huomioida autokorrelaation vaikutus indeksi-
jakauman odotusarvoon ja sitd kautta option hintaan voitaisiin tut-
kia simuloimalla sopiva kaupankdyntistrategia (Berglund, Hedvall,
Liljeblom (1988)).
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simulointikokeissa kappaleissa 6.2 havaittiin, GARCH-ominaisuuksien
vaikutus jakauman huipukkuuteen ja sitd kautta optioiden hintaan on
huomattavasti suurempi, jos GARCH-prosessi on integroitunut. Vastaa-
vasti vaikutus option hintaan on sitd suurempi, mitd voimakkaammin
toteutuneet volatiliteettishokit vaikuttavat prosessin tulevaan
volatiliteettiin.l9 Koska FOX-indeksin GARCH-volatiliteetti on pit-
kdl11d aikavdlilla stationaarinen, sen vaikutus option hintaan todet-
tiin suhteellisen vihdiseksi.

Eri teoreettisilla malleilla lasketut optioiden hinnat vastaavat
parhaiten havaittuja hintoja tarkasteluperiodin loppupuoliskolla,
eli 16.11.1988 - 8.6.1989. Aivan ensimmdiset optionoteeraukset mark-
kinoiden alkaessa ovat todenndkGisesti olleet ylihintaisia. Suurin
osa tarkastelujakson alkupuoliskon hinnoitteluvirheiden hajonnasta
johtuu kuitenkin aineiston sisdltamistd miinusoptioista.

B76-malli, jossa autokorrelaation vaikutusta volatiliteetin esti-
mointiin ei huomioitu, alihinnoitteli optioita. Black & Scholes

-mallin hinnoitteluvirheiden tarkastelu vahvisti puolestaan, ettd
markkinat kdyttdvdt futuurin hintaa option hinnoittelun perustana.

Black-76 -malli, jossa on kdytetty indeksin empiiriselld prosessillia
simuloitua volatiliteettiestimaattia, vastasi paremmin havaittuja
optioiden hintoja kuin FOX-indeksin empiiriseen jakaumaan perustuva
simulointimalli. Tdmd johtunee siitd, ettd simulointimalli ylimi-
toittaa indeksin odotusarvoon tehtdvan autokorrelaatiokorjauksen.
Tdstd johtuva hinnoitteluvirhe estdd myds havaitsemasta, parantaako
empiirisen prosessin GARCH-ominaisuuksien huomioon ottaminen mainit-
tavasti teoreettisten hintojen osuvuutta havaittuihin hintoihin.
Toinen selitys voisi olla ddrellisistd toistokoemddristd johtuva sa-
tunnaisuus simulointituloksissa. 4

Simulointimallia voitaisiin edelleen kehittds estimoimalla Futuurin
empiirinen prosessi ja simuloimalla tamdn avulla optioiden hinnat.

1970isin sanoen, miti suurempi on parametri a.
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Ndin toteutetussa simuloinnissa autokorrelaation vaikutus jakauman
odotusarvoon olisi huomioitu oikein. Vasta tdmdn jdlkeen voitaisiin
luotettavasti verrata simulointimallia B76-malliin, jossa kdytettdi-
siin jdlleen simuloitua volatiliteettia.

Kun Black-76 -mallissa kdytetddn volatiliteettiestimaattina edelli- '
sen periodin implisiittistd volatiliteettia, saadut teoreettiset
optiohinnat vastaavat parhaiten havaittuja hintoja. Tulos viittaa
vahvasti siihen, ettd markkinoiden riskiodotusten muodostumista on
vaikea mallittaa pelkdstddn osakekurssien historiallisen aineiston
perusteella.20

thiomarkkinoita kdsittelevdassd tilastomateriaalissa on tapana jul-
kaista osakemarkkinoiden historiallinen volatiliteetti (kts. esim.
Kauppalehti Optio, Suomen Kuvalehti, Helsingin Sanomat: "Rahan
Tiikkeet"). Tdman vuoksi kdsitellddn lopuksi tulevan volatiliteetin
ennustamista kyseisen menetelmdn avulla.

Tutkimuksessa on todettu, ettd sekd paivittdisten indeksimuutosten
autokorrelaatio ettd niiden ehdollinen heteroskedastisuus aiheutta-
vat ongelmia volatiliteetin ennustamiselle historiallisen aikasarjan
perusteella. On todettu, ettd pelkkd autokorrelaatiokorjauksen teke-
minen pdivittdisista ﬁuutoksista laskettuun historialliseen volati-
liteettiin ei ole tyydyttdvad, koska indeksimuutosten varianssi
vaihtelee, mutta pyrkii palaamaan kohti pitkan aikavdlin vakiota.
Yksinkertaisin keino tuottaa kohtuullisen harhaton estimaatti tule-
valle volatiliteetille historiallisen aineiston avulla, on kdyttdd
riittdvin pientd frekvenssid (esimerkiksi viikottaisia havaintoja)
ja riittdavdn suurta havaintomddrad (katso myds Berglund, Hedvall &
Liljeblom (1990)). Td114 tavalia tuotettu estimaatti ei kdytdnndlli-
sesti katsoen sisdlld autokorrelaation aiheuttamaa harhaa (vertaa
Tiite 2), vaan estimoi volatiliteetin todellista, pitkdn aikavdlin

201mplisiittisen volatiliteetin antaman estimaatin paremmuutta ko-

rostaa se, ettd tutkimuksessa kdytetty FOX-indeksin muutosten sto-

kastinen prosessi on estimoitu ex post kdyttamdlld koko tarkastelu-
periodin dataa.
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keskimddrdistd tasoa. Menetelmdn suurin puute lienee siind, ettd se
saattaa antaa huonoja ennusteita lyhyille horisonteille. Edelliset
nikdkohdat esitetddn lisdksi silla varaukse]ia, ettd tutkimuksessa
kdytetyn tarkasteluperiodin pituus on ehkd aivan liian 1yhyt johto-
padtdsten tekoon volatiliteetin kdyttaytymisestd pitkdl1d tdhtdyk-
sella.
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7 YHTEENVETO

Tdssd ty0ssd on tarkasteltu indeksioptioiden hinnoittelua tapaukses-
sa, jossa osakeindeksi heijastaa informaatiota tehottomasti ja jossa
markkinavolatiliteetti on hetefoskedastinen. Indeksimuutoksia gene-
roi tdl16in yhdistetty GARCH/ARI-prosessi, eli sekd muutosten
odotusarvo ettd varianssi ovat autoregressiivisid. On osoitettu,
ettd osakeindeksin muutosten positiivinen autokorrelaatio, jonka
mahdol1isuus on viime aikaisissa tutkimuksissa todennettu sekd em-
piirisesti ettd teoreettisesti, nostaa teoreettista option hintaa.
Autokorreloituneen prosessin ennustevarianssi kasvaa horisontin pi-
dentyessd suuremmaksi kuin autokorreloimattoman prosessin. Option
hinta puolestaan on sitd suurempi mita korkeampi‘on indeksimuutosten
varianssi.

Autokorrelaatio vaikuttaa myods osakeindeks}n odotusarvoon. Kun in-
deksid kuvaava prosessi on positiivisesti autokorreloitunut, keski-
mddraistd suurempi (pienempi) osakeindeksin muutos nostaa (alentaa)
odotusarvoa verrattuna autokorreloimattomaan prosessiin. Osto-option
hinta nousee indeksin odotusarvon noustessa, ja myyntioption laskee.

Ehdol1isen heteroskedastisuuden eli niin sanottujen GARCH-ominai-
suuksien vaikutusta option hintaan voidaan niin ikdan tarkastella
osakeindeksin todenndkdisyysjakauman kautta. Erot Black & Scholes

- tai Black-76 -mallin antamaan teoreettiseen hintaan syntyvat sii-
td, ettd GARCH-prosessin varianssi ei ole vakio ja ettd kyseisen
prosessin generoiman jakauman neljds momentti poikkeaa BS- ja
B76-kaavojen oletuksena olevan lognormaalin jakauman vastaavasta mo-
mentista. Tehdyt simulointikokeet osoittivat, ettd integroituneiden
GARCH-prosessien vaikutus tasaoption teoreettisegn hintaan saattaa
olla huomattava.

Jos tarkasteltava prosessi on sekd ehdollisesti heteroskedastinen
ettd autokorreloitunut, on prosessin todenndkdisyysjakauman analyyt-
tinen johtaminen tyOldstd. Jakauma voidaan kuitenkin simuloida riit-
tavdall3d tarkkuudella Monte Carlo -menetelmdn avulla. Option teoreet-
tisen hinnan approksimaatio lasketaan simuloidusta indeksirealisaa-
tioiden joukosta. '
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Empiirinen GARCH/ARI-prosessi estimoitiin tdssa tutkimuksessa Suomen
Optiomeklarit Qy:n laskeman FOX-osakeindeksin pdivan lopun pistelu-
vuista periodilta 2.5.1988 - 8.6.1989. Prosessi oli GARCH(1,1)
-tyyppid, mutta hyvin todenndkdisesti pitkdlla aikavdlilld statio-
naarinen varianssin suhteen. Prosessin AR(1)-termin kerroin oli voi-
makkaasti positiivinen.

Simuloidut optiohinnat olivat keskimiddrin korkeampia kuin Biack-76
-mallin antamat teoreettiset hinnat ja ldhempdnd todellisia option
hintoja. Ero Black-76 -hintoihin syntyi pddosin siitd, ettd voimak-
kaasti, positiivisesti autokorreloituneen prosessin ennustevarianssi
on selvdsti suurempi kuin Black-76 -mallin olettaman Ito-prosessin
ennustevarianssi.

Tulosten mukaan autokorrelaation huomioiminen optioiden hinnoitte-
lussa selittdd ndenndisen ylihinnoittelun, joka havaitaan vertaamal-
1a historiallisella volatiliteettiestimaatilla laskettuja Black-76
-hintoja toteutuneisiin hintoihin. Pdivamuutoksista lasketut liuku-
vat hajonnat ovat siis alaspdin harhaisia tulevan volatiliteetin
mittareita. Osinkokorjaamattomalla Black & Scholes -mallilla laske-
tut teoreettiset hinnaf vahvistavat kdsitystd siitd, ettd markkinat
kdyttdvdat indeksifutuurin hintaa option hinnan perustana indeksin
asemasta. Markkinat eivdt kuitenkaan kdytd lievasti autokorreloitu-
neen futuuriprosessin historiallista volatiliteettia optioiden hin-
noittelussa, joka myds on alaspdin harhainen estimaatti todenndkdi-
selle volatiliteetille. Implisiittisen ja historiallisen volatili-
teetin sekd teoreettisten ja havaittujen optiohintojen vertailu
osoittaa, ettd markkinat kykenevdt huomioimaan autokorrelaation vai-
kutuksen volatiliteetin ennustamiseen keskimddrin oikein.

Myds FOX-indeksin muutosten varianssin pitkdn aikavdlin stationaari-
suus osoittautui oleelliseksi tekijdksi ennustettaessa tulevaa vola-
tiliteettia. Teoreettisten ja havaittujen optiohintojen vdlisten
suhteellisten poikkeamien tarkastelu osoitti, ettd markkinat kykene-
vdt huomioimaan myds varianssin pitkan aikavdlin stationaarisuuden
optioiden hinnoittelussa.
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Optiomarkkinoiden empiirisessd tarkastelussa on se ongelma, ettd
teoreettiset hinnoittelumallit ovat huomattavasti kehittyneempid,
kuin niiden tilastolliseen testaamiseen vaadittavat menetelmdt
(Galai (1982)). Analyysid vaikeuttaa se, ettd joudutaan testaamaan
yhtd aikaa useita hypoteeseja. Lisdksi monet teorian edellyttamdt

- riippuvuudet ovat epdlineaarisia. Ndiden vaikeuksien edessd on to-
dettava, ettd FOX-indeksin prosessin GARCH-ominaisuuksien aiheutta-
man huipukkuuden empiiriseen merkitykseen FOX-optioiden hinnoitte-
Tussa ei voida ottaa kantaa.

Black-76 -malli puolustaa paikkaansa kdytdnnon optiomarkkinoilla
helppokdyttoisyytensd ansiosta. Kuten Jarrow ja Wiggings ovat toden-
neet, mallin osuvuutta voidqan parantaa tekemalld korjauksia valit-
tavaan volatiliteettiestimaattiin. Kdytanndssd edellisen pdivdn imp-
Tisiittinen volatiliteetti tarjoaa usein parhaan valineen tulevan
todenndkdisyysjakauman approksimointiin (Jarrow & Wiggings (1989)).
Koska autokorrelaation vaikutus option hintaan tulee suurelta osin
kasvaneen volatiliteetin kautta, implisiittisella volatiliteetilla
varustettu Black-76 -kaava toimii todenndkdisesti varsin hyvin myds
autokorreloituneilla markkinoilla.
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LIITE 1

Iton Lemma

Muuttujan S suhteellinen muutos ajan suhteen noudattaa Ito-proses=-
sia, eli dS/S = udt + odz. Olkoon funktio G(S) jatkuvasti differen-
tioituva. Talldin jos x = G(S), niin

dx = G'dS + 1/2 G"(dS)2. - L1.1
Ratkaistaan Ito-prosessista dS ja sijoitetaan se yhtdioon L1.1, jol-
loin saadaan dx = G'[udtS + ¢dzS] + 1/2 G"[udtS + ¢dzS]2. Sievennet-
tdessd edellistd tulosta voidaan dt:n ykkOstd suuremmat potenssit
tulkita nolliksi. Koska (dz)2 = dt, saadaan

dx = [G'uS + 1/2 G"6252]dt + 6'Sodz. L2

Edel1d esitetyt tulokset on todistettu teoksessa Malliaris & Brock
(1985).
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LIITE 2

Varianssin autokorrelaatiokorjaus numeerisen kertoimen avulla

Olkoon y(t+l) = I(t+l) - I(t) Ja y(t+l) = ¢y(t) = e(t+l);e(t+l) ~
N(0,02). Td118in B

s s-1 .
Var[I(s)] = Var[y(t+s)] = o R ¢J)2 (katso kappale 3.5).
i=l j=0

Olkoon z(t+l) = J(t+l) - J(t) ja z(t+l) = e(t+l);e(t+l) ~ N(0,c2).
Tal16in

Var[J(s)] = Var[z(t+s)] = so?

' s s-i
Nyt Var[I(s)] = Var[y(t+s)] = {Var[I(s)]/so?}*sa2 = {| } ( § ¢9)%]/s}*sa2.
i=l j=0

s s-i . .
Seuraavassa taulukossa on kertoimien {[ } ( } ¢J)2]/s} arvoja las-
i=l j=0
kettuna eri ¢:n ja s:n arvoilla.

TAULUKKO L2Z2.1

¢
0.5000 1 1.27 1.45 1.57 1.65 1.75  1.89 1.96 1.99
0.4000, 1 1.22 1.34 1.42 1.47 1.52 1.60 1.64 1.66
0.38331 1 1.21 1.32 1.39 1.44 1.49 1.56 1.60 1.62
0.3000 1 1.16 1.24 1.29 1.32 1.35 1.39 1.41 1.42
0.2000 1 1.10 1.15 1.17 1.19 1.21 1.23 1.24 1.25
0.1000 1 1.05 1.07 1.08 1.09 1.10 1.10 1.11 1.11

S 1 2 3 4 5 7 15 40 120

o I > D D - e P T D D D - —-D -O D D S - - D D 0 - D ) S WO D i D ) M D D o D - Y I - - - 0 - - D - S0 S - . D . - - <

lkertoimen ¢ arvo "0.3833" on FOX-indeksin pdivittdisistd muutok-
sista estimoidun GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)-prosessin AR(1l)-termin kerroin.
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LIITE 3

FOX-indeksin pdivittdisten muutosten estimointi suurimman uskotta-

vuuden menetelmdl1d olettaen, ettd a) prosessi on valkoista kohinaa

b) prosessi on ensimmdisen asteen autoregressiivinen prosessi

a) y(t) = 0.0860 + e(t); e(t) ~ N(0,02),
(2.45)

jossa o2 = 0.3258
Loglikelihood-funktion arvo = -247.6577

b) y(t) = 0.0560 + 0.3424y(t-1) + e(t); e(t) ~ N(0,02)
(1.64) ~(7.87)

jossa o2 = 0.3023
Loglikelihood-funktion arvo = -229.8883
Suoritetaan likelihood-ratio -testi nollahypoteesille:

H(0): FOX-indeksin pdivittdisten muutosten prosessi on valkoista
(malli a)

H(1): FOX-indeksin pdivittdisten muutosten prosessi sisdltdd ensim-
maisen asteen autoregressiivisen termin (malli b).

Testisuure 2|[LogL(b). - LogL(a)] on khi-toiseen -jakautunut vapaus-
astein yksi, koska malli b sisdltda yhden lisdparametrin malliin a
verrattuna. Testisuureen arvo on 35.52, jonka marginaalinen merkit-
sevyystaso kahden desimaalin tarkkuudella on 0.0b %. Siten nollahy-
poteesi hyldtddn jo 0.01 prosentin merkitsevyystasolla.

Edellisid hypoteeseja testataan my0s t-testilld, joka johtaa nolla-
hypoteesin hylkdamiseen viiden prosentin merkitsevyystasolla (mal-
“lissa b suluissa esitetty t-testin arvo on 7.87).
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LIITE 4

FOX-indeksin pdivittdisten muutosten estimointi o]éttaen, ettd
a) prosessi on GARCH(1,1), b) prosessi on GARCH(1,1)/ARI(1,1,0)

a) y(t) = 0.1267 + e(t); e(t):I(t-1) ~ N[O,h(t)]
) (4.27)

h(t) = 0.0167 + 0.7652h(t-1) + 0.1912e2(t-1)
(1.69)  (11.90) (3.39)

Loglikelihood-funktion arvo = -227.5272

Ljung-Box(12) —testisuureén arvo (normalisoitujen jdannis-
termien autokorrelaatio) = 48.5335

b) Mallin estimointi on esitetty kappaleessa 5.3 sivulla 55.
Suoritetaan likelihood-ratio -testi seuraavaile nollahypoteesille:

H(0): FOX-indeksin muutosten odotusarvo ei ole autoregressiivinen
(malli a)),

H(1): FOX-indeksin muutosten odotusarvo-on autoregressiivinen
(malli b).

Likelihood-ratio -testisuureen (katso 1iite 3) arvo on 40.74, jonka
marginaalinen merkitsevyystaso on 0.00 %. Nollahypoteesi voidaan
hyldatd jo 0.01 prosentin merkitsevyystéso]]a. Nollahypoteesi hyla-
tddan myos mallin a lopussa esitetyn Ljung-Box -testin perusteella
sekd mallissa a suluissa esitetyn t-testin perusteella. Kahdessa
viimeksi mainitussa testissd hy]kéémisperusteené on kdytetty khi-
toiseen jakauman kriittistd arvoa viiden (5) prosentin merkitsevyys-

tasolla.
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LIITE 5

FOX-indeksin pdivittdisistd muutoksista ajalta 2.5.88 - 8.6.89
estimoitu GARCH(1,1)-in-mean/ARI(1,1,0) -malli

y(t) = 0.1122 - 0.1510h(t) + 0.3825y(t-1) + e(t); e(t):I(t-1)
(1.96) (-0.69) (6.54) ~ N[0,h(t)]

h(t) = 0.0131 + 0.1691e2(t-1) + 0.7938h(t-1)
(1.39) (12.60) (3.02)

Loglikelihood-funktio arvo = -206.9840
Diagnostiikka (Krdmer & Sonnberger (1986)):

- LR(4)-testisuureen arvo (HO: odotusarvo ja varianssi ovat
vakioita) = 81.0289 (P = 0.00 %) _

- LM(1)-testisuureen arvo (HO: termi e(t-2) ei 1isdd mallin
selityskykyd) = 0.8054 (P = 36.95 %)

- Normalisoitujen jdannOstermien vinouskerroin = -0.1586

- Normalisoitujen jddnndstermien huipukkuuskerroin = 3.2559

- Ljung-Box(12) -testisuureen arvo (normalisoitujen jdinnds-
termien autokorrelaatio) = 7.6255 (P = 81.37 %)

- Ljung-Box(12) -testisuureen arvo (normalisoitujen jdannds-
termien nelididen autokorrelaatio) = 24.6083 (P = 1.68%)

Suoritetaan LR-testi seuraavalle nollahypoteesille:

H(0): GARCH-in-mean -termi ei selitd FOX-indeksin péivfttﬁisié muu-
toksia. ‘

H(1): GARCH-in-mean -termi kykenee selittamiin FOX-indeksin pdivit-
tdisid muutoksia.

LR-testisuureen arvo on 0.3254, jonka mafginaa11nen merkitsevyystaso
on 56.84 %. Nollahypoteesi jda selkedsti voimaan kaikilla perintei-
sil11d merkitsevyyvtasoilla.
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LIITE 6

Implisiittisen volatiliteetin laskeminen iterointimeneteimdlld kdyt-
tden Black-76 -mallia

Implisiittisen volatiliteetin laskeminen iteroimalla perustuu mene-
telmddn, jossa funktion arvoa tietyssd pisteessd approksimoidaan '
kaavalla

Flx] = F[x(0)] + F'[x(0)][x - x(0)], L6.1
jossa x{(0) on mielivaltainen 1dhtopiste ja F' on funktion ensimmdi-
nen derivaatta. Implisiittisen volatiliteetin iterointia varten rat-
kaistaan kaava muotoon

x = x(0) + {F|x] - F(x(0))}/F'[x(0)]. L6.2

Toisin sanoen, approksimoidaan'pistetté X, kun tunnetaan F|x].

Merkitdan seuraavasti:

F[ x] = havaittu option hinta (jonka oletetaan noudattavan
Black-76 -mallia) ,
X = implisiittinen volatiliteetti, eli volatiliteetin, o,

arvo, jolla Black-76 -mallin antama option teoreettinen
hinta vastaa havaittua option hintaa, (muut Black-76
-hinnan laskemiseen tarvittavat parametrit ovat tunnettu-
ja)

x(0) mielivaltainen volatiliteetin arvo

F[x(0)] volatiliteetilla x(0) laskettu Black-76 -hinta

F! = Black-76 -mallin ensimmdinen derivaatta volatiliteetin
suhteen (3C/30 = SYTN'(dj), jossa N on normaalijakauman

1]

kertymdafunktio)
F':n arvo pisteessd x(0)

F'[x(0)]

Iterointi aloitetaan sijoittamalla kaavaan L .2 sopiva x(0):n alku-
arvo. Tulokseksi saatua x:n arvoa kdytetddn seuraavana x{0):n arvo-
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na. Iteroinnin kehittymistd seurataan laskemalla F|[x]:n ja F|[x(0)]:n
suhteellinen poikkeama. Kun t&md poikkeama osuu asetettujen rajojen
. sisdpuolelle (esimerkiksi| {F[x] - F[x(0)]}/F|x]} < 0.001) lopete-
taan iterointi, ja viimeisin x(0) hyvdksytddn x:n, eli <implisiitti-
sen volatiliteetin approksimaatioksi. Tdssd tydssd implisiittisen
volatiliteetin laskemiseen on kdytetty Suomen Pankin RAL-ohjelmaa.
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LIITE 7

Monte Carlo -simulointi RAL-ohjelmalla

00000100GET FOXINXS,STRFOX1C,AIKAFOX1C,KORKO1H,GARCH.E,GARCH.H,
, FOXLOGS,IMPDIV1

00000200X=VECTOR(FOXINXS)

00000300K=VECTOR(STRFOX1C)

00000400F0X=LN(X)

00000500T=VECTOR(AIKAFOX1C) -

00000600R=VECTOR (KORKO1H)

00000700EG=VECTOR(GARCH.E)

00000800HG=VECTOR(GARCH.H)

0000090001=RESTRUCTURE (*,282)

00001000SIMVOL=RESTRUCTURE (*,282)

00001100SIMVAR=RESTRUCTURE (*,282)

00001200F=VECTOR(FOXLOGS)

00001300D=VECTOR(IMPDIV1)

00001400FOR I=1 TO 282 DO BEGIN

00001500M=0

00001600N=0

00001700L=0

00001800P=0

00001900L0=0

00002000P0=0

00002100N=N+1

. 00002200E=EG(I)

00002300H=HG( 1)

00002400Y=F(1)

00002500FX=F0X(I)

00002600FOR J=1 TO T(I) DO BEGIN

00002700H=.0139+( .1656% (E**2) )+(.7877*H)

00002800E=(H**.5)*RANDNORM(1)

00002900Y=(100* (( (1+R(I))/(1+D(1)))**(1/365))-100)*(1~.3833)+.3833*Y+E

00003000FX=FX+(Y/100)

00003100END

00003200C=EXP(FX)-K(1I)
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00003300IF C GTR O THEN C=C ELSE C=0
00003400M=M+C
00003500L=L+EXP(FX)
00003600P=P+(EXP(FX) )**2
© 00003700L0=LO+FX
00003800P0=PO+FX**2
00003900IF N LSS 1000 THEN GO TO 2100 ELSE GO TO 4300
0000400001 (I)=(M/N)/((1+R(I))**(T(1)/365))
00004100EFX=L /N
00004200E SQFX=P /N
00004300 IMVAR (1) =ESQFX-EFX**2
00004400ELFX=L0/N
00004500ELSQFX=PO/N
000046005 IMVOL ( I)=ELSQFX-ELFX**2
00004700END

Tunnukset FOXINXS, STRFOX1C, AIKAFOX1C, KORKO1H, GARCH.E, GARCH.H,
FOXLOGS ja IMPDIV1 merkitsevdt seuraavien muuttujien aikasarjoja
(kussakin sarjassa on 282 havaintoa):

FOX-indeksi, osto-option toteuttamishinta, option jdljel1d oleva
voimassaoloaika pdivind, 1 kuukauden Helibor-korko, estimoidun
GARCH(1,1)/ARI(1,1,0) -mallin termin e(t):n aikasarja sekd h(t):n
aikasarja, FOX-indeksin edellisestd pdivdstd tarkastelupdivddn las-
kettu logdifferenssi, FOX-futuurin implikoima odotettu osinko-
tuotto.l Rivi11d 2800 esiintyva RANDNORM(1) on RAL-ohjelman satun-
naislukugeneraattori, joka tuottaa standardoitua normaalijakaumaa
noudattavia satunnaislukuja.

lFyutuurin hinnan implikoima osinko-odotus lasketaan futuurin ja in-
deksin vdlisen arbitraasiehdon perusteella. Toisin sanoen, F =
S + S(r-d)T, josta d=1/T + r - F/ST. On huomattava, ettd ratkais-
tuun d:hen sisdltyy mahdollinen poikkeama futuurin ja indeksin
vdalisestd arbitraasiehdosta. Siten d:n kdyttdo simuloinnissa vastaa
efektiivisesti futuurin hinnan kdyttdd indeksin asemesta (vertaa
Black-76 - ja Black & Scholes -malli).
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