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�
v(1, . . . , 1) = t

% �	�� ���
��� ��� ��#� ��
�
�
��
T εa

 9%93!
v(T εa) = v(εa) = εv(a) .

)������
�" $� #���
�� �	� ��� �� UXSl]RUa^Q^]\_Y 
�

�+"(c�!(c��+"(c�!(c�  9%:O!
J(v) =

{
x ∈ Tt

+

∑

τ∈T

xτ = t

}


�� �	� UXSl[\XS
�+"#,+"!(c��+"#,+"!(c�  9%:9!

C(v) := {x ∈ J(v) x ≥ v}


� �
�$ ��  9%99!%
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'
�
�� �� �	� ��������� ��������� 
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� ���

"	�����$
��+ 	���� $� $
�� �����
�� ��������� �� 
 �����
��
�� ���
�#��� 
�� �����
�� >?@ ��� �	� ���

��%
����
��� �	� �
��
� �����
��
� 
������ �� ������
�
�
��� �� 
 #�
���� λρ �



�� ����
��+ 
%�%
 :%9!

cρ : Tt → T , cρ(a) :=
∑

τ∈T

cρτaτ = cρa .

�	� �����
��
� cρ(•) ��?���� �	� 
��
�� ��
λρ �� ��
�
�
���% �%"%+ ��� ��#�

������
�
�
�� a

�� ��#�

ε > 0

�#
��
�" 
 ����������
�" ��
�
�
��

T εa
 ���

 9%91!!+ $� 	
��
 :%:!

λρ(T εa) = cρ(εa) = εcρ(a) = εcρa .

�����;������+ �	� ����"
#�
v


���
�� 
� 
  ��� �
��
�! �����
��
� �� ������
�
�
��� �


v(a) = min

ρ∈R
cρ(a) .


�� 	���� ��� ��#� ��
�
�
��
T εa

εv(a) = min
ρ∈R

εcρ(a) = min
ρ∈R

εcρ(a) = min
ρ∈R

λρ(T εa) = v(T εa) .


"�f"fg rstuvwvxu 	zyz {| }~�
 :%E!

A :
{
a ∈ Tt

+ cρ(a) ≥ 1 (ρ ∈ R)
}

.

Ae �~���~� ��~ �~� �� ~
��~��� ������ �� A | ��~ ~�~�~��� �� Ae ��~
����~� ��~ XSVSiQ_^ iS[^\XY �� XSVSiQ_^ UXSl[\QV]^]\_Y|

�| ��� ε > 0 � ��������� T �� ����~� εlXSVSiQ_^ �� ��~�~ �� � �~�~����
�~���� a ∈ Ae ���� ���� →λ(T ) = εa | �~ ��~� ����~ T = T εa ������~���~� ��~�� �� �� ε�alXSVSiQ_^ ���������|

��$+ 
�
ε

�
�
�� 
� �	� 
���� ������+ 
� 
� ����
��� �� ����
��� �����
��
�������% �	
� 
�+ ��� ��#� ������
�
�
�� a

�	� ����"
#� ��
��
��� 
�

min{cρ(a) ρ ∈ R} = v(a).


�� 
� $� ���#
�
'�
a

�� 
�������
�"

a0 :=
a

v(a)
=

→

λ(T )

v(T )
,



? ������� �� ε�������
� �
�����

� ? �

�	��
v(a0) = min{cρ(a0) ρ ∈ R} =

1

v(a)
v(a) = 1 .

�	��+ a0 
� ���
��� �� �	� �����
�� ��
A

% �	��+ ��� ��#�
ε > 0

����
�����
�#
�� 
��

ε′ := ε v(a0)
v(a)

ε′ := ε v(a0)
v(a)

= ε 1
v(a)

≤ ε
$� 	
��

v(T ε′a0

) = ε′v(a0) = ε
v(a0)

v(a)
v(a) = εv(a0)

v(T ε′a0

) = ε′v(a0) = ε
v(a0)

v(a)
v(a) = εv(a0)

$
�	 
� ���
��� �	�
�� ��
T ε′a0 % �	
� 
�+ ��� �
�����
�" ��#
�
��� ���
�
���+

$� �
� �����
�� ��������� �� �	� �����
�� ��
A

% �����
���+ �	��"	 a0 
�
���
��� �� �	� �����
�� ��

A
+ 
� 
� ��� ������
�
�� 
� �(���#
� ��
�� ��

A
% 6�$����+ $� �
� 8�� 
 �����( ��#�
�
�
�� �� ������� 
�

Ae �	
� �����������
a0 % �	� #

� �	����# $
�	 ������� ��

ε������
���  4�	� *�	��
�
���
�	����#5! ��
���
��� �	
� �	
� "��#���
� ��������� �
� �� �
#��
��� $
�	
�
�	� ��
�#� �� ��
�
�
��� ���	 �	
� 
�� ��#
�
��� ���
�
��� ����

�% &� ����
�	� ���

�� ���# ���� � -./ 
� �	� ����� �� �	��� �
��� ���� ��� 	
�"� ��
;�
�
����	�"��
�
��%
*� $	
� �����$�+ $� $
�� � $
�	��� #
9
�" �	
� 
 ���#
� ��8�
�
�� � ��#��
#��
����� �� 
 ��� �� �����
����

α• = {αρ}ρ∈R

� �[\_iS�� 
�

αρ ≥ 0, (ρ ∈ R)

�� ∑

ρ∈R

αρ = 1,

	���� ����%
��$+ �	� 8��� b�##
 
� �� 
 ������ "��#���
� �
����+ #��� �� ���� ��?���
�"
��� 
���� ����
���
�
���%

f�!f#� �s��� 	z	z ��� ��� â ∈ A
��~�~ ~
���� ā ∈ A ���� ����

{| ā ≤ â

�| ��~�~ �� � �~� E ⊆ Ae � ���

E =
{
a(k) k ∈ K

}
⊆ Ae ���� K := {1, . . . , K}

�� �~�~���� �~����� �� �~�� �� � �~� �� 	����~

 ��~� ��~��� {γk}k∈K ��������
 :%�!

ā =
∑

k∈K

γka
(k)

����� ���~|



? ������� �� ε�������
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�| �� min{cρâ ρ ∈ R0} = 1� ��~� ��~�~ �� ���~ ρ ∈ R ���� ���� � �� k ∈ K

cρ(â) = cρ(ā) = cρ(a(k)) = 1

����� ���~|
�	� UX\\̀ 
� �	� ��� �� b�##
 E%: 
� ���� � �� >?@%
&� ��$ �����#��
�� �	� #

� ������ �� �	
� ����
�� %

()d"+** ��sx�s� 	z�  ��s �u�s�vw�u�s ��sx�s��z }~� ϑ,η �~ ����������� ����~� S �~ � ��������� ���� ���� ϑ domS η | ��~� ��~�~ �� ε0 > 0 ���� ���� � ��
��� 0 < ε < ε0

��~�~ �� � �~�~���� �~���� a? ∈ Ae ��� �� ε��~�~���� ���������
T = T a?ε ⊆ S ����������

→

λ(T ) = εa? ��� ϑdomT η .

�� ���~� ������ ���� �~��~�� �� ���������� �� �� ��� ��~�� ��� �~�~����� ��
������~� ε��~�~���� ���������� ����|
�	� UX\\̀ 
� 
"

� �
9�� ���# �	� ��� �� ��~��~� �|� �� ���� � �� >?@
 
%�% -./! 
� �	��� 
� �� �
��
���
� ��������� �� �	� ;�
�
����	�"��
� "
#� 
�
�	
� �����%
�	� �����$
�" ��8�
�
��� 
�� ���
�� ���# ��� ����
��� �������
���%
rstuvwvxu 	z	z {| }~� x �~ � ��~����������� ��� �~� y ∈ Tt | ����� �~�

a �~ � ��~����������| �~ ����� ��� ���� x h\R]_Q^SY y i]Q a ��
 :%.!

xa ≤ v(a) ��� xτ > yτ
� �� ��� τ ���� aτ > 0 .

�~ ����~ x doma y
�� �������~ ����������� �������� ��~ a �� ��~ 
������������� �� �~�~���|

�| }~� v �~ � ��~����~| � �~�� �� ��~������������ �� ����~� ijklm^QnVS��

•
��~�~ �� �� ���� x,y ∈

� ���� ���� x domy
����� ���~ �4
�����
���
�
�
��5�|

•
� �� ~�~�� ��~����������� y /∈

� ��~�~ ~
���� x ∈
� ���� ����

x domy
����� ���~ �4�(����
� ��
�
�
��5� |

*� 
� �
�	�� ���
��� �	
� 
 ����
�� �� �	� 4*�	��
�
��� �	����#5 	���� ����
$
�	
� �	� ��#

� �� ����
#���
�
��� 
� $���+ �	
� 
�+ 
� ����� �� ���#��
��
���
�
��� �� ��#
�
��� 
� 
� ����
��� �� ����
��� �����
�� ������
�
�
���+ 
%�%+�(���#
�� ��

A
%

rstuvwvxu 	z�z ��� ��� ����~�����~ �~�������~ �������� ϑ �~�
"!!c()
"�"!!c()
"�  :%0!

mτ := ess infDτ (τ ∈ T) ��� m := (mτ )τ∈T .

m �� ��~ �~���� �� �~��~������ R]_]RQ �� ϑ |
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,c
,c �s��� 	z�z }~� x �~ � ��~����������� ��� �~� ϑ �~ � �����~�����~� �~��������~ ��������| }~� m �~���~ ��~ �~���� �� ������ �� ϑ | ��� � �� ���~��~���������� a �~ ���~ x doma m� ��~� ��~�~ �� ε0 > 0 ���� ���� � �� ��� ε
���� 0 < ε < ε0

��~�~ �� �� ε��~�~���� ��������� T ε = T εa ���� ����
 :%1!

ϑx domT εa ϑ

����� ���~|
��xx�� �
#� 
� 
� -./+ �	� ����� 
� �
�	�� ���
��� 
�� ���� ��� 	
�"� �� �	�
��
#�$��9 �� >?@%

�zsz�z
�+"!*f�!*f� �x�x����� 	z	z }~� � �~ � �
�������~ �~� �� ��~������������| ��~�

H := {ϑx x ∈
�
}

�� � �
�������~ �~�|
��xx��
1stSTEP :
b��

η /∈ H
% b��

m
�� �	� ������ �� #
�
#
 ��

η
% ��$+ 
�

m

� 
� 
#���
�
��+

�	��
η


� #�
���
���+ 
���
��� η = ϑm % �	�� ������
�
�� m /∈
�% *�

m

�

��� 
� 
#���
�
��+ �	�� 
�� �	� #���
m /∈

�%
*� 
�� �
�� �	��� 
�

x ∈
� 
��

a?
���	 �	
�

x doma? m
% 7�����
�" ��

b�##
 :%0 $� 9��$ �	
�+ ��� ��
�
��� ε > 0
$� 	
��

ϑx domT εa? η
+ 	����

H

� �(����
��� ��
���%

2ndSTEP :
b��

ϑx,ϑy ∈ H

�� 
���#� ��� ��#� ��
�
�
��

T
�	
�

ϑxdomTϑ
y

	���� ����% Z� �	� *�	��
�
��� �	����# $� �
� 
���#� �	
�+ ��� ��
�
���
a? ∈ Ae 
��

ε > 0
+ $� 	
��

ϑxdomT εa?ϑy

	���� ����% Z�� 
�
ϑx,ϑy 
�� ���	

F�#�
���
��� 
� 
� ���� 
� ���� �	
� �	
�

#��
��

x doma? y
+ �����
�
��
�" �	� 
�����
� ��
�
�
�� �� �% �	
� 
�

H

�
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 ������
��� ���%
�zsz�z

��$+ 
�������� �	� �����( ������ ���

###
"�###
"�  :%2! 

:=

{
x ∈ TT ∃α = {αρ}ρ∈R 4�����(5 �%�%

x ≥
∑

ρ∈R

αρc
ρ

}
.

)�
�
�" ���$��� �������
x ∈


 
�� �����( ��#�
�
�
��� �� #�
����� λρ 
�
��""����� �� �	� 
���� �(���
�
��� �������
�" �����
�� ������� 
�� ��
�
�
���%
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�� �	
� �	� �
#
�� �� ����#�
�������
��
�
�����
��
���������� {cρ}ρ∈R 
� _\_lhSPS_SXQ^S% ������

��� �	
� #�
�� �	
�
����

� �����#
�
��� ������
�" ���# ���#
��
��� �
9�� ���# �	
� �
#
�� 
��
����
�"��
�% *� �
� �� ���� �	
� �	� ��� �� �
#
�
�� �
�
���
�" �%�% 
� ����

�� ����� 
�� 	���� �	
� ��;�
��#��� 
� �
�
�8�� 4
�#��� �����$	���5 
� 

������"
�
� �����%
�� �� #��� ����
�� ��� ��+ 
� 
 8��� 
����
�	+ ������� �	
� $%�%�%"% �	� �������
{cρ}ρ∈R


�� �	� �(���#
�� �� 
% <��+ 
� ��� ��#�
σ ∈ R

cσ =
∑

ρ∈R\{σ}

αrc
ρ

$
�	 ��
�
��� 4�����(5 �����
����
{αρ}ρ∈R\{σ}

+ �	�� ��� 
�� a ∈ TT

cσa =
∑

ρ∈R\{σ}

αρc
ρa ≥ min{cρa | ρ ∈ R \ {σ}} ,


�� 	����
v(a) = min

ρ∈R
cρ(a) = min

ρ∈R\{σ}
cρ(a) .

6����+
cσ

�
� �� �#
���� ���# ��� ����
���
�
���%
�	
�"
�" ��� �
�$��
�� ��
"	��� 
�� ������
�" �� _\_lhSPS_SXQ[W $� 
�9
��� �	� ������� �� �	� �
#
�� {cρ}ρ∈R

�� �� ���~���� ���~�~��~��% �	
� ����
��
�� $
�� �� �
�
�8�� �� 
� ���� 
�� ����� ��� �� ���	 �
#
�
�� 
�� �������
���# ��� ��;�
��#��� 
���� �	� �
#
�� ��
�" ������"����
��%
<�� 
 ������ �(
#���+ ����
��� 
 �����
�� ������
�
�
��+ 
%�%+ 
� �(���#
�
a⊗ ∈ Ae % b��
 :%3!

T⊗ := {τ ∈ T aτ > 0}

��

R⊗ := {ρ ∈ R λρa = 1 } .

&� �
��
T⊗ 
��

R⊗ �	� [�QXQ[^SX]Y^][Y ��
a⊗ % �� <���
�� �	
� ���
��+ $�

$
�� �	��� �$� ���� �� �	
�
����
'�
a⊗ 
� �	� ��
;�� �����
�� �� �	� �
��
�

�����# �� �;�
�
��� 
� �
�

����
{aτ}τ∈T

#df+"��f*(,)#df+"��f*(,)  :%9O! cρa = 1 ρ ∈ R⊗

aτ = 0 τ ∈ T \ T⊗ .

7"

�+ �	
� �� �� �
�
�8�� ��� 
�� �(���#
�� ��
Ae ������� ���# {cρ}ρ∈R

�� ��
������"����
��% ���
���+ $� 
�� 
�9
�" ��� 
 ����

� ��� �� �����#
�
�� ��
�� �����
"��
� 
�� �	
� $
�� �� �
�
�8�� �� 
� ���� 
�� ����� ��� �� �
#
�
��
{cρ}ρ∈R

%
*� �
��
���
�+ �%�% 
#��
�� �	
�+ ��� 
�� �

� �� �	
�
����
��
��

|T⊗|, |R⊗|
��

��#� �����
�� ������
�
�
�� a⊗ + $� 	
��
|T⊗| = |R⊗| > 0

% 7�����
�"��+
$� �
��  .%0! �	� [�QXQ[^SX]�]_P YWY^SR ��

a⊗ % ������

���+  :%9O! ��?����

 �����# ��

|T⊗| = |R⊗|
�;�
�
��� 
�

|T⊗| = |R⊗|
�
�

����

aτ (τ ∈ T⊗)
%

��+ ���# ��$ �� $� $
�� 
�$
�� 
���#� �	
� �	� �
#
�� {cρ}ρ∈R

� ������"����
�� 
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�� �����(� �	
� 
���
�� ��
�
���%
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� ��8��� 
�  :%2!% Z� ��8�
�
�� ��
A

$� 	
��
xa ≥ 1

��� 
��
x ∈


 
�� 	����
A

�����
����� �	� _\XRQVY �� 
% ����
#
�
'
�" �	��� ���#
�� #�
�� �� �����
�� �	� �
�����
�� �� �	� �����
�� ��
∂A

��
A

�� ������

��� ��
Ae % 6����+ ��#�

a ∈ ∂A
�����
����� 
 �������
�"

	������
�� 
� 

{x ∈



xa = 1}

*� �
��
���
�+ 
� 
 �����;����� �� ������"����
��+ 
�� �����
�� ������+ �	
� 
�

� �(���#
� ��

A
+ �����
����� 
  

(t−1)��
#���
��
�! �������
�" 	������
��+

%�%+ 
 `Q[S^ �� 
% �	�� $� 	
��

#)"�f"�� �s��� 	z�z
#)"�
"�#)"�
"�  :%99! 


=
{
x ∈ Tt

+ xa ≥ 1(a ∈ A)
}
=
{
x ∈ Tt

+ xa⊗ ≥ 1(a⊗ ∈ Ae)
}

�� �~�� ��
f)"�
"�f)"�
"�  :%9:!

A =
{
a ∈ Tt

+ xa ≥ 1 (x ∈


)
}
=
{
a ∈ Tt

+ cρa ≥ 1 (ρ ∈ R)
}

#�
�
�" �	
�
A


�� 
 
�� ���
��� �

 ��#� 9
�� �� ��
�
�� ���
�
���	
�%



? ������� � � �������

 ?
��

� 
�������� �� ��� 
���
��� ���	����������!"#$%&'�+"#,
*� �
�$ �� _\_lhSPS_SXQ[W 
� �(���#
�

a⊗ ∈ Ae 
� ��
;���� ��8��� �� 
��
[�QXQ[^SX]Y^][Y+ �	
� 
� �	� ����
 E%9!

T⊗ := {τ ∈ T aτ > 0}

��

R⊗ := {ρ ∈ R λρa = 1 }

$
�	
|T⊗| = |R⊗| > 0

% �	��� �$� ���� �	
�
����
'� �	� ������
a⊗ 
�

�	� ��
;�� �����
�� �� �	� �	
�
����
'
�" �����#+ 
%�%+ �	� �
��
� �����# ��
�;�
�
��� 
� �
�

����

{aτ}τ∈T

#df+"��f*(#df+"��f*(  E%:! cρa = 1 ρ ∈ R⊗

aτ = 0 τ ∈ T \T⊗

������

���  E%:! ��?���� 
 �����# ��
|R⊗|

�;�
�
��� 
�
|T⊗| = |R⊗|

�
�

����
aτ (τ ∈ T⊗)

%
����
��� 
 �����
�� ������
�
�
�� a⊗ ∈ Ae % 7� 
� �(���#
� ��

A
+
a⊗ 
�

��������� �� ��
"	���
�" �(���#
�� �

 
 ��� �� ��"��% *� �
��
���
�+ ��� �
�

���#�� �� 
���
�	 
 ��
"	���
�" �(���#
� �� �#
��
�" ��� �� �	� �;�
�
���
�� �	� 8��� ���� 
�  E%:!+ �	
� 
� ���
(
�" ��� �� �	� ������

��� ��8��� ��
�	� �
��
� �����
��
�� 
������� 
�

R⊗ % ���� ����
����>
*d",!(� ��sx�s� �zyz }~� a⊗ ∈ Ae �~ � �~�~���� ��~���������� ��� �~� T⊗, R⊗ �~��~ �������~������� ���� |T⊗| = |R⊗| =: s ≥ 2 | }~� π ∈ R⊗ | ��~���~�~ ~
���� � ���
�~ a? = a?π ∈ Ae ���� �������~������� T? � R? ���� ���� �~���~����
�(#!(���(#!(��  E%E!

[a⊗,a?] := {ta⊗ + (1− t)a? 0 ≤ t ≤ 1}

�� �� ~��~ �� A ��� ��~ �� ��~ � �������� ���~������~� ���� ���~�

{| ����~� ��~�~ ~
���� τ ∈ T⊗ ���� ����
�(#!(�g�(#!(�g  E%�!

T? = T⊗ \ {τ} , R? = R⊗ \ {π} .

�| 	� ~��~ ��~�~ ~
���� ���~ σ /∈ R⊗ ���� ����
�(#!(�
�(#!(�
  E%.!

T? = T⊗ , R? = (R⊗ \ {π}) ∪ {σ} .

��xx��
1stSTEP :
���
�� �	� �	
�
����
'
�" �����#

cρa = 1 (ρ ∈ R⊗)

aτ = 0 (τ /∈ T⊗) .
!(�()"�!(�()"�  E%0!



? ������� � � �������

 ?
��

����
��� �	� �
��
� �����
��  ���

"	� �
��! ���

��� �� �#
��
�"
cπ

���# �	�
�����#+ 
%�%+

!(��()!(��()  E%1! �R⊗\{π}
T⊗ :=

{
a ∈ Tt

cρa = 1 (ρ ∈ R⊗ \ {π})

aτ = 0 (τ /∈ T⊗)

}
.

7�
a⊗ 
� 
� �(���#
� ��

A
+ ��� 	
�� �� �	
� �
�� 
���������

A

�� �	� ��	��

	
�� ���� ����
�� ��
A

% �	� 8��� 	
�?
�� $
�� 	
� �	� �����
�� �� ��
A


�
��#� �(���#
� ��
��

a?
��

A
%

�	��� 
�� �$� ����
�
�
�
��> �
�	��
a?

�
�
�8�� 
 ����	�� �;�
�
�� aτ �
O ���

��#�
τ ∈ T⊕ % ;� ����

a?
�
�
�8�� 
 ����	�� �;�
�
�� cσa = 1

%

1stSTEP :
&
�	 ������� �� �	� 8��� 
�����
�
�� $� 	
��

!(��(##!(��(##  E%2!
T? = T⊗ \ {τ} , R? = (R⊗ \ {π}) .


��
a⊗ 
� �	� ��
;�� �����
�� �� �	�  �	
�
����
��
�! �����#

cρa = 1 (ρ ∈ R?)

aτ = 0 (τ /∈ T?) .
!(��()*!!(��()*!  E%3!

2ndSTEP :
*� �	� ������ 
�����
�
��

a?

� �	� �����
�� �� �	� �����#

cρa = 1 (ρ ∈ (R⊗ \ {π}) ∪ {σ})

aτ = 0 (τ /∈ T⊗) .
!(��()�!!(��()�!  E%9O!

�	�� $� 	
��
 E%99!

T? = T⊗ , R? = (R⊗ \ {π}) ∪ {σ}.

�zsz�z
*d",!"$") ��sx�s� �z	z }~� a⊗ ∈ Ae �~ � �~�~���� �~���� ��� �~� T⊗, R⊗ �~ ��~�������~������� ���� |T⊗| = |R⊗| =: s | }~� τ /∈ T⊗ | ��~� ��~�~ ~
���� ����
�~ a? = a?τ ∈ Ae ���� �������~������� T? � R? ���� ���� �~ ���~����
�(#!"$")��(#!"$")�  E%9:!

[a⊗,a?] := {ta⊗ + (1− t)a? 0 ≤ t ≤ 1}

�� �� ~��~ �� A ��� ��~ �� ��~ � �������� ���~������~� ���� ���~�

{| ����~� ��~�~ ~
���� σ /∈ R⊗ ���� ����
�(#!"$")g�(#!"$")g  E%9E!

T? = T⊗ ∪ {τ} , R? = R⊗ ∪ {σ} .

�| 	� ~��~ ��~�~ ~
���� ���~ τ̂ ∈ T⊗ ���� ����
�(#!"$")
�(#!"$")
  E%9�!

T? = (T⊗ \ {τ̂}) ∪ {τ} , R? = R⊗ .



? ������� � � �������

 ?
��

��xx�� �	� �(���#
�
a⊗ 
� ���
��� $
�	 �	� �
��
� �����
������

"	� �
��

���

��� �� 
��
�"
τ

�� �	� �����#+ 
%�%+ �#
��
�" �	� �;�
�
�� aτ = 0
!

!"$")�()!"$")�()  E%9.! �R⊗

T⊗∪{τ} :=

{
a ∈ Tt

cρa = 1 (ρ ∈ R⊗)

aτ = 0 (τ /∈ (T⊗ ∪ {τ}))

}
.

�	� 
��������
�� �� �	
� �
�� $
�	
A

�����
���� 
� ��"� ��
A

+ �	� ������
�����( �� $	
�	 
�

a?

� �����
���%

�zsz�z
#,+"(ed* �x�x����� �z�z }~� a⊗ ∈ Ae �~ � �~�~���� ��~���������� ��� �~� T⊗, R⊗ �~��~ �������~�������| ��~� a⊗ �� �����~� �� ~��~�
�(#"(ed*�(#"(ed*  E%90!

[a⊗,a?] := {ta⊗ + (1− t)a? 0 ≤ t ≤ 1}

���� �~��������� �~����~� a?ρ (ρ ∈ R⊗) ��� a?τ (τ /∈ T⊗) ��������� �� ��~���~� �|{ ��� ��~��~� �|�| ���~��~��
{| �� s = |T⊗| = |R⊗| = 1� ��� R⊗ = {π} ��� T⊗ = {τ̂}� ��~� a⊗ = eτ̂

�� � ����� �~���� �� Tt �������~� �� ���� ��~ Aπ
1
| | �� ���� ���~ ��~�~

��~ ~
����� t − 1 �����~�� ~��~� [a⊗,a?τ ]
� �� τ ∈ T \ {τ̂} ���� ~���~�

T? = (T⊗ \ {τ̂}) ∪ {τ} , R? = R⊗ ��������� ��  E%9E! �� ~��~
T? = (T⊗ \ {τ̂}) ∪ {τ} , R? = R⊗ ��������� ��  E%9�!| ���� �����~�~ �� � �~������~ ~��~ � �� ~��� a?τ

� �� ~��� τ 6= τ̂ |
�| �� s ≥ 2� ��~� ��~�~ ��~ ~
����� t �����~�� ~��~� [a⊗,a?] | ��~�~ ��~
~���~� ������~� �� 	�~�������
 �� ���~����� �� ���~ τ �� �� ��~��~� �|��� �� �~����� ���~Aπ

1
�� �� �|{|

�| ��� ~
��~��� a⊗ �� A ��� �� ���� r �������~ ���������~�|

"����!c() rstuvwvxu �z	z }~� a	 ∈ Ae �~ � �~�~���� ��~���������� ��� �~� T	, R	 �~��~ �������~�������| }~� τ ∈ T	, π ∈ R	 |

{| �~ ��� ���� a	 �� XSha[Sh �� a⊕ ��� (τ, π) ∈ T	×R	 ��  E%�! �� �����|
���� ��� � �� ��~ �~���� ~��~a⊕ �~�����~� ��  E%E! ��� ��~ ����~��������
�������~������� �~ ���~

�(#!(����(#!(���  E%91!
T⊕ = T	 \ {τ} , R⊕ = R	 \ {π} .

�~ ����~
a	 τ,π

⇒ a⊕ .

��� �~� ~� �� ��~ ��~������ �������~� �� � 	����~�� �� �~�������
 �� ����XSha[^]\_|
�| � �~�~���� ��~���������� a⊕ ∈ Ae �� ���� �� �~ ]XXSha[]nVS �� ��~�~ ��
�� (τ, π,a?) ∈ T⊕ × R⊕ ×Ae ���� ����

a⊕ τ,π
⇒ a?

����� ���~|



? ������� � � �������

 ?
��

f��f#,)* �s��� �z�z }~� a	 ∈ Ae �~ � �~�~���� ��~���������� ��� �~� T	, R	 �~��~ �������~�������| ��~� ��~�~ ~
���� �� ���~������~ �~�~���� ��~����������
a⊕ ∈ Ae ���� �������~������� T⊕ ⊆ T	 � R⊕ ⊆ R	 |
��xx�� ;��
���+ ������ a	 
 8�
�� ��#��� �� ����� 
� ������
��%

�zsz�z
"���,
� ������s �z�z �	
� �(
#���� �(	
�
�� �	� �
��
�
�� 
� �	� ;�
�
 ���	�"��
�

�
�� 
�� �	�$� �	
� $� �� 	
�� 
� 
������

�� "����
�
'
�
�� 
� 	
��%
&� 	
�� �� ��
"	��� 
�
�� ��� ���
�
�� 
� �����$�% *� �	� �����(� �� >?@
�	� �������
�� �
����� 
�� ���#��
��� �� {0, 1, . . . , r}


��
{1, . . . , r}

����
#��
��� �	�  ���	�"��
�! ���#���� �� �	� ����% 7�
��
�" �	
� �� ��� �������
����
�� #�
�� �	
� $� ��� R = {0, 1, . . . , r}


��
Q = {1, . . . , r}

% &
�	 �	
�
�������
�� $� �
����� �	� ����
��� �� �����
�� �������

a�,a⊕ 
��
a	 �	
�


���
� 
� �	
� �����(� ��
QuO

%

1stSTEP :
<
��� �� 
��+ ��� ��#�

σ ∈ Q
����
��� ��#� �����
�� ������  �� �	� 4������9
��5!

a0⊕σ
�����#
��� �� �;�
�
��� 
�����
�"

cρ (ρ ∈ (Q \ {σ}) ∪ {0}) = R \ {σ}

���	 
 ������ 
� �����#
��� �� ��#� 4���������
�"5 ��;�����

"���,gg�"���,gg�  E%92!
τ̂ = (τ̂1, . . . , τ̂r)

$
�	
c0τ̂ρ = lρ0 = min

Cρ
c0ρ (ρ ∈ Q \ {σ}) .

�	
� 
�+ �
�	
τ̂ρ

�
9�� �	� #
�
#
� �
��� �� �	� ����
�� c0•
���� �	� �
��
��

Cρ (ρ ∈ Q \ {σ})
% 6����+ �	� �	
�
����
��
�� 
��

"���,ggg"���,ggg  E%93!
T⊕ = {τ̂1, . . . , τ̂r} = {τ̂ρ}ρ∈Q


��
R⊕ = R \ {σ} .

Z� 
���#��
��� 
�
QuO

+ �	� 4���������
�"5 ��;����� �
�
�8��

"���,
�("���,
�(  E%:O! ∑

τ∈T⊕

c0τ = c0(T⊕) =
∑

ρ∈Q

lρ0 =
r∑

ρ=1

lρ0 < 1 ,


�� �	� �	
�� ��
a0⊕σ


� 
��
�
��� ��

a0⊕σ = (. . . 1 . . . , . . . 1, . . . , . . .
1−

∑
ρ∈Q\{σ} c

0
τ̂ρ

c0τ̂σ
. . . , . . . 1 . . . , . . . 1 . . .) .

�	��+ �	� �	
�
����
��
� �;�
�
��� ��8�
�" �	
� ������ 
��

cρa0⊕σ = 1 (ρ ∈ Q \ {σ}) ,

c0a0⊕σ = 1

aτ = 0 (τ /∈ T⊕) .

�(�()"f+"��(�()"f+"�  E%:9!



? ������� � � �������

 ?
��

�������� $� 	
��

cσa0⊕σ =
1−

∑
ρ∈Q\{σ} c

0
τ̂ρ

c0τ̂σ
=

1−
∑

τ∈T⊕\{τ̂σ}
c0τ

c0τ̂σ
> 1 .

*� 
� ��� 	
�� �� ��� �	
�
a0⊕σ


� 
������
���%

2ndSTEP :
��(� $� ����
��� �����
�� ������� �� �	� 4�	
�� 9
��5 $	
�	

$
�� ���� ��� �� �� �����
���% �	� �	
�
����
��
� �;�
�
��� ��$ 
������ 
��
cρ (ρ ∈ R)

% 6�$����+ 
"

� �	��� 
� 
 ����
8� �����
�
��
σ

$	
�	 $� �	����
�� ��

σ = r
% �	�� �	� "����
� �����
�� ������

a0	r
�� �	�4�	
�� 9
��5 
� "
���

�� 
 ��;�����

τ̂ = (τ̂1, . . . , τ̂r, τ r)
$
�	

τ̂ρ = lρ0 (ρ ∈ Q)

��

τ r ∈ Cr.

7�����
�"�� $� ���
 E%::!

T	 := {τ̂1, . . . , τ̂r, τ r}, R	 = R = {0, 1, . . . , r} .

��$ 
���#��
��� 
��

"���,
�(�"���,
�(�  E%:E!
c0(T	 \ {τ r}) =

r∑

ρ=1

c0τ̂ρ =
r∑

ρ=1

lρ0 < 1 <
r−1∑

ρ=1

c0τ̂ρ + c0τr = c0(T	) .

�
�	
τ̂ρ

�
9�� �	� #
�
#
� �
��� �� �	� ����
�� c0•
���� �	� �
��
��

Cρ + ���
c0τr


� 4�
�"�5 �� ��#�
�
���% &�
�
�"
l?r :=

∑
ρ∈R−{r} c

0
τ̂ρ

+ �	� �	
�� ��
a0	r
� 
� �����$�%

a0	r = (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ;

. . . ,
l?r + c0τr − 1

c0τr − c0τ̂r
, . . . ,

1− (l?r + c0τ̂r)

c0τr − c0τ̂r
, . . .)

=: (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . , α, . . . , β, . . .) .

!df�"fc+!df�"fc+  E%:�!

6���
α


��
β


�� �����#
��� ��

α + β = 1

αc0τ̂r + βc0τr = 1− l?r .

 E%:.!

���
��� �	� �	
�
����
��
�� ��
a0	r


��

cρa0	r = 1 (ρ ∈ R	 = R) ,

aτ = 0 (τ /∈ T	) .
�(�()"f+"���(�()"f+"��  E%:0!

��$ ����
��� �	� �
��
� �����
������

"	� �
�� �����
��� �� �#
��
�"
cr

���#
�	� 
���� �����#+ �	
� 
�+


"�()
"�"���
"�()
"�"���  E%:1! �R	\{r}
Tπ :=

{
a ∈ Tt

cρa = 1 (ρ ∈ R	 \ {r}) ,

aτ = 0 (τ /∈ T	 := {τ̂1, . . . , τ̂r, τ r}).

}
.



? ������� � � �������

 ?
��

&� �
�
#���
'� �	
� �
�� �


t → at

$
�	

�f+f�f+f����f+f�f+f���  E%:2!
at := (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . ,

t

c0τ̂r
, . . . ,

1− (l?r + t)

c0τr
. . .) (t ∈ T) .

<��
t = αhτ̂r

�	
� �
�
#���
'
�
�� �
���� 
���� ��#� ��#���
�
��

�f+f�f+ff��f+f�f+ff�  E%:3!
aαhτ̂r = (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . , α, . . . , β, . . .) = a0	r ,


�� ���
t = hτ̂r

$� ���

� 
##��

����

 E%EO!
ahτ̂r = (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . , 1, . . . ,

1− (l?r + hτ r
)

hτr

. . .) = a0⊕r ,

$	
�	 
� �	� �����
�� ������
a0⊕r �	
� 
���
��� 
� �	�

1stSTEP
% �	�� $�

��� �	
� ��� �
� ���
�� ���# a0	r

���" �	� ��"�

[a0	r,a0⊕r]

��
�	
�"
a0⊕r + ��+ 
� ��	�� $����+ $� 	
�� 
 ������
��

a0	r r,0
⇒ a0⊕r.

3rdSTEP :
&
�	��� �����
�" 
��� �	� ���

�� $� #���
�� �	
� �����
�� ��������

a� �� �	� 48��� 9
��5
�� 
������
��� 
�� �����#
��� �� 
 �	
�
����
��
�
�����# 
�����
�" 
��

cρ (ρ ∈ Q)
%

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦



? ������� � � ���
����

 ? ��

� ���������� ��� ������ ������ ��������

&� ������ �	� 
������
��� �(���#
�� ��
A

��

"�!"��(++
"�!"��(++  �%9!

A⊕ :=
{
a⊕ ∈ Ae a⊕ 
� 
������
��� } .

7��� $� ��8��
"+!*d�"+!*d�  �%:!

H :=
{
x ∈ J(v) xa⊕ ≥ v(a⊕) = 1 (a⊕ ∈ A⊕)

}
⊇ J(v) ∩



.

�	� �
��
�
��� ��� �	� ���������
�� �� ������
��� ���� $
�� �� ����

� 
#����
�
��� 
�
H

+ #��� ����
����>
��f+#f)
"� rstuvwvxu 	zyz }~� ρ ∈ R | � ��~����������� x̄ρ ����������
#f)
("�#f)
("�  �%E!

x̄ρ ∈ H , x̄ρ ≤ cρ

�� ���� �� �~ � ^Xa_[Q^]\_ �� cρ | ��~ ���������� ����~�������� �� x̄ρ �� ��~�~����~

"�!*f)
*�
"�!*f)
*�  �%�!

ξ
ρ
=

•

ξx̄ρ

:=
∑

τ∈T

xρ
τλ|Dτ ���� �~�����

•

ξρ =
∑

τ∈T

xρ
τ

�
Dτ .

ξ̄
ρ �� � ^Xa_[Q^]\_ RSQYaXS �����~� �� λρ |
b
��� ��+ 
�

{x̄ρ}ρ∈R

� 
 �
#
�� �� �����
�
���+ �	�� �	� �����( 	���

 �%.! �
:=

�xu	
{x̄ρ}ρ∈R
$
�� �� ����
����� �� �� 
 ��������~ ��� �	� ���������
�� �� 
 ������
���
���%
���
���+ $	������

ρ ∈ Q
+ �	
� 
�+ $	������

cρ

� 
 �������� ���#���+ �	��

 �%E! 
#��
��
x̄ρ = cρ

% 6����+ �	� ���� �����
�
�� �� 
  ����! ���� ���#��� 
�
�	
�  ����! ���� ���#��� 
�����% *� ����� �� �(	
�
� �����
�
��� $�+ �	�������+
�
� �����
�� ��� ����� ��

ρ ∈ R\Q
% ���
���+ ��� ρ ∈ R\Q


�� ��#� �����
�
��
x̄ρ

$� ���

�
x̄ρa⊕ = cρa⊕ = 1

$	������
cρa⊕ = 1

%
7�
��"����� �� �	� �
��
�
�� 
�

A
+ $� 
�������� ��� ��#�

σ ∈ R
+ �	� [�QXQ[�^SX]Y^][Y ��

cσ
% 7� $� �� ��� $
�� �� �(��
�
���� 
�������� 
� ���#��
�
��

��
A

$� ���

� ��� �	� �	
�
����
��
��>

Tσ := {τ ∈ T cστ > 0}, Aσ := {a? ∈ Ae cσa? = 1} .

�	��+ 
� �
�$ �� ������"����
��+ $� 	
��

|Tσ| = |Aσ| = |Cσ| > 0


��
cσ


� �	� ��
;�� �����
� �� 
�� [�QXQ[^SX]Y^][ YWY^SR $	
�	 
� �	� �
��
�
�����# �� �;�
�
��� 
� �
�

����

{xτ}τ∈T
"
��� ��

#df+"��#�#df+"��#�  �%0! xa? = 1 a? ∈ Aσ

xτ = 0 τ ∈ T \ Tσ .



? ������� � � ���
����

 ? ��

��(�+ 
� $� 
��������

A⊕σ := {a⊕ ∈ Aσ a⊕ 
� 
������
��� }
�	�� 
 �����
�
�� x̄σ

	
� �� �
�
��� x̄σa⊕ = 1
���

a⊕ ∈ A⊕σ % Z
��� ��
�	��� �����;�
�
���+ �	� �����$
�" ����
��� 
 ��������� ��� �	� ���������
�� ��
�
��
�
���%

"df*
"� rstuvwvxu 	z	z �~ �~��~
∨

Eσ :=
{
τ ∈ R ∃a⊕ ∈ A⊕, �|�| τ ∈ T⊕, σ ∈ R⊕

}

∧

Eσ := Cσ \
∨

Eσ .

 �%1!

�	� �����$
�" ����
#���
�
��� {x̄ρ}ρ∈R
����
�� �	� �
��
�
��� ��� �	� �(����#
�� �� ��#� ������
��� ��� �%

��f+�(
"� rstuvwvxu 	z�z }~� σ ∈ R \Q | � ��~����������� x̄σ �� ���� �� �~ � Y^Q_�hQXh ^Xa_[Q^]\_ iS[^\X ����~�������� �� cσ �� ��~ � �������� ����� ���~|

{|
��f+�(*f���f+�(*f�  �%2!

xσ
τ := cστ (τ ∈

∨

Eσ)

�|
��f+�(*f����f+�(*f��  �%3!

xσ
τ ≤ cστ (τ ∈

∧

Eσ)

�|
 �%9O!

xσ
τ = 0 (τ ∈ T \ (

∨

Eσ ∪
∧

Eσ))

���� ���� x̄σ(



σ) = x̄σ(I) = t .

��~ Y^Q_hQXh ^Xa_[Q^]\_ RSQYaXS ξ̄σ �����~� �� λσ �� ��~ ����~������������������ �~�~���~� �� �� �~������� �|�| �~ ���� x̄σ � Y^Q_hQXh ^Xa_[Q�^]\_ iS[^\X ����~�������� �� cσ | ��~ ���������� �~�~���~� �� ��~ �~����~

"�!*f)
*��
"�!*f)
*��  �%99!

ξ
σ
=
∑

τ∈T

xσ
τλ|Dτ ���� �~�����

•

ξσt =
•

ξx̄
σ

:=
∑

τ∈T(t)

xσ
τ

�
Dτ ,

�����
��� 
 ��
��
�� �����
�
�� �������#�
���� x̄σ
�
ξ
σ ������� 
� 
  ����!

]RUa^Q^]\_ + ���� 
�
x̄σ(

∧

Eσ) ≤ t
	���� ����%

�(�f+"��"#*($" ��sx�s� 	z	z }~� σ ∈ R \Q ��� ��� �~� x̄σ �~ � �������� ����������| }~�
a⊗ ∈ Aσ �~ � �~�~���� ��~���������|



? ������� � � ���
����

 ? ��

{| �� a⊗ = a⊕ �� ���~������~ ��|~|� a⊕ ∈ A⊕σ�� ��~�
 �%9:!

x̄πa⊕ = 1 = v(a⊕) .

�| �� a⊗ = a	 �� �~������~� ��|~|� a⊕ ∈ Aσ \A⊕σ�� ��~� ��~�~ �� a⊕ �����������~������� T⊕ ⊆ T	 � R⊕ ⊆ R	 |
�| �� a⊗ = a	 �� �~������~� ��~�

 �%9E!
x̄σta	 ≤ 1 = v(aσ	) .

��xx��
1stSTEP :
b��

a⊕ ∈ A⊕σ �� 
� 
������
��� �����
�� ������% �	��+ ���
τ ∈ T⊕ $� 	
��

τ ∈
∨

Eσ

�� 	����

xσ
τ = cστ

��  �%2!% �����;������

x̄σa⊕ = cσa⊕ = v(a⊕) = 1 .

2ndSTEP :
��(� ���

a	 ∈ Aσ \ A⊕π �� 
 �����
��� �����
�� ������% �����
��� 
 ��;����� �� �����
��� ������� ��
��
�" $
�	
a	 
�� ���
�" 
� ��#�


������
��� a⊕ + �
�	 ��� ��
�" ���

��� �� �����
�" �	� ����
��� ���#��� ��
�	� ��;�����% �	��+ ���
��� T⊕ ⊆ T	 +

R⊕ ⊆ R	 %

3rdSTEP :
��������+ 
� �
�$ ��  �%2! 
��  �%3! $� 	
��

xσ
τ ≤ cστ

+ ��� 
��
τ ∈ T

+ 	����+ 
�
σ ∈ R	

x̄σa	 ≤ cσa	 = 1

�zsz�z
�(�f+"��#f)
 ��sx�s� 	z�z �����~ ����� � �� ���~ σ ∈ R�

x̄σ(
∧

Eσ) ≤ t .

��~� ��~�~ ~
���� �� ���������� x̄σ ���� ����

{|
����"#+,����"#+,  �%9�!

x̄σ ≤ cσ ,

�|
���()d���()d  �%9.!

x̄σ ∈ H .

�| ��~�~�~� σ ∈ Q� ��|~|� cσ ∈

 �� ~
�����~����� λσ �� � ���~ ~�~�~������~� ���
�~��

���e�#+,���e�#+,  �%90!
x̄σ = cσ



? ������� � � ���
����

 ? ��

��xx��
�	� �
�� 
��# 
� ���
��� 
� 
�� �������� ���#���

cρ

� 
� 
#���
�
�� 
��

�
�
�8�� ��� ����
�
���
cρa? ≤ 1

���
a? ∈ Ae 
�� ��� <��� �	� ���� ���

H
% �	�������+ $� �����
�� ��������� ��

σ ∈ R \ Q
% �	�� ��� ��

# 
� 


�����;����� �� �	����# �%�%
�zsz�z

"����
� ������s 	z�z 7"

� $� ����
��� �	� ;�
�
 ���	�"��
� �
�� >?@ 
�� ��#��
�� ��� ������� "����
�
'
�
�� �� �	� ����
��� ��� ��% �	� ���
�
�� 
� 
� 
�
�(
#��� E%0%
<��

σ = 0 ∈ R \ Q
+ 
%�%+

cσ = c0
$� $
�� �(	
�
� �	� �	
�� �� 
 �����
���

������
x̄0 %

1stSTEP :

<
��� �� 
�� $� �����#
�� ∨

E0 =
∨

Eσ
% ����
��� ��#� �����
�� ������ �� �	�

4������ 9
��5
a0⊕σ


� �
������� 
� �	� 8��� ���� �� �(
#��� E%0+ $
�	 �	
��

a0⊕σ = (. . . 1 . . . , . . . 1, . . . , . . .
1−

∑
ρ∈Q\{σ} c

0
τ̂ρ

c0τ̂σ
. . . , . . . 1 . . . , . . . 1 . . .) .

7�
a0⊕σ


� 
������
��� $� 	
��
T⊕ ⊆

∨

E0 % 7� �	� ���������
�" ��;����� T⊕
� $��� 
�
σ

�
� �� �
�
�� $� ���

�
∨

E0 =
⋃

T⊕undercutting

T⊕ .

6����+ $	������
x̄0 
� 
 �����
��� ������ $%�%�%

c0
+ �	��

x̄0

|
∨

Eσ
= c0

|
∨

E0

=

%�%+

x̄0��
�
��� $
�	
c0

�� ����� ���������
�" ��;�����%

2ndSTEP :
��(�+ 
"

� ���

cσ = c0
+ $� ����
��� �����
�� ������� �� �	�

4�	
�� 9
��5 $	
�	 ������ ��� �� �� �����
��� 
� �	�
2ndSTEP

�� �(
#���
E%0% �	��� $� 	
�� ����� 
 ������
��

a0	r r,0
⇒ a0⊕r.

7�
a0⊕r


� 
������
���+ $� �������� �	
�

"���,
�(�"���,
�(�  �%91!
τ̂1, . . . , τ̂r ∈

∨

E0, τ r ∈
∧

E0 ,

%�%

T⊕ = T	 \{τ r} ⊆
∨

E0, {τ r} ⊆
∧

E0.


� $��� 
�
 �%92!

R⊕ = {0, 1, . . . , (r − 1)} ⊆ R	 = R .

��#�
�
�" $� 	
��

 �%93! ∨

E0 =
⋃

T⊕ ������������

T⊕ ,
∧

E0 = T \
∨

E0 .



? ������� �� ������ 
� � ? ��


��
x̄0

|
∨

E0
= c0

|
∨

E0

%

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

���
�� �	� �
��
�
�� 
� ��������� 
� ���� �� �� >?@+ 
� �
��
���
� ��~��~�
�|� 
�� �	� �������
�
�� 
� �~����� �% �	���+ 
�

x̄σ(
∧

Eσ) ≤ t
	���� ����

���
σ = 0 ∈ R \ Q

+ �	�� $� 9��$ �	
� 
 ��
��
�� �����
�
�� x̄σ = x̄0 
�

� �(���#
� ��

H
% &
�	
� �	
� �����(�+ 
�

x̄σ(
∧

Eσ) > t ,
�	�� �	� ���� 
�

��
���+ �	
� 
�+ ��� �	� ���������
�� ��  �
��
�
�� ���! 
 ������
��� ��� ���
�
� �
����� ��

c0
��

λ0 �������
����%

*� �	� ������� "����
� �����(�+ �	�������+ $� $���� �
9� �� ��

# �	
�
x̄σ(

∧

Eσ) > t ,
#��
�� 
� $��� �	
�
cσ

�
� �� �#
���� ���# �	� ���������
��% �	
�+ 	�$����+

� ��������� ��� $
�	
� ��� �
�"�%

� ��� ������ �� � ��� �������� ���������
!"#$%&'
,c

�	� �	� �(���#
�� ��

A =
{
a ∈ Tt

+ cρa ≥ 1 (ρ ∈ R)
}


�� �	� �����
�� ������
�
�
��� $	
�	 �� �	� *�	��
�
��� �	����#  �	�����# :%E! ����
�� �	�
ε������
�� ��
�
�
��� �	
� 
�� ������
�� 
�� ����
���

��"
��
�" ��#
�
���%
�	� ���#���� ��

A
�����
���� �	� ���#
�� �� �	� ��#���	���
�� �����( 	���

�� �	�
{cρ}ρ∈R

$	
�	 
�

###)"�
"�###)"�
"�  .%9! 

=

{
x ∈ TT ∃α• 4�����(5 �%�%

x ≥
∑

ρ∈R

αρc
ρ

}


� 
��������� 
�  :%2!% 6����+
#)"�
"�#)"�
"�  .%:!



=
{
x ∈ Tt

+ xa⊗ ≥ 1 (a ∈ A)
}
=
{
x ∈ Tt

+ xa? ≥ 1 (a⊗ ∈ Ae)
}
.

*� �
�$ �� ��#
�9 :%2 �	� �������
cρ


�� �	� �(���#
�� �� 
%
��$+ ��� �� ����� �� �	� �
���� �� 
% <��

a⊗ ∈ Ae ������ �	� ����������
�"

��������
�" 	������
�� ��
 .%E!

Ha⊗ :=
{
x ∈ Rt xa⊗ = 1

}
.

7�
a⊗ 
� �(���#
� 
�� 
� �
�$ �� ������"����
��+ 
 ∩ Ha⊗


� #
(
#
� 
�
�
#���
�� 
�� ���
��� $
�	
� �	� �����
�� �� 
% �	�� $� 	
��
rstuvwvxu �zyz }~� a⊗ ∈ Ae | ��~� ��~ ���
�~ �(t− 1)����~�������� `Q[S^����~�������� �� a⊗ ��
 .%�!

Fa⊗ :=


∩Ha⊗.



? ������� �� ������ 
� � ? ��

+"c�f#"*)"� �s���� �z	z &� 
#
"
�� 
 �� �� ���� 	
"	 �
#���
��
� $	
�� �	� ��#���
r

�� �	� ��
��
�" �������
{cρ}ρ∈R


� ���
�
���� �#
��% �	�������+ �	� �
���� ��

 
�� "����
�
��� ��� ��#�
��% �
�	�� �	�� 
���
� 
� �	� ��# �� 
 	
����
��

�� �	� �����( 	��� �� �	� �(���#
�� 
�������% <
"��� .%9 �����
��� 
 ����
���
��������� �� 
 
��

A � 
�
2

�
#���
���+ �� �
� ���# ��
�" ���������
�
��%
<
"��� .%: 
��
�
��� �	� �
#� ��������� 
� E �
#���
��� %%% $	
�	 $� 	
�� ��

#
"
�� 
� #��	 	
"	�� �
#���
���%

c1

c2

�

�

a⊕

a?1

F a⊕

<
"��� .%9> �	� �	
�� �� 
 
��
A � �$� �
#���
��� �f#",�#�"�!



? ������� �� ������ 
� � ? ��

c1

c2

�
�

a⊕

a?1

a?2

F a⊕

Tt+
T\T⊗

<
"��� .%:> �	� �	
�� �� 
 
��
A � 6
"	�� �
#���
��� �f#",�##�"�!

���� ����
����+ ��� T⊗ 
��
R⊗ �� �	� �	
�
����
��
�� ��

a⊗ + �	��
F⊕

a

�
� ��
$�
����

F⊗
a =

x = x1 + x2 ∃α• 4�����(5 : x1 =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ, x2 ∈ Tt+

T\T⊗





=
�xu	
{cρ ρ ∈ R⊗

}
+ Tt+

T\T⊗ .

�f#"*
f+!*�f#"*
f+!*  .%.!

<��
ρ ∈ R⊗ $� 	
��

cρ ∈



∩ Ha⊗

+ �	�� �	� �������
{cρ}ρ∈R⊗


�� �	�
�(���#
�� �� �	� �
���

F	
a =



∩Ha⊗

%
*� ���� �	� �������

{cρ}ρ∈R⊗

�����#
��
a⊗

�

 �	� �	
�
����
'
�" �����#

#df+"��f*#df+"��f*  .%0! cρa = 1 ρ ∈ R?

aτ = 0 τ ∈ T \ T? .



? ������� �� ������ 
� � ? ��

��#�$	
� #��� ��""���
���� $�
����+
x̂ ∈ Fa⊗


�#
�� �� 
 ���������
�
��

!�ee"!*($"!�ee"!*($"  .%1!
x̂ = x̂

T⊗

+ x̂
T\T⊗

=
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ + x̂

T\T⊗

,

$
�	 
 ��
�
��� 4����(5 ���
α• = {αρ}ρ∈R⊗

�� �����
���� 
�� �����"
�
��
x̂
T\T⊗

∈ T+
T\T⊗

%
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�	 �	� ������� �� ��#
��
���% 7� 
 �����;���
�+ $� ����
��� 
 ����
�� 
�����
�" �	� �������
{cρ}ρ∈R �$	
�	 
�� "����
��� ��� 
#���
�
��� � 
� ��#� 9
�� �� 
 ��#
�
��� ���
�
��%

*d"�f!(#
,c*d ��sx�s� �z�z {| }~� x0 /∈

| ��~� ��~�~ ~
���� ���~ a⊗ ∈ Ae �����������~������� T⊗ ��� R⊗ �� �~�� �� x̂ ∈



∩Ha⊗

���� ����

!*f+
,c�!*f+
,c�  .%2! x̂ | T⊗
> x0

| T⊗
,

x̂a⊗ = 1 = v(a⊗) ,

���~��~� ��~�~ �� � 	����~

 ����������� α• = {αρ}ρ∈R⊗
���� ����

!*f+
,c��!*f+
,c��  .%3!
x̂ | T⊗

=
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ

| T⊗

����� ���~|
�| }~� x0 ∈


| ��~� ��~�~ ~
���� ���~ a⊗ ∈ Ae ���� �������~������� T⊗

��� R⊗ �� �~�� �� x̂ ∈


∩Ha⊗

���� ����
!*f+
,cg�!*f+
,cg�  .%9O!

x̂ ≤ x0 .

x̂ �� � ����~
 ����������� �� ��~ cρ (r ∈ R⊗) ~
����� �� x̂T\T⊗

= 0 |
��xx��
1stSTEP :

<
��� �� 
�� ����
��� �	� �
�� �	
�
x0 /∈ C

% 7� 
 
� 
 ������
�����( ����	����� $� �
� 8�� ��#�

x00 /∈

 ���	 �	
�

x0 < x00 % �	��+
#
�
#
'
�" �	� �
��
��� ���# x00 �� 
+ 8�� ��#�

x̂

�

∂

 ���	 �	
�

x̂−x00
� 
 #���
��� �� 
 ���#
�+ �
� a⊗ + 	���� �����"
�
��%
&%�%�%" $� �
� 
���#� �	
�

a⊗ 
� �(���#
�+ 
%�%+ 
 �����
�� ������
�
�
��%
��������+ 
�

x̂

� 
� ���#��� �� �	� �
�� 


∩Ha⊗

����������
�" ��
a⊗ + $�

	
�� ��� 
 ��
�
��� 4�����(5 α•
>

x̂ | T⊗
=
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ

| T⊗
.

�	
� 
�+ $� 	
��

!*f+
,cgg!*f+
,cgg  .%99!
x̂ ≥ x00 > x0 ,

	����
x̂ | T⊗

> x0

| T⊗
.
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� $��� 
�

!*f+
,c�!*f+
,c�  .%9:!
x̂a⊗ = x̂|T⊗

a⊗ =
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρa⊗ =

∑

ρ∈R⊗

αρ = 1 = v(a⊗) .

��$  .%99! 
��  .%99! ���
��  .%2!%

2ndSTEP :
��$ ���

x0 ∈

 $
�	

x0 /∈ ∂C
% �	����

x̂ ∈ ∂

 ���	 �	
�

x̂ < x0 	���� ����% 7"

�+ ��� ��#� �
���
F a⊗

�� 
 $� 	
��
x̂ ∈ F a⊗

= ���
�	� �	
�
����
��
�� 
� ���
� ��

T⊗ + 
��
R⊗ = �	��

!*f+
,cg�!*f+
,cg�  .%9E!
x̂ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ + x̂

T\T⊗

< x0 
��
x̂ | T⊗

< x0

| T⊗
.

��$+ �
#
�
� ��  .%9:! $� 	
��

!*f+
,c�!*f+
,c�  .%9�!
x̂a⊗ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρa⊗ =

∑

ρ∈R⊗

αρ = 1 = v(a⊗)

���
��
�" ��� ������ ��

#%

3rdSTEP :
�	� �
�� �	
�

x0 ∈ ∂

 
� �	� �
�� �
� �� �#
����+ 
� �	� ���
��

#��� 
� ���
���%
�zsz�z

#
,c)(#d*�
,c �s���� �z	z ���� 
"

� �	
� ���#��
  .%2! �
���� �� ���� 
� 
 ��#
�
���
���
�
��+ ���

x̂

� ��� ������
�
�� 
� 
#���
�
��%

6�$����+ 
� $� 
������ �	� �(
�� �
�� 
� ��� �
�����
��+ �	
� 
�+ ��� �	� #��
#��� 
���#� �	
�

cρ(T) = r
 
%�%

λρ(I) = 1
! ���

ρ ∈ R
+ �	�� �	����# .%E


����� 
#��
�� �	
� �	� ��������  
%�%+ �	� �����(� 	��� ��
cρ (r ∈ R)

! 
� �(�����
��� ��
���% <�� 
� �	
� �
�� 
�� 
#���
�
��� ����
�� �� 
 
�� ��#
�
���
$	
�� ���

x0 ∈

 $� 	
�� ������
�
�� x0 ∈ C(v)

 �	� ��������!% 7�� 
�
x0
� 
� 
#���
�
��+ $� 	
�� ��  .%9E!

t =
∑

τ∈T

x0
τ ≤

∑

τ∈T

x̂τ =
∑

ρ∈R⊗

αρ

∑

τ∈T

cρτ +
∑

τ∈T

x̂
T\T⊗

τ = t+
∑

τ∈T

x̂
T\T⊗

τ

$	
�	 
#��
�� ������
�
�� x0 = x̂

��

x̂
T\T⊗

= 0
+ �	��

x0 =
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ ∈ C(v) .

��$ $� 
�������� �	� �����
�
��� x̄ρ

�� �	� ����������
�" #�
����� ξ̄ρ 
��

�	�$ �	
� �	� ��#
�
��� ���
�
��� �
� 
� $��� �� ���
��
�	��%

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦
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rstuvwvxu �z�z }~� {x̄ρ}ρ∈R �~ ������� �� ���������� �~������ ��� �~�
{
ξ̄
ρ}

ρ∈R�~ ��~ ����~�������� ������ �� ���������� �~����~�| ��~�
!*f)
#f)
!*f)
#f)
  .%9.! �

= �\_i�{x̄ρ}ρ∈R ��� H = �\_i�{ξ̄ρ}
ρ∈R

,

��~ ����~� � ���������~� � ��� � Y^Q_hQXh ijklm^QnVS mS^|
&� $
�� ������
��� ����� �	
� � 
��

H

�� 
����� ������
���%

7� �	
� ��
"� ��� �� ���
�� �	� 
��������
�
�� $� 
��
�	 �� �	� ������
���
��� �� �	� 
���� ���������% �	
� $
�� �� 
 �	��� ����
�� �� �	� ��
���
��
�
�����
�� ����
��� 
� >?@+ #��� ����
���� 
� ����
�� 9 �� -0/= �	� ��
��� 
�
�
������ �� �	� ���"�	� �
�����
�� ����
��� 
� �	
� �����(�%
<����$
�" �/KC-�/+ $� 
��������� ��#� �

�

(Cρ,λρ)

� 
 �
���� ��##
��
�"

�
����
ρ
% *#
"
�� �	
� 
 ������
��� ��� 
� ���
��� �� 
 �
�"

�
�" �������

�� �$� ��
"��> 
� ��� ��
"� 
 ���#
�
'�� #�
���� � 
� 4
�����
�5 �
���
���
��
�� $�
��	 $
�	
� �	� �
���� � 
� �������� 
� �
�	 �� �	� �
����� 
�� 
� 
���	��
��
"� 
 ���
�
�� �
���
���
�� �� $�
��	 
� �����#
��� ���$��� �	� �
�
��� �
������ $	
�	 
#����� �� ������
�" 
 �����( ��#�
�
�
�� 
�����
� �
���
���
��%
�	
� �����
����� 
� 4�(����
�5 ��������� ������
�" 
� 
 ��� �� 
#���
�
���
���
��
�	
�" 
 ������
��� ���%
�	�� $� �����
�� �� �$� ������ �� �	� �
�"

�
�" �������> 
� ��� �����
 4�(����
�5 ���# �	� �
�$ �� �	� #�#���� �� 
 �
����!  ���������
�
��� ��! 
��
�
����� �
�"

� 
���� 
 �	
�� 
� �	� �
���
���
�� �� $�
��	 � �	
� 
�+ �	��

"��� ���� 
 4�����(5 α•
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�" �	��� �	
���%
�	� 4
�����
�5 ����� �� �
�����
��� 
� �	�� ��"
������ $
�	
� �
�	 �
���� 
�
����� �� ���
��
�	 
  4���
�5! �
���
���
�� �� �	� $�
��	 
��
�� �
�	 �
����
 ���#
�
'��+ 
%�%+ ���#
��� 
 ����
�
�
��!%
�	� ����� �� ��"
�
'
�
�� �� �	��� �$� ������ 
� ��� ��
�" �#�	
�
'��+ ���
����� �� 
���	�� 
#����
�� #
����% ;��
����� ��� �
����� �� �	� 4�	��� �
��
�� �	� #
�9��5 � �	� ���� ���#���� � �	� 
�����
� �
���
���
�� 
� ��
�" �
���
��� �� <��� �	
� ���� ���#���% <�� �
����� �� �	� ���" �
��+ ��
���� 	
�� ��

"��� 
���� ��#� 
#���
�
�� $
�	
� �	
� �
���� $	
�	 ����� ��� �� ������
�
��
�� 
 �
���
���
�� 
��������� ����
����� $%�%�% �	� �
���� �
���
���
�� $
�	 

����
�� ������� �� ���% *� �	� ;��	�"��
� �
�� �	
� 
� 
 ������ �� �	� �	
��
����
'
�
�� �	����# -9O/+-99/!% <�� �	� =�
���;��	�"��
� �
�� 
� �����$�
���# �	� ���������
��� �� �	� �����
��� ��
��
�� ��
��� ���� 
� >?@%
�	� ��#���
�
�� �������� � �	� ����+ �	� ��#���
�
�� �;�
�
��
�#+ �	� �	
����� �
��� ���% 
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"� �� $�
��	 �� �
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�� �� �	� #
�9��+ ���
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�����! �	
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���% �	� ������
��� ��� 	�$���� �#�	
�
'�� �	� ����
�� ������
�
�� � ��� ���� �� ��?���
�" �	� 4��$�� �� 
�	
���5 ����

� $�
��	
���
�" �	� �
�"

�
�" ������� ��� 
��� �� 
�������
�
�" �	� 4��$�� �� ��������5> 
 "���� �� �
����� �
���� 
�	
��� 
���	
�" $
�	��� 
�����
�" �
�	
�
���� �� �	� ���" �
�� �� �	� #
�9��%
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�
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��+ �	� 4��$�� ��
�������5 
� ��?����� �� �	� ������� �� �(����
� ��
�
�
��% *�����+ �	� ����

� �	� ��� �� ����#
�
��� 
#���
�
��� 
� 
�$
�� 
�����
��� ��
���% �	
� 
�+

�����
� ��
�
�
�� 
�� �	� ��$�� �� 
�	
��� 
�� ������� ���������% *�����+ �	
�
�
����� �� �	� ���" �
�� �	���� 
"��� �� 
 �
���
���
�� $	
�	 
��
"�� �	�# <���
���	
�" 
� � ���# �	� �
�$ �� ������
�
�� �	���� � ��� ��
��
���%
;���
�� �	� ���� ��� #
� 8�� 
#���
�
��� �	
� �
���� �� ��#
�
��� ��
���#���� �� �	� ����% Z�� $
�	
� 
 ������
��� ��� $� 8�� 
�$
�� 
#���
��
��� �	
� �
� �� ���� �� �
�����
� �	�#% �	��+ ������
��� ���� ������ 
�
��?���
�" �	� 4�������
�� ��$��5 �� �
����� ���
��� �	�� 
������ 
�"�#����
�� �������
�� �

 �(����
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�
�
��%
�;�
�
����� �	����#� ��� �
�"� "
#�� ���$��� �	� ����+ �	� �	
���� ,
���+
�	� ��#���
�
�� �;�
�
��
�# ��� 
��
�
�� �	
� ��#���
�
�� ������ ��� �������
�
�� 
� 
 �
�"� #
�9��% 7� 
 �����;����� $� $���� �
�	�� 	��� �	
� �	���
�������� 
�� ��� 
������

�� ��� ��?���
�" �	� ������� �� ������
�
��%
�
���
���+ ��� 	
� �� ������ 
���� �	� ���
�� �� 
 4�
����5 ��
�" ��?�����
�� 
 �

�

(Cρ,λρ)
% <�� ��$+ ��	�� �	
� 
� �	� ���	�"��
� �
�� �� ���� 
�

>?@+ ��
���� �� �
�	�� �#
�� ��
�
�
��� �
� �� #�#���� �� �
������ �
�����%
"�*"+)"
,c� ��sx�s� �z�  �(���� ��#
�
��� � �

 )�����
�
�
���!z }~� � �~ � ��������� ��������~| }~� x0 ∈ J(v) �~ � ��~����������| �� x0 /∈

�� ��~� ��~�~�� x̄ ∈
� ��� � �~�~���� ���~������~ ��~���������� a⊗ ���� ���� x̄ doma⊕ x0����� ���~| ���� ��� � �� ~
�~������ �����~|

��xx��
1stSTEP :
<
��� �� 
�� 
���#� �	
�

x0 /∈

 	���� ����%

�	��+ 
�����
�" �� �	����# .%E+ �	����
a⊗ ∈ Ae $
�	 �	
�
����
��
��

T⊗
��
R⊗ 
� $��� 
�

x̂ ∈



∩ Ha⊗

���	 �	
�+ $
�	 
 ��
�
��� �����( ��� ��
�����
����

α•
+ $� 	
��


+"(�"(�
+"(�"(�  .%90!
x̂ | T⊗

> x0

| T⊗
,

x̂ | T⊗
=

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ

| T⊗
,

x̂a⊗ = 1 = v(a⊗) .
��8��+ $
�	 �	� �
#� ��� �� �����
����

α•

� "
��� ��  .%90!+


"�()"��f+
"�()"��f+  .%91!
x̄ :=

∑

ρ∈R⊗

αρx̄
ρ

Z� #�
�� �� b�##
 E%. $� �
� 8��
a⊕ ∈ Ae $
�	 �	
�
����
��
��

T⊕ 
��
R⊕ ���	 �	
�

T⊕ ⊆ T	 
��
R⊕ ⊆ R	 .
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Z� ��8�
�
�� �%E+ $� 	
��
x̄ρ

| T⊕
= cρ | T⊕

(ρ ∈ R⊕)

�� �����;������

x̄ | T⊕
= x̂ | T⊕

+ �	��

")
�(#d
,cg")
�(#d
,cg  .%92!
x̄ | T⊕

= x̂ | T⊕
> x0

| T⊕
,

��������

")
�(#d
,c
")
�(#d
,c
  .%93!
x̄a⊕ =

∑

ρ∈R⊗

αρx̄
ρa⊕ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρa⊕ =

∑

ρ∈R⊗

αρ = 1 .

��$+  .%92! 
��  0%E! �	�$ �	
�

x̄ doma⊕ x0

	���� ���� 
�����%

2ndSTEP :
��$ 
���#� �	
� �	
�

x0 ∈

 	���� ����% �	�� $� �
� 
���� �	�

2nd item�� �	����# .%E% �	
� 
�+ $� �
� �
�9 ��#�
a⊗ ∈ Ae $
�	 �	
�
����
��
��

T⊗
��
R⊗ 
� $��� 
�

x̂ ∈


∩Ha⊗

���	 �	
�

!*f+
,cg�!*f+
,cg�  .%:O!
x̂ ≤ x0 .

��$+ �� ��#
�9 .%:+ 
� �
��
���
� ���#��
  .%1!+
x̂ ∈ ∂


 
�#
�� �� 
 ����������
�
��
x̂ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ + x̂

T\T⊗

.

7�
x̄ρ(ρ ∈ R⊗)


� 
� 
#���
�
�� $� 	
�� ∑
τ∈T x

ρ
τ = t (ρ ∈ R⊗)


�� 	����

t =
∑

ρ∈R⊗

αρ

(
∑

τ∈T

xρ
τ

)
≤

∑

ρ∈R⊗

αρ

(
∑

τ∈T

cρτ

)

≤
∑

ρ∈R⊗

αρ

(
∑

τ∈T

cρτ

)
+
∑

τ∈T

x̂
T\T⊗

τ

=
∑

τ∈T

x̂τ ≤
∑

τ∈T

x0
τ = t

	���� ������
�
�� x̂
T\T⊗

= 0

�� 
�� 
��;�
�
�
�� 
�� �;�
�
���+ �	
� 
�+

x0 =
∑

ρ∈R⊗

αρx̄
ρ ∈

�
,
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